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1. GIRIS

Oklid, "Elementler" adli 13 kitaptan olusan eserlerinden ilk 4 tanesinde diizlem
geometriyi incelemektedir. Oklid'in kitaplarindaki aksiyomlarda var olan bazi
belirsizlikler ve eksiklikler uzun yillar boyunca bilinmesine Kkarsin, aynen
kullamilmuglardir.  Ancak Hilbert 1889'da cagmm bilgileriyle Oklid diizlemin
aksiyomlarin1 yeniden diizenlemistir. Grundlagen der Geometrie adli eserde bu
aksiyom sistemi verilmistir. Artik Oklid diizlemi i¢in, tiim matematik diinyasinca
"miikemmel" olarak degerlendirilen bu aksiyom sistemi (Hilbert Diizenlemesi)

gegerlidir, denilebilir.

Ancak c¢agdas matematik bilgileri gézoniine alinarak daha kisa ve daha rafine bir
aksiyom sistemi olusturulmustur. Oklid diizlem geometrisini isleyen bir¢ok eserde
kullanilan Birkhoffun metrik aksiyomlarinin bir modifikasyonu olan bu aksiyom
sistemi asagidaki sekilde verilmistir. Burada P noktalar kiimesi, . de P nin bazi alt
kiimelerinin ailesi olan dogrular kiimesi olsun.
[E1] Farkl iki noktay1 i¢eren bir tek dogru vardr.
[E2] Her dogru en az iki nokta, IP kiimesi de dogrusal olmayan ii¢ nokta igerir.
[E3] Her sirali (4, B) nokta ¢ifti i¢in d, negatif olmayan bir d(4,B) sayisini
belirtir. Ayrica d(A, B) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul A = B olmasidir.
[E4] Her A ve B noktalari i¢in d (A, B)= d(B, A) dir.
[E5] Her A, B ve C noktalari i¢in d (4, B)+ d(B,C) = d(A4, C) dir.
[E6] Verilen her | dogrusu i¢in bir f: 1l — R fonksiyonu vardir 6yleki tiim A, B
noktalar1 i¢in | f(4) — f(B) | =d(A4, B) dir.
[E7] Verilen her | dogrusu i¢in P nin asagidaki ii¢ kosulu saglayan H; ve H,
gibi iki alt kiimesi vardir.
()  H,ve H, konvekstir.
(i) H; UH,=P -1 (P den | nin ¢ikarilmasiyla elde edilen kiime).
(i) AeH,veBeH, ise, ABn| = @ dir.

[E8] m, her bir ag1 i¢in 0 ile 180 arasinda degisen bir reel sayi ile belirtilir.



[E9] H yar1 diizleminin kenari iizerinde bir AB isin1 ve 0 ile 180 arasinda

herhangi bir r reel sayist verilsin. Bu durumda P € H olmak lizere m(2PAB) = r

olacak sekilde bir tek AP 1511 vardir.

[E10] Eger D noktasi ZABC nin i¢ bolgesinde ise, m(£ABD)+ m(4£DBC)=
m(£ABC) dir.

[E11] Eger B, A ile C arasinda ve D ¢ AC ise , m(<ABD) +m(+£DBC)=180
dir.

[E12] Iki iiggenin kose noktalar1 arasinda bire-bir bir esleme verilsin. Eger
birinci tiggenin iki kenar1 ve aralarindaki ag1, ikinci tiggenin karsilik gelen kenarlarina
Ve aglya es ise bu tiggenler estir.

[E13] | dogrusu ve | nin disinda bir P noktasi verilsin. Bu durumda

P noktasindan gecen ve | dogrusuna paralel olan bir tek dogru vardir (Colakoglu 2009).

Bu onii¢ aksiyomdan onikinci aksiyom yani Kenar-Agi-Kenar eslik aksiyomunun
saglanmadig1 geometrilerde vardir. Bunlara 6rnek olarak taksi geometri, maksimum
geometri verilebilir. Kenar-Agi-Kenar aksiyomunun saglandigi geometriye ise, Mutlak
(absolute) geometri denir. Son =zamanlarda yapilan bazi c¢alismalarda mutlak
geometrideki Kenar-A¢i-Kenar aksiyomunun Kenar-Agi-A¢1 ve Kenar-Kenar-Kenar
denkligine deginilmistir (Donnelly 2010, 2013).

Bu tez calismasinin asil amaci, mutlak geometride eslik aksiyomlar1 ve bunlar
arasindaki iligkiler kullanilarak mutlak geometrinin  gelistirilmesine  katkida

bulunmaktir. Gerekli agiklamalar Oklidyen diizlemde incelenmistir.

Bu amacla, ikinci boliimde tez ¢calismamizin daha iyi anlasilabilmesi i¢cin gerekli olan
temel kavramlardan bahsedilmistir. Ugiincii béliimde izometri ve yansima kavramlari
tanitilip bunlarla ilgli teoremlere yer verilmistir. Dordiincii boliimde mutlak geometride
Kenar-Aci-Act ile Kenar-Agi-Kenar eslik aksiyomlar1 arasindaki iliskiye deginilmistir.
Son bolimde Kenar-Kenar-Kenar ile Kenar-Agi-Kenar eslik aksiyomlar1 arasindaki

iliski a¢iklanmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimdeki tanim ve teoremler Martin (1982, 1986), Moise (1990), Millman ve
Parker (1991) ve Colakoglu (2009) kaynaklarindan faydalanilarak verilmistir.

Tanim 2.1 (Soyut geometri) P elemanlar1 noktalar olan bir kiime; L. de, P nin bos
kiime olmayan alt kiimelerinden olusan ve elemanlar1 dogrular olan bir kiime olmak
izere, asagidaki iki aksiyomu saglayan matematiksel sisteme Soyut geometri denir ve
[P,L] ile gosterilir.

() P deki her farkl iki noktadan gegen en az bir dogru vardir.

(11) Her dogru en az iki noktaya sahiptir.

Tanmmm 2.2 (Incidence geometri) I, nokta ve dogrular arasinda iizerinde olma
(incidence) bagintis1 olmak Ttizere asagidaki aksiyomlar1 saglayan [IP,IL] soyut
geometrisine konum (incidence) geometrisi denir.

() P deki her farkl iki nokta bir tek dogru tizerindedir.

(i) Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

Tamm 2.3 (Metrik) X bos olmayan bir kiime olmak iizere, d : X X X — R fonksiyonu
asagidaki (i) ve (ii) kosullarini saglarsa, d ye X kiimesi iizerinde bir uzaklik fonksiyonu
denir. Eger ti¢ kosulu da saglarsa, d ye X kiimesi tizerinde bir metriktir denir.

(i) HerP,QeXigind(P,Q)=0ved(P,Q)=0< P =0Q dir.

(i) Her P,Q € X i¢ind (P, Q) =d (Q, P) dir.

(iif) Her P, Q,R€ X i¢in d (P, Q) < d (P,R) +d (R, Q) dir

Tamm 2.4 (Cetvel) [, [IP,] konum geometrisinin bir dogrusu, d de P {izerinde bir
uzaklik fonksiyonu olmak iizere, asagidaki kosullar1 saglayan f: 1 — R fonksiyonuna [
icin cetveldir denir.

(i) f fonksiyonu bire-bir ve ortendir.

(i) [ uzerindeki her P ve Q noktalari igin |f(P) — f(Q) | = d (P, Q) dir.
Burada, (ii) esitligine cetvel denklemi, f(P) ye ise P nin f ye bagh koordinat: denir.



Tamm 2.5 (Metrik geometri) [P,L] bir konum geometrisi ve d , P iizerinde bir
uzaklik fonksiyonu olmak tizere, V [ € I dogrusu bir cetvele sahipse, d ile birlikte

[[P,LL] konum geometrisine metrik geometri denir ve [P,L, d ] ile gosterilir.

Tammm 2.6 (Arada olma) A4, B ve C, [P,L,d ] metrik geometrisinde ti¢ farkli nokta
olmak iizere, eger bu noktalar ayn1 dogru tizerinde ve d (4,B) +d (B,C) =d (4, C) ise,

B noktast A ve C noktalar1 arasindadir denir ve A — B — C ile gosterilir.

Tamm 2.7 (Dogru pargasi) A ve B farkl iki nokta olmak tizere,
AB={X€P: X= AveyaX = Bveyad — X — B}
kiimesine AB dogru parcas: denir ve AB veya [AB] seklinde gosterilir.

Tamim 2.8 (Dogru parcalarimn esligi ve dogru parcasmnn ici) AB ve CD iki dogru
parcasi olmak iizere, eger d(A,B) = d(C, D) ise AB ve CD dogru pargalar1 estir denir ve
AB =~ CD ile gosterilir. AB - { A, B} kiimesine ise AB dogru parcasimn ici denir ve

int(AB) ile gosterilir.

Tanim 2.9 (Ism) ABU{X€P:A4— B — X} kiimesine AB 1sini, A noktasma AB

1siniin baglangi¢ noktasi denir ve AB veya [AB ile gosterilir.

Tamm 2.10 (Istmin igi) AB - { A} kiimesine ise AB winmin i¢l denir ve int(ﬁ) ile

gosterilir.

Tammm 2.11 [P,IL,d ] bir metrik geometri ve S c IP olsun. Eger S i¢indeki her farkli

P ve Q noktalar1 i¢in PQ c S ise, S kiimesine konvekstir denir.

Tamim 2.12 (Diizlem Ayirma Aksiyomu (DAA)) [P,L,d] metrik geometrisinde,
verilen her [ € IL dogrusu i¢in IP nin asagidaki ii¢ kosulu saglayan #; ve H, gibi iki alt
kiimesi varsa, [P,L, d ] sistemi diizlem ayirma aksiyomunu saglar denir. Bu durumda,
H, ve H, kiimelerinin herbirine bir yar: diizlem , | dogrusuna da bu yar: diizlemlerin
kenar1 denir.

() 7, ve H, konvekstir.

(i) Hy UH,=P -1 (IP den [ nin ¢ikarilmasiyla elde edilen kiime).

(i) Ae H,ve BeH, ise, ABnl # @ dir.



Tanim 2.13 (Pasch geometri) Diizlem aymrma aksiyomunu saglayan bir metrik

geometriye Pasch geometri denir (Colakoglu 2009).

Teorem 2.1 [P,L,d] diizlem ayirma aksiyomunu saglayan bir metrik geometri, A ve B
noktalar1 [ dogrusu tlizerinde olmayan iki nokta olsun. Bu durumda
() A ve B noktalar1 I dogrusunun zit bolgelerindedir ancak ve ancak
ABNnl= ¢ dir.
(i) A ve B noktalar1 [ dogrusunun ayni bolgesindedir ancak ve ancak
ABnNnl =@ veya A = B dir.
Ispat. (i): A ve B noktalar1 [ nin zit bolgesinde ise, A € H, ve B € H, (veya A € H,
ve B € H,) olur. Bu durum da Tanim 2.12 (iii) den AB n [ # @ olur.
Tersine AB N1+ @ olsun. Eger A, B € H, (veya A,B € H,) olsayd1 H, (veya ;)
konveks oldugundan AB € H; (veya #,) olurdu. Bu durumda AB Nl =@ olurdu.
Dolayisiyla bu bir ¢eliskidir ve A ve B noktalar1 [ dogrusuna gore zit bolgelerde

olmalidirlar.

(ii): A, B noktalar1 [ dogrusuna gore ayn1 bolgede olsunlar. Bu durumda A, B € H; veya
A, B € H, dir. H; ve H, konveks oldugundan ya A = B veya AB € H, veya AB € H,
olur. Dolayistyla AB Nl = @ dur.

Aksine A =B veya ABNn 1l = @ olsun. A = B ise bu noktalar [ nin ayni tarafindadur.
AB Nl = Qise H, ve H, yar1 diizlemleri konveks oldugundan A ve B noktalar1 ya H;

yada H, yari diizlemindedirler. Yani [ nin ayn1 bolgesindeki yar1 diizlemdedirler.

Teorem 2.2 [, diizlem ayirma aksiyomunu saglayan metrik geometride bir dogru olsun.
P ve Q noktalar1 [ dogrusunun zit bolgelerinde ve Q ve R noktalar1 da [ dogrusunun zit
bolgelerinde ise P ve R noktalar1 [ dogrusunun ayn1 bolgesindedir.

Ispat. | , DAA y1 saglayan metrik geometrinin bir dogrusu olsun. Bu durumda [
dogrusu diizlemi H; ve H, yar1 diizlemlerine ayirir. P ve @ noktalar1 [ nin zit
bolgesinde ise PQ N I # @ olur ve dolaysiyla P € H; ise Q € H, dir. Benzer sekilde Q
ve R noktalar1 [ nin zit bdlgesinde ise QR N I # @ olur ve Q € #, oldugundan R € 3,



olur. H,ve H, ayrik ve konveks alt kiimeler oldugundan P ve R noktalarinin

olusturdugu dogru parcas1 PR N [ = @ olup [ nin ayn1 bolgesindedirler.

Teorem 2.3 | diizlem ayirma aksiyomunu saglayan metrik geometride bir dogru olsun.
P ve Q noktalart ! dogrusunun zit bolgelerinde ve Q ve R noktalar1 [ dogrusunun ayni
bolgesinde ise P ve R noktalar1 [ dogrusunun zit bolgesindedir.

Ispat: [, DDA y1 saglayan metrik geometrinin bir dogrusu olsun. Bu durumda [ dogrusu
diizlemi H; ve H, yar1 diizlemlerine aywrir. P ve Q noktalart [ nin zit bolgesinde ise
PQNl+® olup PEH, ise Q€ H,dir. Q ve R noktalar1[ nin aym bdlgesinde ise
QRNI1=¢ olup Q € H, oldugundan R € H,dir. H,ve H, ayrik ve konveks alt

kiimeler oldugundan PR N [ # @ olup P ve R noktalari1 [ nin zit bolgesindedirler.

Tamim 2.14 (Aq1) Baslangi¢c noktalar1 ortak farkli iki 1sinmin birlesim kiimesine ag1

denir. BA ve BC isinlarimin olusturdugu agiya ABC agist denir ve £ABC seklinde

gosterilir.

Tanmm 2.15 (Acinin I¢ Bolgesi) Pasch geometride AB dogrusunun C noktasini i¢eren

bolgesiyle, BC dogrusunun A noktasimni igeren bolgesinin kesisimine ZABC ag¢isinin i¢

bélgesi denir ve int(£ABC) ile gosterilir (Sekil 2.1).

A

"

Sekil 2.1 Aginin i¢ bolgesi

Tamim 2.16 (A¢1 Ol¢gme Fonksiyonu) Bir [P,L,d] Pasch geometrisinde, +# tiim
agilarin kiimesi olmak {izere, asagidaki dort kosulu saglayan m : #/ — R fonksiyonuna

agi olgme fonksiyonu denir.
(i) Eger £ABC € A ise, 0 <m (£ABC) < 180 dir.



(i) H yart diizleminin kenar1 iizerinde bir AB 151 ve 0 ile 180 arasinda
herhangi bir r reel sayisi verilsin. Bu durumda P € H olmak iizere
m(£PAB) = r olacak sekilde bir tek AP 1511 vardir.

(iii) Eger D noktas1 £ ABC agisinin i¢ bélgesinde ise,

m(£ABD)+ m(£DBC)= m(£ABC) dir.
(iv) Eger A—B —C ve D & AC ise
m(£ABD) + m(4«DBC)= 180 dir.

Tamim 2.17 (Acqiolcer geometri) [P,IL,d | Pasch geometrisine, bu geometri tizerinde
taniml1 bir m agidlgme fonksiyonuyla birlikte agidlger (protractor) geometri denir ve

[[P\IL, d, m] ile gosterilir.

Tamim 2.18 (Pasch postiilat1 (PP)) Bir metrik geometride [ bir dogru ve AABC de bir
iicgen olsun. A — D — B sartin1 saglayan D € [ noktasi i¢in LN AC # @ yada I N BC #
@ ise bu metrik geometri Pasch Postulatini (PP) saglar denir (Sekil 2.2).

Sekil 2.2 Pasch postiilatinin sekli

Teorem 2.4 (Pasch Teoremi) Eger bir metrik geometri diizlem ayirma aksiyomunu
(DAA) sagliyorsa Pasch postiilatini saglar.
Ispat. Bir metrik geometride, AABC bir iicgen, [ bir dogru olsun. A — D — B olacak

sekilde D € | noktas1 verilsin. [ N AC # @veyal N BC # @ oldugu gosterilmelidir
(Sekil 2.2).



AC Nl = @oldugunu kabul edelim. O halde BCNIl =+ @ oldugu gosterilmelidir.
Simdi A € ACNAB oldugundan [ + AB dir. Bu nedenle hem A ve B noktalari, [
dogrusu iizerinde degildirler hem de AB N[ = {D} # @ oldugundan bu noktalar teorem
2.1 geregince | dogrusunun zit bdlgesindedirler. A ve C noktalari, ACNI=0
oldugundan yine teorem 2.1 geregince [ dogrusunun ayni bolgesindedir. Teorem 2.3 den
B ve C noktalari, [ dogrusunun zit bolgesindedir. Bundan dolay1 BC N [ # @ dir. Benzer

sekilde BC N [ = @ oldugu durumda da AC N [ # @ saglanacaktur.

Teorem 2.5 Bir Pasch geometride A bir dogru, 151, dogru pargasi, bir 1smin yada bir
dogru parcasinin i¢i olsun. Eger A N | = @ olacak sekilde bir ! dogrusu varsa o zaman
A nm tamami | dogrusunun bir bélgesindedir. Eger A — B — C ve AC n | = {B} olacak
sekilde bir B noktas1 varsa o zaman int(BA) ve int(ﬁ) nin her ikiside [ nin ayni
bolgesinde iken int(ﬁ) ile int(B_(,z), [ nin zit bolgesindedir.

Ispat. Bir Pasch geometride A bir dogru, 151, dogru pargasi, bir 1s1nm ya da bir dogru
pargasmin i¢i olsun. A N[ = @ olacak sekilde bir [ dogrusu ve X € A ve de A nin
herhangi bir Y noktasmi alalim. XY c A oldugundan XY N[ = @ olup X ve Y noktalari
[ nin aym bdlgesindedir ve dolayisiyla <A nin her noktas1 X noktasiyla [ nin ayni

bolgesinde olup A nin tamamu [ nin bir bolgesindedir.

A—B—C veAC Nl ={B} olacak sekilde bir B noktasi olsun. BA — {B} nin bir
elemant P noktast olsun. Bu durumda PANnl =@, PAn L= @ ve PANnPA = PA olup
her P noktasi i¢cin bu durum saglanacagindan int(m) ve int(BA), | nin ayni
bolgesindedirler. Fakat int(BA) nint(BC) = @ ve P € int(BA), Q € int(BC) igin

PQ Nl ={B}+ @olup int(m) ile int(ﬁ) [ dogrusunun zit bolgesindedirler.

Teorem 2.6 (Z teoremi) Bir Pasch geometride P ve (Q noktalar AB dogrusunun zit
bolgelerinde ise BP N AQ = @ dir. Ozel olarak BP N 4Q = ¢ dir (Sekil 2.3).

Ispat. Eger P ve Q noktalar1 AB nin zit bolgesinde ise Teorem 2.5 den int(ﬁ), AB
dogrusunun bir bolgesinde ve int(A_Q)) ise diger bolgesindedir. Dolayisiyla int(ﬁ) N
int(de) = @ dir. Eger B ¢ AQ ise (¢iinkii 4, B, Q dogrudas degil) BP N int(m) =0



elde edilir. Eger A ¢ BP ise BPNAQ = elde edilir. Bu sekildle BP c BP ve

Sekil 2.3 Z konfliglirasyonu

Teorem 2.7 Bir Pasch geometride P € int(£ABC) olmasi igin gerek ve yeter sart A ve

P noktalarmm BC dogrusunun ayni bdlgesinde, C ve P noktalarinin BA dogrusunun

ayn1 bolgesinde olmasidir.

Ispat. Bir Pasch geometride P € int(<ABC) olsun. Bu durumda P noktas1 BC
dogrusunun A noktasii kapsayan bolgesinde ve ayni zamanda BA dogrusunun C
noktasini kapsayan bolgesinde oldugundan A ve P noktasi BC'nin ayni1 bolgesinde, P ve

C noktast BA nin ayn1 bolgesindedir.

Aksine A ve P noktalarinin BC dogrusunun ayni bolgesinde, C ve P noktalarmmin BA
dogrusunun ayni bolgesinde oldugu kabul edilsin. BC dogrusunun A noktasmi kapsayan

bolgesi ile BA dogrusunun C noktasini kapsayan bolgesinin arakesiti int(2ABC) olup,

P noktast her iki bolgenin de elemani oldugundan arakesitin de elemamidir. Yani

P € int(£ABC) dir.

Teorem 2.8 (Crossbar teoremi(Kesen Isin Teoremi)) Bir Pasch geometride P noktasi

2ABC agisinm i¢ bolgesinde ise BP 1511, AC dogru parcasmmi A — F — C olacak sekilde
bir tek noktada keser.
Ispat. E — B — C olacak sekilde bir E noktasm diisiinelim (Sekil 2.4). Teorem 2.7 den

P ve C noktalar1 AB nin ayn1 bolgesindedirler ve Teorem 2.5 den E ve C noktalar1



AB nin zit bdlgesindedirler. Boylece P ve E noktalari AB nin zit bolgesinde olur. Z
Teoreminden BP N 4E = ¢ dir. P— B — Q olacak sekilde bir Q noktasi alnsm. O
zaman Q ve A, BC =EC dogrusunun zit bdlgesinde olurlar. Yine Z Teoremine gore
ﬁj NAE =@ dir. Boylece BPNAE =¢ olur. AECA ticgenine PP nin
uygulanmastyla BPNAC # 0 oldugu goriiliir. A, B, C dogrudas olmadigindan bir F
noktasi i¢in BP nAC = {F}olur.

F + A (yoksa BPNAE # ¢ olur) ve F #+ C (yoksa B, P, C dogrudas olur) dir. Boylece
F € int(AC) dir. Son olarak P, A ve F noktalarmmn hepsi BC nin ayni tarafindadirlar ve

bu nedenle F € BP olup F € BP dir. Bunun sonucu olarak BP s, ACYyi A—F—C
olacal sekilde yalniz bir F noktasinda keser (Sekil 2.4).

Sekil 2.4 Crossbar teoreminin sekli

Tammm 2.19 [P,L,d, m] agidlger geometrisinde, eger m (LABC) = m («DEF) ise
ABC ve DEF acgilari estir denir. Ayrica, iki tiggenin kse noktalar1 arasinda bire-bir bir
esleme verildiginde, eger birinci iliggenin kenarlari ve bu kenarlar arasindaki acilari,
ikinci tiggenin karsilik gelen kenarlaria ve bu kenarlar arasindaki agilarina es ise bu iki

licgen estir denir.

Tamm 2.20 [P,L, d, m] agidlger geometrisinde, iki liggenin kdse noktalar1 arasinda
bire-bir bir esleme verilsin. Eger birinci tiggenin iki kenar1 ve bu kenarlar arasindaki ag1,
ikinci tiggenin karsilik gelen kenarlarina ve agisina es iken bu liggenler de es ise,

[P,L, d, m] sistemi Kenar-A¢i-Kenar (KAK) aksiyomunu sagliyor denir.
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Tamim 2.21 KAK aksiyomunu saglayan agidlger geometriye mutlak (absolute,neutral)
geometri denir (Colakoglu 2009).

Tammm 2.22 (Protractor Postiilati) 2 tiim agilar1 {x | xX€ R, 0 < x < 180 }
kiimesinden bir elemana esleyen bir a¢1 6lgme fonksiyonu olmak iizere
a) VA ,H van diizleminde bir 151 ise her bir € (0, 180) icin m(AVP) =
r olacak sekilde yalniz bir VP 1s1n1 vardir.

b) B € int(AVC) ise m(<AVB)+ m(£BVC)= m(£AVC) dir.

Tamim 2.23 (Konveks Dortgen) Pasch geometride, her bir kenar1 biitiiniiyle (kenarin
iizerinde bulundugu dogru) karsisindaki kenarm belirledigi yar1 diizlemde olan dortgene

konveks dortgen denir. Sekil 2.3 de (a) konveks (b) ise konveks degildir.

(a) (b)
Sekil 2.5 Konveks dortgen

Teorem 2.9 (A¢i olusturma teoremi) 2AVB bir agl,m bir 151, H ise wc
dogrusunun belirttigi yar1 diizlem olsun. H da 2AVB =~ 2CWD olacak sekildeki D

noktasi i¢in bir tek WD 1sm1 vardir.

Ispat. Tanim 2.22 den ZAVB =~ £CWD olacak sekildeki D noktas1 i¢in bir tek WD 18101

vardrr.
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3. iZOMETRIi VE YANSIMA

Tamim 3.1 (izometri) [P,L,d] ve [P,L,d] metrik geometriler olmak iizere 4, B € P
olmak iizere
. P->P
d(A,B) = d'(pA, ¢B)

esitligini sagliyorsa ¢ ye [P,L,d] ve [P,L’,d] arasinda bir izometri denir (Sonmez
2006). Izometri, direkt izometri ve karsit izometri olmak iizere ikiye ayrilir. Direkt
izometri yonii korur. Otelemeler ve donmeler direkt izometridir. Karsit izometri ydnii

ters gevirir. Yansimalar karsit izometridir (Cakan 2011).

Teorem 3.1 Eger bir izometri bir dogru lizerindeki farkli iki noktayi sabit birakir ise bu
izometri dogru iizerindeki noktalar kiimesini sabit birakir.

Ispat. A ve B bir dogru iizerinde herhangi noktalar olsun. Bu noktalardan farkli olarak
A - P - B olacak sekilde bir P noktas1 alinsin. O halde AP ve BP uzakliklar1 sifirdan
farklidir. Eger BP uzaklig1 bilinirse P noktasi bulunabilir. Izometri uzaklig1 koruyan bir
doniisiim oldugundan, A ve B noktalarin1 sabit birakan izometri P noktasmida sabit
birakmalidir. Benzer sekilde, ayni izometri bu dogru {izerindeki biitiin noktalar1 sabit

birakir.

Tanim 3.2 g, diizlemde herhangi bir dogru olmak iizere g nin her noktasini kendisine
ve diizlemin diger her bir noktasin1 g ye gore simetrigi olan noktaya doniistiiren bir

doniisiime g ye gore bir yansima ve g dogrusuna da bu yansimanin ekseni denir.

Sekil 3.1 Oklid diizleminde yansima
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Sekil 3.1 de P, Q, R noktalar1 dogrudas degildir. Bu noktalarin g ye gore yansimalari,
sirast ile, P, Q', R' dir. g dogrusu PP, QQ', RR’ yi dik kesmektedir (Hacisalihoglu
1998).

Teorem 3.2 Yansimalar agilarin yoniinii ters ¢eviren hareketlerdir. Bir yansima, ekseni
tizerindeki noktalardan baska hi¢ bir noktay1 sabit birakmaz. Bir yansima ekseninden ve
eksenine dik olan dogrulardan baska higbir dogruyu sabit birakmaz.

Ispat. Bir yansimanin diizlemde bire-bir bir doniisiim oldugu agiktir. Hatta Sekil 3.1den
yansimanin uzaklig1 korudugu da gosterilebilir. O halde bir yansima bir harekettir. Her
noktanin eksene gore yansimisi eksene gore simetrigi oldugundan, her aginm yonii tersi
olur. O halde Sekil 3.1 de PQR agisinmn yonii pozitif ise goriintiisii olan P'Q R agisinin
yonii negatiftir. Ekseni g olan bir yansimada g nin noktalar1 sabit noktalardir. Ayrica g
dogrusu ve g ye dik olan biitiin dogrular da sabit dogrulardir, g ye gére simetrik olan

sekil de yansimada sabit kalir (Hacisalihoglu 1998).

Bu tezde yansimalar ayn1 zamanda hareket olarak ifade edilecektir.

Teorem 3.3 Dogrudas olmayan ii¢ noktayi, dogrudas olmayan ii¢ noktaya doniistiiren
iki farkli hareket yoktur.

Ispat. a,  izometrileri sirasiyla dogrudas olmayan A,B,C noktalarmi, dogrudas
olmayan A, B’, C' noktalarina déniistiirsin. O zaman af~! izometrisi A,B,C
noktalarmmn her birini sabit birakir ve bundan dolayr ¢ 6zdeslik doniisimi olmak

zorundadir. a8~ = ¢ olmak iizere,

(ap™) B =1
a(B~'B) =P
at=p

elde edilir.

Teorem 3.4 iki noktayi sabit birakan bir izometri bir yansima ya da birim doniisiimdiir.
Ispat. m dogrusu iizerindeki P ve Q noktalarmi sabit birakan bir a izometrisi gozoniine
alinsin. a izometrisi igin iki durum vardir. « izometrisi ya ¢ ya da o, yansimasidir.

Teorem 3.1 den @ = ¢ durumu asikardir. a # ¢ olsun. @ = g, yansimasi oldugunu
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gosterilecektir. Eger a # ¢ ise Teorem 3.1 ye gore a tarafindan sabit birakilmayan bir R
noktas;, m dogrusunun digsinda olmalidir. Bu takdirde P,Q,R noktalar1 dogrudas
olmayan ii¢ noktadir. R'= a(R) olsun. a bir izometri oldugu i¢in PR = PR've QR = QR’
dir. P ve Q nun herbiri R ve R den esit uzakliktaki noktalarm geometrik yeri
oldugundan m dogrusuﬁ niin orta dikmesidir. Sonug olarak a(R) = R’ = g, (R) dir.
Ayn1 zamanda a(P) = P' = 0,,(P) ve a(Q) = Q' = 0,,(Q) dir. Teorem 3.3 e gore a

= g,,, elde edilir.
Simdi yansimalarin bileskesiyle ilgili bazi teoremlerden bahsedilecektir.

Teorem 3.5 Tek bir noktayi sabit birakan izometri kesisen iki dogruya gore yansimanin
bir bileskesidir.

Ispat. Bir a izometrisinin bir tek C noktasini sabit biraktig1 varsayilsin. P noktasi C den
farkli bir nokta, a(P) =P ve m dogrusuﬁ niin orta dikmesi olsun. a bir izometri
oldugu i¢in CP = CP’ dir. Bu durumda C noktas1 m dogrusunun iizerindedir. Bu yiizden
0,(C) =C ve o,(P) =P dir. g,a(C) =0,(C)=C ve a(P) =0,,(P)=P dir.
Teorem 3.4 e gore [ = CP olmak iizere oma = tyada o,a = g dir. Ancak o,,a # ¢ dir.
Yoksa a, a,, olurdu ve C den baska noktalar1 da sabit birakirdi. Bu yiizden bazi [
dogrusu i¢in o, = o; dir. Bu esitligin iki tarafina soldan o, ile bileske islemi

uygulandiginda « = a,,0; elde edilir.

Herhangi m dogrusu i¢in ¢ = 0,,,0,, oldugundan 6nceki iki teoremin bir sonucu olarak

asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.6 Bir noktay1 sabit birakan bir izometri en fazla iki yansimanin bir

bileskesidir.

Teorem 3.7 Yansimalarin bileskesi bir izometridir. Her izometri en fazla ii¢ yansimanin
bileskesidir.

Ispat. Kabul edelim ki 6zdeslik(birim) olmayan bir « izometrisi P noktasin1 farkli Q
noktasma doniistiirsiin. m dogrusu da PQ nun orta dikmesi olsun. o,,a izometrisi P

noktasini sabit birakir. Teorem 3.6 ya gbre g,,a nin en fazla iki yansimanm bileskesi
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olmasi gerekir. Bu iki yansimanin bileskesine £ denilsin. Boylece a = a,,,8 dir ve a en

fazla {i¢ yansimanin bileskesidir (Martin 1982).

Oklid diizleminde iki iiggenin kdse noktalar1 arasinda birebir bir esleme verilsin. Eger
birinci liggenin iki kenar1 ve aralarindaki ag1, ikinci tiggenin karsilik gelen kenarlarma
ve agtya es ise bu iki liggen KAK gore estir. Bu iki es iiggen en fazla {i¢ yansima ile

meydana gelir (Sekil 3.2) (Cakan 2011).

Sekil 3.2 Ug yansima ile AABC ~ ADEF gosterimi
Tanm 3.2 (Kolinasyon) [P,L] ve [P',L'] incidence geometriler olmak iizere her [ € L

icin @(1) € L' olacak sekilde bir ¢ : P —» P’ doniisiimiine kolinasyon denir (Sénmez

2006).
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4. MUTLAK GEOMETRIDE KENAR-ACI-ACI iLE KENAR-ACI-KENAR
ESLIK AKSIYOMLARI ARASINDAKI ILISKI

Bu boliimde Mutlak Geometri aksiyom sisteminden sadece Tanim 2.20 de verilen
Kenar-Agi-Kenar (KAK) eslik aksiyomu kaldirilip yerine Kenar-Agi-A¢1 (KAA) eslik
aksiyomu konularak yeni bir aksiyom sistemi olusturulmustur. Yapacagimiz tim

ispatlarda bu yeni aksiyom sistemi kullanilmustir.

Tamim 4.1 (Kenar-Aci1-A¢1 Aksiyomu) [P,LL, d, m] acgidlger geometrisinde, A ABC ve
A DEF iiggenlerinin kdse noktalar1 arasinda bire-bir bir esleme verilsin. Eger AC ~ DF
2BAC = £EDF ve £ABC = ¢«DEF iken AABC =~ A DEF ise [P,L,d, m] sistemi
Kenar-A¢i-A¢i (KAA) aksiyomunu sagliyor, denir.

Teorem 4. 1 ABC bir iiggen olmak iizere her r€ R igin 0< r < m (£ABC) olacak
sekilde r =m («DBC) esitligini saglayan, AC dogru parcasmin i¢ bdlgesinde bir tek

D noktasi vardir.

Sekil 4.1 Uggenin bir i¢ agisin1 bolme

Ispat.re Rve 0<r < m (£ABC) durumunda BC dogrusunun disinda A noktast ile

ayni bolgede bulunan r= m (£PBC) olacak sekilde bir tek P noktasi vardir (Tanim

2.16). P noktas1 £ZABC agisinim i¢ bolgesinde olmasm. O halde A ve C noktalari, PB

dogrusunun ayni1 veya zit bolgesindedir.

(1) A ve C noktalari , PB dogrusunun ayni bblgesinde olsun
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Sekil 4.2 Dogrunun aynmi bdlgesindeki noktalar

A ve P noktalar;, BC dogrusunun ayni bdlgesinde ve A ve C noktalar: ise, PB
dogrusunun aymi bolgesinde oldugundan (Sekil 4.2) A noktast £PBC agisinin i¢
bolgesindedir (Tanim 2.15). Bu durumda m(2PBA) + m(£ABC) = m(«PBC) olur
(Tanim 2.16 (iii)). Fakat bu durum r = m(2PBC) ve 0 <r < m(£ABC) olmasiyla
celigir. O halde A ve P, BC dogrusunun ayni1 bolgesinde ise P noktasi £ ABC agismnin

ic bolgesindedir ve teorem 2.4 geregince AC iizerinde bir tek D noktas1 vardir.

(2) A ve C noktalari , PB _dogrusunun zit bdlgesinde olsun

Tamim 2.12 geregince int( AC) N PE = ¢ olup bu kesisim noktasmna Q denilsin
(Sekil 4.3). Burada ti¢ durum vardir. P — B — Q , B=Q ya da Q noktasi BP 1S1n1n i¢
bolgesinde olabilir.

i) P—B — Q durumu

Bu durumda P ve Q noktalari, BC nin zt bolgesinde olur. Ispatin basinda belirtildigi
gibi P noktasi BC dogrusunun disinda A noktasi ile ayn1 bolgededir. O halde A ve Q

noktalari BC dogrusunun zit bolgesindedir (Teorem 2.3). Bu ise Q noktasinin

C uzerinde olmasiyla ¢elisir. O halde P — B — Q durumu gergeklesmez.

Sekil 4.3 Dogrunun zit bolgesindeki noktalara gére P — B — Q durumu
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i) B=Q olsun
QeAC n BC dir (Sekil 4.4). Fakat C € AC N BC dir. Q noktast AC dogru parcasmin
i¢ bolgesinde oldugundan Q # C dir. Bu ise AC ve BC dogrularmm iki farkli noktada
kesigmeleri anlamina gelir yani AC = BC olur. Bu ise celigkidir. Ciinkii 4, B ve C

noktalar1 dogrudas degildir.

naB=Q C
P

Sekil 4.4 Dogrunun zit bolgesindeki noktalara gére B= Q durumu

iii) Q noktasinn BP 1smnm i¢ bdlgesinde olsun
Bu durumda B —P —Q (Sekil 4.5) veya B—Q — P (Sekil 4.6) olabilir. Her iki
durumda da m(2ABQ)=m(2ABP) ve m(«CBQ)=m(«CBP) dir.

]

Sekil 4.5 Dogrunun zit bolgesindeki noktalara gére B — P — Q durumu

B C

Sekil 4.6 Dogrunun zit bolgesindeki noktalara gére B — Q — P durumu
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Q noktas1 AC dogru parcasinin i¢ bdlgesinde oldugundan, Q , BC dogrusunun A
noktasini i¢eren bolgesinde ve AB dogrusunun C noktasini i¢eren bdlgesindedir. Yani
Q €int(2ABC) dir. Buradan m(2ABC)=m(£ABQ)+ m(£CBQ) =m(£ABP) + m(£CBP)
olup P €int(2ABC) olmaktadir . Bu ise P & int(2ABC) segimiyle celisir.

O halde P €int(2ABC) olmahdir. Teorem 2.6 (Crossbar Teoremi) geregince int(ﬁ)
N int(AC) = D olacak sekilde bir tek D € int( AC) vardir. D € int(BP) oldugundan

BP = BD dir. Sonug olarak m(£DBC)=m(£PBC)= dir. Tanim 2.16 (ii) geregince de
m(£DBC)=r olmaktadir.

Teorem 4.2 Uggenin bir dis acismin dlgiisii kendisine komsu olmayan i¢ agilarm
Olgiisiinden biiyiiktiir

Ispat. A ABC bir iicgen, D ise A — C — D olacak sekilde bir nokta olsun (Sekil 4.7).Bir
i¢c a¢inin kendine komsu olmayan bir dis agidan biiyiikk oldugunu varsayalim. Yani
m(£BAC) = m(£BCD) olsun. Bu durumda ya m(2BAC) = m («BCD) ya da m(£BAC)
> m(4£BCD) dir.

X

Sekil 4.7 Dis ac1

i) m(«BAC) =m («£BCD) olsun
Bunun i¢cin K=B olacak sekilde K noktasi alinsin (Sekil 4.8). Kenar-A¢i-Ac1 eslik
aksiyomuna gére AKDC =~ AKDA olur. Bu durumda DA = DC olur. Buise A—C — D

ile ¢elisir. Ciinkii A—C — D olmasiDA > DC olmasin1 gerektirir. Bu nedenle

m(£BAC) = m(£BCD) durumu saglanmaz.
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B= .

Sekil 4.8 m(£BAC) = m («BCD) durumu

i) m(£BAC) > m(«BCD) olsun

m (2KAC) = m (£KCD) olacak sekilde bir tek K € int(BC) noktas1 almsm (Sekil 4.9).
Kenar-Agi-Ac1 eslik aksiyomuna gére A KDC = A KDA. Bu durumda DA = DC olur. Bu
ise A—C—D olmasiyla g¢elisir. Sonu¢ olarak, m(2BAC) < m(«BCD) olmak

zorundadir.

SN

Sekil 4.9 m(«BAC) > m(«BCD) durumu

Son olarak B — C — F olacak sekilde bir F noktasi alinsin (Sekil 4.10). A—C — D ve
B — C — F oldugundan £ BCD ile £ ACF ters agilardir ve dlgiileri esittir. m(2ACF) =
m(£BCD) ve m(£ACF)>m(£ABC) oldugundan m(2ABC)< m(£BCD) elde edilir.

Sekil 4.10 m(£ABC)< m(£BCD) durumu

20



Teorem 4.3 Herhangi iki dogru, baska bir dogru ile kesildiginde, olusan i¢ ters
acilarm olgiileri esit ise bu iki dogru paraleldir.
ispat. AB, CD, FG fiig farkli dogru, A—F — B, C — G — D, m(2AFG)=m(<DGF) ve

A ve C noktalar1 FG dogrusunun ayni bolgesinde olsun (Sekil 4.11).

Sekil 4.11 Ic ters acilarm dlgiileri esit olan paralel iki dogru

AB ile CD dogrular1 paralel olmasm. AB n CD= M ve M€ FG olsun. Bu
durumda M € FG ve M € AB oldugundan AB n FG = M dir. Aym zamanda
AB n FG =F oldugundan F = M dir. Benzer sekilde M € FG ve M € CD
oldugundan €D n FG =M dir. CD n FG = G oldugundan G = M dir.

F=M ve G=M oldugundan F = G olur. Bu durum ise AB ,CD dogrular1 farkl iki
dogru oldugundan ¢eliskiye yol acar.

Simdi de AB N CD=M ve M &FG olma durumu g6zoniine alinsin (Sekil 4.12). M
noktasi, A ve C noktalarmin bulundugu bolgede diisiiniilebilir. Bu durumda A FMG
ticgeninin £ FGD dis agismin Olgiisii kendisine komsu olmayan £ZMFG i¢ agisinin
Olglistinden biiyiiktiir. Halbuki m(2AFG)=m(«DGF) idi. Bu durum Teorem 4.2 ile
celigir.

B

3

ki
G

Oe

>
C

Sekil 4.12 i¢ ters agilarinin dlgiileri esit olan kesisen iki dogru

O halde AB ile CD dogrular1 paraleldir.
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Teorem 4.4 AB bir dogru, C ve D noktalar1 ise £ZABC = £ BAD olacak sekilde AB

dogrusunun zit bélgelerinde olsun. G = AB N CD i¢in A — G — B dir. Ayrica AD =
BC ise ADAG = A CBG olup G noktas1 AB ve CD dogru parcalarinmn orta noktasidir.

Ispat. C ve D noktalar: AB dogrusunun zit bolgelerinde farkli iki nokta olsun. Bu

durumda Tanmm 2.8 geregince CD dogru pargasi, AB dogrusunu keser. Bu kesim
noktasma G denilsin (Sekil 4.13).

Sekil 4.13 4B dogrusu ve CD dogru parcasinin kesismesi durumu

A= G yada B = G olabilme durumunu inceleyelim.
A=G olsun (Sekil 4.14). Teoremin ifadesinde LABC =~ £BAD idi. Bu durum Teorem
4.2 ile gelisir. O halde A # G dir. Benzer sekilde B # G oldugu gosterilebilir.

Cc

Z AG/\ N
\/-‘ C

D

Sekil 4.14 AB dogrusu ve CD dogru parcasmin kesisiminde A=G durumu

Simdide A—B—G,A—G—ByadaG — A — B durumlar1 incelensin. A — B — G
olsun. B € int(AG) oldugundan Teorem 2.4 geregince CB dogrusu A AGD ii¢geninin
diger kenarin1 N gibi bir noktada keser (Sekil 4.15).
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Sekil 4.15 AB dogrusu ve CD dogru parasiin kesisiminde A — B — G durumu

£ABC =~ £BAD oldugundan Teorem 4.3 geregince AD // CB ve bu nedenle N €
int(GD) yani G — N —D olmasi gerekir. C — G — D oldugudan C # N dir. Bu
durumda BC ile GD dogrular1 hem N hem de C noktasinda kesismis olur. Bu ise BC
ve GD dogrularinin ¢akigmasi anlamina gelir. BC = GD ise D noktast BC dogrusu

{izerinde olur ki bu da AD // CB olmasiyla ¢eligir. O halde A — B — G olamaz. Benzer

yolla G — A — B olmadig1 gosterilebilir. Sonug olarak A — G — B dir.

Sekil 4.16 AB dogrusu ve CD dogru parcasmin kesisiminde A — G — B durumu

AD ~BC olsun. A— G —B ve C — G — D oldugundan £ AGD ile 24CGB ters acilar
olup estirler(Sekil 4.16). Kenar-A¢i-Ag¢1 eslik aksiyomuna gére ADAG =~ ACBG dir. Bu
durumda AG =BG ve CG =DG dir. A— G — B ve AG =BG oldugundan G noktasi
AB dogru parcasmin orta noktasidir. Benzer sekildle C—G—D ve CG = DG

oldugundan G noktast CD dogru pargasinimn orta noktasidir.
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Teorem 4.5 AABC bir iiggen olsun. ZBAC =~ £BCA ise BA ~ BC dir.

u
n
Sekil 4.17 Iki i¢ ac1s1 es iiggenin kenarlar1 arasindaki iliski

Ispat. K € int(AC) ve BK 1511 £ABC agisinin agiortayi olsun (Sekil 4.18). Kenar-Agi-
Ac1 eslik aksiyomuna gore AKBA~ AKBC olacagindan BA ~ BC dir.

Sekil 4.18 Iki i¢ ac1s1 es iiggende iigiincii aginin agiortayi

Teorem 4.6 (Pons Asinorum) AABC bir iiggen olsun. BA ~ BC ise £BAC ~ ~BCA
dir (Sekil 4.19).

Sekil 4.19 iki kenar uzunlugu esit iiggenin acilar1 arasindaki iliski

Ispat. K € int(AC) ve BK 1511 £ABC agismin agiortayr olsun. BD dogru parcasinin
orta noktasi K olacak sekilde D noktasi alinsin (Sekil 4.20).
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Sekil 4.20 iki kenar uzunlugu esit iiggende BD dogru pargasi

F noktas, BD dogrusunun A noktasi ile ayni bélgesinde, 2BDF= ~DBC ve DF =~ BC
olacak sekilde bir nokta olsun (Sekil 4.21). Teorem 4.4 geregince F — K — C ve

AFDK = ACBK dir. F — K — C oldugundan F € int(CA ) dir.

A # F olsun. Bu durumda A—-F—-K—-C vya da F—A-—K—C dir. Benzer

durumlar oldugundan A—F —K—C durumunu inceleyelim. Bu durumda, F €

int(AK ), Pasch teoremi geregince FD dogrusu AABK ii¢geninin diger kenarini M gibi

bir noktada keser.

Sekil 4.21 iki kenar uzunlugu esit {iggende BD dogru pargasi ve A=F durumu

FD ile BK dogrular1 D noktasinda kesistiginden ve D noktast AABK ii¢geni iizerinde
olmadigindan dolay1 M € int(AB) dir. Bu durumda £MDB ~ «MBD olan ADMB
ticgeni elde edilir. Bu tiggende Teorem 4. 5 den dolay1 MD=MB dir. Ayrica, M — F — D
oldugundan MD > FD ve A — M — B oldugundan AB > MB dir. Bu iki esitsizlikten
MD > FD =BC=AB > MB elde edilir. Bu ise MD=MB durumu ile ¢eliskiye yol acar.
Sonug olarak, A= F, AADK ~ ACBK ve £DAK = £BCK olmalidir.
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Sekil 4.22 iki kenar uzunlugu esit liggende BD dogru pargasi ve A=F durumu

I € int(BD ) olacak sekilde bir nokta ve Al 1511, £DAB agismin agiortayi olsun (Sekil
4.22). Kenar-Agi-Ag¢1 eslik aksiyomuna gore AIAB =~ AIAD dir. Bu durumda BI=DI
dir. Bu da I noktasmin BD dogru parcasinin orta noktast oldugunu gosterir. O halde
K=1 dir ve AK 1smi1, £DAB nin agiortayidir. Sonu¢ olarak £DAK =~ £BAK dir.
2BAC= 2 BAK =~ £ DAK =~ £ BCK =£BCA dir.

Teorem 4.7 Bir liggenin iki kenar1 esit degilse uzun kenar1 goren aci, kisa kenar1 goren

acidan biiytiktiir.

L ' ZABC > -ACB

Sekil 4.23 Uggende kenar ac1 iliskisi

Ispat. AABC bir iiggen ve AC > AB olsun. ZABC > £ ACB oldugunun gosterilmesi
gerekir (Sekil 4.23). D noktasi, A— D — C olacak sekilde bir nokta ve  AB =~ AD
olsun (Sekil 4.24). AB ~ AD oldugundan ABDC iicgeninde Teorem 4.6 geregince
¢2DBA = £ BDA dir. £BDA agis1 da, dis ag1 olup Teorem 4.2 den m(£BDA) >
m(2ACB) dur.
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Sekil 4.24 iki kenar1 esit olmayan iiggende A — D — C durumu

D € int(£ABC ) oldugundan £LABC > «DBA dir. O halde £ABC > £DBA =
2BDA > £ACB dir.

Teorem 4.8 Bir iiggenin iki i¢ agis1 esit degilse biiyilik aginin karsisindaki kenarin

uzunlugu, kii¢iik aginin karsisindaki kenarin uzunlugundan biiyiiktiir.

AB At

<ABC = =ACB AL = AB

Sekil 4.25 Uggende ag1 kenar iliskisi

Ispat. AABC bir iiggen ve ZABC > £ACB olsun. AC > AB oldugunun gosterilmesi
gerekir (Sekil 4.25). Eger AB ~ AC olursa Teorem 4.6 geregince ZABC =~ £ACB olur

ki bu bir celiskidir. Eger AB > AC olursa Teorem 4.7 geregince ZABC < £ACB olur Ki

bu da bir celiskidir. Sonug olarak AC > AB dir.

Teorem 4.9 Herhangi bir iicgende, herhangi iki kenarin uzunluklar1 toplami ii¢lincii

kenarm uzunlugundan biiytiktiir.

Ispat. AABC bir iicgen ve D noktasi, A — B — D ve BD= BC olacak sekilde bir nokta

olsun (Sekil 4.26). Bu durumda AD=AB+ BD =AB+ BC dir.
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Sekil 4.26 A — B — D ve BD= BC olacak sekildeki D noktasi

B € int(£ACD) oldugundan m(£ACD) > m(4«BCD) dir. BD=BC durumunda ise
teorem 4.6 dan 2BCD =~ £BDC dir. Buradan ZACD > «BDC oldugu ifade edilebilir.
Teorem 4.7 den AADC tiggeninde AD > AC dir. O halde AB + BD > AC yani AB + BC
> AC dir. Benzer sekilde, AC +CB > AB ve AC +AC > BC esitsizliklerininde

saglandig1 gosterilebilir.

Teorem 4.10 A, B, C ii¢ farkli nokta olsun.
() AB+BC=AC<=A—-B-C
(i) A, B, C dogrusal degildir < AB + BC > AC, AC +CB > AB ve BA + AC >
BC dir.
Ispat. (i) Yeter sart: A— B — C olsun. Bu durumda Tanim 2.6 geregince AB + BC =
AC dir.

Gerek sart: AB +BC = AC ve B noktasmin AC iizerinde olmadigmi kabul
edelim. Bu durumda ya A, B, C dogrusal degildir ya da B—A—-—C , A—C—B
durumlarindan biri gegerlidir.

Eger A, B, C dogrusal degilse Teorem 4. 9 geregince AB + BC > AC dir.

Eger B—A—C ise BC > AC yaniAB + BC > AC dir. Eger A—C — B ise

AB > AC yani AB +BC > AC dir. Bu durum ise AB + BC = AC ile c¢elisir.

Ohalde A— B — C dir.
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(i) Gerek sart: A, B, C dogrusal olmayan ii¢ farkli nokta olsun. Bu durumda
Teorem 4.9 geregince AB + BC > AC , AC + CB > AB ve BA + AC > BC dir.

Yeter sart: AB + BC > AC, AC+CB > AB ve BA + AC > BC olsun. Tanim

2.6 geregince A—B —C, B—A—C, A— C — B durumlar1 saglanmaz. O halde

A, B, C dogrusal degildir .

Teorem 4. 11 AABC ve ADEF iicgenleri AB ~ BC ~ DE ~ EF ve £ABC =~ .DEF

olacak sekilde iki ikizkenar iiggen olsunlar. Bu takdirde AABC =~ ADEF dir (Sekil
4.27).

—>»  AABC = ADEF

Sekil 4.27 ki kenarlar1 ve bunlar arasindaki agilar1 es ikizkenar iiggenler

Ispat. H noktas1 int(AC) iizerinde ve BH 1511 £ABC agisinin agiortayi olacak sekilde

bir nokta olsun (Sekil 4.28). Benzer sekilde K noktasininda int(DF) iizerinde ve EK
1sininda £DEF agismin agiortayi olacak sekilde bir nokta oldugunu kabul edelim (Sekil
4.29).

Sekil 4.28 ikizkenar AABC ii¢geninin tepe acisinin agiortay1
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Sekil 4.29 ikizkenar ADEF iiggeninin tepe agisinin agiortay1

Teorem 4.6 dan £BAH = «BCH dir (Sekil 4.30). Kenar-Ag1-Ag1 eslik aksiyomuna gore
AHBA = A HBC dir. Buradan 2BHA ve £BHC dogrusal ¢ifti es agilardir ve ZBHC dik
acidir. Benzer sekilde ZEKF dik agidir (Sekil 4.29).

A

B C

Sekil 4.30 Ikizkenar iiggende ZBAH ~ ~£BCH durumu

Kenar-Agi-Ag¢i eslik aksiyomuna gére ACBH ~ AFEK ve £BCA =~ £EFD dir. O halde
Kenar-Agi-Ag¢i eslik aksiyomuna gére AABC =~ ADEF dir.

Teorem 4.12 AABC ve ADEF iiggenleri ikizkenar iicgenler olsunlar. AB =~ BC, DE
~ EF ve AC ~ DF ise AABC ~ ADEF dir.

Ispat. G, AB dogrusunun C noktasmi icermeyen bolgesinde £ABG =~ 2DEF ve BG

~ DE olacak sekilde bir nokta olsun (Sekil 4.31). Teorem 4.11 geregince AGBA ~
ADEF dir.

Sekil 4.31 £ABG = +DEF ve BG =~ DE olacak sekildeki G noktasi
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G ve C noktalar1 AB dogrusunun zit bolgelerinde oldugundan Tanmm 2.12 (iii) den
GC dogru pargasi AB dogrusunu T gibi bir noktada keser.

EgerT = Aveya T = B ise Teorem 4.6 geregince 2ZAGB ~ £ACB dir (Sekil 4.32). Bu
durumda Tanim 2.19 den AABC =~ ADEF dir.

Sekil 4.32 GCN AB = {T}, T=A veya T=B durumu

A —T — B olsun (Sekil 4.33). ZABG ~ £DEF oldugundan GA ~ AC dir. Teorem 4.6
geregince £BGT =~ £BCT ve £AGT = £ACT dir.

Sekil 433 GCNAB = {T}, A— T — B durumu
T € int(«¢BGA) ve T € int(4BCA) oldugundan Tamm 2.16 (iii) geregince
m(2BGA) = ms(BGT) + mz(AGT) = m(£BCT) + m(2ACT)= m(£BCA) dir. O halde

eger A—T — B ise m(<BGA) =~ m(£BCA) dir.

Simdide T — A — B olma durumu incelensin.
Yine Teorem 4.6 geregince £LAGT ~ £ACT ve £BGT = £BCT dir (Sekil 4.34).
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Sekil 4.34 GCNAB = {T}, T — A — B durumu

A € int(4BCT ) ve A € int(£BGT ) oldugundan Tanim 2.16 (iii) den m(£BGA) =
m(£BGT) - m(£AGT) = m(£BCT) - m(2ACT) = m(£BCA) dir.O halde T — A — B
ise m(«BGA) =~ m(«BCA) dir. Benzer sekilde T —B—A ise m(4BGA) =~
m(£BCA) dir.

Tim durumlar i¢in m(£BAG) = m(£BGA) = m(«BCA) =~ m(4£BAC) oldugu
gosterilmis oldu. Kenar-Agi-Ag¢i eslik aksiyomu geregince ABAG ~ ABAC ve £ABC
~ /ABG = «DEF dir. Teorem 4.11 geregince AABC ~ ADEF dir.

Teorem 4.13 (Dort A¢it Teoremi) A’ —V — Ave B’ — V — B olmak lizere £AVB dik
acrise £AVB', £LA'VB ve £A'VB' agilarinin her biri dik agidir.
Ispat. xty=n ve x=m/2 oldugunda y=n/2 olmasi gerektiginden 2AVB’, LA'VB

ve £A'VB' acilarmin her biri dik acidir.

Teorem 4.14 P, | dogrusu tiizerinde bir nokta olmak {iizere, P noktasindan gegen [

dogrusuna dik olan bir tek dogru vardir.
Ispat. I= PA ve 7, | nin bir yar1 diizlemi olsun. Tanim 2.22 gere§ince B noktas1 H
yar1 diizleminde olmak tizere m(£APB) = n/2 olacak sekilde yalniz bir PB 1511 vardir.

O halde PB dogrusu P noktasindan gecen [ dogrusuna dik bir dogrudur.
d, P noktasindan gecen [ dogrusuna dik bir dogru olsun. Bu durumda d dogrusu [

dogrusunu keser ve d # [ olup hem H yar diizleminde hem de m dogrusu {izerinde

olan bir C noktasi vardir. d L [ oldugundan Teorem 4.13 geregince £APC dik agidir.
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Yukarida PB isminin tek oldugu belirtildiginden PE = PC dir. Bu nedenle d=PB dir

ve PB dogrusu P noktasindan gegen ! dogrusuna dik olan tek dogrudur.

Teorem 4.15 P bir nokta, [ bir dogru olmak {izere P noktasindan gegen [ dogrusuna
dik bir tek dogru vardir.
Ispat. (i) P noktasi ! dogrusu iizerinde olsun.Teorem 4.14 geregince P noktasindan
gegen [ dogrusuna dik yalniz bir dogru vardir.

(i) P noktasi [ dogrusu iizerinde olmasin. A ve B, [ lizerinde farkli iki nokta , Q

noktas1 P noktastyla zit bolgede m(£PAB) ~ m(£QAB) ve AP =~ AQ olacak sekilde
bir noktave PQ N AB = H olsun (Sekil 4.35).

P

2 /H s/
~ A\ B "
Q

Sekil 4.35 Bir dogrunun disindaki bir noktadan cizilen dikme ve AP N AB = H durumu

(@ H=A olmadurumu

Bu durumda 2PHB ve £QHB es dogrusal agilar oldugundan 2PHB dik
ac1 olup ?’6 1 1 dir (Sekil 4.36).

Sekil 4.36 4P N AB =H igin H = A durumu
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(b) H # A olma durumu
H=B,B—H—Ayada H— B — Aoldugunda AB = AH olup
£PAB = 2PAH ve 2QAB = £QAH dir (Sekil 4.37).

P P P
A B=HE EAé j H"Ba A B |0
0 0 0

Sekil 4.37 AP nﬁ=HiginH=B,B—H—A,H—B—Adurumlarl

B — A —H oldugunda 2PAB ve £PAH dogrusal agilar olup m(£PAH) =
7 - m(£PAB) ve benzer sekilde m(2QAH) =n - m(£QAB) dir (Sekil 4.38).
P

-~

AN
(=
Y
P

0

Sekil 438 4P N AB = H icin B — A — H durumu

Yukaridaki durumlarin  her Dbirinde m(£PAB) = m(4£QAB) oldugundan
m(2PAH) =~ m(<QAH) dir. AP =~ AQ oldugundan Teorem 4.6 geregince
m(£HPA) = m(4<HQA) dir. Ayrica KAA gore A HAP =~ A HAQ dir. Bu eslikten
2PHAve £QHA es dogrusal agilar olup £PHA dik agidir. Yani (P_(j 1 Ldir.

Simdi ise tekligi gdsterilsin.

I+ H, 1€lvePl L1olsun. [ iizerinde H — I — J olmak iizere bir J noktasi alalim
(Sekil 4.39). A HIP tiggeninde 2PI] dik a¢1 olmalidir ancak bu Teorem 4.2 ile geligir

(dis ac1 kendisine komsu olmayan agidan biiylik olmalidir).
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Sekil 4.39 P noktasindan gecen I dogrusuna ¢izilen dikmenin tekligi
O halde P noktasindan gegen [ dogrusuna dik yalniz bir dogru vardir.

Teorem 4.16 P ve Q farkli iki nokta olmak iizere P ve Q dan esit uzakliktaki noktalar
kiimesi PQ dogru parcasinin orta dikmesidir.

Ispat. P ve Q noktalarmna esit uzakhkta bir T noktasi alalim. P — T — Q ise T, PQ
dogru par¢asmin orta noktasidir ve PQ dogru pargasinin orta dikmesi iizerindedir.
Simdi T noktasinin w dogrusunun {lizerinde olmama durumu incelensin.

T ¢ PQ olsun. TP = TQ oldugundan Teorem 4.6 den m(2TPQ) ~ m(2TQP) dir (Sekil
4.40).

Sekil 4.40 P ve Q dan esit uzakliktaki T & (@) noktasi

N € int(PQ) noktasi, PQ dogru pargast iizerinde, TN 1511 £PTQ nun agiortay1 olacak
sekilde bir nokta olsun (Sekil 4.41). KAA gore ANTP ~ ANTQ dur.

Sekil 4.41 Orta dikme dogrusu
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Bu durumda £PNT ve £QNT agilar1 es dogrusal agilar olup 2PNT dik agidir. Ayrica
PN = QN oldugundan N, PQ dogru par¢asmin orta noktasidir. Sonug olarak TN | PQ

dogru parcasmin orta dikmesidir.

Simdi orta dikme {iizerindeki noktalarm P ve Q noktalarindan esit uzaklikta oldugu

gosterilmelidir.

R, PQ nun orta dikmesi iizerinde ve Y noktas1 PQ nun orta noktasi olsun (Sekil 4.42).
R =Y ise R noktast Pve Q noktalarindan esit uzakliktadir. R # Y olmasi durumu
incelensin. S noktasi, m(£SRY) = m(4£PRY) ve SR = PR olacak sekilde RY

dogrusunun Q yu igeren bolgesinde olsun.

R
D,
S
P "Y : 0

Sekil 4.42 Orta dikme dogrusu tizerindeki noktalarin P ve Q noktalarina gére durumlari

PS N RY =B olsun. S = Q oldugu gdsterilmelidir.
R =B ise m(4SRY) ve m(4PRY) es dogrusal agilar olup 2PRY dik ag1 olur (Sekil

4.43). Bu durum PY ve PR dogrularmin RY dogrusuna dik olmasini gerektirir. Ancak

PY # PR oldugundan bu bir celiskidir. O halde R # B dir.

R=B

Sekil 4.43 Orta dikme dogrusu iizerindeki noktalardan R = B olma durumu
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PR = SR oldugundan Teorem 4.6 dan 2RPB =~ RSB dir. Kabulenmeden 2SRY =
£PRY  oldugundan £SRB =~ «PRB dir (Sekil 4.44). Kenar-Agi-A¢1 aksiyomu
geregince ABRP =~ ABRS olur. Buradan 2ZRBP ve £RBS es dogrusal agilar olup
£RBP dik agidur.

Sekil 4.44 £SRB ~ £PRB durumu

Bu durumda RY L PS olur ve bu PS = (P_Q) oldugu anlamina gelir. O halde
B=RYNPS=RYNPQ=Y dir. ABRP =~ ABRS oldugundan PB = SB dir.

B =Y oldugundan PY = PB = SB = SY dir. Béylece PS dogru pargasmin orta noktasi
Y olacak sekilde bir tek S noktasi oldugu gésterilmis oldu. Yani S = Q olup RP = RS =
RQ dir.

Sonug olarak R noktasi, P ve Q dan esit uzaklikta olan bir noktadir.

Teorem 4.17 A,B,C,D,F,G alt1 farkli nokta, FG dogrusu ABve CD dogru

pargalarinin orta dikmesi olmak iizere A ve C noktalar1 da, FG nin ayni bolgesinde
A—F —B ve C — G — D bigiminde bulunsun. Bu durumda AD, BC dogru parcasini
F — M — G olacak sekilde bir M noktasinda keser ve AD =~ BC dir.

ispat. Eger A, B, C dogrusal olursa CG ve CF dogrularinm ikisi birden GF ye dik olur
bu ise CG # CF oldugundan bir ¢eliskidir. Benzer sekilde A, B, C, D noktalarindan
herhangi iigiiniin dogrusal olamayacag gosterilebilir. O halde Teorem 4.3 den AB ve
CD paraleldir ve int(AB) N int(CD) = @ dir. H; ve H, , FG dogrusunun ayirdig1 yari
diizlemler olup A, C € H; ve B,D € H;, olsun (Sekil 4.45).
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Cs !'L:: D

Sekil 4.45 AB ve CD dogru parcalarimn orta dikmesi

A, C €y den AC c Hy, B,D € H, den BD c H, dir. 3y NH, =@ oldugundan
int (AC) n int (BD) =@ dir. AC N CD =C oldugundan int (AC) N int (CD) =@ dir.
Benzer sekilde int (AC) , int (CD), int (BD) ve int (AB) den herhangi ikisi kesisemezler.
O halde O ACDB iyi tanimlidir.

AB ve CD paralel oldugundan A ve B noktalari cD dogrusunun ayni bolgesindedir.
Ave C , BD nin zit bolgelerinde olsunlar (Sekil 4.46). Bu durumda AC dogru parcasi
BD dogrusunu H gibi bir noktada keser.

Sekil 4.46 A ve C noktalarinin BD nin zit bolgelerinde olma durumu

A,B,C,D den herhangi ti¢ii dogrusal olmadigindan H # B ve H # D dir. Bununla
birlikte int(AC) N int(BD) = @ oldugundan B — H — D olamaz. O halde B— D — H
yada H—B — D olmahdir. Iki durumda benzer oldugundan B — D — H durumu ele
alinsin (Sekil 4.47).
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A — H — C oldugundan H ve B noktalari, cD dogrusunun ayni1 bolgesinde olmalidirlar

fakat B — D — H oldugundan H ve B nin CD dogrusunun zit bolgesinde olmak
zorundadir. Bu bir geliskidir.

B
N
A I;I\QT

Sekil 4.47 ACHBD = {H} ve B — D — H durumu

O halde Ave C, BD nin ayn1 bolgesindedir ve A € int(«BDC) dir. Benzer sekilde
B € int(2ACD), C € int(2ABD), D € int(«CAB)dir. Bu durumda OACDB
konvekstir ve AD ile BC, M gibi bir noktada kesisirler (Sekil 4.48).

m(<BAM) > m(£ABM) oldugu varsayilsm. R , MB nin i¢ bolgeside m(ZBAR) =
m(£LABM) = m(4£ABR) olacak sekilde bir nokta ve S, A—R—S ve RC =RS

olacak sekilde bir nokta olsun.

Sekil 4.48 AD ile BC dogru parcalarinin kesisimi

¢BAR = ¢ABR oldugundan AR = BR dir (Teorem 4.5). O halde R, FG nin
tizerindedir (Teorem 4.16). AB ve CD paralel oldugundan A, B, F noktalar €D nin

ayni bolgesinde ve C,D, G noktalar1 ise AB nin ayni bolgesindedir. B—R —M — C
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oldugundan R ve G noktalari AB nin, R ve F noktalar1 CD nin ayn1 bolgesindedir. Bu

durumda F — R — G olmalidrr.

A—R—-S den 4 ve S, FG nin zit bolgesindedir. O halde S ve C, FG nin zit
bolgesinde olup SC, FG yi T gibi bir noktada keser. B—F —A dan A ve F, BC nin
ayni bolgesindedir. Benzer sekilde C — T — S den T ve S, BC nin ayn1 bolgesindedir.
B—R—-M—-CveA—R—S durumlarmdan A ve S noktalar1 BC nin zit bolgesinde
bulunurlar. FTn BC=R den F —R —T. Kenar —A¢1 —Ag¢1 aksiyomu geregince
ARFA=~ARFBve £LFRA =~ £FRB.A—R—S ve F —R —T oldugundan 2ARF ve
£SRT ters acilardir ve ZARF =~ «SRT. Benzer sekilde F—R—T ve B—R—-C
den ZBRF ve <«CRT ters acgilar olup £BRF = £CRT. O halde zZARF = £SRT =
2BRF =~ £CRT. RS = RC den £RST = £RCT. Sonug olarak Kenar —A¢1 —Ag¢1
aksiyomu geregince ATRS =~ A TRC olur. Bu durumda £RTC ve £RTS es dogrusal
acilar olup £RTC dik agidir ve FG L CS olup CS = CD elde edilir. Bununla birlikte
T=FGNCS=FGNCD =G den CG = CT = ST = SG ulaslrr.

CS nin orta noktas1 G olacak sekilde bir tek S noktasinm varhigini gdsterilmis oldu ve
buna gére S =D dir. Bu durumda R = ASNBC =AD =BC =M dir. Bu ise R €
int(MB) olmasiyla celisir. O halde m(2zBAM) < m(<ABM) dir. Benzer sekilde
m(£BAM) > m(£ABM) oldugu gosterilebilir. Sonu¢ olarak m(£BAM) =
m(£ABM) ve AM = BM dir, yani M noktasi, FG dogrusu tizerindedir. A—M — D
oldugundan M ve G, AB nin ayn1 bolgesinde, M ve F noktalar1 ise CD nin ayni
bélgesindedir. Yani F — M — G dir. M, FG iizerinde ve FG, AB ve CD nin orta dikmesi
oldugundan AM = BM ve CM = DM olur. Bu durumda, A—M —-Dve B—M—C

oldugundan AD = AM + MD = BM + MC = BC dir.

Teorem 4.18 A,B,C,D,F,G  alt1 farkli nokta, FG dogrusu ABve CD dogru

pargalarinin orta dikmesi olmak tlizere A ve C noktalar1t A—F—B ve C—G—D

olacak sekilde FG dogrusunun aym bolgesinde iki nokta olsun. AD ve BC dogru

pargalarmin kesim noktas1t M olmak iizere eger AB ~ CD ise

40



(1) MA =~ MB =~ MC = MD,

(2) MF = MG,

(3) M noktas1t AD, BC ve FG dogru pargalarmin orta noktasidir,

(4) AC, FG ve BD dogru parcalar1 ayn1 orta dikmeye sahiptirler.
Ispat. F—M —G ve A—M — D oldugundan ZAMF ile 4DMG ters acilar olup
LAMF = £DMG dir. Kenar-A¢i-Ag1 eslik aksiyomuna gore A AFM =~ ADGM elde
edilir. Bu eslikten MA ~ MD ve FM =~ MG.M noktast FG dogrusu iizerinde
bulundugundan AM ~ BM ve DM =~ CM olur. Bu durumda MA ~ MB =~ MC =~ MD.

I dogrusu FG nin orta dikmesi olsun. Bu durumda M, | dogrusunun iizerindedir.
Teorem 4.3 geregince [ || AB vel | CD dir.F ve G, ! dogrusunun zit bolgelerinde ve
LIAB, LI CD oldugundan A ve C noktalar1 | dogrusunun zit bélgesinde bulunurlar.
Bu durumda AC, | dogrusunu H gibi bir noktada keser. Kenar-Agi-A¢1 eslik aksiyomu
geregince A MGC = A MGD olacagindan £CMG ~ «DMG olur. O halde ZAMF =
£LCMG = «DMG elde edilir. Buradan da m(HMA) = m(£HMF) — m(£AMF) =
m(2HMG) — m(£CMG) = m(2HMC) dir. AM =~ MC oldugundan ZMAH =~ +MCH
olur. Buradan Kenar-Agi-Ag1 eslik aksiyomuna gore A HMA ~ A HMC ve AH =~ HC
eslikleri bulunmus olur. Ayrica ZAHM ve £CHM es dogrusal agilar olup ZAHM dik
acidir. Bu durumda [ dogrusu AC nin orta dikmesidir. Benzer sekilde [ dogrusunun

BD nin orta dikmesi oldugu gosterilebilir.

[ bir dogru olsun. [ dogrusuna gore yansima p;: [P — P olmak lizere P € [ ise p;(P) =

P,P ¢&lise p;(P) = Q vel, PQ dogru pargasmnin orta dikmesi seklinde tanimlanir.

Teorem 4. 19 Bir dogruya gore yansima bir izometridir.

Ispat. Verilen bir P noktas1 ve bir I dogrusu igin P den gecen [ ye dik yalniz bir q
dogrusu vardir (Teorem 4.15). [ ile q yalniz bir noktada kesisir, bu nokta M olsun. q
dogrusu iizeride M, PQ nun orta noktasi olacak sekilde bir tek Q noktasi vardir. Bu

durumda bir dogruya goére yansima, diizlemde iyi tanimlanmig bir fonksiyondur.

A ve B iki nokta olsun. Eger A ve B noktalarmnm iKisi birden [ iizerinde ise p;(A) = A
ve p;(B) = B olmak tizere AB = p;(A)p;(B) dir. B noktasi [ tizerinde fakat A noktasi [
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tizerinde olmasin. B, [ iizerinde oldugundan p;(B) = B dir ve [ dogrusu Ap;(4) dogru
par¢asmim orta dikmesi oldugundan BA = Bp;(A) = p;(B)p;(A) dir. Benzer sekilde A
noktasi | tlizerinde ama B noktasi [ {izerinde degilse BA = p;(B)p;(A) oldugu

gosterilebilir.

Simdi 4B, 1 ye dik olsun ve L noktasi da AB ile I dogrularinin kesim noktasi olsun
(Sekil 4.49). f, AB icin f(L) = 0 olacak sekilde bir koordinat sistemi olursa p,
tammmdan f(p;(4)) = —f(4) ve f(p,(B)) = —f(B) dir. AB=If(4)—f(B)| =
£ (0e(D) = f(0(B))] = p(D)p.(B) dir.

Sekil 4.49 AB L 1 olacak sekildeki A ve B noktalarinin [ dogrusuna gére yansimalari

4B, 1 ye dik olmasin (Sekil 4.50). Eger A ve B , [ nin zit bolgesindelerse Teorem 4.17
den BA = p;(B)p,(4) dir. A ve B noktalar1 ! nin ayn: bdlgesinde olsunlar. X, Ap;(4)
dogru parcasmin orta noktasi, Y noktasy, Bp,(B) dogru parcasmin orta noktasi, Z
noktast da XZ nin orta noktas1 Y olacak sekilde bir nokta olsun. C noktasi [ dogrusuna
gore A ile aym bolgede, cZ dogrusu [ ye dik ve CZ = AX olsun. m XZ nin orta
dikmesi oldugundan Teorem 4.18(4) den W aym1 zamanda AC nin de orta

dikmesidir. B noktast AC dogru parcasinm orta dikmesi iizerinde oldugundan AB =

CB dir. D noktas1 Bp;(B) dogrusuna gore A noktasi ile ayni bolgede 2Yp,;(B)D =
LYBC ve p,(B)D = BC olacak sekilde bir nokta olsun.
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Sekil 4.50 [ dogrusuna dik olmayan AB dogrusundaki noktalarin [ dogrusuna gére yansimalari

Teorem 4.4 ten Y, DC nin orta noktasidir. Ayn1 zamanda Teorem 4.18(3) den Y, p,(4)C
nin de orta noktasidir. Bu durumda D = p;(A) ve AB = CB = Dp;(B)p;(4)p;(B) dir.

Sonug olarak p; bir izometridir.

Teorem 4.20 Bir [ dogrusuna gore yansima, uzunluklar1 ve agilarin 6lgiilerini koruyan, [
iizerindeki noktalar1 sabit birakan ve [ dogrusunun yari1 diizlemlerini karsilikli yer
degistiren kolinasyondur.

Ispat. p; bir izometri oldugundan p; uzakliklar1 korur (Tanim 3.1). p; yansimasi
tanim1 geregince [ iizerindeki noktalar1 sabit birakir ve [ dogrusunun yar1 diizlemlerini

karsilikl1 yer degistirir.

p;(A) = p;(B) kabul edilsin. p; bir izometri oldugundan AB = p;(A)p;(B) = 0 dir.
Buradan A = B ve p; bire-birdir. Verilen bir P noktasi i¢in p; yansimasi tanimi
geregince p;(p;(P)) = P dir. Bu durumda p; ortendir. Sonug olarak p; diizlemde bire-

bir Ortendir.

A — B — C oldugunu kabul edilsin. Tanim 2.6 dan AB + BC = AC dir. p;(A)p;(B) =
AB, p;(B)p,(C) = BC ve p;(A)p,(C) = AC oldugundan p;(A)p,(B) + p;(B)p,(C) =
pi(A)p,(C) dir. p; bire-bir ve A,B,C noktalar1 birbirinden farkli oldugundan
pi(A4), pi(B), p;(C) birbirinden farkhdir. Teorem 4.10 dan p;(A)—p;(B) — p;(C)
dir. p;(p;(4)) = A, p(p;(B)) =B, p;(p;(C)) =C oldugundan benzer sekilde
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p1(A)—p;(B) — p;(C) iken A — B — C oldugu gosterilebilir. O halde p;(4)—p;(B) —
p;(C) igin gerek ve yeter sart A — B — C dir, yani p; arada olmay1 korur.

p; bir izometri oldugundan AB,BC, AC uzunluklarindan herhangi ikisinin toplam1
tiglincliden biyiiktiir ancak ve ancak p;(4)p;(B), p;(B)p,(C) ve p;(A)p,(C) herhangi
ikisinin toplami {i¢iinciiden biiyiiktiir. Teorem 4.10 geregince A, B, C dogrusaldir ancak
ve ancak p;(A), p;(B), p;(C) dogrusaldir. Bununla birlikte p, bire-bir ve o6rten
oldugundan ve arada olmay1 korudugundan {i¢ggenleri ve dogrular1 korur. Ayni zamanda
p; dogrular1 ve arada olmay1 korudugundan p; isinlar1 ve agilart korur. p; dogrulari
korudugundan p; de diizlemde L kiimesindeki dogrulari dogrulara esleyen f,;

fonksiyonu vardir. p; bire-bir ve 6rten oldugundan £; fonksiyonu da bire-bir ve 6rtendir.
p, arada olmayt korudugundan p;de B, fonksiyonlari i¢in B,(JK) =p,()p,(K)
yazabiliriz. Bu durumda P noktasinin ]7 tizerinde olmasi igin gerek ve yeter

sart p;(P), B,(JK) iizerinde olmasidir. Sonug olarak p, bir kolinasyondur.

Verilen 2RST agisinda SG =~ SR olacak sekilde int (ST) de bir nokta G olsun. p;
agilar1 korudugundan 2£p;(R)p;(S)p,(T) = 2£p;(R)p;($)p;(G) dir. Ayn1 zamanda
0P (R) =SR = SG = p,(S)p,(G) ve p;(6)p,(R) = GR dir. Teorem 4.12 den
ARSG = A p,(R)p,(S)p,(G) dir.

Bu durumda m(£RST) = m(£RSG)= m(£p;(R)pi($)pi(G))= m(£p,(R)pi(S)pi(T))

dir. Sonug olarak p; ag1 6lgiilerini korur.

Simdi KAK eslik aksiyomu teorem olarak ifade ve ispat edilsin.

Teorem 4.21 (Kenar-A¢1-Kenar) AABC ve ADEF iki iiggen olsun. AB ~ DE, £ABC
~ /DEF ve BC ~EF ise AABC ~ ADEF dir.
Ispat. £BAC ~ £EDF, £ACB ~ /DFE ve AC ~ DF esliklerinin dogru oldugu

gosterilmelidir. Teorem 4. 20 den bir [ dogrusu iizerinde yansima, uzunluklari ve

acilarin Olciilerini koruyan, [ {izerindeki noktalar1 sabit birakan ve [ dogrusunun
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belirledigi yar1 diizlemleri karsilikli yer degistiren kolinasyondur. Simdi pto(AABC) =~

ADEF olacak sekilde o, 7, p yansima doniisiimlerinin varlig1 gosterilecektir.

Sekil 4.51 Ug yansimanin bileskesi ile AABC =~ ADEF gosterimi

A = D kabul edilsin. Bu durumda o birim(6zdeslik) yansima olur. Eger A # D ise AD
dogru pargasmin orta dikmesi [; olacak sekilde bir yansima ¢ olsun. Teorem 4.18 den
oA = D dir (Sekil 4.51).

oB = E olsun. Bu durumda 7 birim(6zdeslik) yansima olur. Eger 6B — D — E olursa T,
D noktasinda DE dogrusuna dik [, dogrusuna gére yansima ya da 7 doniisimii £6BED

nin aglortay dogrusu [, olacak sekilde [, ye gore bir yansima olur. Her iki durumda da
D €1, olup =D = D dir.

Simdi ToB = E oldugu gosterilsin.Eger 6B — D — E ise DoB = 6AdB ~ AB ~ DE
dir. Teorem 4.18 den I, dogrusu oBE nin orta dikmesi ve toB = E dir. Eger 0B, D, E
dogrusal degillerse bu durumda [l,, Z6BDE nin agiortay dogrusu olup oB ve toB
noktalar1 [, nin zit bdlgelerindedir ve I, N 6BtoB = {Q} olacaksekilde bir Q noktasi
vardir. Q € int(2oBDE) dir ve |, £o6BDE nin agiortay dogrusu oldugundan £QDoB =
£QDE dir. T bir yansima oldugundan 2QDoB = 2QDtoB dir. toB ve E noktalar1 [,
nin oB noktasini igermeyen bolgesindedir. Teorem 2.9 dan £QDE =~ 2QDtoB olur. O
halde D7oB =~ DE dit. DtoB =~ DoB =~ AB =~ DE oldugundan 70B = E bulunur. O
halde her durumda toB = E esitligi elde edilir.
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Son olarak ptaC = F oldugu gosterilsin. Eger taC noktasi DE dogrusu F noktasini

iceren bolgesinde ise p birim (6zdeslik) yansima olur aksi halde p, DE dogrusuna gore

yansimadir. Teorem 2.9 dan ptaC = F dir.

Sonug olarak ¢ = pto ac1 6lgiilerini koruyan bir izometridir olup AABC = ApApB¢@C
dir. Ayrica

@A = ptoA =ptD =pD =D

@B = ptoB =pE =E

@oC = ptoC =F.

O halde AABC ~ ADEF dir.Yani Kenar-A¢i1-Kenar saglanmis olur.

Sonug olarak KAK ve KAA eslik aksiyomlar1 denktirler.
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5. MUTLAK GEOMETRIDE KENAR-KENAR-KENAR ILE KENAR-ACI-
KENAR ESLIK AKSI'YOMLARI ARASINDAKI ILiSKi

Bu boliimde Mutlak Geometri aksiyom sisteminden Tanim 2.20 de verilen Kenar-Agi-
Kenar (KAK) eslik aksiyomu kaldirtlip yerine Kenar-Kenar-Kenar (KKK) eslik
aksiyomu (Tanim 5.1) ve ti¢gen esitsizligi (Tanim 5.2) eklenerek yeni bir aksiyom
sistemi olusturulmustur. Yapacagimiz tiim ispatlarda bu yeni aksiyom sistemi

kullanilmastir.

Tamm 5.1 (Kenar-Kenar-Kenar Aksiyomu) [P,L, d, m] agidlger geometrisinde,
AABC ve A DEF iiggenlerinin kdse noktalar1 arasinda bire-bir bir esleme verilsin. Eger
AB ~ DE ,AC =~ DF ve BC =~ EF iken A ABC ~ A DEF ise [P,L, d, m] sistemi

Kenar- Kenar - Kenar (KKK) aksiyomunu sagliyor denir.

Tanim 5.2 (Genel Uggen Esitsizligi) Herhangi bir AABC iicgeni i¢in AC < AB + BC

ise AABC tggeni genel ii¢gen esitsizligi aksiyomunu sagliyor, denir.

Teorem 5.1 (Pons Asinorum) AABC bir iicgen olsun. BA =~ BC ise £BAC ~ £BCA
dir.

1] ) U

Sekil 5.1 BA ~ BC ve £BAC =~ £ BCA durumlari

Ispat. BA ~ BC ve AC kendisine es oldugundan KKK gére AABC =~ ACBA dir. Bu
durumda £BAC = £BCA dir (Sekil 5.1).

Tammm 5.3 Bir £AVB agismda A—V —A" ve B—V —B' ise 2£AVB ve £A'VB'

acilarma ters acilar denir. LAVB ve £A'VB agilarma ise komsu agilar denir (Sekil 5.2).
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Sekil 5.2 Ters ve komsu agilar

Tanmim 5.4 (Biitiinler A¢1) mM(2ABC) + m(«DEF) = m ise ZABC ve £DEF agilarina

biitiinler acilar denir.

Teorem 5.2 Es acilarin biitiinler acilar1 da estir.

Ispat £CBD acis1 ZABC agisinn biitiinleri, ZRQM agis1 ZPQR agismin biitiinleri ve
2ABC =~ £PQR olsun. Tanim 5.4 geregince ZABC + £CBD =mve £PQR +4RQM=1
dir. ZABC = £PQR ise m(£ABC) =m (£PQR) dir. m£ABC = x olsun. Bu durumda
2ABC + £CBD =m oldugundan m(£CBD)= m-x dir. Benzer sekilde m(£RQM)= m-x
dir. Tanim 2.19 dan £CBD =~ £RQM dir.

Teorem 5.3 (Ucgen Esitsizligi) Bir A ABC iiggeninde AC < AB + BC dir.

Ispat. Tanim 5.2 geregince AC < AB + BC dir. AC = AB + BC olamayacagini
gostererek ispat yapilsm. AC = AB + BC oldugu varsayilsin. Bu durumda AD = AB
olacak sekilde AC 1511 tizerinde bir tek nokta vardir. Bu nokta D olsun. AC = AB + BC
ve BC > 0 oldugundan AC > AB = AD olur. Bu yiizden D # C ve ayni zamanda A — D

- C dir. O halde AC = AD + DC esitligi elde edilir (Sekil 5.3).
A

Sekil 5.3 AC = AD + DC durumu
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AC = AD + DC ,AD = AB ve AC = AB + BC oldugundan AD + DC =AC=AB +
BC=AD +BC ve DC = BC dir. Bu durumda AB =~ AD olan ADAB ikizkenar {icgeni
elde edilir. Teorem 5.1 geregince ZABD ~ £ADB olur. Benzer sekilde DC =~ BC olan
ADBC ikizkenar tiggeni de elde edilir ve Teorem 5.1 geregince £BDC = 2«DBC dir
(Sekil 5.4).

A

Sekil 5.4 £BDC =~ £DBC olacak sekildeki A DBC ikizkenar tiggeni

C — B — P olacak sekilde BC dogrusu tizerinde bir nokta P olsun. Bu durumda 2CBD
ile 2DBP agilari, 2£CDB ve «BDA biitinler a¢1 oldugundan ve 4£BDC =
£DBC oldugundan Teorem 5.2 geregince £DBP ~ «BDA dir (Sekil 5.5).

A

Sekil 5.5 ZDBP =~ £BDA durumu

A—D—C oldugundan A ve C, BD dogrusunun zit bdlgesindedir. € — B — P
oldugundan P ve C, BD dogrusunun zit bolgesindedir. Teorem 2.2 geregince A ve
P, BD dogrusunun aym bolgesindedir. 2DBP =~ ¢BDA =~ <«DBA ve A ile
P, BD dogrusunun ayni bolgesinde oldugundan BP =~ BA dir. Buradan BP = B4 olur.
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C — B — P den BC = BP = BA elde edilir. Bu durum bir celiskidir. A4, B, C noktalarinin
dogrusal olmasi anlamina gelir. O halde AC # AB + BC ve AC < AB + BC dir.

Asagida KAK eslik aksiyomu Yyerine KKK eslik aksiyomu ve tiggen esitsizligi
kullanilarak iki gember teoreminin ispati yapilmaktadir. P bir nokta,r € R, r >0
olmak tizere P noktasindan r birim uzakliktaki noktalarin kiimesi P merkezli r

yarigapli gemberi tanimlar ve bu ¢ember C,.(P) ile gosterilmektedir.

Teorem 5.4 A ve B farkli iki nokta ve AB dogrusunun bir yari diizlemi H olsun.
a € (0,m) ve r € R, r > 0 olmak iizere m(£BAP) = a ve AP = r olacak sekilde H
yar1 diizleminde bir tek P noktasi vardir.

Ispat. P, AB dogrusunun ayirdig1 H yar1 diizleminde AP = r olacak sekilde bir nokta
olsun. Bu durumda Tanim 2.22 geregince @ € (0,7) olmak ilizere m(£BAP) =«
olacak sekilde bir tek AP 1smi1 vardir. O halde m(2BAP) = a ve AP = r olacak sekilde

bir tek P noktas1 vardir.

Teorem 5.5 4 ve B farkh iki nokta olsun. 7 € R, r > 0 ve AB dogrusunun bir yar1

diizlemi H olsun. AQ,=r olacak sekilde AB iizerindeki bir nokta Qo, @ —A—B ve

AQ,=r olacak sekilde AB iizerindeki tek nokta da Q, olsun. H yar1 diizleminde her
0 € (0,n) icin m(£BAQg)=6 ve AQg= 1 olacak sekilde C,(A) ¢emberi lizerinde tek
nokta Qg olsun. g:[0,7] > R fonksiyonu g(0) = BQ, , g(m) = BQ, ve her
6 € (0,n) igin, g(0) = BQy olacak sekilde tanimlansin. g fonksiyonu [0, 7] kapal
araliginda siireklidir.

Ispat. 1 € (0,m) olsun. g fonksiyonunun A nin solunda siirekli oldugu ispatlanacaktir.
A nin sagida siirekli olmasmin ispat1 da benzer sekildedir. € > 0 olmak tizere P ve T,
H  yar dizleminde C,.(A) c¢emberi lizerinde A = m(£BAP) > m(4£BAT) olacak

sekildeki iki nokta olsunlar.
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T

Sekil 5.6 Cemberde 4 = m(£BAP) > m(4BAT) olacak sekildeki noktalar

Bu durumda m(£BAP) > m(4BAT) dan T € int(«BAP) dir. D, ﬁdogrusunun T

noktasimni i¢eren yar1 diizlemi olsun.

X, = T olacak sekilde PT dogru parcasi iizerindeki noktalarla (X;) dizisi tanimlayalim.
Bu dizide Vi > 1 igin X;,, noktas1 PX, nin orta noktas1 kabul edelim. Bu durumda

1
PX;,, = EPXi olup i 00 igin PX; >0 dir. Vi=> 1 igcin m(£PAX;) = B;

tanimlayalim.

i > 2 olmak tlizere P ve T noktalar1 H yar1 diizleminde bulundugundan, H ve

D konveks oldugundan ve de P — X; — T olmasmdan dolay1 X; € int(2BAP) dir.

Vi > 1i¢in AJ; = r olacak sekilde A—>Xl 1511 lizerindeki tek nokta J; olsun.

n € Z, n = 1 olmak tizere J,, B ve P noktalarin1 dogrusal kabul edelim. J, — P — B
olursa J,B = BP + P]J, olur. Eger P noktas1 J, ile B arasinda degilse ya J, — B -P

olup J,P >J,Byada B — ], -P olup BP > J,,B dir. Her iki durumda da J,B < BP +
PJ, dir. Sayet J,,, B ve P noktalarin1 dogrusal degilse tiggen esitsizliginden J,B < BP +
PJ,, dir. Yani her durumda J,B < BP + P], dir.

X,, = J, olsun. Bu durumda X,,J,, = 0 ve X,,P = J,P dir. Buradan J,,P < X,P + X,,J,
ve J,B < BP + PJ, < BP + (X,,P + X,,J,,) elde edilir. X,, # J, kabul edelim. X, €

int(«BAP) oldugundan P ¢ AX, = J,X, dir. Bu durumda P, X,, ve J, dogrusal
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degildir ve liggen esitsizliginden J,P < X,P + X,,J, dir. Yani her iki durumda da
JuB < BP + PJ,, < BP + ( X,P+ X,J,) dir. Benzer sekilde gosterilebilir ki BP <
BJy + PJy < BJy + (XnP + XnJ,) dir.

Pé¢ ;4—)(1: oldugundan P,X,, ve A noktalar1 dogrusal degildir. Bu durumda iiggen
esitsizliginden X, A < X,P + AP = X,,P + r dir. O halde X,A —r < X, P yazilabilir.
Benzer sekilde yine liggen esitsizliginden r = AP < X,A + X,,P olup r — X,,A < X,,P
dir. X,A—r<X,P ve r—X,A<X,P oldugundan |r— X,A| < X,P esitsizligi

yazilabilir.

X, = J, olsun. Bu durumda X, J, =0 ve X,A =J,A =r olup X, J, =0 = |r — X, A|
dir. X,, # J, kabul edelim. Eger r = J,A > X, Aolursa J,, — X,, — A olmas1 gerekir ve
bu durumda r =J,A =], X, + X,A olup J, X, = |r— X, A| dir. Eger r=J,A<
Xp,Aolursa X, — J,, — A ve X, A = [, X, + JoA = ], X, + rolup J,, X,, = |r — X,,A| elde
edilir. Yani her iki durumda da J, X,, = |r — X,,A| dur.

Su ana kadar elde edilenlerle j,B < BP + PJ, < BP + ( X,,P + X,,J,) = BP + X,,P +
|r — X,Al| < BP + X,P+X,P =BP +2X,P ya da baska bir deyisle
BP > J,B — 2X,P yazlabilir. Benzer sekilde BP <J,B+PJ, <],B+( X,P+
X J) =J.B+X,P+|r—X,Al <]J,B+X,P+X,P=],B+ 2X,P ya da baska bir
deyisle J,B > BP — 2X,P yazlabilir. O halde BP — 2X,,P < J,B < BP + 2X,P ayni
zamanda J,B —2X,P < BP < J,B + 2X,P elde edilir.—2X,P < J,B — BP < 2X,P
ve —2X,P < BP — J,B < 2X,,P esitsizliklerinden |J,B — BP| < 2X,,P yazilabilir.

€
[ — 00 i¢in PX; — 0 oldugundan PX, < > olacak sekilde q € Z vardir. 0< A —a <

B, olacak sekilde a € (0, 4] olsun. K da 3 yar1 diizleminde AK = r ve m(£BAK) = «
olacak sekilde bir nokta olsun. A —a =0 olursa Teorem 5.4 den K = P dir. Bu

durumda g(1) = g(a) olup |g(1) — g(a)| = 0 < e dur.

0< A —a < f,olsun. a € (0,4) ve m(£BAK) = a oldugundan K € int(£BAP) olup
A = a+ m(£PAK) yani m(£PAK) = A — a dir. m(£PAK) = A — a < B, oldugundan
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Teorem 4.1 den m(2PAK) = m(£PAM) olacak sekilde int(PX,) iizerinde M noktas

vardir.

Benzer sekilde X,, ve J, yerine swrasiyla M ve K alarak |[KB — BP| < 2MP oldugu
gosterilebilir. M € int(PX,) oldugundan MP < PX, olur. O halde |[KB — BP| < 2MP

< 2X,P < 2% = ¢ olur. g(a) = KB ve g(A1) = BP oldugundan |g(a) —gQ)| <e¢
dur. Sonug olarak 0 < A — a < 3, olacak sekilde a € (0,1] i¢in |g(a) —g(D)| < e

yani g fonksiyonu A nin solunda siireklidir.

Teorem 5.6 (iki Cember Teoremi) A ve B farkl iki nokta, r;,7, € R, ve 13,7, > 0
olsun. Eger AB,7; Ve 1, nin her biri diger ikisinin toplamindan kiiciik ise C, (4) ve

Cy,(B) gemberleri D; ve D, gibi iki farkli noktada kesisirler. Ayn1 zamanda D, ve D,

noktalar1 AB dogrusunun zit blgelerindedirler (Sekil 5.7).

Sekil 5.7 Tki cemberin farkli iki noktada kesismesi durumu

Ispat. H; ve H,, AB dogrusunun ayirdig iki yari diizlem olsun. AB 1511 lizerinde
AQ,=r; olacak sekilde bir @y noktasi alalim. AB dogrusu iizerinde Q, —A— B ve
AQ_=r; olacak sekildeki tek nokta da @ olsun. 'y yar diizleminde her 6 € (0,r) i¢in
m(£BAQ,) =6 ve AQ,=r, olacak sekilde C, (A) gemberi iizerinde bir nokta Qg
olsun. g: [0,r] = R fonksiyonunu g(0) = BQ,, g(w) = BQ, ve her 8 € (0,n) i¢in ,
g(8) = BQ, olacak sekilde tanimlansin.

Qo noktasi AB 1511 lizerinde bulundugundan agagidaki {i¢ durumdan biri saglanmak

zorundadir.
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(1) A=Qo—B, BQy,=AB—1 <7, (Sckil5.8)
) 0, =B, BQ,=0<r, (Sekil 5.9)
3) A—~B—Q, BQ,=r—AB<r, (Sckil5.10)

. (o
<€ (er.(-JU 3 >
Sekil 5.8 A — Q, — B durumu
( C:?T@QU =B )

Sekil 5.9 Q, = B durumu

Sekil 5.10 A — B — Q, durumu

U¢ durumda da BQ,<r, oldugu gorilmektedir. Q;—A—B ve AQ =rn
oldugundan BQ_= 1+ AB>r, dir. Teorem 5.5 geregince g fonksiyonu [0, ]
arahgmnda siireklidir. g fonksiyonu [0,7] araliginda siirekli, g(0) = BQ, <, ve
g(m) = BQ_ > r, oldugundan ara deger teoremi geregince g(4) = r, olacak sekilde
A € (0,m) vardir.
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Teorem 5.4 geregince H; yari diizleminde AQ,=r; ve m(£BAQ,) = A bigiminde Q,
noktasi vardir. Bu durumda H; yari diizlemindeki Q, noktasi, AQ,=r; ve BQ;=g(1) =
1, olacak sekilde bir noktadir. Ayni zamanda Q, noktasi, hem C,. (A) hemde C,, (B)

cemberi lizerindedir.

Simdi #; yar1 diizleminde hem C,. (A) hemde C,, (B) ¢emberi iizerinde olan boyle bir
noktanin tek oldugu gosterilecektir. H; yari diizleminde P; ve P, farkli iki nokta ve her
ikiside C,. (A) ve C,,(B) ¢emberleri iizerinde olsunlar. m(£BAP;)= m(£BAP;) ise
Teorem 5.4 geregince P;=P, olur. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde m«BAP; #
m(£BAP,) olmalidir. P; ve P, noktalarmm ikisi de C, (A) ¢emberi iizerinde
oldugundan AP; = AP, = r; dir. Benzer sekilde P; ve P, noktalarmn ikisi de C,, (B)
¢emberi iizerinde oldugundan BP; = BP, =1, dir. Buradan KKK eslik aksiyomu
geregince AABP; =~ AABP, dir. Bu eslikten m(£BAP;)=m(4BAP,) yazilir. Bu
ise m(£BAP,) # m(£BAP,) olmasi ile ¢elisir. Sonug olarak H; yar1 diizleminde hem

Cy,(A) hemde C,,(B) ¢emberi iizerinde bir tek nokta vardur.

Benzer sekilde £, yar1 diizleminde de hem C,, (A) hem de C,,(B) ¢emberi iizerinde

de bir tek nokta vardir.
Simdi KAK eslik aksiyomunu teorem olarak ispatlayalim.

Teorem 5.7 (Kenar-Aci-Kenar) AABC ve ADEF iki iiggen olsun. AB =~ DE,
2ABC ~ +DEF ve BC =~ EF ise AABC =~ ADEF dir.
Ispat. h=EF, k=DF, t=DE olsun. Teorem 5.3 den h, k,t uzunluklarndan

her biri diger ikisinin toplamindan kiigiiktiir.

Teorem 5.6 den C;(B) ¢emberi ile C,(C) gemberi, BC dogrusunun A noktasini i¢eren

bolgesinde yalniz bir noktada kesisirler (Sekil 5.9). Bu nokta P olsun.

KKK gore APBC =~ ADEF dir. Bununla birlikte 2PBC = «DEF = <£ABC ve

PB =~ DE =~ AB dir.

3
R
>}
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A ve P noktalar1 BC dogrusunun ayni tarafinda oldugundan Teorem 5.4 den P = A
olur. O halde AABC = APBC = ADEF dir.

Sekil 5.11 Cemberlerin BC dogrusunun A noktasini igeren bolgesinde kesigmesi durumu

Sonug olarak KAK ve KAA eslik aksiyomlar1 denktirler.
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