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SIMGELER DiZIiNi

Simgeler
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A() Fark operatorii

AV f f fonksiyonunun 9-inci mertebeden kesirli toplam1
A’ f f fonksiyonunun 9-inci mertebeden kesirli farki
b

I Belirli integral

r Gamma fonksiyonu

a(.) Ileri sigrama operatorii

Y Degisik teta
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Y4 Beta

% Gama

Z Toplam Operatorii

™ Faktoriyel fonksiyonu
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1. GIRIS

Tirev ve integral operatorleri analizin iki temel kavramlaridir. Benzer olarak fark ve
toplam operatorleri de ayrik analizin iki temel kavramlaridir. Genel olarak tiirev ve fark
operatorleri n bir tam sayr oldugunda n-inci mertebeye kadar bir fonksiyona

uygulanabilirler ve sirasiyla d™ f (x)/dx™, A™f (x) seklinde gosterilirler.

Kesirli analiz, tiirev ve integral operatorlerinin mertebelerinin keyfi sayilar olabilecegini

ifade eder. Ornegin bir fonksiyonun 1/2-inci mertebeden tiirevini v/5-inci mertebeden

integralini hesaplayabiliriz.

Kesirli analiz, keyfi mertebeden tirev ve integraller ile ilgilenen uygulamali

matematigin bir dalidir ve onlarin uygulamalari bilim, miihendislik, uygulamali
matematik, ekonomi ve diger alanlarda goriiliir. D = % operatoriinii i¢eren diferansiyel

analizin Ozellikleri ile fark operatorii olarak bilinen Af(x) = f(x + 1) — f(x)
operatoriinii iceren ayrik kesirli analizin 6zellikleri arasinda bir benzerlik oldugu bilinir.

Ayni1 benzerlik kesirli ve ayrik kesirli analizin operatorleri arasinda da vardir.

Kesirli analizin tohumu 3 yiizyil kadar 6nce L-Hospital’dan Leibniz’e gonderilen bir
mektupta ekildi. Burada L-Hospital n = 1/2 ise d™y/dx™’in anlami hakkinda bir soru
olusturdu. 30 Eyliil 1695 tarihli cevapta, Leibniz “Bu belirgin bir paradokstur. Bir giin
kullanisli sonuglar ¢izilecek™ yazdi ve konu ile ilgili arastirmalar basladi.

Sonra Johann Bernoulli’nin cevabi ile birlikte, Leibniz genel mertebelerin tiirevlerini

1
ispatladi. Leibniz 1/2-inci mertebenin tiirevi anlamina gelen dzy gosterimini kullandi.
1730°da Euler, 1772’de Lagrange tarafindan kesirli tiirevlere birbirinden farkli
kaynaklarda deginildi.

Diaz ve Osler (1974), n-inci mertebeden fark i¢in 9 herhangi bir ger¢ek veya kompleks
say1 oldugunda kesirli farki,



M F(x) = i(—l)k (i) Foc+9—k), (L1)
k=0

(19) r@d+1) (1.2)

k)] T TO—k+ Dk’

Miller ve Ross (1989), t =d9(mod1l) ve 0 <9 <1 oldugunda, kesirli mertebeden

toplam ve fark operatdrlerini sirasiyla asagida gosterildigi sekilde tanimladi.

t—u
- _ 1 ®-1)
ATf(E) = Tu);(t ~ ()" f(s), (1.3)

t—1+9

1 _
AP F(t) = AA-ODf(t) = Am ; (t- a(s))( ﬁ)f (s) (1.4)

Bu tezde Atict ve Eloe (2007, 2009), Atici ve Uyanik (2015) ve Goodrich (2010)
incelendi ve bu c¢alismalardaki bazi teoremlerin ispatlar1 agildi. Bu ¢alismalarda ayrik
kesirli operatorlerin analizi, ayrik kesirli analizde baslangic deger problemlerinin

varligiin ve ¢ozlimlerinin siirekliliginin incelenmesi yapilmuistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ayrik kesirli analizde kullanilan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Tamm 2.1. Gamma fonksiyonu I' (x) olarak ifade edilen 6zel soyut bir fonksiyondur ve
tamsay1r olmayan degerlerin faktoriyele genellestirilmesi ilk olarak Euler tarafindan

gosterilmistir. x > 0 i¢in,

(0]

F(x)=f t*" e tdt 2.1
0
olarak tanimlanmuistir.
ra = jtl"le"tdt
0
= je‘tdt
0
= (eI
= —e ®+e°
= 1
= (1) = je"tdt=1 (2.2)
0

H
—~
=
+
[N
~
Il

f tx+1—1 e—tdt
0

= J t¥e tdt
0

t*¥ =u = xt*1dt = du

e~tdt =dv = —e~t = v olsun.
= [-t*e Y|y +xf e tt*1dt
0
[—0¥e™ + 0e°] + xI'(x)
= xI'(x)

=> I'lx+1) =xI'(x) (2.3)

I'(x + 1) = xI'(x) bagintis1 6nemli bir fonksiyonel esitliktir ve tamsay1 degerler igin
fonksiyonel esitlik,

r(n+1)=nl (2.4)

haline gelir. Bu nedenle, Gamma fonksiyonu sifir olmayan pozitif reel sayilar i¢in

faktoriyel fonksiyonunun bir genislemesi olarak yorumlanabilir.



x=1, TI@)=1r)=1
x=2, TI@)=2r@) =21
x=3, TI'(4)=3rG)=321

x=n-—1, rm)=(n—-Drn-1)=n-1)(n-2)..1=((n-1)!
X =n, rm+1)=m)rn)=n(n—-1)(n—-2)..1=n!
Tamm 2.2. Azalan faktoriyel (faktoriyel polinomu) ™ herhangi bir n > 0 tamsayist
i¢in,
ri+1)

rt+1—-n)’ 2.5)

n—-1
(W =t - DE-2) (- -D) = | [e-10 =
k=0

olarak tanimlanir ve I' Gamma fonksiyonunu belirtir (Atici and Eloe 2007).
Teorem 2.1. Faktoriyel fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.
i At® =9¢t@-D (A ileri fark operatdrii)
i. (t—Wt®W =W L eR
ii. u®W=ru+1)
iv. t@*A) = (t — )P t®B (Atici and Eloe 2007)
V. At—5)® =9t —-s—-1)PD s e R (Goodrich 2010).
Ispat.
Makalede verilmeyen 1, 11, iii, 1v ispatlarim1 yapalim. Azalan faktoriyelin tanimina ve
ozelliklerine gore ispatlar agagidaki gibi gosterilebilir.
i.
rie+1)
rit—-9+1)
r+1+1 B r+1)
r(t+1H—-9+1) rE—-9+1)

At®) =

A Operatoriiniin 6zelliginden,

_ I(t+2) ri+1)
TTr(t-9+2) I(t-9+1)

I'(x + 1) = xI'(x) 6zelliginden,




(t+ DIt+1) ree+1)

(t—9+DI(t—-9+1) TI(t—9+1)

r+1) t+1
rc—-9+1)t—-9+1
rie+1) 9

D

-9+ (t-9+1)
re+1) 9
Frt—9(t—09+1)

I'(n+ 1) = n! 6zelliginden,
r+1)
GRS
r¢+1)
t+1-B—-1))

t(n) _ r(t+1)

T ozelliginden,

=91
elde edilir.
ii.
(¢ =0 = (¢ ) s
I'(x + 1) = xI'(x) 6zelliginden,
ret+1)

Ct—wr—w
re+1)

rt+1—-(u+1)
- t(#"‘l)

= (t—mn)

ii.
r(u+1)
r(u+1-p)
r(u+1)
r)
= TI'(u+1)

'u(u)

Joapy _ T+ D

rt+1-9-p)



I'(t — B + 1) ile carpar ve bolersek,
rtc—-—pg+1) r+1)
rtc+1-9-p)rit—-p+1
- (t— Bt ®

elde edilir.
V.  Azalan faktoriyel tanimi ve gamma fonksiyonunun temel 6zelliklerinden,
At =)D =(t—-s-1)P - (t —5)®
_ I(t-ys) rt—s+1)
T I(t—-s-9) I'(t—s—-9+1)
_(t=s=I(t—-s)-Tt—s+1)
B rit—-s—-9+1)
=—-9(t—-s—1)0D

elde edilir.
|
Lemma 2.1. a,9 € R olsun. y ve f, Ny, , da tanimli fonksiyonlar ve y > 0 sabit say1

ise, her t € Ny, i¢in

t—-1
yOSfO+y ) y©
=19—

T 1

dir. Ayrica,
t—1
YOSFO+Y ) f@ A+
T=9-1

dir.
Uyan 2.1. Analizde verilen her 9 > 0 reel sayist i¢in,

d

—t¥ = 9t?1

dt

ve ayrik analizde,
At®) = 9¢@-1D
dir. Bu nedenle, analizdeki x™ kuvvetleri ve ayrik analizdeki x™ benzerdir.
Bu tezdeki bazi ispatlar ayrik analiz i¢in ¢arpim kuralina baglh oldugundan, bu kural bir

ornekle gosterelim.



Ornek 2.1. f ve g reel degerli fonksiyonlar olsun.
Af(Dg®) = gOAf®) + f(@(©)Ag(D)

= g(a®)Af®) + fF(D)Ag(D), (2.6)
(c(t) =t+1)
Birinci esitlik igin,
A(f(g(®) fe+Dgt+1) - fOg®

fE+Dg(t+1) = f(e+Dg(0) + f(E+Dg(t) — F()g(t)
fle+D(gt+1) —g®) +gOf(t+ 1)~ f(1)
f(a())Ag(t) + g(®Af(0).

Ikinci esitlik icin,
Af(Dg®) fE+Dgt+1) - F(Dg()
fE+Dgt+1D)—gt+DfO) +gE+DfE) —f)g(t)
g+ DFE+D - f®)+ O+ 1) —g®)
gla@)Af (@) + f(D)Ag(D)

(Kelley and Peterson 2001).
Uyarn 2.2. (2.6) denkleminden,
gOAf(®) = A(fDgD) — f(a()Ag(®)
dir.
Her iki tarafa da t = 1 den b — 1’e kadar toplam operatdrii uygulanirsa,

b-1

b-1
D (9@ar®) =) a(f©g(®) - Z(f(a(t))Ag(t))
t=1

t=1

b-1
DI+ Dgle+1) - F(Og@)] - Z(f(a(t))Ag(t))
t=1 t=1

=[f(2)g(2) - fMg(D) +fR)gB) - f(2)g(2) + f(Hg(4) — fR)g(B) +
+fb-Dgb-1) - fb—-2)g(b—-2)+f(b)g(b)

(b= Dgb - D= ) (F(o(®)ag(®)
t=1

Sy

-1

=[f(b)g) — fF(Dg(D] = ) f(a(®)Ag(t)

1

o~
1]

b-1 b—1
> (9®Ar®) = OO - > F(e®)ag(), )



b > 1 tam say1, (2.7) ayrik kesirli analizde toplam formiilii olarak bilinir (Kelley and
Peterson 2001).
Tamim 2.3. a herhangi bir reel say1 ve 9 herhangi bir pozitif reel say1 olsun. f’nin J-

inci mertebeden kesirli toplami,

t—9
1 -1
2P F(E) = WZ@ — () Vs 2.8)

olarak tanimlanir (Miller and Ross 1989).
Burada s = a(mod1) i¢in f fonksiyonu, ve t =a + 9(mod1) igin AZ°f kesirli
toplam1 tanimlanmustr.

Uyar 2.3. 9 = 1 i¢in,

t—9
1 -1
83°1(0) = 755 0, (= 06 )

tanimi

t-1
1 -
AZIf() = mZ(t - G(S))(1 1)f(S)

¢ = LD ozelliginden,
r(t+1-n)

1~ I(t—o(s)+1)

- Iszal"(t—a(s) + 1—O)f(s)

t—1
= 850 = ) £(5)
t=1

sekline gelir.
a herhangi bir reel sayi, ¥ herhangi bir pozitif reel say1 olsun. m—1 <9 <m ve

burada m bir tam sayidir. f’nin 9-inci mertebeden kesirli farki,

t—-m+9

1 m-9-1
Aﬁf(t) — AmA—(m—ﬁ)f(t) — Amm ; (t - O'(S))( ? )f(S) (2.9)

olarak tanimlanir.
Tamm 2.4. y: N, = R bir fonksiyon ve y(0) > 0 olsun. Eger, her a € N i¢in
y(a+1) =9y(0)



ise y, N, da 9-artan fonksiyondur (Atici and Uyanik 2015).

vy, Ny daartanve 0 <9 < 1ise y, N, da 9-artandir. Ayrica y, N, da 9-artan ve 9 > 1

ise y, Ny da artandir. 9 = 1 ise y, N, da artandir ancak ve ancak y, N, da 9-artandir.

Tamim 2.5. y: Ny = R bir fonksiyon ve y(0) < 0 olsun. Eger, her a € N i¢in
y(a+1) <9y(0)

ise y, N, da 9-azalan fonksiyondur (Atici and Uyanik 2015).

vy, Ny da azalan ve 0 <9 < 1 ise y, N, da 9-azalandir. Ayrica y, N, da 9-azalan ve

9 = 1isey, Ny da azalandir. 9 = 1 ise y, N, da azalandir ancak ve ancak y, N, da 9-

azalandir.

Ornek 2.2. N, da g(t) = e~t olsun.

9 € (0,1/e] oldugunda g’nin Y-artan fonksiyon oldugunu gdsterelim.

0 <9 < 1/e esitsizliginin her iki tarafin1 et ile garpalim.

0 < et < e~(1+) elde ederiz. Boylece, tanim 2.4. den N, da g(t) = et 9-artandir

(Atic1 and Uyanik 2015).

Tanmm 2.6. Bir diferansiyel denklem c¢oziilmek istendiginde gergekten bir ¢oziimii
oldugundan ve bu ¢6ziimiin tek oldugundan emin olunmalidir. Bu husus Z—z = f(x,y)

esitligindeki f(x,y) fonksiyonunun Lipschitz sartinin saglanmasimi gerekli kilar.
f(x,y) fonksiyonunun (x,,y,) noktasini i¢ine alan bir R bdlgesinde tanimli ve siirekli
oldugunu varsayalim. Bdlgenin kapali ve bir dikdortgenle sinirli oldugunu kabul
edelim. Sayet R bolgesindeki biitiin x, y; ve y, ler i¢in
|f (e, y1) — O y2)| < Lly, — yal
esitsizligini saglayacak bir L varsa f (x, y) fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglar.
Teorem 2.2. f, N, da tanimlanan reel degerli bir fonksiyon olsun ve w,9 > 0 olsun.
t = u+ 9, mod(1) olacak sekilde tiim t ler igin
AP[ATHF()] = AWHF(E) = AH[ATF(0)]

dir (Atic1 and Eloe 2007).
Uyan 2.4. f, tam sayilar kiimesinde tanimlanmis reel degerli bir fonksiyon olsun. Ayrik
analizde,

M7 =f
dir.

Lemma 2.2. p# 1 olsun ve p+9+1 in pozitif tamsayr oldugunu varsayalim.



Dolayisiyla,

r(u+1)

AOp ) — LT
ru+9+1)

£ (u+9)

dir (Atict and Eloe 2007).

Uyan 2.5. Herhangi bir ¢ sabiti i¢in, A? ¢ sifir degildir.

Bunu gormek i¢in, kuvvet kuralini ve toplam operatoriintin lineerlik 06zelligini
kullaniriz. Bir ¢ sabitinin kesirli farki,

Lemma 2.2.den,

c
AN~ O = A (179
“=fTe-v

A-tirev ve I'(x + 1) = xI'(x) den,
c

__ % e®
r-9)

dir. Burada 0 < 9 < 1 dir.
Ornek 2.2. f ve g tamsayilar kiimesinde tanimli olsun. =% icin kuvvet kurali

aracilig ile asagidaki gibi faktoriyel polinomlariin 9 —inci toplamini hesaplayabilir ve

genelleyebiliriz.

Coziim:
A2 O = _ro+n -; D) 0 — —F(? £@
r(o+5+1) r(3)

_T() T+ ) I+
rre+1-5) riE)r+z)
F(lil) Nere) :L?té)
r(1+7+1) F(i)
@ @+ @ reE+1)
=5 NE 1
r@r(a+i-3) rEr(-,)
FC+1D ey _I'G) &
1 7
r(2+7+1) r(é)
_ I I+l T@) rE+1)
rgr(e+1-3) r@r(e-3)

Boyle t™ icin 1/2-inci mertebeden toplam asagidaki sekilde elde edilir.

1
A_Et(l) e

1
AT2t@ =

10



A-1/2400) — r'(n+ ;) t(’”l) _ r'(n+ ? r(+ 1)1
F(Tl'i‘?) F(n+7)1"(t—n+7)
Teorem 2.3. Herhangi bir 9 > 0 igin, asagidaki esitlik saglanir.
(t—a)®b
—9 — AA-D _
ATPAf(t) = AATVS(2) ) f(a) (2.10)
Oyle ki f, N, da tanimlidir (Atict and Eloe 2009).
Uyar 2.6.
(t—a)®D
-9 — AA-D _
ATPAf(t) = AATf(2) ') f(a)
denkleminde 9 yerine 9 + 1 yazilarak, teorem 2.2. den (iis kurali),
(t—a)®
—9-1 — A-D _
ATAF(R) = AP0 ~ ey @
elde edilir. Bu
(t—a)®
-9 _ A-O-1
M) = AT + ey @ @.11)

denklemini ifade eder (Atict and Eloe 2009).
Uyar1 2.7. p — 1 <9 < p olsun. Burada p bir pozitif tamsayidir. Teorem 2.3. den,
ANF(t) = AAP (AP D f (1))
= AP+ (a~ ()
= AP (AAPOf ()
teorem 2.3. (9 =p — V),

(t — a)®P—9-1)

= AP(A~@IAf (L) + T —9)

f(@)

(t — a)(p—ﬂ—l)
rp-9)

= APA=P=DAF(t) + AP f(a)

lemma 2.2. ve teorem 2.2. den,
''pb—-9—-1+1)
re-Nr(p-9-1D-p+1)

ri-19)
rp—-9) r-v)

= APAf(D) + (t —)P~9"1P)f (a)

= AOAF() + (t — ) Vf(a)

11



(t — @)V

= AAYF(t) = APAf(t) + e

f(a)

elde edilir (Atic1 and Eloe 2009).
Boylece, teorem 2.3. deki denklemin herhangi bir 9 reel sayisi igin gegerli oldugu
sonucunu ¢ikarabiliriz.

Teorem 2.4. 9 herhangi bir gergek sayr ve p herhangi bir pozitif tam sayisi igin
asagidaki esitlik saglanir.

(t — a)@-p+h)

Yy A*F(a), (2.12)

p—1
ATPAPF(t) = APATYF(t) —

Oyle ki f, N, da tanimlidir (Atict and Eloe 2009).
Uyari 2.8. (2.12) de 9 yerine 9 + p yazar ve teorem 2.2. yi kullanirsak,

— a)@+0

A*f(a). (2.13)

p—1
_ o (¢
AU(D) = ATTPAPF(E) + ’; F@+k+1)

(Atict and Eloe 2009).
Teorem 2.5. p pozitif bir tam say1 ve 9 > p olsun. Oyleyse,

AP[ATPF ()] = AP (). (2.14)
dir (Atict and Eloe 2009).
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3. AYRIK KESIiRLi OPERATORLERIN ANALIZi

Bu boliimde ayrik kesirli fark operatorleri icin monotonluk sonucu verilmis, literatiirde

verilen temel teoremlerin ispatlar1 agilmistir.

Teorem 3.1. y(0) = 0, y: N, = R bir fonksiyon olsun. 9 € (0,1) ve her t € N;_y igin
ASy(t) =0

oldugunu varsayalim. Bu durumda y, N, da 9-artandir (Atic1 and Uyanik 2015).

Ispat. Matematiksel tiimevarim ile y’nin 9-artan oldugunu ispatlayacagiz. ilk olarak,

kesirli toplam tanimindan,
t—(1-9)

1 1 _
My = 88,7y (0) = Ay Z) (t= () Vys)] =0

esitsizligini inceleyelim.

t—(1-9)
1 _
s(t) = m SZ(:) (t - o'(s))( 19)y(S)
olsun. As(t) = 0 oldugundan, s(t), N;_, de artan bir fonksiyondur.
52 = 8) = 5(1 = 8) = ——— (1 = 9)Dy(0) + ——— (~5)Dy(1)
r(1—0) YT ra—o y
1 _
Ta=9) (=9 Py(0)
1
= Ta=9) [A(=9) Py (0) + (—9) TPy (1)]
1 ra—o) ra—o)
“ra-o| P Tt YO+t TFm YD

>0
dir. Dolayisiyla
y(1) = 9y(0)

dir. Simdi, timevarim hipotezinin n = k — 1 degeri i¢in gegerli oldugunu varsayalim.
Boylece,

y(k) = 9y(k —1) = 9?y(k —2) = - = 9%y(0) = 0 (3.1)
elde edilir. n = k i¢in esitsizlik,

y(k+1) =2 9y(k) (3.2)

dir. (3.2)’nin ispat1 i¢gin ilk olarak,
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k
1 .
stk+1-9) = WZUC +1-9-0()) " y(s)

ve

k+1
1 .
s(k+2—0) = mZ(k +2-9-0()) " y(s)

esitliklerini hesaplayalim. s(t), artan oldugundan;
stk+2-9)— s(tk+1-9)

k+1

1 _
= mZ(k +2-9 - a(s))( 19)y(s)
s=0

k
1 _
TS E (k+1—19—a(s))( 19)y(s) >0
s=0

dir. Yukaridaki toplam operatorlerinden,

r1-29) [(k + 1 —9)Dy(0) + (k — 9)Dy(1)

+(k=1-9)Dy2Q)++ R -y — 1) + (1 —9)Dy(k)

+ (=) Py (k + 1] - [(k —9)“Py(0)

ra-9)
+(k—1-9)"Py(1)

+ (k=2 =) Dy@)+ -+ (1= ) Dyl — 1) + (=) Oy ()]
=0

elde ederiz. Benzer terimler ortak paranteze alindiginda asagidaki esitsizligi elde ederiz.

Fa =gy Lk + 1= 90 = (e =) ?]y(0)

+ [k =9)ED — (k- 1-9)]y(1)

+{k—1-9)D = (k=2 -9)D]y2) + -

+[2-9) - (1 -9)ED]yk - 1)

+[(A =) = (=) Py + (N Py(k +1)] 2 0
Daha sonra, A operatoriinii y(0),y(1), ..., y(k + 1) katsayilarina uygularsak,
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1‘(11— 9) [A(k —9)EPy(0) + Ak — 1 — 9) Dy (1)

+ Ak —2-9)Dy2) + -+ A1 - NTVy(k — 1)
+ A=) Dy(k) + (=) Py(k +1)] =0
elde edilir. A operatoriine

At = uAt(“‘l)

kuvvet kuralin1 uygularsak,

+ (N =2 =) Vy@) + -+ (-NA =N Vy(k - 1)
+ (=) ()T Vy (k) + (=) TPy k + D] 2 0
elde edilir. Azalan faktoriyel tanimindan,
1 rk—9+1)
ra—o T ra—sriro+0”?

rtk—1-9+1) )
ri—1—o+i+o+0° P

rtkk—2-9+1)
Fhi—z2—o+i+0+D P+

raa—-9+1)
ra—o+ri+o+rn %D

r—9+1)
rorizor Y+ I+ Dyk+ D] =0

elde edilir. Yukaridaki ifadeyi sadelestirirsek,

+ (=9)

+ (=9)

+ (=9)

+(=9)

(—9) I'(k—09+1) Itk —9)
y(k+1) +F(1—19)[ Tk +2) y( )+mﬂ1)
rk—1-9) re-219 ra-9)

elde edilir. Boylece,
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y(k+1)
(—9) (k=9 —=1-109)..(2=9)(1 -1 -19)
ra-9) r'k+2)
L= 1-9)(k=2-9) .. (2= 8)(1 =)A= ) .
rck+1)
L k=2=9)(k=3-9)..2-9)(1 =91 -9
r(k)

1-9)ra-y9 ra-9)
+ I G) y(k—=1) + O] — oy Yl 2

y(0)

(2) + ...

dir. Buradan,

y(k+1)
(k Nk —1-19)...(2—9)(1—9)I .
'k +2) ()
(k—1—19)(k 2-0)...(2 - 9)(1—9)9 .
rtk+1 y()
k—2-9)(k=-3-9)..2=9)1-9)9
( )( I"(k))( )( ) oy
1-9 9
+( )y(k—1)+—y(k)

re) re)
dir. (3.1) timevarim varsayimindan,
y(k+1) = 9y(k)
(k Nk—-1-9)..2-9)A-9)Y
Ik +2) y(0)
(k—1—19)(k 2-9)..2-9H1-9)9
r'(k+1) y()

LUe=2-0)(k=3-9)..2-8)(1-9)F
r'k)

(2) + ...
(1-9)9
re)
elde edilir. Bundan dolay1, her k € N i¢in
y(k+1)—9y(k) =0

+

y(k—1)=0

olarak sonuglandirabiliriz.
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Artan faktoriyel,

5 T+ 9)
ING)
olarak tanimlanir.
Gamma fonksiyonunun sifir ve negatif tamsayilar i¢in tanimli olmadigina dikkat
edelim. t - t9,{t e R: tvet+9,Z" U{0}a ait degil} kimesinden R reel sayilar
kiimesine tanimlidir.
Teorem 3.2. y(0) = 0, y: Ny, = R bir fonksiyon olsun. 9 € (0,1) ve y’nin N, da artan
bir fonksiyon oldugunu varsayalim. Her t € N;_; icin
ASy(t) =0
dir (Atict and Uyanik 2015).
Ispat.
t—(1-9)

—(1— 1 _
Ay (9) = 885"y (@) = A5 Z (t—0() " y()] =0

oldugunu gostermek istiyoruz. Benzer olarak,
t—(1-9)

1 _
S(t) = m SZO (t - O'(S))( 1L9)y(S)

olsun. Ispati tamamlamak icin, s(t)’nin N;_4 de artan oldugunu géstermeliyiz. k > 1,
herhangi bir k reel sayisi igin,
stk+1-9)—s(k—9)=0
dir. Aslinda,
stk+1-9)—s(k—-19)

k-1
(—9) 1 (=9)
= Z(k +1-9-06) "y - 7= Zo(k —9-0()""¥(s)
1
= 19) Z A(k—0 - a(s)) y( )+ ——— =) (=) Dy (k)
1 - —9-1
- mZ(—m(z« 9 -0() " ys) + 300
s=0

191)

=300 - 8y(k =1 + 77— Z( 9)(k =9 = a(s))"
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=300 - 8y(k =) + r g Z(k 9-0() "ok -1 -y

(-9-1)

k-2
1
+m;(—ﬁ)(k —9-a() "yt - 1)

23’(")—19)/(16—1)+y( _ ( 19)(]( 9 —o(s ))(19 1)
ra-— 19)

yk—-1) (-9-1)
= y(0) = y(k =1 +y(k = D)+ T Z( ~9)(k—9 - o(5))

(191)

> y(e = D(1 + 0)2( (k-9 —0(s))

— s _ k
—y(k—l)z( ) _ (k—1)ﬂ >0

elde edilir.
[ ]
Teorem 3.3. y(0) > 0, y: Ny — R bir fonksiyon olsun. 9 € (0,1) ve y’nin N, da kesin
artan fonksiyon oldugunu varsayalim. Her t € N;_y i¢in
Ay(t) >0
dir (Atic1 and Uyanik 2015).

Ispat.
t-(1-9)

(1 1 _
88y (9) = 885"y (®) = A5 Z (t=0() " y()] >0

oldugunu gostermek istiyoruz. Benzer olarak,
t—(1-9)

1 _
S(t) = m ; (t - O'(S))( 1-9):)/(5)

olsun. Ispati tamamlamak igin, s(t)’nin N;_, de artan oldugunu gostermeliyiz. k > 1,
herhangi bir k reel saysi igin,

stk+1-9)—s(k—9)>0
dir. Aslinda,
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stk+1-=9)—sk—-1)

F(l_ﬁ)Z(k+1 9—a(s)" y(s)— 19)2(/( 9—0() y(s)
1 X (=9 1 o)
- mz Bk =8 =0() " y(8) + s OB
s=0
k-1
1 -9-1
= 7= 2Ok~ =)™ Vy(s) + (i)
s=0
k-2
1 -9-1
= y(k) — Oy(k — 1) + m;f"”(" —9-0() " y(s)
9 k-2
= y(k) = 9y (k= 1) + m;(k —9-0) " k-1 -y(s)
1 k-2
+m2(—0) (k -9 — O'(S))(_ﬁ_l)y(k - 1)
s=0

> Y0 = 9y(k = 1)+ 2 19)2( (k=9 -0() "

y(k—1) ¢
ra —19) 4

(-9-1)

=y(k)—yk-D+yk-1)+ (—ﬁ)(k —9 —a(s))

(191)

> y(k = D(1+ - ﬁ)Z( (k-9 —a(s))

k - _

—9)3 1—9)F
=y<k—1>z(5!) — k-8 50
s=0

elde edilir.
[ ]
Sonu¢ 3.1. h:[1,+o0)y X R —» R tanimhi negatif olmayan, siirekli fonksiyon ve A
negatif olmayan reel bir sayr olsun. Ayrik kesirli baslangic deger probleminin tek
¢Ozlimii,
AJy(®) =h(t+9—-1,y(t+9—-1)), tEN,
y(0) =4
dir. y, 9-artan ve negatif degildir (Atict and Uyanik 2015).
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Benzer yolla, yukaridaki sonuglar baslangi¢c noktasinda negatif degerli fonksiyon igin
elde edilebilir.
Teorem 3.4. y(0) < 0, y: Ny — R bir fonksiyon olsun. 9 € (0,1) ve her t € N;_ icin

Ay(t) <0
oldugunu varsayalim. Bu durumda y, N, da ¥-azalandir (Atict and Uyanik 2015).
Ispat. Matematiksel tiimevarim ile y’nin 9-azalan oldugunu ispatlayacagiz. ilk olarak,
kesirli toplam tanimindan,

t—(1-9)

D30 = 88,4y = B Z (= 0) " y(s)]

esitsizligini inceleyelim.
t—(1-9)

1 _
sO=ra"9 ; (t= () "¥(s)

olsun. As(t) < 0 oldugundan, s(t), N;_, de azalan bir fonksiyondur.

1
s2-9)-s(1-9) = Fa=9) (1=9)Py(0) + ra=9 =Ny

1

“Ta=9) =9y (0)

1
Fa=9) [A(=9)EPy(0) + (—9)EPy(1)]

1 Sra-o o ra-o
“ra-o| 7 Tt YO o

y(1)

<0
dir. Dolayisiyla
y(1) < 9y(0)

dir. Simdi, timevarim hipotezinin n = k — 1 degeri igin gecerli oldugunu varsayalim.
Boylece,

y(k) <9y(k —1) < 9%y(k—2) < < 9%y(0) <0 (3.3)
elde edilir. n = k igin esitsizlik,

y(k +1) <9y(k) 3.4

dir. (3.4)’tin ispat1 i¢in ilk olarak,

k
1 -
s=0
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ve

k+1
1 .
s(k+2—0) = mZ(k +2-9-0()) " y(s)

esitliklerini hesaplayalim. s(t), azalan oldugundan;

stk+2-9)— s(tk+1-9)
k+1

1 _
— mZ(k +2-9— a(s))( 19))/(5)

K
1 _
e 0)2(1{ +1-9- o(s))( 19)y(s) <0
s=0

dir. Yukaridaki toplam operatorlerinden,

Ta=9 [(k+1=9)Dy(0) + (k —9)Py(1)

+ (k=1 -9)y@)++ 2 =N TVy(k - 1) + (1 =)y (k)

+ (=) Dy(k + 1] - [(k —9) Dy (0)

ra-o)
+ (k—1-9)y(1)

+ (k=2 =9)y@)++ A=) TPy(k = 1) + (=) TVy(K)]
<0

elde ederiz. Benzer terimler ortak paranteze alindiginda asagidaki esitsizligi elde ederiz.

Ta=9) [[(k+1=9)P = (k—9)D]y(0)

+ [k =D — (k-1 -9)]y(D)

+{k—1-9)D = (k-2 -9)I]y2) + -

+[2-9) - (1 -9)EI]yk - 1)

+[(A =) = (=) Py + (=N Py(k+1)] <0
Daha sonra, A operatoriini y(0),y(1), ..., y(k + 1) katsayilarina uygularsak,

raa-29 [ACk —9)TDy(0) + Ak — 1 —9) D y(1)

+Ak =2 =9)"y(2) + -+ A1 =N Dy(k - 1)

+ A=) TDy(k) + (=N Py + 1] <0
elde edilir. A operatoriine
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At(W = ”At(#—l)

kuvvet kuralin1 uygularsak,

+ (=N = 2= Vy@) + -+ (=)A= Vy(k - 1)
+ (NN Py k) + (=) Py + D] < 0
elde edilir. Azalan faktoriyel tanimindan,
rck—-9+1
(=D r —(19 F1+ 19)+ Y ©
rk—1-9+1)
re—1-o+ri+o+D’ P
rk—2-9+1)
'k—2—-9+1+9+1)
ra-9+1)
ra-9+1+9+1)
r(-9+1)
r-9+14+9+1)
elde edilir. Yukaridaki ifadeyi sadelestirirsek,

(-9) rk-9+1) r'k—19)
yk+ D+ =5 M rarn YO gY@

I'(k—1-09) re-o) r(—o) 3
T}’(Z)"'""F I 3) y(k—1) + T 2) y(k)] <0

r(a-29)

+ (=9)

+ (=9)

y(2) + -

+ (=9)

y(k—1)

+ (=9)

ykK)+ I'(—9+Dyk+1)]<0

elde edilir. Boylece,
y(k + 1)
-9 *k-9Nk-1-9)..2-9HA-NHra1-9) 0
r'(1—0) I'(k+2) y(0)

(k—1=9)(k—2—19)...(2—9)(1—9I(1—19)
+ Itk +1) y()

(k=2-0)(k=3-0)..2=9)(1 -9l —29)
+ 0 y(@) +

1-9)r@a-9 raa-9

dir. Buradan,
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y(k+1)
(k Nk -1-9)..2-9)1-9)9

I'(k+2) (0
(k—1—19)(k 2-9).2-90A-9)9
rk+1) y()
k—2-9)(k-3-9 2—-9)(1-9)9
L )( r(k)) Q-0a-09
(1-9)9
—F(3) y(k—1) + —= F(Z) y(k)
dir. (3.3) timevarim varsayimindan,
y(k +1) = 9y (k)
(k Nk—-1-9)..2-9)1-9)I 0
Tk +2) y(0)
(k—1—19)(k 2-9)..2-9H1-9)9 1
rk+1) y()
(k 2—-Nk-3-9)..2-9)1-9)Y
) y(2) +
1-9)9

elde edilir. Bundan dolay1, her k € N i¢in
y(k+1)—9y(k) <0
olarak sonuglandirabiliriz.
]
Teorem 3.5. y(0) <0, y:Ny = R bir fonksiyon olsun. 9 € (0,1) ve y’nin N, da
azalan bir fonksiyon oldugunu varsayalim. Her t € N;_y i¢in
Ay(t) <0
dir (Atic1 and Uyanik 2015).

ispat.
t—(1-9)

1- 1 -
A3y () = AA; 1”y(t)=A[m ZO (t-0) "ys) <

oldugunu gostermek istiyoruz. Benzer olarak,
t—(1-9)

1 _
50 = 7 =75 ZO (t—0() "y
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olsun. Ispat1 tamamlamak icin, s(t) nin N;_4 de azalan oldugunu gostermeliyiz. k > 1,
herhangi bir k reel sayisi igin,
stk+1-9)—s(k—9)<0
dir. Aslinda,
stk+1-=9)—sk—-1)

k
1
_ mZ(k +1-9—-0(s)"

y(s) ﬁ)E(k 9-0() "y

= 19)z:Ak(k 19—0(8)) Dy(s) + (1 19)( —9) Py (k)

1 - —9-1
= mZ(—m(k —9-0() " () +y(k)
s=0
k-2
1 -9-1
= y(0) - Oyl = 1) + mZ“W —9-a() " Vy(s)

= ¥ = 8y(k = 1) + s Z(k 9-0() "ok -1 -y

(-9-1)

k-2
1
+m;(—ﬁ)(l€—ﬁ—0(s)) y(k—l)

Sy(k)—ﬁy(k—1)+1}:il_ )Z( —9)(k—9—a(s) "7V

(—)
ra-9<

(-9-1)

=y(k)—yk-=D+yk-1)+ ( 9)(k —9 —a(s))

k-1
1 -9-1
< y(k - 1)(1 + mZ(—ﬁ)(k — 19 — O'(S))( ? ))
s=0

k
—9)3 1-0)F
k-1 Y = -8 <

elde edilir.
]
Sonu¢ 3.2. h:[1,+o0)y X R —» R tanimli negatif olmayan, siirekli fonksiyon ve A

negatif olmayan reel bir sayr olsun. Ayrik kesirli baslangic deger probleminin tek
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¢Ozimii,
ASy(@®) =h(t+9—1,y(t+9—-1)), tE€N, 4
y(©0)=A4
dir. y, 9-azalan ve pozitif degildir (Atict and Uyanik 2015).
Ayrik kesirli operator A;?, Ny’dan N, ’ye tanimlidir. Bundan dolayi, asagidaki esitlik

her t € N, i¢in tanimlhidir.
¥-1)

t—19
I OT Y At

HO)

Burada c, herhangi bir reel sayidir. a € N, ise her t € Ny, g icin AZf(t) vyi
hesaplamak mantiklidir. Bu operatoriin boyle bir karakteristik 6zelligi, ayrik kesirli
analizin temel teoremini elde etmek icin bize yol gosterir.

Teorem 3.6. f, N, de tanimli ve a,b € N, a < b olsun. Boylece 9 € (0,1) oldugunda
asagidaki esitlik saglanir.

(b—a+9—1)D

2204188 f (Ole=p = f(B) = O] f(@)
Yukaridaki esitligin ispati igin, her 9 > 0 i¢in teorem 2.3. den asagidaki esitlik saglanir.
(t—c)@-V
—9 = -9 —_—
AT () = MG F(8) = [ ()

f, N, de tanimlidur.
Ayrica teorem 2.2. yi kullanirsak, her 9, ¢ > 0 i¢in
85" [857F @] = 05 () = a2 [A5HF ()]
dir. Oyle ki t = (u + 9)mod(1) (Atic1 and Uyanik 2015).
Ispat. Teorem 2.3. deki esitligin sol tarafin1 kullanarak ispata baslayalim.
2204108 f (©)le=p

~(1-9) (t—(a—9+1)PY

- -(1-9
= 0054185V F (D)= — Ee) =8 ™" Fle=a-v41

Burada teorem 2.2. ve 6zdeslik

-(1-9
8.9 flecaoi1 = f(@)
kullanilirsa,

(b—(a—0+1)""

[HO)

= AAalf(tNt:b - f(a)
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(b—a+9—-1)0V

[ ]
Teorem 3.7. f ve g, N de tanimli ve g, [a, b] N N, de taniml1 kesin artan fonksiyon,
g(a) > 0olsun. Burada a,b € N, a < b dir. t{,7, € [a,b], 9 € (0,1) dyle ki,
_(b—a+9-1¥D
Mfy TP r@ @i
AY - b—a+9—1)F-D T AY
29(71) g(b) — ( a 6 ) g(a) 29(72)
dir (Atict and Uyanik 2015).
Ispat. Tersini varsayalim. Her t € [a, b] igin,
(b—a+9 -1
) - rm @ alro .
b—a+9—1)F-D A g(t '
gy - E=E LD gy Aad®
veya
(b—a+9—1%Y
f) - r@) J@  agr
(b—a+9—1)0-D < Adg(t) G4
9 (b) - F(t?) g(a) *

olsun. g, kesin artan oldugundan [a + 1 —9,b + 1 — 9] ayrik araliginda ASg(t) > 0
oldugunu biliyoruz. Boylece, yukaridaki (3.3) esitsizliginden,

— —_1)®-1)
fy - L=t 2D pa)

— —1)®@-1
gy~ “??m D 9@

AZg(t) > AGf(¢)

elde edilir.
Kesirli toplam operatorii lineer ve esitsizligi korudugundan, yukaridaki esitsizligin her
iki tarafina t = b de A%y, , esitligini uygularsak,
b—a+9—-1)¥Y
foy =@ L
AZgO)le=p > BgZ911 Baf (D)]e=b

_ _ 1Y®-1) a-9+1
PORICEA e

elde edilir. Teorem 3.6.” nin bir sonucu olarak asagidaki esitsizligi elde ederiz.

(b—a+9—-1)FD (b—a+9—-1)@D

Benzer yolla, (3.4) esitsizligini gorebiliriz. Boylece ispat tamamlanur.

fb) - f(a)
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Uyan 3.1. Teorem 3.7. de,
(b—a+9—-1)0D
r@)
ifadesi sifira esit degildir. Sifira esit oldugunu varsayalim.
gb) T(b—a+?)
gla) Irrkmr—-a+1)

elde edilir. Bu esitsizlik, g(b) < g(a) oldugunu ifade eder. Bu sonug teoremin ispati ile
celisir (Atict and Uyanik 2015).

g(b) — g(a)

<1
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4. AYRIK KESIiRLi BASLANGIC DEGER PROBLEMLERi IiCiN
COZUMLERIN SUREKLILIiGi

Bu bolim boyunca 9 € (0,1] ve f:(Ny_; UNy_._; X R—=> R) tanimli oldugunu
varsayalim. Lineer olmayan ayrik kesirli baslangic deger problemini goz 6niine alalim.

Ay(t) = ft+9-1y(t+9-1)) (4.1)

Ayl = YO -1 =y, (4.2)
Burada t € N dir. Simdi, 0 < g5 < 9 < 1 olsun. € > 0 yeteri kadar kiigiik, 6yle ki
0<egg<I9—e<V<1dir

AP=¢z(t) = f(t+9—e—-1,yt+9—ec—1)) (4.3)

A=z = z(®@—e—1) =z, (4.4)
Burada t € N dir.
Bizim amacimiz f de uygun kosullar altinda, € - 0 ve z;, - y, iken (4.1)-(4.2) ve
(4.3)-(4.4) problemlerinin ¢oziimlerini gostermektir. Yani, problem (4.1)-(4.2) 9 ve y, a
gore bir stireklilik kosulunu saglar. Bu sonucun ispat1 i¢in, Teorem 4.1.’1 ispatlayalim.
Fakat ilk olarak bir baglangi¢c lemmas1 vermemiz gerekir.
Lemma4.1l. (4.1)-(4.2) probleminin ¢dziimi, t € Ny_; igin

L@-1) " t—9
y(t) = T % + m;(t —s=1DOVfs+9-1,y(s+9—1))

olarak verilir (Atict and Eloe 2009).
Teorem4.1. (4.1)-(4.2) ve (4.3)-(4.4) de verilen ayrik kesirli baglangic deger
problemlerini disiinelim. f(t,y), f: (Ny_; UNy_._;) X R = R iken bir fonksiyon
olsun. Oyle ki, f(t,y) bir Lipschitz kosulunu saglar: Yani, L, M > 0 sabitleri var, yle
ki her y,,y, ve t;, t, € Ny_; UNy_c_; igin
If(t,v1) — f(ta, Vo) S LIty — t,| + M|y, —y,| dir.  &>9 olarak verilsin.

t(l?—l) (t_e)ﬂ—s—l
N=max max | Yo | , max ——7 |
te[d-1¢n,_, | I'®) te[¥-e-1¢—¢elny_,_, | T@0-2)
ve
= max t,
Qo (t,y)E[ﬁ—l,E]Ng_lU[19—£—1,§—£]N19_8_1><[—2N,2N]f( Y)

ve varsayalim ki
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t-9

max Z|(t—s— 1)(19_1)|,
te[9-1€lny_, £t

t—9+¢

oo X Z (¢ =5 = 1)

N1981

(4.1)-(4.2) nin ¢oziimii y ve (4.3)-(4.4) {in ¢oziimii z ise, her t € [ — 1,&]y,_, igin

t—1-1

MK, « MK
Y ~ 2t =) SO0 + ez ) 0 (1+5755)
7=09-1

dir. Burada,
Ky, = max |(t — T+ 9 —2)PV)
(t,T)E[ﬁ—l,f]Nﬁ_lX[19—1,8—1]N19_1
ve
t(‘l9—1) (t _ 8)(19_8_1)
B(t) = Yo — Zy
r) re—e)
W) _ \(W-¢) —_ ) —
N 1 t 3 (t—¢) +0q rco—e)—r@) (t—g)(ﬁ‘f)
r) 9—¢ rO)r@—-—«+1)
t—9
et Z(t —s—1®-
ra)
s=0
(Goodrich 2010).

Ispat. Lemma 4.1. den,

t(ﬁ—l)

y(t) = F(l?) F(ﬁ)Z(t_S_l)(ﬁ 1)f(S+19—1 y(s+19—1)) (45)
ve
$(9-e-1)
Z(t) =m20
1 t—9+¢
F(19— B) z (t—s—DU*Vf(s+9—e—1,2(s+9—e—1)) (4.6)
dir.

y(@), Ny_; ={9—-1, 9, 9+1,..} kimesinde, z(t), Ng_,_; ={9 —e—1, 9 —¢,

9 — € + 1, ...} kimesinde tanimlidir.
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Bu amagla,

Z(t) = z(t — &)
olsun. Karsilastirma i¢in,
I k) M
Z(t) - ['(19 _ 8) Zy
1 t—9
— —g—s—1)0-&1D —e—1 —e—1
+I’(19—e)zo(t e—s—1) fls+9—e—-1z2(s+9—e—1))
s=

olsun. (4.8) in sag tarafini ele alalim.

t(19—1) (t _ 8)(19—5—1)
ly(@®) —2(t)| = KO Yo— T =2 Zg

t—9
_— —c_1)®-1 _ _
+F(’9)S=O(t s—=DOVf(s+9-1,y(s+9 —1))

1

t—9
————— > (t—e—s—-1DIEDf(s+9—¢
F(ﬁ—s);

—Lz(s+9—¢e-1))

t(19—1) (t _ S)(ﬁ—s—l)
Yo — Zg
r) r@ —ce)

IA

t—9
* %Z“ —s=DOVf(s+9-Ly(s +9 - 1))
s=0

t-9

T4

t—9
+ %Z(t—s— DO Vf(s+9—-e—Lz(s+9—e—1))
s=0

t—9

T4
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(t—s—DOVf(s+9—-e—-1,2(s+9—e—1))

(4.7)

(4.8)

(t—e—s—DOEVf(s+9-e—1z(s +9—e—1))



+ ﬁZ(t—s—s— DOEDf(s+9—e—Lz(s+9—e—1))
s=0

rw_g)Z(t—e—s—l)(ﬁ eVf(s+9—¢

—Lz(s+9—¢e—1)) (4.9)

dir. (4.9) un sag tarafindaki terimlerin her dort ¢iftinin analizini gosterelim. Ilk terimi

ele alalim.
t(ﬁ—l) (t _ 8)(19—2—1) 410
F(ﬁ) Yo I—v(ﬁ_g) Zo ( . )
Burada t € [¢ — 1,¢]y,_, dir.
BT ™ To—a 2| =17~ %l T

Burada |y, — zo| < 8,8 > 0 sabittir. Oyleyse,

1) (t — &)1 $@-1) -1

T TTo=s |7 | Yo — 2ol ) < ) 5

dir. § ve & yeterince kiigiik segilmistir. (4.10)’dat € [9 — 1,&]y,_, keyfi olarak kiigiik

m
-0t

secilebilir. (4.9) da tiglincii boliime dikkat edelim.

t—9
1
—— Y (t—s—1DIVf(s+9—¢
2,

t—0
—Lz(s+9—¢e—-1)) %Z(t—s—s— DO Df(s+9 —¢
s=0

—Lz(s+9—¢e-1)) 4.11)
1 t—9
WZ[(t —s =DV (t—e—s-1DOEV]|f(s+9—¢
s=0

—Lz(s+9—¢e-1)) (4.12)
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oldugu goriiliir. N teoremde tanimlandig1 gibi olmak tizere,

max
Q=(t,y) €0 -1y, VB —e—1,E—¢ly, . x[-2N2N]f(&Y)  (413)

Teoremin acgiklamasinda verilen hipotezler ile gbzlemleyelim.

ly(6)] < N+faﬁ§]ﬁ—s—1ﬂﬂ”|V@+ﬂ—1y@+ﬁ—ln|

re) N

F(ﬁ) Qo

Oyle ki, |y(t)| < 2N dir. Benzer bir iddaa |z(t)| < 2N oldugunu gosterir. Bdylece,
(4.12) ve (4.13) den,

<N+

t=9
%Z[(t —s =DV (t—e—s—-1DOFV]|f(s+9—¢
5=0
—Lz(s+9—¢e—1))

< Qo %;[(t —s—1DP VD _(t—g—s5— 1)(17—5—1)]

Lemma 2.1. den,

1 1 1
- — T (f — D) t—-9+1  (f — e W t-v+1
F(ﬁ)QO [ 19(t S) ]O +[19_€(t € S) ]O
1 [t® (£ —e)®o
— — 4.14
r@) 9—¢ (4.14)
o1 tw> Gl I
0t T (9) <° 9—¢ |
dir. Oyle ki, (4.11) de € —» 0% dir. (4.9) da dordiincii boliimii inceleyelim.
1 t—9
—Z(t —&—5— 1)(‘9‘5‘1)f(s +9—e—1,z(s+9—€— 1))
r)
s=0
—g—s5—1)0-&-1) —
F(ﬁ—e)z(t e—s—1) f(s+19 €
—Lz(s+9—¢e—-1)) (4.15)
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(4.15)’1 (4.11)’dekine benzer bicimde yeniden yazalim. (4.13)’l kullanirsak,
1 t—0
mZ(t —e—s—DOEVf(s+9—e—1z2(s+9—e—1))
s=0

rw_g)Z(t—e—s—l)(ﬁ eVf(s+9—¢

—1,Z(s+19—£—1))

r@—e-r@y 1 N
RORCED) [_ﬁ —e=9)” )]
r@—e) —r)

RONCETEEN

< Qo

)(19—8)

= Qo (4.16)

(4.14) de oldugu gibi, (4.16)’nin sag tarafini ele alalim.

r@—-e —-rw)

_ \(®W-9)
ROCET TR A ’

=0

m Qo

s—>0+

Oyle ki, (4.15)’de € - 0% dir. Son olarak, (4.9)’da ikinci terimi inceleyelim.

F(ﬂ)z(t_s_l)w Vf(s+9-1y(s+9-1))

t—9
r(ﬁ)Z(t—s—l)w Vf(s+9—e—1z(s+9—e—1))|(4.17)

f ’de Lipschitz kosulunu kullanirsak,

F(B)Z(t_s_ DO Vf(s+9-1,y(s+9 - 1))

l,(1())Z:(t—s—1)(19 Vf(s+9—e—1,2(s+9—e—1))

t-9
< %;(t —s—1D)@-D[Le + Mly(s+9—1)—z(s+9 —e—1)|]
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_S@Z(t—s_l)(ﬁ 1)+F(8) (t_s_l)(ﬁ—l) |y<5+l9—1)—Z(S+19—g

-1 (4.18)

elde edilir. (4.18)’in sag tarafina dikkat edelim. Her t € [¢ — 1,¢]y,_, i¢in,

t—9
1
— g —1®¥-1) =
gl—lgkgl“(ﬁ)z(t s—1) 0 (4.19)

bulunur. Simdiye kadar ki sonuglari ozetleyelim. (4.10), (4.14), (4.16) ve (4.18)’i
birlestirerek (4.9)’u yeniden bulalim.

ly(®) —z(t — &)| = ly(t) — z(t)|

t(19—1) (t _ 8)09—8—1) 1 t(ﬁ) (t _ g)(ﬁ—f)
@ To=s 2| TrTo®[v T s
I —e) —re) 0
0 |rere—er ¢ "
L t—29
+£F(ﬂ);(t —s—1®D
t—209
F(ﬁ)Z(t s DO Dy(s+9—1)—z(s +0 — e — 1) (4.20)
Burada,
B t(ﬁ—l) (t _ 8)(19—8—1) 1 t(ﬁ) (t _ 8)(19—8)
¢ = 1Ty T T 2| T T T 9—¢
+0 F@—-e-re (t—e)P9|4+¢ L S:g(t —s— 1)@V (4.21)
Nrr@—e+1) r) L ‘

olarak tanimlayalim. (4.20)’de (4.21)’ive T = s + U — 1 esitligini kullanirsak, t €
[19 - 11 g]Ng_l lgln
ly(@®) —z(t — &) = ly(®) — Z(0)|

t—9
S¢(t)+1“(z9)2(t_s_1)(19 Dy(s+9—-1)—z(s+9 —e—1)|

t—9

=¢(t) + —= z:(t—s—l)(19 Dy(s+9—-1)—2z(s+9 —e—1)| (4.22)

HO)
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elde edilir.

Son olarak, lemma 2.1. de verilen Gronwall esitsizligini kullanalim. (4.22)’ye lemma
2.1. 1 uygularsak,

|t —7t+9—2)®D|

Ny—1

Ky, = max
(tDEM-18]n,_, X[9-1t-1]

Boylece (4.22)’den,

YO-2-D < 6O +pet Y @ -2a-D @2

r
T=9-1
elde edilir. (4.23)’e Gronwall esitsizligini uygularsak,

t—-7-1

~ ) MK, MK,
() = 2(t = )] = y(®) = 2O £ $(0) + 75 T;w) (1+75) @2

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.
|

Uyar 4.1. Teorem 4.1. ifadesi ve ispati ile ilgili bir gozlem yapalim. Q, ancak ve ancak
€ # 0 iken gereklidir. Boylece, € = 0 oldugu durumlarda teorem 4.1. in hipotezi
uygundur. Simdi, ispatlamig oldugumuz teorem 4.1. den sonuglar ¢ikaracagiz (Goodrich
2010).
Sonu¢ 4.1. Teorem 4.1. in hipotezini varsayalim. Ayrica, |y, —z,| =& oldugunu
varsayalim. Daha sonra, problem (4.1)-(4.2)’nin ¢dziimii y, problem (4.3)-(4.4)’in
¢oziimii z olarak verilsin. Hern > 0 ve §, & > 0 i¢in,

ly(@®) —z(t -l <n (4.25)
esitsizligi saglamir. Burada ¢t € [¥ — 1,¢§]y,_,, & > 0 dir (Goodrich 2010).

Ispat. Gamma fonksiyonunun sartlarinda ¢ yazarak baslayalim.

@+ Dr@—e)y,—I't—e+ 1@z
o) = Tt —0+2)I (@0 )
Qo |9 = (t+1)—Or(t—e+1)
r@) Sr—0+1)
rt—e+1)
FQoll (9 = &) = I')| |r(19)r(19 e+ DIc—0+ 1)|

N eL - rt—-s)
r@) 0F(t—s—19+1)
S=

(4.26)

(4.26)’da her terim i¢in 8, € > 0 yeterince kiiglik segilerek, keyfi kiiciik yapilabilir.
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Bu amagla, n, > 0 olarak verilsin. 0 < € < N; oldugunda N; > 0 olarak segebiliriz.
[9 — &,+00) da I'(.)’in diizgiin siirekliligi her t € [ — 1, ]y, _, icin

IF( —¢) — I ()| < ra _’7"8 = < %" 4.27)
Yo lrr@—crDree—o+ 0| T4

olarak bulunur.
Benzer sekilde, N, >0 oyle ki 0 <& <N, dir. [9—¢,+) kiimesinde gamma

fonksiyonunun diizgiin siirekliliginden,

Qo |W—)r(t+1)—-9rt—c+1)
r) Ir(t—9 + 1)
Qo rae+1)
SF(ﬁ)llr(t-l_1)_r(t+1_8)|F(t—19+1)+£F(t—19+1)
Mo Mo _To
<gte=7 (4.28)

Ayrica, 0 < e < Ny ve § = |y, — zo| < 178—0. oldugunda, N3 > 0

1
te[ﬁr—q%ﬁlﬂ_l r(t—e+1)r)

sayilar1 i¢in,
1
rOHrit—-9+2)r@—e)

SyollF@+ DI @ —e) =t —e+ DI+ lyo — zllr't —e + HIr)|
SlyolliFE+ 1) =r+1=-lIFr@ -l +Irt—e+DIr@W—e -rll
+lyo = zolII'(t —e + DI (H)|

[IF(t+ DI —e)yy—rt—e+ Izl

(4.29)
dir. Son olarak, 0 < € < N, oldugunda

t—9
eL rt—s) <770
r@) 0F(t—s—19+1) 4
s=

(4.30)

oldugundan N, > 0 olarak segebiliriz. Ciinkii, (4.30)’da toplam ve miktar L ile

r)
siirlandirilir.
Simdi, N = min{Ny, N, N3, N,} olsun. 0 < & < N oldugunda, ¢t € [¢¥ — 1,¢{]y,_, icin
(4.27)-(4.30),
(6] < 7o 4.31)

oldugunu ifade eder. ¢(t), keyfi kiigiik yapilabilir. n > 0 olarak verilsin. Bazt N5 = 0

say1sl i¢in,
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<
Jmax < N;g (4.32)

te[9-L8Ing_,

s S (1)

=9-1

dir. (4.31) ve (4.32) birlikte § ve € nun yeteri kadar kiigiik secilebilecegini ifade eder.
Oyle ki,

te[ﬁr—ri%cw_l $(6) <min {g ’ 2N5n+ 1} (4.33)
dir. Boylece, (4.31)-(4.33)’den, verilen her n > 0 i¢in
ly(6) —z(t — &)l <n
elde edilir. § ve ¢ yeteri kadar kiiciik secilmistir ve boylece ispat tamamlanir.
[

Sonu¢ 4.2. Teorem 4.1. hipotezinin saglandigin1 varsayalim. Ayrica, |y, —2zo| =8
oldugunu varsayalim. & > 0 olarak verilsin. (4.3)-(4.4)’de € = 0 oldugunu varsayalim.
Daha sonra, (4.1)-(4.2) probleminin bir ¢oziimii y ve (4.3)-(4.4) probleminin bir
¢Oziimii z olarak verilsin. Asagida belirtildigi sekilde her n > 0 i¢in sinir sekilde § > 0

olarak segebiliriz. Her t € [9 — 1,§]y,_, icin
ly(®) —z(t—e)| <n (4.34)
esitsizligi saglanir (Goodrich 2010).
Ispat. £ = 0 ise (4.21)’den,
£@-1)
() = leo — 2|
dir.
[9 — 1, ¢]y,_, kompakt kiimesinde bir &, € [0 — 1, &]y,_, sayist meveuttur. Oyle ki,
g
el ﬁr_nlfg]cNﬁ_lwr) = To) lvo — ol

dir.
K= (t,D)E[9-1,¢] ma)zcw_l t—1] (1 + %)t_r_l

’ S INg-1 TNy
oldugunda,

¥-1)

y(® = 2(0)] < <5550
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+MK0 t—1 60(19—1)< +MK0)t—T—1
re) ~ re) re)
=

W-1 W-1)
MKyK. -9+1
<5 $o 4 MKo 150 (52 ) 435)
r@) (p(ﬁ))
olarak bulunur. Boylece,
Ul
0<6< — — (4.36)
§7 0 MKK & =0+ 1)
rQ) (F(ﬂ))
olarak secilir. (4.35) ve (4.36) birlikte,
W-1) -1
MKyK -V +1
ly(®) — z(t)| < & (f"r 5 ofato (i )> <n (437
) (r®)
oldugunu ifade eder. Boylece ispat tamamlanir.
]

Sonuc 4.3. Teorem 4.1. hipotezinin saglandigin1 varsayalim. Ayrica, (4.1)-(4.2) nin bir
¢ozimii y(t) ve (4.3)-(4.4)’in bir ¢6ziimii z(t) olsun. ¥ = 1 oldugunda,

t—-1
[Y(O) = 2(t = ) < B + MKy ) $@)(1 + MK
7=0

elde edilir. Burada,

— )(=9)
¢(t) = |yo —%Zo
(t—e)9 |(r1—e)—1)(t—e)?
+Q0lt— — o l+t€L (4.38)

dir (Goodrich 2010).
Sonu¢ 4.4. Teorem 4.1. hipotezinin saglandigin1 ve ¢ =1 oldugunu varsayalim.
lyo — 29| = & ve (4.3)-(4.4)’de € = 0 oldugunu varsayalim. (4.1)-(4.2) probleminin bir
¢Oziimii y ve (4.3)-(4.4)’lin bir ¢6zlimii z olarak verilsin. Asagida belirtildigi sekilde her
n > 0 igin sinir sekilde 6 > 0 olarak segebiliriz. Her t € [¢ — 1,{]y,_, i¢in,

ly(®) —z(®)| <n (4.39)
esitsizligi saglanir (Goodrich 2010).

ispat. (4.37)’den 0 < § < ———— secilir. Daha sonra, sonug 4.2. sonucu ifade eder.
1+MKoK4&

38



Sonug 4.2. i¢in bir 6rnek verelim.
Ornek 4.1. £=0,9 = 1;90 ,n=2ve &= % oldugunu varsayalm. f(t,y)=t+y

olsun. Bdylece, kesirli baslangi¢ deger problemlerinin ¢ifti i¢in sonug¢ 4.2. Vi

uygulayalim.
A1io (t)—(t 1>+ (t 1) 4.40
y(t) = 70/ TY\ 10 (4.40)
_1 1
A70y(O)lemo = ¥ (~15) = o (441)
10
ve
Alio (t)—(t 1)+ (t 1) 4.42
A= T10) T  T 10 (442)
_1 1
A 10Z(t)|t=0 =Z (_ E) == ZO (4.43)
e : 1 99 ..
ve § = |y, — z,| olarak se¢ilebilir. Oyle ki, her t € [_E’E Mgy icin
ly(®) —z(®)| <2=n (4.44)

dir. Burada y ve z sirasiyla (4.40)-(4.41) ve (4.42)-(4.43) problemlerinin ¢oziimiidiir.

Bu amagla, asagidaki miktarlarda sonug ¢ikarabiliriz.

M=1 (4.45)

- = 4.46

$o="1p (4.46)

1
K 1y 107 (447)
0 = L og, MAX (t—r——) ~ 1. .

(tD€e|-1510 Nﬂ_lx[_l_o't_l]Nﬂ_l 10

k 4 Mo T s (4.48)
(tDe|-1510 Nﬂ_lx[_l_o't_l]Nﬁ_l re)

Boylece, (4.45)-(4.48) ile verilen degerlerle birlikte (4.36) varsayimini kullanirsak,
Ui Ui

6 < 5 5 ~ (4.49)
1 (15-1) 1 (15-1) 99 9 5121
(—1—0)9 +1.07x512x(—ﬁ) ke (f5-15+1)
=4 9
(10) (r&)
olarak bulunur. (4.49)’da n = 2 olarak alinirsa,
d < 0.000391 (4.50)

olarak bulunur.
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Sonug olarak, (4.50) eger [— %, %]N araliginda y ve z ¢oziimlerinin her birinin
v-1

n = 2 i¢in ayn1 kalmasini istiyorsak, baslangi¢ kosulu olan y, ve z,’in yaklasik olarak
0.000391°den daha fazla olmamasi gerekir.
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