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Bu tez, dort boliimden olusmaktadir. Ilk boliim giris kismima ayrilmustir. Ikinci béliimde
calismamiz igin gerekli olan temel kavramlar verilmistir. Ugiincii boliimde, kesirli fark
denklemlerinin bir ailesi verilerek ¢oziimleri doniisiim yontemi yardimiyla elde edildi.
Son bolimde kesirli baglangi¢ deger problemlerinin ¢oziimlerinin varligi incelenerek

ornekler verildi.
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Department of Mathematic
Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Umut Mutlu OZKAN

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to introduction. In the
second chapter fundamental definitions and results required in the sequal are given. In
the third chapter a family of fractional difference equations, whose solutions are
obtained by the transform method is introduced. The last chapter includes existence

result for fractional initial value problems and present some examples.
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SIMGELER DiZIiNi

Simgeler

A() Fark operatorii

ATV f fonksiyonunun v-inci mertebeden kesirli toplami
AVf f fonksiyonunun v-inci mertebeden kesirli farki
re) Gamma 6zel fonksiyonu

a(.) Ileri sigrama operatérii

p() Geri sigrama operatorii

> Toplam sembolii

I1 Carpim sembolii

tO) Faktoriyel fonksiyonu

Ro(.) R — doniistimii

N, {a,a+1,a + 2, ...} kiimesi




1. GIRIS

Reel sayilar kiimesinde tiirev ve integral operatorleri analizin iki temel igerigidir.
Benzer olarak tam sayilar kiimesinde de toplam ve fark operatorleri de ayrik analizin iki

temel igerigidir. Genellikle tiirev ve ya integral operatorleri n-inci mertebeden bir

fonksiyona uygulanabilir burada n tamsayidir ve %, A™f (x) seklinde gosterilir.

Aslinda kesirli analiz, tiirev veya integral operatorlerinin mertebelerinin keyfi sayilar
olabildigini ifade eder. Ornegin bir fonksiyonun 1/ o-inci mertebeden tiirevi veya V3-

tincli mertebeden integrali gibi.

Kesirli analiz uygulamali matematigin bir dalidir, keyfi mertebeden tiirev ve

integrallerle ilgilidir. Bunlarin uygulamalari fen, miihendislik, uygulamali matematik ve
diger dallarda goriiliir. D = :—x operatoriinii iceren diferansiyel analizin o6zellikleri ile

fark operatorii olarak bilinen Af(x) = f(x + 1) — f(x) operatoriinii i¢eren ayrik kesirli
analizin ozellikleri arasinda bir benzerlik oldugu bilinir. Aynm1 benzerlik kesirli ve ayrik

kesirli analizin operatdrleri arasinda da vardir.

Kesirli analizin kokleri yaklasik 3 yiizy1l 6nce L-Hospital’den Leibniz’e gonderilen bir

n
mektupla ekildi. Burada L-Hospital n = 1/2 ise d y/dx”’ in anlam1 hakkinda bir soru

ortaya ¢ikardi. Leibniz’ in 30 Kasim 1695 tarihli mektuba cevabi ile kesirli analiz

hakkindaki arastirmalar baslamis oldu.

Sonra John Bernoulli’nin cevabi ile birlikte, Leibniz genel mertebelerin tiirevlerini

ispatladi. Leibniz 1/2 mertebeden tiirevin ifadesine d '/ 2y gosterimini kullandi. Kesirli



tirevler birgok farkl icerikle ispatlandi. 1730°dan 1868’e kadar bir integralin anlami,

kesirli tiirevin tanimi gibi kesirli analizle ilgili calismalar yapilmistir.

D*f mertebeden kesirli tiirev, kapsamli bir sekilde diisiiniilmesine ragmen, kesirli
mertebeden fark yillardir daha az dikkat c¢ekti. Kesirli mertebeden farklar 1956’ da ilk
defa ispatlandi. 1974’de farkin igerigine dogal bir yaklasimla kesirli fark tanimlandi.
1969°da kesirli mertebeden fark ve toplam operatorlerini tanimlandi ve kesirli fark

denklemleri teorisinin gelisimine birgok makale ve kitapla katkida bulunuldu.

Bu tezde Atici vd. (2007a,b) incelendi. Bu ¢alismalar kesirli fark denklemlerinin bir
ailesinin ¢ozlimlerini doniisiim yontemi yardimiyla elde etmek ve kesirli baslangig

deger problemlerinin varliginin incelenmesini igermektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1: f fonksiyonunun v- inci mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

DyVf(0) = L f t(t —s)""1f(s)ds
0 B I'v) 0

seklindedir. Burada v> 0 ve f, (0,0) iizerinde siirekli ve [0,c) smirh alt araliginda

integrallenebilirdir.

Ayrica

(t =)' H/TW)

cekirdegi n — inci mertebeden adi diferansiyel denklemler i¢in (t — s)*"1/(n — 1)!

Chauchy fonksiyonunun bir genellestirilmisidir ( Miller and Ross 1993 ).

Tamm 2.2: Faktoriyel polinomu

£ = n(t ) =T+ 1)/T(+1—n)
=0

J

seklinde tanimlanir. Burada I', gamma fonksiyonudur. Bazi j ler i¢in t + 1 — j = 0 ise

carpim sifir oldugu kabul edilir.

Keyfi v i¢in faktoriyel polinomu

oy o _L@+1)
[t+1-v)

seklindedir.



Faktoriyel fonksiyonunun bazi Ozellikleri ispatlariyla birlikte asagidaki teoremde

verilmigtir.

Teorem 2.1: lyi taniml1 faktdriyel fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.
(i) A ileri fark operatorii olmak iizere At = vtV=1 dir.

(ii) 1 € R olmak iizere (t — p)t® = t®#+1) dir,

(iif) u* = T'(u + 1) dir.

(iv) Herhangiv> rigint < rise t™ < r® dir.

(V) 0 <v < 1ise t@) > (@) dir.

(Vi) t**E = (t — B)@¢® dir ( Atict and Eloe 2007a).

Ispat:
(i)
a)—q D T+ D -1 r(t+ 1)
= rt—v+1) T((t+1)—-v+1) T(t-v+1)
_ T(t+2) re+1)  (t+DrE+1) T'(t+1)
TT(t-v+2) T(t—-v+1D) (t—-v+DI(t—v+1) T(t—-v+1)
T+ 1) t+1 T+ 1) %
TTt-v+Dle—-v+1 ]_F(t—v+1)[t—v+1]
B It+1) R
elde edilir.



(i)
rc+1) rt+1) _re+1)

— _ — — (u+1)
CWeTore—p Te=m o

(t—wtW = (t_u)l“(t——u-l—l)

(iii)
Fu+1) Tu+1)

fu+i-m @ L #FD
(iv) Euler sonsuz ¢carpimindan
00 1
11+
Fw) = Hn 1+ (&
n=1 + (Z)

elde edilir.
(v) Gamma fonksiyonunun log-convexity 6zelliklerinden

rt+1)

t(aV) [ D
rt+1-av)

~ r(t+1)
CTvt+1-a)+ (1 —v)(t+1))

- r't+1)
T rt+1-a)' (CE+1D) "

= (t@)”
bulunur.

(vi)
LoHB) — rt+1) _ rt-p+1) re+1) = (t = B)Ot®
[t+1-x—-p) T(t+1-x-pIEt-p+1)

ispat tamamlanur.



Tamim 2.3: v > 0 olmak iizere f fonksiyonunun v-inci kesirli toplami1

1O T(E-9)
A = F(V);F(t —~ )/

seklinde tanimlanir ( Miller and Ross 1989).

Burada s = a, mod(1) icin f fonksiyonu, t =a+ v, mod(1l) i¢in A™Vf Kesirli

toplami1 tanimlidir.

Tamim 2.4: p > 0 olsun ve m — 1 < p < m oldugunu varsayalim burada m pozitif bir

tamsayidir. —v = p — m olmak {izere
AMu(t) = A™Vu(t) = A™(A7Vu(t))

olarak tanimlanir (Miller and Ross 1989).

Lemma 2.1:p#—1 olsun ve p+v+1 in pozitif olmayan tamsayr oldugunu

varsayalim.

F(p+1)

A Ve — >~ 7
F'(u+v+1)

t(nt+v)

olur ('Atict and Eloe 2007a).

Tamim 2.5: Reel sayilarin keyfi, bostan farkli kapali alt kiimesine zaman skalas1 denir

( Bohner and Peterson 2001).

Tanim 2.6: T zaman skalasinda ¢ ileri sigrama operatorii;
o(t) ==inf{s€T:s >t}

seklinde tanimlanir. Bu tanimda inf® = supT dir ( Bohner and Peterson 2001).



Tanmm 2.7: T zaman skalasinda p geri sigrama operatorii;
p(t) == sup{s € T:s < t}
seklinde tanimlanir. Bu tanimda sup® = infT dir ( Bohner and Peterson 2001).

Tanmim 2.8: h(t) =t~ ve g(t) = at olsun. Konvoliisyon

(h+ @)(©) = ) (¢t = o(sN Vg(s)
s=0

seklinde tanimlanir. Burada v € R/{...,—2,—1,0} 'dir (Atict and Eloe 2007a).

Tamim 2.9: a, 8 ve y reel ya da kompleks sabitler olmak iizere

1+%x+a(a+1)ﬁ(,8+1)x2+m

y 1.2.y(y +1)

hipergeometrik serisi yardimiyla

(o]

F (o By x) = Z

r=0

(@r(B)rx"
¥Y)r e

seklinde tanimlanan fonksiyona hipergeometrik fonksiyon denir. Burada F nin altindaki
2 ve 1l alt indisleri F nin yapisinda iki tip parametre bulundugunu ifade eder ( Altin
2011).



3. KESIiRLi LINEER FARK DENKLEMLERI

A= A(A71) operatorii iterasyonla tanimlanir. Burada j bir negatif olmayan

tamsayilardir. A® birim operatér olarak tanmmlamir ve A'f(t) = Af(t) = f(t+ 1) —
£(t) dir.

A™u(t) = f(t), t=a,a+1,..
u(a+j—1)=0, j=1,..,n

seklindeki baslangi¢ deger probleminin ¢dziimii

t—1
b =@ = y I

(n-1)

f(s)

fonksiyonudur. a(s) = s + 1 dir.

s=t—(n—-1),..,t—1ig¢in

t—1 (n—-1) t-n (n—-1)
SO - S p

e (n—1)! e (n—1)!
1O (-9
T (n-— 1)!;F(t —s—(n— 1))f(s)

olur.

s =a,mod(1) s—a = 0 oldugunu varsayabiliriz. Bu gosterim alt limiti belirlemek

i¢in ¢ok onemlidir.

Teorem 3.1: f reel degerli bir fonksiyon ve u,v > 0 olsun. t = u +v,mod(1) olacak

sekilde tiim t ler i¢in
ATV[ATHA(O)] = ATFTVF() = ATH[ATVF(D)]

dir ( Atic1 and Eloe 2007a).



Ispat: Kesirli toplamin tanimindan

D) = s b “z(t—am)@ DF)

Bl s—v
1 -
= —F(V)F(u)z(t - a(s))(u 1) Z(s _ O.(T.))(v—l) F(r)

t—us—v

1 -1 v—-1
YOO ;;(t TR e

- TS Z (£ = o()#D (s = 3 ()1 (0)

+(t— o) (s —o@) ¥ Vr) +

(=0 P (s —ats =) Vs -]

1 _ v-1)
= - (=1 (,, _
T ONLARL A G O)MIC)

+(t—o)* P - Vr@ +

et (t =) P =) V)]

+t -0+ 1) Vv +1-00)"F(0)
(n—1)

+(t—o(v+1)) (v+1- 0(1))(v_1)f(1) + -+

(t —o(v+ 1))(u—1) (v +1-— 0(1))(v_1)f(1)] +
+(t— ot - )" (t—n—-a0)" Vr )

+(t -t —w)* (e —n—o)Vr@ + -

+(t = ot — W) D(t — p— 0t — p =V Df(t— u—v)



= fO)[t —a()H D —a(0)
+(t—oc(v+ 1)V +1-0(0)V D
+(t— ot —wW)* V(- p—o(0)¥ ]
+H D[ —eNH V(@ —a(1)¥V
+(t—o(+ D)) VW +1-0)VV

H(E =0t = )# V(e — k=1 V] + -

v-1)

+(t=0)* ™ (v-0) 7 f(0)

+(t—o(w+1D)F D +1—a()VVF) + -

+(t— ot — )Pt —p—ot —p—v)VVf(t —p—v)]

t—(u+v)
1 1

T 2 (o) T =a)
r=0

(n-1)

+(t—o(v+ 1)) (v+ 1—a(r))(v_1) + -

+He—o-W) " (t-n-0) "] f0)

t—(u+v) t—p
1

1 -1 v—1
- T z Z (t — a(s) M V(s — s T-VF ()

r=0 s=r+v

t—(ut+v) t—p

. - -1 v—1
OO, ZO szzm(t_“(s))(” (s = o) VF ()
1 1 t—(ut+v) /t—o(r)—u (
TN T — — u-1) v-1)

t—(u+v)

1 v—1
= ZO @+t - o) V)

10



t—(u+v)
1 I'(v)

TV L To+w

(t— o) Vrer)

= A"COf(0)
elde edilir.

Lemma 3.1: ueR/{---,—2,—1} olsun. Bu durumda

avew = _TEFD
'(u+v+1)
dir ( Atic1 and Eloe 2007a).
Ispat:
© = T'(u+ Dt@v)
g3 = [u+v+1)
ve
1 t—v
(v-1)
— AV — Z _ W
g2(t) t YO (t a(s)) s
s=H
1 < I'(t—o(s)+1)s®W
T L&T(t—o(s)+1—-v+1)
s=
BN [(t — s)[(s + 1)
T TWAT(t—s—v+DI(s+1—p)
s=
olsun.
91 V€ g

(t=(+v)+DAg(t) = (u+v)g(®)

gu+v)=Tu+1)

11



esitliklerini saglarlar.

[spatin sonraki adiminda Teorem 3.1' in (i) (t — w)t® = ¢t@+D ve (i) u®W =

['(u+ 1) formiillerini kullanalim. Ilk olarak g,’i diisiinelim. (iii)’yi uygularsak

T'(u+ 1) (u +v)®) T+ Drp+v+1)
Fr(u+v+1) - Fu+v+1)

g1(u+v) = =T(u+1)

oldugunu goriiriiz. (ii) ‘yi uygularsak

(t—(+v)+ DI(e+ D(p+v)e®v-1
[(u+v+1)

(€= (n+v)+DAgi(0) =

(T + D)
B T(u+v+1)

=p+v)g:.(®)

oldugunu goriiriiz.

Ikinci olarak g, yi diisiinelim (iii) ¢ yi uygularsak

ut+v—v

_ A - PN
G2+ V) = A (A M) = s ;(uw o(s)) " Vs®

Z(u +v - 0(5))(V Vs

T T
(v — = DO
Q)
1 (v—l)(V 1)( )(u) LF(V)( )(u) =T(n+1)
F(v) H rv) Wy =2

oldugunu goriiriiz.

Simdi g,’ nin fark denklemini sagladigin1 gosterelim. (ii)’ yi kullanarak ve p ekleyip

cikararak

g>(t) = %;(t — o(s))¥Dsm

12



T )Z(t ~0(s) = (v = 2)(t = () "5

F(V)z(t —s—v-—p+1-pt-o(s)Ds®

-+ -
B r'(v) ;(t —a(s))v2Dsw

" T(v )Z(t — () D (s — p)s®

yazilir. Sag tarafin ilk terimini goz oniine alirsak

t-—@+w+1DC o
V]“(V;l Z(t—a(s))( 2 s

t—(v-1)

1 v=-2)
= AOMtW = E — )
Aga(t) = 477 r(v-1) (t—a(s)) s
s=p

-1 t—v .
- (v —(I)F(v)— 1) Z(t - U(S))( 2)S(u)
s=H

v-Dt—-(t—-v+1+ 1)(v—2)(t v+ 1)(”
i v—-1Driv-1)

- F() Z(t—a(s))(” 2w

v-1) =)Dt -v+1)W®
r)

F( )Z(t—ﬁ(s))(v 2)gW

13



v-DIv—D(Et—v+1HW®
F'(v)

v-1)
r)

t—v
Ag,(t) = Z(t —o(s))VDsW 4 (t—v+1)W
s=H

olur.
Boylece;
t—v
_ 1 v-2
(t (vrzrv;;) + )Z(t B a(s))( ) W
S=H
Ag,(t) — (t — 1)
= (t—(V+u)+1)< 92(t) (v(t—1;/+ ) >+1)
-+ +DAg, (E+1-v)EHD
B v—1 B v—1
elde edilir.

Simdi ikinci terimi diistinelim. Kismi toplamdan
A((t = s)V D) = WAL — $)™D 4 (£ — 6(s)) VD (p+ 1)sW

[(t—s+1)
[(t—s+1—-v+1)

= s(tDA + (=GN D+ 1)sW

Ft+s)(1—-v)

= S(IJ-‘H-)
[(t—s—v+2)

+(t=a(s)NY D+ Ds®

= st — s — 1) D1 —v) + (£t — ()Y D+ 1)s®
= (t = oDV D+ Ds® — (v = 1)(t — 0 (s) VD5 WD
yazilir.

s = (s — W)s® oldugunu hatirlayalim. Béylece her iki tarafin toplammi alip

(v — 1)’e bolersek

14



(n+1)

t—v

1

— D (= o)+ Ds® = ) (¢ = o) s
s:u S:IJ

t—v
Z(t — G(S))(V_Z)S(u‘l‘l)
S=U

i %
TV F s - z A((t — 5)¥~D s+

s=p

t—=v
T DW= ) A= )G - w)s®)
s=p

a(s))(v_l)(u + 1)s®

t—v
[(t—s+DI(s+1)
_;A<(S_H)F(t—s—v+2)F(s—u+1)>

U+ Ds®

tz:( _ F(t—s)F(s+2)
= S F(t—s—v+1)

F(t—s+DI'(s+1)
_(S_H)F(t—s—v+2)r‘(s—u+1)

—r (L+1) Z(t - a(s))(v_l)s(“)
s=p

—(v -1Vt —v+ 1))

15



elde edilir.

1 — (v=2) W n+1 (t—v+1)®D
—_ — — W = _
oy =0 s = g 0+
s=p
oldugundan
- HwW+ DA, t—-v+DWY (u+1) (t—v+1HH+D
92(t) = —] — -1 920+ 3

yazilir. Buradan

(t—(u+v)+DAg, (p+1)
— - _192(t)

g2(t) =

+1g2(t):(t—(ut1;)+1)

g2(t) + 5 Aga(t)

v—1
(L+v)g,(®) = (t— (u+v) +1)Ag,(t)

bulunur ve ispat tamamlanir.

Kesirli farkin tanimi kesirli tirevin tanimina benzerdir.

4
3

Asu=0

wIinN

fark denklemini goz oniine alalim. Bu denklemin {— '%’%’ } kiimesinde iki lineer

1 2
bagimsiz ¢ozimii u,(t) = t3 ve u,(t) = 3 dir. Bu durumda
4 2 1 2.1
Asu, (t) = A? (A‘Et(?)) = KAZt(5+§) =0

2

2 1
olur. Boylece t=§+§,m0d(1) igin NETAC saglanir. Benzer sekilde t=:

4
é,mod(l) icin Asu,(t) = 0 saglanur.

Simdi kesirli lineer fark denklemlerinin ¢oziimlerini aragtiralim.
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R0 =Y () ro

ile R —doniistimii tanimlanur.

Ro(f(©))(s), tam sayilarin zaman skalalari iizerinde Laplace doniisiimiidiir. Yani

Laplace doniisiimiiniin bilinen 6zellikleri R —doniisiimii i¢in kullanilabilir ( Bohner and

Peterson 2002).

Lemma 3.2: Herhangi birv € R/{..., —2,—1,0} i¢in

rev)

SV

(DRy—1(t¥ ) (s) =

a’"r'(v)

DRy (t"Vat)() = g

dir ( Atict and Eloe 2007a).

Ispat: (i)v =1 igin, geometrik serilerle birlikte kolay bir hesaplama kullanilr.
v = 2,3,... durumlart Teorem 2.1 ‘in (i) sikki ve kismi toplam uygulanarak

tiimevarimla elde edilir. 0 < v < 1 igin

e = ) () e

1 u+v

— _ (v-1)
Z (s + 1) (w+v—-1)
t=v—-1

=(s41-1>v2(s—|1-1)u£8:3

u=0

olur. F; hipergeometrik bir fonksiyon olmak iizere
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[ee]
t+1
1

Z ( ) t-1 = ! I'(v),F (1 1/'1'#)
s+1 (s + 1)V SR R |

1 rwra)  *

-1

tv i1 -0 (1 — L) dt

TG+ DT =) J, st 1
B 1 1 1 (1 _ u)v—lu—v
‘(s+1)v—1r(1—v)fo stu

1 1

B (S + 1)1/—1 F(l — V) B(V' 1- V)(l + S)V—ls—v

_I
=—

dir. Burada g3, beta fonksiyonudur. Béylece 0 < v < 1 i¢in ispat1 tamamlanir.
v e R/{...,—2,—1,0} igin

Ry 1 (070 (5) = <Ry (¢®?)

Teorem 2.1’in (1) sikkindan ve kismi toplamdan agiktir. (ii), (i)' ye benzer sekilde

yapilir.

Lemma 3.3: Herhangi birv € R/{..., —2,—1,0} igin

Ry((h* 9)(®))(s) = Ry—1(h(£))($)Ro (g (1)) (s)

dir ( Bohner and Guseinov 2007).

Ispat:
R,((h* g)(®)(s) = i (s _Il_ 1)t+1 ti/(t - U(T))(v_l) g()

18



(2 ) )2 o)

= Ry_1(h(8)) ($)Ro(g(£))(s)
olur.

Bazi kesirli fark denklemlerini ¢6zmeden 6nce R doniisiimiiniin birkag 6zelligini daha

tanitalim. Lemma 3.3’ ten

Rasy(A7VF(D))(s) = TR (f(D))(5)

yazilir.

Lemma 3.4: f fonksiyonu v —1,v,v+1,.. i¢in tamimli ve 0 <v <1 olsun. Bu

durumda

Ro(Af())(s) =s"Ry-1(f() = f(v = 1)

dir ( Atict and Eloe 2007b).

Ispat: m pozitif bir tamsay1 ise

m—1

Ro(A™)(s) = s™Ro(f)(s) = ) s KAk £l

k=0

olur.

m =1 i¢in

19



t+1

o1
R(AVF(9)) = Ro(80-0F(0) = Y () 4870 £

- Si (s -11- 1)t+1 A~AMFEE) = A~ IF() | =0

- Si (s -11- 1)t+1 A~AMf() - f(v —1)
g z (=) Z () rO-fo-1

N r(15_ » F(Slljvv) Ryoa(f(®) —fv—1)

=5"R,1(f(©))(s) = f(v— 1)
elde ederiz ve ispat tamamlanur.

Bu sonuglar yiiksek mertebeye kolayca genellestirilebilir. u >0 ve m—-1<u<m

olmak tizere f, u—m,u—m+1,.. i¢in tanimh ve m pozitif tamsay1 olsun. Bu

durumda
m-—1
Ry(@U)(S) = "Ry m(£)(s) = ) smoktakomang], g
k=0
olur.

. 4
ORNEK 3.1: t=0,1,2,.. igin Asy(t) = 0 problemini diigtinelim. {—g,%,%,...}

1
kiimesinde tamimli bir y(t) ¢oziimiinii arastirdik. Kabul edelim ki Asy(t) tanimli ve

sonlu olsun.

u>0 m—1<pu<m igin

20



m-1

Ro(@H)(5) = SFRy m(F(s) = D smok1ak-mbp g

k=0

oldugu biliniyor. Burada p=7, 1< %< 2, m = 2 'dir. Denklemin her iki tarafina R —

dontistimii uygulanirsa
1
4 4 K2
Ry (A3J’(t)) = S3Ri_z(3’(t)) - z sTEA 5] = 0
3
k=0

= siR_2(y(®)) — sa~3y(t) - aA3y(t) =0

54/3R_2/3(y(t)) =sA~/3 + A1/3y(t)

_2/ 1/
Ry v = 2270 40

51/3 54/3
elde edilir.
R,_1(t0V)(s) = % oldugundan
rQ r3)
_2 _ 3 1 _ 3
R_z/3 (t /3) = —5(1/3) ve R1/3 (t( /3)) = 54/3
esitliklerini elde ederiz. Bu esitlikleri denklemde yerine yazarsak
2 1
Ay(®) | ATy
R_2/3 (y(t)) = F(l) [‘(i)
R_Z/S(t(_2/3)) Rl/g(t1/3)
2 1
Ay () b Asy(t) 1
= WR_Z/S (t( /3)) + - (ﬁ) R1/3 (t( /3))
3 3

bulunur. R_z/3 (t(‘Z/B)) = R1/3 (t(l/s)) , te {—gég } oldugundan
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NS0 NE A3y () (1)

r(3) r(3)

y(t) =

elde edilir.

ORNEK 3.2: t = 0,1,2, ... icin A /Zy(t) = 5 problemini diisiinelim. {

NIH
NI»—\
-
N | w

tanimlanan bir y(t) ¢oziimii arayalim.

Denklemin her iki tarafina R — doniisiimii uygulanirsa

Ro (8"2y(8)) = Ry(5)

0<v<l1licin
Ro (A'2£(£)) (5) = s"Ry—a (f(0)) = F(v = 1)
Ro (8"2y(t)) = s"/2R 1) (y(£)) = y(= /)
s'2R_1;, () = ¥(=1/3) = Ro(5)
5
sl/zR_1/2(y(t)) = y(— 1/2) + ;
J’( 1/2)
Roay,(0(0) = =7 3/2
G TG
v-1) -~ 7 R 1 ( /2) = 2
1t 7)) =Ry, (£02) = =2
olur.

3
Ry, ( 1/2) = g;) oldugundan

y(= 1/2) 5
R 1 t)) = T + 3
— /2(}’( )) F(—E) ( )

2

R (€57D) Ry (cCF)

22
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y(=1/) B 5 .
= T/j Ry (t012)) + 0 Ry, (£072)

2

dir.

R_1/2 (t(_l/z)) = R1/2 (t(l/z)) oldugundan

BELGI VRER I RNCA
T e

olur.

Ornek 3.3:t = 0,1,2, ... icin A”3y(t) + (1 — @)A*/3y(t) = 0 problemini diisiinelim.

{— %, %, 3 }’ de tanimlanan y(t) ¢6zlimiinii arayalim.

Denklemin her iki tarafina R doniistimii uygulayarak

y(-3
RO =~ (_3

Ry, (¢C) xat)

_ _1 2/
4 (1 a))’( /3)2+ A3y (t) =0 Rz/3 (t(_1/3) . at)
r;)
buluruz.

u, (t) basamak fonksiyonunu kullanarak,

Ra(f(t)ua(t)) = Ra+1(f(t))

Wl
wiN

iliskisini gorebiliriz. Kesirli fark denkleminin ¢6ziimii te {— , ,g, } i¢cin

—av(=D)+a?%3
y(t) _ y(r_—i/.’%)(t(—‘l/g) . at) + ¢! )y( 3)+A (y(t))‘t=0 (A_Z/Sat) U._l/g(t)

() ')

dir.
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4. KESIRLI BASLANGIC DEGER PROBLEMLERI

Bu boliimde lineer olmayan kesirli baslangic deger problemlerinin varligi incelenerek
ornekler verilecektir. v inci mertebeden kesirli fark denklemleri tanimlanarak, yari-
mertebeden lineer baslangic deger problemlerinin belirsiz katsayilar metodu ve

doniisiim metodu ile ¢ozlimleri incelenecektir.

v >0 veo(s) =s+ 1olsun. f fonksiyonunun v inci mertebeden kesirli toplami

A a) = Z(t— o) £(s)

rv)

seklinde de tanimlanir ( Atic1 and Eloe 2009).

Burada s = a, mod(1) i¢in f fonksiyonu, t = a+ v, mod(1l) igin A™Vf Kkesirli

toplam1 tanimlidir.

Teorem 4.1: Herhangi bir v> 0 i¢in asagidaki esitlik saglanir.

vy _ —v (t-a)v-1
ATYAf(E) = AATV(O) — 5 f(@ (4.1)

Burada f, N, da tanimlidir ( Atici and Eloe 2009).

Ispat: ilk olarak

As((E = $)"F()) = (£ = oSN DAL () = (v =)t~ () f(s)

kismi toplam formiiliinii hatirlayalim ( Kelley and Peterson 2001).

t—v

1 v—1
PG M SO

t+1-v

(t —)VVf(s)
re)

=) Z(t— o (N IF(s) +

a

24



=DV Vft+1-v)

Z(t ~ gD (s) +

F( ) r'(wv)
— \0v-1)
- %f (@)
t—(v-1) (t _ a)(v—l)

1 V-
oD 2 o) e - g—r@

elde edilir.

t—(v-1)

1 v-2
MO = =g D 6o )

oldugundan ispat tamamlanir.

Uyar1 4.1: (4.1) de v yerine v+1 yazarsak Teorem 3.1'den

ATVTIAL(D) = ATVF(D) - (t_—a)(wf (a)
F'v+1)
elde edilir.
Buradan
(t=a)®
A7) = AT + ey @) (42)
yazilir.

Uyarn 4.2: p — 1 < v < p olsun. Burada p pozitif bir tamsayidir. Bu durumda Teorem
4.1'den

AAVF(E) = AAP (A‘(p“’) f(t))
= Ap+1(A—(p—V)f(t))

= AP (AA‘(p‘Vf(t))
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(t —a)P—v-V

= AP A—(p—V)Af(t) + W

f(a)

(t — @)D

= APA~PVIAF(E) + AP
/ v

f(a)
(t—a)v Y

= AVAf(t) + (=)

f(a@)

yazilir. Boylece herhangi bir v reel sayisi i¢in (4.2) yazilir.

Teorem 4.2: v herhangi bir reel say1 ve p pozitif bir tamsay1 olmak {izere

s (t — @)—P+h)

T Tv+k—-p+1) A%f (a) (4:3)

ATVAP(f(8)) = APATVF(E) -

dir. Burada f, N,' da tanimlidir ( Atici and Eloe 2009).

ispat: (4.2)' de f yerine Af yazarsak

A"VAZF(t) = AAVAF (L) — (t%l)};v_l)Af(a)
A IAA"Vf(t) G _FC(‘3§V_1)] B _FC(?;V_D Af (@)
warp - 2 o -
_ear- Y 0

& Fv+k—-1)

bulunur. Benzer sekilde iterasyon tekrarlanarak ispat tamamlanir.
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Uyar1 4.3: (4.3)" te v yerine v + p yazilir ve Teorem 3.1'den

p-1 (t _ a)(v+k)

ATVf(t) = ATVTPAPS(E) — To+ksD
=0

A*f(a) (4.4)

elde edilir.

Teorem 4.3: p pozitif bir tamsay1 ve v > p olsun. Bu durumda

AP[ATVF(O)] = A~ (D) (4.5)

dir ( Atic1 and Eloe 2009).

Ispat: Kesirli toplamin tanimindan

t—v
1
AVE(E) = WZ@ — o ()P Vf(s)

dir. Buradan v > p oldugundan

t—(v-p+1)

1
AT =t z (t—a(sNUP f(s) = A" P (1)

s=a

oldugu goriiliir. Yukaridaki esitligin her iki tarafina fark operatorii uygulanirsa
AP[ATVF ()] = A[APTHY ()]

elde edilir. v yerine v — p + 1lyazilir ve (4.1) uygulanirsa

(t —a)v—p

AP[ATVF ()] = APTTV[AF ()] + Tvri-p

f(a)

bulunur. v yerine v — p yazilir ve (4.2) uygulanirsa (4.5) ispatlanir.
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Sabit katsayili lineer fark denklemleri igin (1 — @)® fonksiyon ailesinin oynadigi rol
sabit katsayil1 adi lineer diferensiyel denklemler i¢in e** fonksiyon ailesinin oynadig

role benzerdir ( Kelley and Peterson 2001).

Miller ve Ross, sabit katsayili lincer kesirli diferensiyel denklemlerle ilgili

calismalarinda D~Ve*" fonksiyon ailesininde benzer rolii oynadigini ifade etmistir
( Miller and Ross 1993).
Simdi

F(t,v,a) =A""(1+a)t

fonksiyon ailesi i¢in temel 6zellikleri inceleyelim. Burada v herhangi bir reel say1 ve

['(v) tanimhidir. Dolayistyla
F(t,v,a;a) =A7V((1+ @)% a))

yazilir. Sonraki kistmda bu notasyona bagli gdsterimler kullanilacaktir.

Teorem 4.3: Kabul edelim ki faktoriyel fonksiyonu asagidaki 6zelliklerle taanimlidir.

. _ (t-a)™
(i) F(t,v,a)=aF(t,v+1,a) + Tt

(i) AF(t,v+ 1,a) = F(t,v,a), burada A, , ileri fark operatoriinii gosterir.
(iii)) p = 0,1,2, ... i¢in APF(t,v +p,a) = F(t,v,a)

(iv) A*F(t,v,a) = F(t,v — ) burada, p—1<pu<p

(W) A™HE(t,v,a) = F(t,v + 1, Q)

W) F(t—a,v,a) = (1 +a) %F(t,v,a)
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Ispat:(i) f(t) = (1 + )t olsun. Bu durumda (4.2)'den

(t—a)™
rv+1)

(t—a)™

A™V(1+a)t = A7VIA(L + )t =
1+ a A+a) + v+ 1)

=A"V a1+ a)t +

olur. Dolayisiyla

Fltv,a) = aF (6 + 1,a) + SO
v,a) =aF(t,v+1,a Fvt 1)
elde edilir.
(ii) f(t) = (1 + a)* olmak iizere (4.1) den ve
B (t—a)¥ Db
aF(t,v,a) = AF(t,v,a) I
dir. Boylece (i) ifadesinden (ii) agiktir.
(iii) f(t) = (1 + a@)* olmak iizere (4.3) ve (4.4) den
APF(t,v+p,a) = F(t,v, ), p=0,12,..

dir.
(iv) Sirasiyla kesirli fark operatoriiniin tanimi1 Teorem 4.1 ve (iii) uygulanirsa
ARF(t,v,a) = APA-P~WE(t,v, a)
= APA~P-WAY(1 4 )t
= APA=P=H) (1 + )t
=APF(t,p —pn+v,t)
=F(t,v—t)
elde edilir.

(v) Teorem (4.1)’ in sonucudur.
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(vi) Kesirli toplam ve fark operatdrlerinin lineerlik 6zelliginin sonucudur.

Simdi lineer olmayan Kkesirli fark denklemleri ve ¢oziimlerinin varlik ve tekligini

inceleyelim.
Ay =f(t+v—-1yt+v—-1)) t=012.. (4.6)
A"ry(8)|e=0 = ao (4.7)

lineer olmayan kesirli fark denklemini goz 6ntine alalim

Buradav € (0, 1], f reel degerli bir fonksiyon ve a, bir reel sayidir. y(t) ¢dziimii varsa
N,,_; lUzerinde tanimlidir.

(4.6) nin her iki tarafina A~V operat6rii uygulanirsa
A7VAy(t) =ATVF(e+v—1y(t+v—1)), t=vv+1,.. (4.8)

elde edilir. (4.8) in sag tarafina Teorem 4.1 uygulanirsa
t(V—l)
rev)

=A"Vf(t+v—-1y(t+v—-1))

ATVAVY(E) = ATVAAI My () = AATVATI My (E) — y(v—1)

olur.

Boylece t € N,,_4 i¢in

t(v—l) 1 t-v (v=1)
y(t) = I ap + YO ;(t — a(s)) f(s +v—-1,y(s+v— 1)) (4.9)

elde edilir. (4.9) ifadesi (4.6) — (4.7) baslangic deger probleminin ¢6ziimiiniin
tekligini gosterir. Sabit katsayili ayrik kesirli denklem ¢6ziimlerine asagidaki drnekleri
verebiliriz.

Ornek 4.1:
Ay(t) = Ay(t+v—1), t=20,1,2,.. (4.10)
A" 1y(O)] =0 = ag (4.11)
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baslangi¢ deger problemini gdzoniine alalim.

(=)™ =T(1 — v) oldugundan A" 1y(t)|=¢ = y(v — 1) dir. Ayrica ¢oziim N,_,de
tanimlidir. Boylece (4.10) — (4.11) baslangi¢ deger problemi

Ay(t) =Ay(t+v—-1), t=01.2,..
y(v—1) =ag

baslangi¢ deger problemine denktir.

(4.9) dan (4.10) — (4.11) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii

D) 1~ (v=-1)
y(t) = o) ap + o) ;(t —a(s)) y(s+v-1)

seklinde ifade edilir.
tv-1
yO(t) - F(V) aO
2 t—v
ym(t) = YO(t) + m (t - O-(S))(V_l)ym—l(s +v - 1)
s=0
=yo(t) + AAVy 1 (t+V—1), m=12,..

olsun. Kuvvet kuralindan

tv-H  (t+v-— 1)(2V‘1)>

y1(6) = yo() + Ayt +v —1) = ag < YO )

oldugu goriiliir. Ardisik yaklagimlar metodu yardimiyla
t) = — (¢t [ — 1 — (iv+v-1) =
Yo (8) aOZOF((i+1)V)( +-DE-1) m=012,
=
bulunur.
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m — oo i¢in limit alinirsa

— P _ (iv+v-1)
y(6) “OZ;—F(@ V) t+@@-D-1) (4.12)
1=
elde edilir.
Ornek 4.2:
A2y (6) + al®y(t — 1/2) =0, t=012,..

sabit katsayili yar1 mertebeden fark denklemini géz 6niine alalim. Coziim igin belirsiz

katsayilar metodunu kullanalim. Kabul edelim ki denklem
y(t) = AF(t,0,A) + F(t,— 1/5,2)
seklinde bir ¢oziime sahip olsun.

Buraday N_1 /Z’de tanimlidir. Boylece
A2y () + an®y(t — 1/5) = AD2(1 + ) + 2072 (1 + D)
+ad(1l+ )" 21+ Dt +a(l + )~ 2A2(1 + At (4.13)
elde edilir.

A2n2(14 ) = A1+ )¢

esitligi Teorem 4.1, kuvvet kurali ve kesirli fark tanimi1 yardimiyla asagidaki sekilde

gosterilir.
A2p2(1 4 )t = A20A72(1 + 2)

(t+ 1/2)(_1/2)
rdzy)

=2 (A‘l/ZA(l + )+ (1+ ,1)-1/2>
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(t+ 1/2)(_1/2)
rc/,)

= AA~20720(1 + ) + A2 ( 1+ /1)_1/2)

_1/
1 (t + 1/2) 2 1
= A1+ D)+ A0 2| —2 1+ )2
( r(l/,)
= A1+ AL

Simdi (4.13) e tekrar donelim
A2y(e) + an®y(t = 1/,) = A2(1+ D) (4 + a1 + 2)7'2)
+(1+ )t (,1 + Aa(1 + ,1)-1/2)
=1+ 2F(t,-1/,,2) (A(l + )2 + a)
+1A+ D7 2F (0,0 (A1 + )2 + Ad)
=@+ DCRF(E-1/,,2) (A(1 + )2+ a)

+A(1+ )~ 2F(t,0,2) (A‘l/l(l + )2 + a)

olur.

P(x) = \/m +ave A= A?olsun. Bu durumda (4.13) denklemi
A2y () + an’y(t — 1/y) = (1 + 1)~ 2P (F(t,— Yy, 2) + VAF(£,0,2)
seklinde yazilir.
Eger A, P(x) = 0 denkleminin kokii ise t = —1/,,1/,,3/,, .. icin
y(®) =VAF(t,0,) + F(t,— 1/5,2)

ayrik kesirli denklemin ¢oziimiidiir.
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(4.6) — (4.7) baslangi¢ deger problemi R doniisiim metodu ile ¢oziilebilir. Boylece
yart lineer fark denklemleri i¢in T{giincii bir ¢6ziim metodu verilmis olur. R
donligiimiinlin tanim1 ve bazi1 Ozellikleri 3. boliimde verilmistir. Simdi asagidaki

Lemmayi ifade edelim ve Ornek 4.2 deki denklemi R doniisiim metodu ile ¢dzelim.

Lemma 4.1: A herhangi bir reel say1 olsun. Bu durumda

j Vs
(DR_1,F(t,=1/5,2) = R4y A2+ D) = —
1
DR 1, F(t,00) =R 1, 14+ NNt = —
(UDR1/,F(6,0,) = Ro1), (1 + A" = Fomgr s

dir ( Atict and Eloe 2009).

Ornek 4.3: A'/2y(t) +an’y(t—1/,) =0, t=0,12,.. denkleminin her iki

tarafina R, doniisiimii uygulayalim. Burada a herhangi bir pozitif olmayan reel sayidir.

Bu durumda Lemma 3.4 den

1
VsR_1) y() = y(~ 1)+ mR_1/2y(t) =0
yazilir. Buradan
Vs +1
R1, y(t) = SCE‘; :1) — (4.14)

elde edilir.

a= [a?+ Ve =1/ vep=1/5+ laz + 1/, olsun. Bu durumda

aVs+1  a ((1+a)\/§_(1—ﬁ)\/§_a\/s+1+a\/s+1>
s(s+1)+a_05+5 s—a s+p s—a s+p
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olur.

(4.14)’ iin her iki tarafina Lemma 4.1 uygulanirsa

y(t) = +ﬁ<(a+1)F(t - /2 a) —ava + 1F(t,0, a))
+ g (B~ DI~y ) + TR0, -5))
elde edilir.

x=p0, Jyx(x—1)+a=0 denklemini saglar. Béylece A, =f—-1 ve 1, =-0
x(1 + x) + a = 0 karakteristik denkleminin kokleridir. Orek (4.2)’ yi elde ederiz.

a + 1 = [ alinirsa ¢oziim

y(t) = 2[3051 (F(t,=1/,,8—1) +B—1F(t,0, — 1))
ao(f —
TR L 2B (F(t - ,—/3) +/=BF(t,0,-p)

seklinde yazilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde kesirli fark denklemlerinin bir ailesi ¢ozlimleri doniisiim yontemi yardimiyla
elde edilmistir. Bu ayrik donilisiim tamsayilarin zaman skalasinda Laplace dontistimii
olarak diisiiniilebilir. Ayrica kesirli baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimlerinin varhigi
incelenerek Ornekler verilmistir. Bu Ornekler lineer olmayan kesirli baslangic deger

problemleridir.
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