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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

KESIRLI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
SALINIMLILIGI

Ebru AKTOPRAK
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Dog. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

Diferensiyel denklemler iizerinde wuzun yillar calisilmaktadir ve diferansiyel
denklemlerin bir ¢ok bilim dalinda uygulamasi mevcuttur. Yillardir gecikmeli
diferensiyel denklemlerin salinimliligin1 inceleyen ¢ok sayida ¢aligma yapilmistir. Bir
cok yazar diferensiyel denklemin ¢oziimiiniin salinimliligr konusunu incelemistir. Bu
tezin birinci boliimiinde diferensiyel denklemlerin salinimhilig: ile ilgili elde edilen
sonuglardan bahsedilmistir. ikinci béliimiinde diferensiyel denklemlerin salinimlilig
icin gerekli tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ugiincii boliimde
Dx + fi(t,x) = v(t) + fo(t, %), limeop Jo~* x(8) = by

baslangi¢ deger probleminin salinimlilik durumlari incellenmistir. Dordiincii boliim de

ise DIX(t) + f,(t, x(z(t))) = v(t) + f, (t, x(z(t))) lim IF9%(z(t)) = b,

gecikmeli kesirli diferansiyel denklemlerin salinimliligi i¢in gerekli kriterler elde

edilmistir.

2015, v + 35 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kesirli diferensiyel denklemler, salinimlilik, Riemann-Liouville

operatorii, Caputo tiirev



ABSTRACT
M.Sc Thesis

ON THE OSCILLATION OF FRACTIONAL

DIFFERENTIAL EQUATIONS

Ebru AKTOPRAK

Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

Differential equations are studied over long years and applications of differential
equations are avaible in many science areas. Numerous studies have been made about
examining the oscillation of delayed fractional differential equations. Many authors

have examined the subject of oscillation of the solutions of differential equations.

In the first part of this thesis, it has been mentioned the results obtained on the
oscillation of the differential equations. The second part of the thesis describes the
necessarry definitions and theorems in differential equations for the oscillation. In the
third part of thesis oscillation criteria are obtained for a class of nonlinear fractional
differential equations of the form

Dix + fi(t,%) = (&) + fo(t, %), limgeo Jo * x(t) = by
In the forth part of this thesis

DIX(t) + f,(t, x(z (1)) = v(t) + T, (t, x(z (t))) t|im IJFIx(z(t)) = b,

oscillation criteria are obtained for delay fractional differential equations.
2015, v + 35 pages

Key Words: Fractional differential equation, oscillation,Riemann-Liouville operators,

Caputo deriative.
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1. GIRIS

Diferensiyel denklemler uzun yillardir ¢alisilan bir konudur. Diferensiyel denklemler
giinliik hayatta miihendislik, fizik, kimya, biyoloji gibi bir¢ok temel bilim alaninda
kullanilmakta ve giinliik hayatta bir¢ok kolaylik saglamaktadir.

Ayrica diferensiyel denklemlerin vazgegilmez bilimsel 6neminde “dogada kopukluk
yoktur” yanlig varsayimlarina yer veriliyordu. Bu eski hipoteze gore fiziksel olaylarin
matematiksel modeli, siirekli degisim oranlar1 arasindaki denklemler ile ifade
ediliyordu. Bu nedenle diferensiyel denklemler, fizik bilimine 6zgii matematiksel ifade
olarak kabul ediliyordu. Fakat 20. yilizy1l baslarinda radyasyondaki quanta ile biyolojide
goriilen genetik olaylardaki gelismeler, tiim doga olaylarinin, siireklilik terimleri ile
ifade edilemeyecegini gostermistir. Eski Yunanlilara gére, doga olaylarinda goriilen
stireklilik ile kesiklilik arasindaki zitlasma, dogadaki siirekliligin bir aldatmacasiydi.
Glniimiizde goriillen bu siireksizlik problemleri fark denklemlerden faydalanarak
¢Ozilir.

Biitiin bu gelismelerin yaninda diferensiyel denklemlerin ¢éziimiiniin salinimlilig: ile
ilgili son yillarda olduk¢a yogun caligmalar yapilmaktadir. Diferensiyel denklemlerin
¢Oziimlerinin salimimliligiyla ilgili Myslus, Ladas, Sfikas, Hunt, Chanturia, York,
Tramov, Kaplatadze, Gyori, Zhang, Stavroulakis, Arino gibi yazarlar calismalar
yapmiglardir. Bu c¢alismalarda yazarlar diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin
salinimlilik sartlarini elde etmislerdir.

Myslus (1972), p,t € R olmak iizere
X'(t)+ px(t—7)=0 (1.0

diferensiyel denkleminin ¢ézlimiiniin salinimlilig1 i¢in
1
p.r>-—
e

yeterli sartin1 elde etmistir. Ladas (1983),
F(1)=A+pe™
karakteristik denkleminin reel koke sahip olmamasi durumunda (1.1) denkleminin tim
¢oziimlerinin salinimli olacagini ispatlamistir.
Tramov (1975), p, €(0,) ve 7, e R*,i =1,2,3,...,n olmak iizere

X'(t)+ > pix(t—7;)=0 (1.2)

i=1



denkleminin ¢6ziimlerinin salinimliligi igin gerek ve yeter sart
F(A)=4+> pe™ =0
i=1

karakteristik denkleminin reel koke sahip olmamasi sartin1 elde etmistir. Ayni sonug
Ladas (1983) ve daha sonra Hunt ve Yorke (1984) tarafindan elde edilmistir. Gyori

(1989) tarafindan (1.2) denklemimin ¢oziimiiniin salimimlilik sartlar1 biraz daha

gelistirilmistir. Ladas ve Sficas (1984) ile Hunt ve Yorke (1984), p, e R,z, e R"

negatif olmayan reel sayilar ve i =1,2,3,...,n olmak iizere

X 1)+ px(t—7,)=0 (1.3)

i=1

denkleminin ¢oziimlerinin salinimliligi igin

Zn: piTi > 1
=1 €

kosulunu elde etmislerdir. Ladas ve Kaplatadze (1979), Chanturia (1982)

calismalarinda
X (t)+ p(t)x(t-7)=0, t>t,

denkleminin salinimlilig i¢in p € [[t0 ,00), 9%*] 1> 0 olmak lizere

t
liminf | p(s)ds > %
t-r

t—o

kosulunu elde etmislerdir.

Kesirli hesabin tarihi ise 17. yiizyila dayanmaktadir. Keyfi mertebeli diferansiyel ve
integrasyon kavramlari, tamsayr mertebeli tiirev ve n —katl integralleri birlestiren ve
genellestiren kavramlardir. Bu kavramlar 17. ylizyilldan itibaren Leibniz, Euler,
Lagrange, Abel, Liouville ve diger bir ¢ok matematik¢inin, kesirli mertebe icin
diferansiyel ve integrasyonun genellestirilmesine dayanan ¢alismalariyla gelismeye
baglamistir.

Kesirli diferansiyel teorisi, c¢esitli madde ve islemlerin kalitsal o6zelliklerinin
tanimlanmasinda kullanilabilecek ¢ok iyi bir aragtir. Bu ise tamsay1 mertebeli tiirevlerle
karsilastirildigi zaman, kesirli tiirevler icin dnemli bir avantajdir. Kesirli tiirevlerin bu

avantaji nesnelerin mekanik ve elektriksel 6zelliklerinin matematiksel modellemeleri,



akigkanlik teorisi, elektrik devreleri, elektro-analitik kimya ve diger bir ¢ok alanda

kullanilmaktadir.
1695’te o = %-inci mertebeden tiirev Leibniz tarafindan tanimlanmistir. Riemann-

Liouville, Hadamard, Grunwald-Letnikov, Riesz ve Caputo integral esitsizlikleri Kilbas
vd. (2006) ve Samko vd. (1993) tarafindan kesirli hesap teori ve gelismeleriyle farkli
tiirevler tanimlanmistir.

Kesirli analizde; kesirli tiirevler, Kilbas vd. (2006) ve Samko vd. (1993) tarafindan bir
kesirli integral yardimiyla tanimlanmistir. Kesirli integrallerin bilinen bir ¢ok formu
vardir, Oyle ki, bunlardan 6zellikle J.Hadamard ve Riemann-Liouville Kkesirli
integralleri, Butzer vd. (2002), Kilbas (2001), Kilbas vd. (2006), Podlubny (2009) ve
Samko vd. (1993) tarafindan yaygin olarak incelenmistir.



2.GENEL BIiLGILER

Tanmim 2.1.

X'(t)+ f(t, x(t), x(t —7,), X(t = 7,),... X(t—7,)) = 0 (2.1)
gecikmeli diferensiyel denklem sistemi goz Oniine alinacak olursa burada bazi ﬂ) eR
elemant ve pozitif bir m tamsayisi i¢in

fe C[[t:,,oo]]x‘ﬁm xR™..xR™ R

ve

7, eC[[t,, 0, R'] , i=123.n (2.2)
ile

!Lrpo[t—ri(t)]=oo . i=123.n (2.3)

olmak iizere her t, > 1, baslangic noktasi igin t, =t_(t,) seklinde tanimlanirsa

t, =min ﬁnf t-7, )} (2.4)

1<i<n ‘t>t,
dir. Goriiliir ki t_, , t, noktasinda oldugu gibi diferensiyel denklemin t; gecikmelerine

baglidir. [t—l,to] aralig1 (2.1) gecikmeli diferensiyel denklemi ve t;, baslangic noktas: ile

iliskilendirilmis baslangi¢ noktasi olarak adlandirilmistir. (2.1) gecikmeli diferensiyel
denklemi ve verilen t, > f;) baslangic noktas: ile ilgili baslangic kosulu; t | <t, < i:) icin

X(t) = o(t) (2.5)
dir. Burada

o(t) [t t,] > R"

baslangi¢c fonksiyonudur (Gyo6ri and Ladas 1991).
Tamm 2.2. a) t, <t, <T olmak iizere I aralig1 [t,, T), [to, T] Veya [t,, o) formunda
ise eger x:[t_q,to] & R™ siirekli, t € I igin siirekli diferensiyellenebilir ve her t € I
icin x(t), (2.1) gecikmeli diferensiyel denklemini sagliyor ise x(t) fonksiyonuna (2.1)
denkleminin bir ¢oziimii denir.
b) I aralig1 [t,, T), [to, T] veya [ty, ) formunda olmak tizere eger I aralig: lizerinde x,
(2.1) denkleminin bir ¢oziimii ve x, (2.5) esitligini saghiyor ise x(t) fonksiyonuna I
aralig1 iizerinde (2.1) baslangi¢-deger probleminin bir ¢6ziimii denir.
C) x, eger baz1 t; > ﬂ) icin (2.1) denkleminin bir ¢6zlimiinii saglayan fonksiyonu ise x,

[to, o0) araliginda (2.1) denkleminin bir ¢6ziimiidiir.



d) x, [to, o0) araliginda (2.1) denkleminin bir ¢6ziimii ve (2.5) baslangi¢ fonksiyonunu
sagliyor ise x fonksiyonu (2.5) ve (2.1) baslangic deger probleminin ¢oziimiini
saglayan fonksiyondur (Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.1. (2.2) ve (2.3) kosullarma ek olarak tiim t > 1, i¢in p e C[[t;,0], R*] bir
fonksiyon olmak iizere, f global Lipschitz sartini saglayan bir fonksiyon x;, y; € R™,
1=123...,n i¢in

|t X0 Xg0 Xg e X ) = F (6 Yoo Va0 Voo Y| < PO DX = Vi (2.6)
i=0

olsun. O halde t, Zﬂ, icin @(t): [[t_1,to] = R™] olmak iizere, (2.1) baslangig deger

problemi ve (2.5) denkleminin [t,, 00) araligindaki ¢6ziimii kesin tektir(Gyori and
Ladas 1991).

Tanmim 2.3. Lineer otonom olmayan gecikmeli sistemi

SORTACEOR WCHEOR @7)
seklinde tanimlanmak tizere burada bazi t~0 € R i¢in ve pozitif m tamsayisi i¢in
p, eCl[t; oo} ™" |, i=123..n
i¢in,
7, eC[[f; .o} ™" ] i=123..n
ve
!Ln;[t—ri )] =0, i=123..,n

olmak iizere t, > 1, igin @(t):[t_1,to] = R™ verilmis olsun. O halde (2.5) baslangi¢

deger probleminin [t,, o) araliginda kesin tek ¢ozlimii vardir.

Tamim 2.4. Lineer otonom gecikmeli sistemi
X () + Po (DX() + D p, (O)X(t -7, () =0 (2.8)
i=0

seklinde tanimlanmak iizere burada 1=123...,n i¢in p; ifadeleri m X m tipinde
matrisler ve t; gecikmeleri negatif olmayan reel katsayilardir. O zaman her t, € R ve
her @(©):[[t_1,to] » R™] icin (2.8) ve (2.5) baslangic deger probleminin [to, %)
araligin da bir tek ¢6ziimii vardir (Gyori and Ladas 1991).

Tamim 2.5. (Gronwalls esitsizligi) I = [to, T) seklinde reel sayilarin bir aralign ve



c € [0,o) veu,v € C[I,R*] olmak lizere t € I igin
t
ut)<c+ j v(s)u(s)ds
t

ise bu durumda

u(t) <cexp (jv(s)ds)

to
dir (Gyori and Ladas 1991).
Tamim 2.6. (Laplace dontisiimii)
Lineer diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan yontemlerden biriside integral

dontisiimiidiir. Bu integral dontisiimii
B
F(s) = j K(s,t) f (t)dt (2.9)

seklindedir. Bu integral doniisiimii yardimiyla verilen bir f(t) fonksiyonu bir diger
F (s) fonksiyonuna doniistiiriilmektedir. F(s) fonksiyonuna f(t) nin integral dontisiimii
ve K (s, t) ifadesine de integral doniisiimiin ¢ekirdegi denir. Integral déniisiimiin K (s, t)
cekirdegi degistikce integral doniisiimii degisik adlar alir. Integral déniisiimiinden
K(s,t) = exp(—st) segilirse ve integral sinirlart @ = 0 ve f = oo alinirsa bu integral

dontistimiine Laplace doniisiimii denir.
L{f()}= jexp (=st) f (t)dt = F(s)
0

denklemi ile tanman L{f(t)} veya F(s) ye f(t) fonksiyonunun Laplace doniigiimii
denir. Laplace doniistimii tanimindan da goriildiigii gibi, bu doniisiim genellestirilmis
integral gorlinlimiindedir. Eger, (2.9) denklemiyle verilen genellestirilmis integral
yakinsak ise Laplace doniisiimii tanimlanir (Gy6ri and Ladas 1991).

Lemma 2.7. a) x € C[[—‘t, oo)R] ve x(t) nin Laplace donlisimii olan X(s) nin
yakinsadigi apsis g, < oo olsun. x(t — 7) nin laplace doniisiimii ayn1 yakinsanan apsise

sahiptir ve Re s > g, olacak sekilde ki tiim s ler i¢in
0 0

L{x(t —7) = je‘“x(t —7)dt =e ¥ X(s)+e ™ je‘“x(t)dt} (2.10)
0 -7

olur (Gyo6ri and Ladas 1991).

b)x € Cl[[O, oo)R] ve x(t) nin Laplace donisiimii olan X(s) nin yakinsadigi apsis



0o, < o olsun. X'(t) nin Laplace doniisiimiide aym yakinsanan apsise sahiptir ve

Re s > g, olacak sekildeki tiim s ler igin
L[x'(t)]= j e 'X/(t)dt = sX (s) — x(0)
0

olur (Gy6ri and Ladas 1991).

Tanmm 2.8. p,reR olmak iizere X'(t)+ px(t—7)=0 gecikmeli diferensiyel
denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir ancak ve ancak
F(A)=A+pe™

karakteristik denklemi higbir reel koke sahip degildir (Ladas et al. 1983).
Tamim 2.9. (Lipschitz Sart1)

y'=f(xy), y(%) = Yo
bir baslangi¢ deger problemi ve D bolgeside merkezi (x,, y,) noktasinda olan,

| X=X, [<a, |y-Y,I[<a,
ile tanimli dikdortgensel bir bolge olmak iizere bu bolgede tanimli baslangic deger
problemindeki f ile df /dy fonksiyonlar siirekli olsun. df /dy ifadesinin siirekli olmasi
kabulu df /dy degerinin D de smirli olmasim gerektirir. Oyleyse D deki her bir nokta
i¢in

Id—f <K
d,

olacak sekilde bir K > 0 sayis1 vardir. O halde (x, y;)ve (x,y,) noktalar1 D bdlgesinde
iki nokta olmak tizere ortalama deger teoreminden

d .
f(X, yl)_ f(X, Y2) =d_(X’ y )(yl - Y2)

y
olacak sekilde y; ve y, arasinda bir y* sayisinin oldugu kabul edilmek {izere, x, y* € D

oldugundan D deki (x, y,) ve (x, y,) noktalarinin her bir ¢ifti i¢in,

lfCoy) — Fay2)l = ly1 — y2l (2.11)

df .

a (x,¥")
<K | Yi—Y, |

bulunur. Bu esitsizlik f fonksiyonu i¢in Lipschitz sarti olarak adlandirilir. Buna gore

varlik teoreminden Z—f degerinin D de siirekli olmas1 kabulii yerine (2.11) sartinin
y



saglanmas1 kabuliiniin esdeger oldugu sdylenebilir. O halde varlik teoreminin ispatinda

Z—f degerinin siirekliligi hipotezi yerine Lipschitz sart1 kullanilabilir (Ozer ve Eser 2002).
y

Sonug 2.1. Eger | X=X, [<h ise i =123,...,n i¢in

| 0y, (D)= £ Y () IS KT Y, () = yoa ()]
esitsizligi dogrudur (Ozer ve Eser 2002).
Tamm 2.10. Bir diferensiyel denklemin herhangi bir ¢6ziimii x olmak {izere eger bu x
coziimleri keyfi sayida sifirlara sahipse bu ¢oziime salinimlidir denir. Aksi takdirde bu
¢Ozlimlere salimimli olmayan ¢6ziimler denir. Yani x salimimli degil ise bir t; > ¢,
degeri vardir dyle ki t > tyigin x(t) # 0 dir. Diger bir deyisle belli bir degerden sonra
¢oziim ya hep pozitiftir ya da hep negatiftir (Gyori and Ladas 1991).
Tamim 2.11. Eger x(t),

X't)+x@t—-z(t)=0

denkleminin [t,, o) ve [Ty, o) araliginda t,, baslangi¢ noktasina gore t > t, i¢in X(t))0
ise bu x(t) ¢oziimiine denklemin bir pozitif ¢ézliimii denir (Erbe et al. 1994).
Tamm 2.12. (Sup-norm) X, E (Oklid Uzayr) uzayinda tanimlanmis smirl

fonksiyonlarin bir uzay1 olmak iizere
|f ”=suE|f(x)|

seklinde tanimlanan norma sup-norm denir.
2.1 Kesirli Tiirev

Keyfi bir y = f (x) fonksiyonunun ardigik tiirevleri,

df (x) d2f(x) d®f(x) d"f(x)
"dx T dx? dx® dx"

olsun. Bu ardisik tiirevler keyfi bir fonksiyonun tiirevlenebilmesi sarti ile ad1 altindadir.

f(X)

Bir fonksiyonun 1. mertebeden tiirevi yoktur, ama 2. mertebeden tiirevi olabilir.
d"f(x)
dx"

Buradaki temel amag¢ n bir pozitif tamsay1 olmak iizere tiirevinin mertebesi

olan tamsayr yerine kesirli bir say1 getirilerek yeni bir tiirevin nasil tanimlanacagi
seklindedir.
Genel kesirli tlirevleri vermeden once yar1 tiirev denen bir tiirev formiilii elde edilerek

bir uygulama yapilsin ve daha sonra daha genel kesirli tiirev formiilii verilsin.



Bunun i¢in f(X) =Xx* seklinde tanimlanan fonksiyonun k pozitif bir tamsayr olmak

lizere a. mertebeden tiirevine bakilirsa;
f(x)=x* = f'(x)=kx*
= f"(x)=k(k —1)x*?
= f"(x)=k(k -1)k —2)x*3

!
14

S 0= k1) (ka1

bulunur. Elde edilen bu son esitlik, faktoriyel yardimiyla,

1
f@(x) = KL e
(k —a)!
seklinde yazilabilir. Burada,
I'a) =(a-1)!
ifadesi kullanilirsa;
F@ () = L KD i
I'k-a+1)

esitligi yazilir (Ozen 2003, Ozen ve Oztiirk 2004). Artik elde edilen bu formal yapida a

sayisinin pozitif bir tamsay1 olmasi gerekmez.

Ornek 2.1.1: k=2 ve a :% olmas1 durumunda fonksiyonun % mertebeden tiirevine,

diger bir deyisle yarim tiirevine bakilirsa;

f(x)=x=f(x)=x", a=%
@ () = LKHD i
rk—a+1)
1 1
f(E)(x): F(241-1) W2
re-—-+1
(2=2+D)
o,
T'(—
)
2
31_,1,
2 2 (2)



8 3

=_° x2
3
olarak bulunur.
1 1
d2 | d? df
1 1|~ &

dx2 | dx?
olmas1 gerekeceginden bu durum, asagida verilen 6rnekle gergeklensin.

Ornek 2.1.2:

1 3
> 8 3 3 1
f2(x) =—=x2, k=—, a=—=
(X) e 5 5
1 1 1
: 2 d?2|d2f df
dx? | dx?
1 3
= d2 [ixZJ
&N
dx?
1
g d2 >
=— (x?)
NP dx%
5
3z T2
=2X
Ornek 2.1.1 ve Ornek 2.1.2 den;
1 1 1
dz | dzf d2( 8 :
T —EXZ zj[mXZ)ZZX
dx? { dx? dx 2
yazilabilir.
Tanmm 2.1.3: 0 < a <1 olmak tizere,
f(x)—ij‘ (s)(t—s)“*dt X>a (2.12)
N3’ |

seklindeki Abel integral denklemi ele alinsin. Buradaki (2.12) integralinde x yerine t,t

10



yerine s yazilirsa,
l t
f(t)=——|o(s)(t—2s)“"ds 2.13
() r(a)lq)”( ) (2.13)

bulunur. Elde edilen bu (2.13) integralinin her iki yan1 (X—t)™ ile ¢arpilarak a dan x e

kadar integrali alindiginda,

f(x ) f(t)dt = [} o(s)(t —5)“ ™ ds}(x —t)“dt

)

o),
x(t

“r@ a [ j P(s)(t—5)*H(x—t)™ dsjdt

bulunur. Elde edilen bu esitlige Dirichlet formiilii olarak bilinen

JU fx, y)dy]dx = (j f(x, y)dx}dy (2.14)

a\a

esitligi kullanilirsa;
T —a 1 h 0 a-1 —a
! (x—t)™ f (t)dt = @ j go(s)[ j (t—s)**(x—1) dt}ds (2.15)

elde edilir. (2.15) ifadesinin sag tarafindaki i¢ integralde t=sS+7(x-5),

dt = (x—s)dz degisken degistirmesi yapilirsa;

Jx.(t —8)“M(x—-t)* = j(s +7(x—8)=8)* " (Xx—s—7(x—8))“(x-s)d
= ‘l[r“_l(l—r)‘“dr
- flal-a)
- T(@Ill-a)
B Q)

oldugu goriiliir. Bu ifade (2.15) de yerine yazildiginda;

X

j (x—1)" f (t)dt = F(l—a)j‘go(s)ds

a

1
INl-ea

Ico(S)ds = f(x—t)“ f (t)dt

olur. Bu ifadenin her iki yaninin x e gore tlirevi alinirsa;

11



P(x) =

r(1 j (x—1)™ f (t)dt (2.16)

bulunur. Elde edilen (2.16) ifadesine a —inci mertebeden fractional ya da kesirli tiirev

denir (Ozen 2003, Ozen ve Oztiirk 2004). Bu tiirev Riemann-Liouville tiirevi olarak da

bilinir.
Ornek 2.1.3:
a:%, f (x) = x” secilirse;
co(X)—F(l_ e j(x ) f (1)t
1 df -
= ] —_[(x—t) 2424t
ra->) X%
1 l
:ildij(x ux) 2u?x2xdu
' )
1 d 1 5
= —|(1- u) 2y2x2du
Je ol
1d 2,1
P _’3
77 o ﬁ(z )
-8
NP
bulunur.

Tanim 2.1.4: f fonksiyonu her sonlu (a, x) araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun.
meN,m-1<a<m olmak lizere x > a igin reel bir f fonksiyonunun a —inci
mertebeden Riemann-Liouville kesirli tirevi asagidaki sekildedir (Samko et al. 1993).

1

ﬁ d e dt (217)

DFCeL f (X) =

Tamm 2.1.5: m,m-1<a <m olacak sekilde pozitif bir tamsay1, a herhangi bir pozitif

tamsay1 ve f fonksiyonu da m defa siirekli diferansiyellenebilir olsun. Bu takdirde f

fonksiyonunun a —inci mertebeden Caputo kesirli tiirevi

12



D;f(x)=r#

(m-a)
ile tanimlanir (Samko et al. 1993, Ozen ve Oztiirk 2004).

f £ () (x — )™t (2.18)
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3. KESIRLI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SALINIMLILIGI

Kesirli diferensiyel denklemler, elektroanalitik kimyada, kontrol teorisinde ve birgok
fizik probleminde ¢esitli uygulamalar1 sebebiyle olduk¢a 6nemlidir.

Lineer olmayan kesirli diferensiyel denklemler i¢in salinimlilik kriteri asagidaki

formdadir;

DIx+ f,(t,x)=v(t) + f,(t,x) lim JX9x(t) =b, (3.1)
t—>a’

Burada D], 0<q<1 olmak iizere g.mertebeden Riemann-Liouville diferensiyel

operatoriinii belirtmektedir.

a

:%j (t—s)P*x(s)ds J2x = x

seklinde tanimlanan J! operatorii, Riemann-Liouville integral operatdrii olarak
adlandirilir. Integral operatorii kullanilarak, 0<(q<1 igin q.mertebeden Riemann-

Liouville diferensiyel operatorii

DIf (t) :=%J;‘qf(t)

seklinde tanimlanir. Daha genel olarak eger m>1 tamsayisi icin m—-1<q<m olmak
uzere

DYf(t) = dt IM9E ()

f,, f, ve v nin siirekli oldugunu varsayarsak (3.1) baslangi¢ deger probleminin

¢ozlimiiniin ayn1 oldugu Volterra denklemi

=20 L ) o (s x9)- (s xS (32)

r)  ra);

seklindedir. Buradan (3.2) nin her ¢6ziimii (3.1) inde ¢oziimiidiir ve tersi de gecerlidir.

Bu ¢oziimler, b > a igin, (b,0) araliginda tamamen sifir olmayan, (a,o) araliginda da
siirekli kabul edilecektir. (3.1) ya da (3.2) denklemlerinin ¢oziimleri eger (0,00) da

keyfi sayida sifira sahipse salinimlidir; aksi halde salinimsiz olarak adlandirilir.
3.1 Kesirli Tiirev Yaklasimi
Bu kesimde asagidaki sartlar kullanilacaktir:
xf,(t,x)>0, (i=12), x#0, t>a (3.3)
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£, x) > [p, ()" ve |f, (& x)<[p, )X, x=0, t>a (3.4)

burada, p,, p, € C([a, oo), ER+) ve f,a >0 reel sayilardir (Sagarayaj ve Selvam 2012).
Lemma3.1l. X>0ve Y >0 igin

X*+(A-1¥* XY+t >0, Ai>1 (3.5)
ve

X*—(@Q-AY*=IXY**<0, A<1 (3.6)
dir. Burada esitlik ancak X =Y iken saglanir (Hardy et al. 1959).

Teorem 3.1. f, =0ve ( 3.3) sart1 saglansin. Eger

t

lim inf ¢+ [(t=s)""v(s)ds = —c0 3.7)
ve
t
lim suptl‘qj(t —s)"y(s)ds = w0 (3.8)
t—oo

a

ise (3.1) denkleminin her ¢6ziimii salimmlidir (Grace et al. 2012).

Ispat: X(t), f, =0 oldugunda (3.1) denkleminin salinimli olmayan ¢6zimil olsun.
t>T igin X(t) > 0 olmak tizere T > a yeterince biiyiik olsun.

F(t)=v(t)+ f,(t,x(t))- f,(t x(t))
olmak tizere (3.2) den goriiliirki t>T igin

(t _a)(k1 | bl | +i
I'(a) I'(q)

olur. Her iki taraf T'(q)t* ™ ile carpilirsa

x(t) < j;(t —s)¥ | F(s)ds + %j(t —s)%v(s)ds

L)t x(t) < c(T) +t*° j' (t—s)%v(s)ds (3.9)
elde edilir. Burada
T 1y T g
oM =) |b1|+£(T—_S) | F(s)|ds

dir.

(3.9) esitsizliginde t — oo iken her iki tarafin alt limiti alinirsa
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lim inf (a)t™*(t) < lim inf {C(T) +t1‘q't|.(t —s)"u(s)+H, (s)]ds}

"rt]liff C(g)tx(t) < Iir&wf c(T) + "‘IL[E‘f thj(t —s)ot [v(s) + Hﬂ(s)]ds (3.10)

:
elde edilir. Burada, basta t >T > a igin X(t) > 0 kabuliimiizden ve T'(q) fonksiyonunun
pozitif olmasi1 sebebiyle (3.10) esitsizliginin sol tarafi t — coiken alt limiti alindiginda
+o0'a giderken, esitsizligin sag tarafi (3.7) kosulundan —oo'a gider. Yani oo <—oo
olamaz. Dolayisiyla X(t) ¢Oziimii salimimlidir. Benzer sekilde X(t) negatif ¢oziim
oldugunda da (3.8) ile geliski elde edilir.

Teorem 3.2. f>1 ve y =1 igin (3.3) ve (3.4) sartlar1 saglansin. Eger

t

lim inf £ (£ - 5)"* [v(s)ds +H , (s) s = —0 (3.11)
ve
limsupt*™ j(t — ) v(s)ds + H, (s)fs = (3.12)

a

ise, (3.1) denkleminin her ¢6zliimii salimimlidir. Burada
H, () = (B-Dp" P p 7 (5)p,"" ()
dir (Grace et al. 2012).
ispat: X(t), (3.2)’ nin salinimli olmayan bir ¢6ziimii olsun, yani t >T > a igin X(t) >0

olsun. (3.2) denklemindey = 1,8 > 1ve t>T igin (3.4) i kullanarak,

D@ X0 £ () b, [ +] ()" [ F(9) ds+

{ [t-9)"v()ds + [t -9)""[p,(5)x(s) - py (s)xﬁ(s)]ds}

T

bulunur. t>T igin

M@ X0 < (-

)b+ () () s

* [ [t=9)"*v(s)ds + [t -9)"*[p, (5)x(s) - py (s)xf’(s)]ds}

T
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t

@ X() < ((T) +1+ { [t=9)w(s)ds + [ t-9)"*[p, (5)x(5) - py(5)x” (s)]ds}

T

(3.13)
elde edilir.

Lemma 3.1 deki (3.5) esitsizligininden yararlanarak,
A=BX=p""xveY =(p,p, " 18" olmak iizere

P, (MX(®) — P, ()X’ V) < (B-DB" P p P (s)p,” " (5) (3.14)
elde edilir. (3.13) esitsizligi (3.14) esitsizliginden yararlanarak,

Tt x(t) < c(T) +t* j(t —s)™ [v(s) +H, (s)ds], t>T (3.15)
seklinde diizenlenir. Burada
T uq S
oM =—) |b1|+1(:) | F(s)|ds

dir.
(3.15) esitsizliginde t — oo iken her iki tarafin alt limiti alinirsa

lim inf (a)t™*(t) < lim inf| ¢(T) +thj(t —5)"*[v(s) + H,(5)lds

lim inf C(g)tx(t) < liminf ¢(T) + lim inf thj(t —s)%* [v(s) +H, (s)]ds (3.16)

elde edilir. Burada, basta t >T > a icin X(t)> 0 kabuliimiizden ve T'(q) fonksiyonunun
pozitif olmasi1 sebebiyle (3.16) esitsizliginin sol tarafi t — coiken alt limiti alindiginda
+ o0 'a giderken, esitsizligin sag tarafi (3.11) kosulundan —oo'a gider.

Yani oo<—oo olamaz. Dolayisiyla X(t) ¢oziimli salinimhidir. Benzer sekilde X(t)
negatif ¢6ziim oldugunda da (3.12) ile celiski elde edilir.

Teorem 3.3. =1 ve y <1 igin (3.3) ve (3.4) sartlar1 saglansin. Eger

t

lim inf £°9 [ (£ —s)" [v(s)+H, (s) s = —o (3.17)
ve
limsupt*™® j(t —s)" [v(s) -H, (s)}js =0 (3.18)

a
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ise, (3.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir. Burada
H,(8) ==y Pp/ P (5)p," 7 (9)
dir (Grace et al. 2012).
Ispat: X(t), (3.2)’ nin saliniml1 olmayan bir ¢dziimii olsun, yani t = a > 1 i¢in X(t) >0

olsun. (3.2) denkleminde =1, y <1 i¢in (3.4) esitsizligini kullanarak,

ME@UXO < (b, [+ () I F(s)ds+
{ [t=9)"*v(s)ds+ [ (t-9)"2[p, ()X’ (5) - P, (s)x(s)]ds}
< o(T)+tH { [t-9)"v(e)ds+ [ t-9)"*[p, (5)x" (5) - p, (s)x(s)]ds}

t

@ X(t) < (e(T) +1+ { [t=9"v()ds + [ (t-9)"[p,(5)x" (5) - pl(s)x(s)]ds}

a

(3.19)
bulunur. Lemma 3.1 de (3.6) esitsizliginden,
A=y, X=p"xvey=(pp, /)"
olur. Buradan
P, (X" () = P, OX®) < A=)y p/ P ©)p, 7 (®) (3.20)
elde edilir. (3.19) da (3.20) kullanilarak t >T igin,
t
(@)t x() < o(T) + = [ (t—5)"*[v(s) + H, (5) s, (3.21)
T

elde edilir. (3.21) esitsizliginde t — oo iken her iki tarafin alt limiti alinirsa

lim inf C(g)t*x(t) < lim inf {c(l’) + tl‘qj(t —s)ot [v(s) +H, (s)]ds}

lim inf C(Q)t**x(t) < lim inf ¢(T) +lim inf tl‘qj(t —s)"v(s) +H, (5)ds  (3.22)

elde edilir.Burada, basta t >a >1 igin X(t) > 0 kabuliimiizden ve T'(q) fonksiyonunun

pozitif olmas1 sebebiyle (3.22) esitsizliginin sol tarafi t — coiken alt limiti alindiginda
+ 00 'a giderken, esitsizligin sag tarafi (3.17) kosulundan —oco'a gider.

Yani oo<—oo olamaz. Dolayisiyla X(t) ¢oziimii salimimlidir. Benzer sekilde X(t)
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negatif ¢oziim oldugunda da (3.18) ile ¢eliski elde edilir.
Teorem 3.4. f>1 ve y <1 igin (3.3) ve (3.4) sartlar1 saglansin. Eger

t

liminf 9 [ (t—s)"* v(s)+H . (s)Hs = —o0 (3.23)
ve
limsupt*™® j(t —s)"* [v(s) +H,, (s)]ds =0 (3.24)

a

ise, (3.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir. Burada & € C([a, OO), R") olmak lizere

Hﬁ,y (S) — (ﬁ _1)13ﬂ/(1—,6') plj/(l—ﬂ) (S) pzﬁ/(ﬁ—l) (S) 4 (1_ 7/)7/7//(;/—1) ply/(y—l) (S) pz:l/(l—y) (S)
dir (Grace et al. 2012).
Ispat: X(t), (3.1) in salinimli olmayan bir ¢dziimii olsun, yani t>T >a igin X(t) >0

olsun. (3.2) denkleminde (3.4) kullanilarak t >T i¢in

C(gt %) < c(T)+t1qj(t—s)q1v(s)ds
HE(t=-9)"H(E(9)x(5) - pu(8)x” (5) s
! (3.25)
+E [ (1 -9)"p, ()% (5) — £(S)X(5) s
(§x— plxﬂ) ve (p2x7 —§x) terimleri (3.14) te p, =& ve (3.20) de p, =¢ kullanilarak

T(q)tx(t) < o(T) +tl‘qj(t —5)"|v(s)+ H,,_ ()]s, t>T (3.26)

elde edilir. (3.26) esitsizliginde t — oo iken her iki tarafin alt limiti alinirsa
t
.. 1-q .. 1-q _o)u1l
lim inf C(a)t™"x(t) < lim inf| ¢(T) +t ! (t—s)"[v(s)+H,, ()l
t
lim inf C(gtx(t) < liminf ¢(T) + lim inf tHd I(t —s)%* [v(s) +H, (s)]ds (3.27)
T

elde edilir. Burada, basta t >T > a icin X(t)> 0 kabuliimiizden ve T'(q) fonksiyonunun
pozitif olmasi sebebiyle (3.27) esitsizliginin sol tarafi t — oo iken alt limiti alindiginda
+ 00 'a giderken, esitsizligin sag tarafi (3.23) kosulundan —co'a gider.

Yani oo<—oo olamaz. Dolayisiyla X(t) ¢oziimli salinimhidir. Benzer sekilde X(t)

negatif ¢6ziim oldugunda da (3.24) ile celiski elde edilir.
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Uyari: g.mertebeden D] Riemann-Liouville diferansiyel operatoriinii igeren kesirli
diferansiyel denklemler icin geriye kalan sonuglar m=>1 bir tamsayisi igin
m—-1<g<m olmak lizere

DIx + f,(t,x) = v(t)+ f,(t,x)

3.28
DI*x(@)=by . (k=12....m~1) lim__ 3™x(t)=b, (3.28)

seklinde gosterilir.
(3.28) baslangi¢ deger problemi asagidaki Volterra kesirli integral denklemi ile ayni

karakteristik 6zellige sahiptir.

np(t-a)" 1 4
x(t) = = + t—s)"[v(s)+ f,(s,x(s))— f,(s,x(s))lds  (3.29)
SR s bl ) 1669
Ornek 3.1.
1q
Dix+e'x® = +te'(t? -1 +e'x, limJI%(t)=0, 0<qg<1 3.30
: oo D lim 33°9x(0) g1 (330)
Yukardaki Riemann-Liouville kesirli diferensiyel denklemi g6z 6niine alindiginda, (3.1)
den acikca goriiliir ki
1
a=hb =0, f (t,x)=e'%® f (t,x)=e'x ve v(t)= +te'(t? -1
, =0, f,(tX) ,(t.%) O= g D

dir. (3.3) ve (3.4) sartlar1 =3 y=1 ve p,(t)=p,(t)=¢€" igin saglanir. Fakat (3.11)

sart1 saglanamaz, V(t) >0 oldugundan

t - ~ t 1 t
tl—q t—s gq-1,~ B/(p-1) s Y(1-p) s)ds > tl—q ds = —
! t-9)"p,” " (5)p " 5) !—(t_s)lq ;

dir. Kolayca goriilebilir ki x(t) =t ¢6ziimii (3.30) denkleminin salinimli olmayan bir
¢oziimdiir. t — 0" iken J2x(t) =t"*/I'(3—q) — 0 olur.

3.2. Caputo Tiirev Yaklasim

D] Riemann-Liouville diferensiyel operatoriiniin yerine m—1<q <m igin
DI M):=37F" ()
seklinde tanimlanan D] Caputo diferensiyel operatoriinii géz oniine alalim. Burada

Caputo diferensiyel operatorii D], m kez diferensiyellenebilirdir. Bu durumda (3.28)

baslangi¢ deger probleminin yerine
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DIx+ f(t,x) =v(t)+ f,(t,%x), x¥@=b (k=01..m-1) (3.31)
denklemi goz 6niine alinirsa bu denkleme karsilik gelen Volterra diferensiyel denklemi,

x(t) = fb (tk!a) F(l )I(t $) " [v(s) + f,(s,x(s) - f,(s, x(s)|ds (3.32)

seklindedir (Diethelm 2010).

Caputo i¢in de salimmlilik kriteri Riemann-Liouville de elde edilen sartlarla hemen
hemen aymidir. Tek fark sartlarda t*¢ yerine t*™ alinmasidir. Bu fark m =1 oldugunda
daha ayiricidir.

Teorem 3.5. f, =0 ve ( 3.3) sart1 saglansin. Eger

t

lim inf " j(t —s)"v(s)ds = —w0 (3.33)
ve
t
lim suptl’mj(t —s)"y(s)ds = 0 (3.34)
t—>

a

ise (3.1) in her ¢oziimii salinimhidir (Grace et al. 2012).

Ispat: X(t), f, =0 ile birlikte (3.31) denkleminin salinimsiz bir ¢6zimi olsun. t>T

icin X(t) > 0 olmak iizere T > a yeterince bilyiik olsun.

F(t)=v(t)+ f,(t x(®) - .t x())

olmak iizere (3.32) den goriiliir ki t > T i¢in
X(t) <Z _ |b |+ @) j (t—s)"v(s) + f,(s,x(s) — f, (s, x(s)]ds

olur. Her iki taraf T'(q)t"™ ile carpilirsa

C(gt""x(t) <c(T)+t*" j (t —s)*v(s)ds (3.35)

elde edilir. Burada

T

ofT) = ()" Iby [+ ()" | F(9) | s

dir.

(3.35) esitsizliginde t — oo iken her iki tarafin alt limiti alinirsa,
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lim inf C(q)t ™ x(t) < lim inf {c(r) + tl-mj(t - s)q‘l(v(s))ds}

lim inf [(q)t""x(t) < lim inf ¢(T) + lim inf tlmj(t —s)"*(v(s))ds  (3.36)

1
elde edilir. Burada, basta t >T > a igin X(t) > 0 kabuliimiizden ve T'(q) fonksiyonunun
pozitif olmasi sebebiyle (3.36) esitsizliginin sol tarafi t — ooiken alt limiti alindiginda
+ o0 'a giderken, esitsizligin sag tarafi (3.33) kosulundan —oo'a gider.

Yani oo <—oo olamaz. Dolayisiyla X(t) ¢oziimi salimimlidir. Benzer sekilde X(t)
negatif ¢oziim oldugunda da (3.34) ile geliski elde edilir.

Teorem 3.6. f>1 ve y =1 i¢in (3.3) ve (3.4) sartlar1 saglansin. Eger

t

lim inf ¢ [ (£ - )" [v(s)+H ,(s) s = —o0 (3.37)
ve
lim suptl‘mj(t —s)"* [v(s) + Hﬁ(s)]ds =0 (3.38)

a

ise, (3.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir. Burada

H, () = (B-Dp" P p 7 (5)p,"" ()
dir (Grace et al. 2012).
Teorem 3.7. f =1 ve y <1 igin (3.3) ve (3.4) sartlar1 saglansin. Eger

t

lim inf £ [ (t—s)"* [v(s)+ H, (s) Pis = — (3.39)
ve
limsupt*™ j(t —s)" [v(s) ~H, (s)]ds =0 (3.40)

a

ise, (3.1) in her ¢6ziimii salinimlidir. Burada

H,(8)=-17"p/ " ()0, ()
dir (Grace et al. 2012).
Teorem 3.8. f>1 ve y <1 igin (3.3) ve (3.4) sartlar1 saglansin. Eger
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liminf t*" j(t —s)"v(s)+ H 5y () Hs = —oo (3.41)

t—owo
a

ve

t

lim suptl‘mj(t - s)q‘l[v(s) +H,, (s)}js =0 (3.42)

t—o0 a

ise (3.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimhidir. Burada & e C([a, oo), R") olmak lizere

Hﬁ,y (S) — (ﬁ _1)13ﬂ/(1—,6') plj/(l—ﬁ) (S) pzﬁ/(ﬁ—l) (S) 4 (1_ 7/)7/7//(;/—1) ply/(y—l) (S) pz:l/(l—y) (S)

dir (Grace et al. 2012).
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4. GECIKMELI KESIRLI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
SALINIMLILIGI

Bu boéliimde lineer olmayan

DIx + f,(t, x(z(t))) = v(t) + T, (t, x(z(t))) lim J29x(t) = b, (4.1)

toa*
kesirli mertebeden gecikmeli diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinin davranisini
inceleyecegiz. Burada 7(t) =t—1 | € R olmak lizere gecikme terimidir. Bu ¢oziimlerin
davranigin1 incelerken bu denklemle ayni karakteristik ozellikleri gosteren asagidaki
Volterra denklemini g6z oniinde bulundurulacaktir. Yani

bl(t_a)q_l 1 -1
x(t) = ) +F(q)£(t—s) [V(s)+ f,(s,x(z(s)) - f,(s, x(z(s)))lds (4.2)

Volterra denkleminin ¢6ziimlerinin davranigi ile (4.1) denkleminin ¢oziimlerinin

davraniglar aynidir.

(4.1) denkleminin ¢oziimlerinin davranislarini incelerken asagidaki sartlar1 g6z 6niinde
bulunduracagiz.

4.1. Kesirli Tiirev Yaklasim

Bu kesimde asagidaki sartlar goz oniine alinsin:
xf,(t,x)>0, (i=12), x=0,t>a (4.3)

15,6 x) = |p. @)X ve |f,tx)<|p,®)X", x=0, t>a (4.4)
sartlarinin saglandigimi kabul edecegiz. Burada, p,, p, € C([a, OO), R*) ve S,y >0 reel

sayilardir.

Teorem4.1. : f, =0 ve (4.3) sart1 saglansin. Eger

t

liminf t79 [ (t — )" v(s)ds = o0 (4.5)
t
lim suptl’qj(t —s)"y(s)ds = 0 (4.6)
t—>o

a

ise 0 zaman (4.1) denkleminin her ¢oziimii salinimlidir.
Ispat: x(t), f,=0icin (4.1) in salimml olmayan bir ¢dziimii olsun. T >aolmak

tizere t>T i¢in X(z(t)) >0 oldugunu varsayalim. Bu durumda S >T vardir ve t>S
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icin x(z(t)) > 0dur.
F(t)=v(t)+ f,(t x(z(®) - f,(t x(z (1))
olmak tizere (4.2) den goriiliir ki t > S igin

(t _a)q_l | b1 | _}_L
I'(q) I'(q)

olur. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi T(q)t'™® ile carpilirsa t > 'S icin

X(t) < j (t—s)" | E(s)|ds + %ia _s)*y(s)ds
C(g)tx(t) < c(S) +t+9 j (t—s)%v(s)ds
elde edilir. Burada
S \iq TS g
o(8)=(—) 'bl'ﬂ(a) | F(s)|ds

dir.

(4.7) esitsizliginde t — oo iken her iki tarafin alt limiti alinirsa

t
lim inf Tt 9x(t) < liminf| c(S) +t1’qj(t —3)%y(s)ds
T

t
lim inf C(g)t*x(t) < liminf c(S) + lim inf tl‘q_[(t — )% v(s)ds
T

(4.7)

(4.8)

elde edilir. Burada, basta t >T > a icin X(t)> 0 kabuliimiizden ve T'(q) fonksiyonunun

pozitif olmasi sebebiyle (4.8) esitsizliginin sol tarafi t — ooiken alt limiti alindiginda

+ o0 'a giderken, esitsizligin sag tarafi (4.5) kosulundan —oo'a gider.

Yani oo<—oo olamaz. Dolayisiyla X(t) ¢oziimi salimimhdir. Benzer sekilde X(t)

negatif ¢oziim oldugunda da (4.6) ile celiski elde edilir.
Teorem 4.2. f>1 ve y =1 i¢in (4.3) ve (4.4) sartlar1 saglansin. Eger
t

lim inf tl‘qj (t—s) V() + H ,(s) ds = —o

t—owo
a

ve

lim suptl‘qj(t —5)"*[v(s) — H ,(5)jds = 0

t—o0 a

ise, (4.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimhidir. Burada
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H ﬁ(s) = ( i _1) ﬁﬂ/(lfﬂ) pll/(lfﬁ) (S) pzﬁ/(,&’—l) (S)
dir.
Ispat: x(t), (4.2)’ nin salinimli olmayan bir ¢dziimii olsun, yani t > T > a igin

X(z(t)) >0 olsun. (4.2) denklemindey =1, 8 > 1vet = T i¢in (4.3) i kullanarak,

@ X (®) < () +17| [t =)™ v(s)ds + [ (t—9)"*[p, ($)X(x()) ~ pu(5)*” (¢(s))s]

(4.12)
elde edilir.

Lemma 3.1 deki (3.5) esitsizliginden yararlanarak,
A=BX=p"xzt) ve Y =(p,p, "’ 1 BV olmak iizere

P, (O)X(z(1) — p,OX” (z(1)) < (B-1) 7P p, P (s)p,” " (s) (4.12)
elde edilir. (4.12) den yararlanarak (4.11) esitsizligi,

T(q)tx(z(t)) < c(T) +t1qj(t —5)"2|v(s) + H,(5) s, t>T (4.13)
seklinde diizenlenir. Burada
T g T i
o(8)=(-—) |b1|+}[(T——s) | F(s)|ds

dir.
(4.13) esitsizliginde t — oo iken her iki tarafin alt limiti alinirsa

lim inf (a)t™"(t) < lim inf| ¢(T) +thj(t —5)"[v(s) + H,(5)lds

lim inf (Q)t™*x(t) < lim inf ¢(T) + lim inf thj(t —s)"v(s)+ H,(5)lds  (4.14)

elde edilir.Burada, basta t >T >a i¢in X(t) > 0 kabuliimiizden ve T'(q) fonksiyonunun
pozitif olmasi sebebiyle (4.14) esitsizliginin sol tarafi t — ooiken alt limiti alindiginda
+ o0 'a giderken, esitsizligin sag tarafi (4.9) kosulundan —oo'a gider.

Yani oo<—oo olamaz. Dolayisiyla X(t) ¢Oziimii salimimlidir. Benzer sekilde X(t)
negatif ¢6ziim oldugunda da (4.10) ile celiski elde edilir.

Teorem 4.3. f =1 ve y <1 i¢in (4.3) ve (4.4) sartlar1 saglansin. Eger
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t

liminf £ [ (t - s)"*[v(s) + H, ()]s = —oo (4.15)

t—oo
a

ve

t

limsupt™® j(t —s)"v(s) - H , (s)fs = (4.16)

t—o0 a

ise, (4.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir. Burada
H,(8)= =7 p/ 2 (5)p, "7 (s)
dir.
Ispat: x(t), (4.2 nin salimmli olmayan bir ¢dziimii olsun, yani t>a>1 icin

X(z(t)) > 0olsun. (4.2) denkleminde y < 1, § = 1 igin (4.4) kullanilarak,

(@t x(t) < (c(T) +t*° [ Jt=9)"2v(s)ds + [ (t=9)"[p, (5)x" (z(s)) - pl(s)x(r(s»]ds]}
(4.17)
bulunur. Lemma 3.1 de (3.6) esitsizliginden,
A=y, X =, x(@(®) ve Y = (p,p, " /)"
olur. Buradan
P, X (z(®) - P, OXE®) < A=)y p P (5)p, T (s)  (4.18)
elde edilir. (4.17) de (4.18) den yararlanarak,

t
M@X(z(s)) <cM)+1 [ (t-9) M)+ H, (s t=T  (4.19)
T
yazilabilir. (4.19) esitsizliginde t — oo iken her iki tarafin alt limiti alinirsa

lim inf T (a)t™x(t) < lim inf {C(T) +t1‘q't|.(t —s)"v(s)+H, (s)]ds}

lim inf C(Q)t**x(t) < lim inf ¢(T) +lim inf tl-(*j(t —5)"|v(s)+ H, (s)[ds  (4.20)

elde edilir.Burada, basta t >a >1 i¢in X(t) > 0 kabuliimiizden ve T'(q) fonksiyonunun
pozitif olmasi sebebiyle (4.20) esitsizliginin sol tarafi t — coiken alt limiti alindiginda
+ 00 'a giderken, esitsizligin sag tarafi (4.15) kosulundan —oco'a gider.

Yani oo<—oo olamaz. Dolayisiyla X(t) ¢oziimii salmmlidir. Benzer sekilde X(t)

negatif ¢oziim oldugunda da (4.16) ile ¢eliski elde edilir.
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Teorem 4.4 B >1ve y <1 igin (4.3) ve (4.4) sartlar1 saglansin. Eger

t

lim inf £ { (£ — 5" [V(s)+H,,, (s)Hs = o0 (4.21)
ve
limsupt*® j(t —s)v(s) - H,, (s)fs = o (4.22)

a

ise, (4.1) denkleminin her ¢oziimii salinimlidir. Burada & e C([a, oo), R") olmak lizere

Hﬂ,y (S) — (ﬂ _1)ﬁﬂ/(1fﬁ) plj/(lfﬂ) (S) pzﬁ'/(ﬂfl) (S) + (1_ 7/)7/;//(;/—1) ply/(yfl) (S) pzj/(l—;/) (S)
dir.

Ispat X(t), (4.1) in saliniml1 olmayan bir ¢ézliimii olsun, yani t >T >a igin X(T(t)) >0
olsun. (4.2) denkleminde (4.4) kullanilarak t >T i¢in
Tt Ix(t) < o)+t j (t—s)" v(s)ds

[ (- 9)"HE(S)X(2()) - Py (5)X” (2(5)) s

T (4.23)

FE [ (-5 (p, ()X (7(5) ~ £(9)X(x(9)) s

(EE)X(@(s)) = px” (2(5))) ve (X" (7(s)) —&(s)x(2(s))) terimleri (4.12) de p, =&ve
(4.18) de p, = ¢ kullanilarak

()t x(t) < c(T) +t1qj(t —5)"v(s)+ H ()} t>T (4.24)

elde edilir. (4.24) esitsizliginde t — oo iken her iki tarafin alt limiti alinirsa

lim inf T (a)t™x(t) < lim inf| ¢(T) +** j (t—s)"v(s)+H,, (s)]ds}

lim inf ()t “x(t) < lim inf ¢(T) + lim inf thj(t —s)"u(s)+H,, (s)lds  (4.25)

elde edilir.Burada, basta t >T >a icin X(t)> 0 kabuliimiizden ve I'(q) fonksiyonunun

pozitif olmasi sebebiyle (4.25) esitsizliginin sol tarafi t — ooiken alt limiti alindiginda
+ o0 'a giderken, esitsizligin sag tarafi (4.21) kosulundan —oo'a gider.

Yani oo<—oo olamaz. Dolayisiyla X(t) ¢oziimii salimimlidir. Benzer sekilde X(t)
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negatif ¢oziim oldugunda da (4.22) ile ¢eliski elde edilir.

Uyari: . mertebeden D. Riemann-Liouville diferansiyel operatdriinii igeren kesirli
diferansiyel denklemler icin geriye kalan sonuglar m=>1 bir tamsayisi igin
m—-1<q<m olmak lizere

DIx+ f,(t,x) = v(t)+ f,(t,x)

4.2
DFx(a)=by, (k=12,...m~1) lim__ J™x({t)=b (4.20)

seklinde gosterilir.
(4.26) baslangic deger problemi asagidaki Volterra kesirli integral denklemi ile ayni
karakteristik 6zellige sahiptir.

i -a)” 1jtswupf@4»n@mws 4.27)

rg-k+1) ()

4.2. Caputo Tiirev Yaklasim

D] Riemann-Liouville diferensiyel operatoriiniin yerine m—1<q <m i¢in
DI F(M) =317 ()
seklinde tanimlanan _D_] Caputo diferensiyel operatoriinii alalim. Burada Caputo
diferensiyel operatérii . DJ, m kez diferensiyellenebilirdir. Bu durumda (4.26)
baslangi¢ deger probleminin yerine
DIx+ T, (t, x(z(1)) = v(t) + f,(t, x(z(t))), x¥(@=b, (k=01..,m-1) (4.28)
denklemi dikkate alinsin. O halde Volterra diferensiyel denklemi,
X(t) = mzl b, (t |a) r1
k0 ! (@3
seklindedir(Diethelm 2010).

Caputo igin de salimmlilik kriteri Riemann-Liouvillede elde edilen sartlarla hemen

j (t =) [u(s) + T, (s, x(z(s)) — T, (5, x(z(s)|ds  (4.29)

hemen aynidir. Tek fark sartlarda t'* yerine t*™ alinmasidir. Bu fark m =1 oldugunda
daha ayiricidir.
Teorem 4.5. f, =0 ve (4.3) sart1 saglansin. Eger

t

lim inf tl’mj(t —s)"y(s)ds = —oo (4.30)

t—oo
a

ve
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t

lim supt*™ j (t—s)"v(s)ds = o0 (4.31)

t—owo a

ise (4.1) in her ¢ozimi salinimlidir.

Ispat: X(t), f, =0 ile birlikte (4.28) denkleminin salinimsiz bir ¢oztiimi olsun. t>T

i¢in X(t) > 0 olmak iizere T > a yeterince bilyiik olsun.

F(t)=v(t)+ 1, (t.x() - £,(t. x(t))

olmak tizere (4.29) dan goriilirki t >T igin

k! I'(a)

olur. Her iki taraf T'(q)t*™ ile carpilirsa

)< S D b L -9 fu(s) + 1,(5,X(5) - (5. X(5) s

t
L(Qt " x(t) <c(T) +t+™ j (t —s)v(s)ds (4.32)
T
elde edilir. Burada
T W T o
cM)=(=—)"1|b |+|(=—)""|F(s)|ds
()= ()" Iy !(T_S) |F(s)]
dir. (4.32) esitsizliginde t — oo iken her iki tarafin alt limiti alinirsa

lim inf C(Qtx(t) < lim inf {c(r) + tl‘qj(t - s)q‘lv(s)ds}

t
lim inf C(g)t*x(t) < liminf ¢(T) + lim inf tl‘qj(t —s)%v(s)ds (4.33)
T

elde edilir.Burada, basta t >T > a icin X(t)> 0 kabuliimiizden ve I'(q) fonksiyonunun
pozitif olmas1 sebebiyle (4.33) esitsizliginin sol tarafi t — coiken alt limiti alindiginda
+ 00 'a giderken, esitsizligin sag tarafi (4.30) kosulundan —oco'a gider.

Yani oo<—oo olamaz. Dolayisiyla X(t) ¢oziimi salimmlidir. Benzer sekilde X(t)
negatif ¢6ziim oldugunda da (4.31) ile celiski elde edilir.

Teorem 4.6 f>1 ve y =1 igin (4.3) ve (4.4) sartlar1 saglansin. Eger

lim inf tlmj(t —s)"* [v(s) +H, (s)]ds = (4.34)

t—oo
a

ve
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lim suptlmj(t —s)"* [v(s) +H, (s)]ds =0 (4.35)

too a

ise, (4.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir. Burada

Hy ()= (8- p """ (5)p,”" 7 (s)
dir.
Teorem 4.7. =1 ve y <1 i¢in (4.3) ve (4.4) sartlar1 saglansin. Eger

t

liminf ¢ [ (¢ — )" [v(s)+H, (s)Hs = —0 (4.36)
ve
lim supt“”j(t —s)"v(s) - Hy(s)}js =0 (4.37)

a

ise, (4.1) in her ¢6ziimii salinimhidir. Burada
H,(9)=@-77"p/ " (5)p," 7 (s)

dir.

Teorem 4.8. f>1 ve y <1 igin (4.3) ve (4.4) sartlar1 saglansin. Eger

t

liminf " [t —s)"* [v(s)+H,, , (s)Hs = —o (4.38)
ve
lim suptlmj(t —s)™ [v(s) ~H M(s)}js =0 (4.39)

a

ise, (4.1) denkleminin her ¢oziimii salimmhdir. Burada & e C([a, ), R") olmak iizere

Hﬁ,y (S) — (ﬂ _1)ﬂﬂ/(1—ﬁ') plj/(l—ﬁ) (S) pzﬁ/(ﬁ—l) (S) + (l— 7/)7/;//(;/—1) ply/(;/—l) (S) pz:l/(l—y) (S)
dir.
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