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OZET

Yiksek Lisans Tezi

n-NORMLU UZAYLARDA ISTATISTIKSEL
VE MISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK UZERINE

Hanife DUGUNCU
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman : Yrd. Do¢. Dr. Erding DUNDAR

Bu tez caligmasi alt1 boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, caligtigimiz tez konusu ile ilgili kavramlarin tarihsel geligiminden
bahsedildi. Ikinci boliimde, calismamiz icin temel tegkil eden tamm, notasyon, érnek
ve teoremler verildi. Uciineii boliimde, 2-normlu uzaylarla ilgili tamm, kavram ve teo-
remler verilerek 2-normlu uzaylarla ilgili bazi onemli ozellikler incelendi. Dordiincii
boliimde, n-normlu uzaylarla ilgili tanim, kavram ve teoremler verilerek n-normlu uza-
ylarla ilgili baz1 onemli ozellikler incelendi. Besinci boliimde, n-normlu uzaylarda is-
tatistiksel yakinsaklik kavrami tamtilarak bu kavramin bazi onemli 6zellikleri, ilgili
teoremler ve ispatlari ile bazi ornekler verildi. Ayrica, n-normlu uzaylarda istatis-
tiksel Cauchy dizi kavrami ve bu kavramin istatistiksel yakinsaklik ile iligkisi ince-
lendi. Altinci boliimde, n-normlu uzaylarda M-istatistiksel yakimsaklik kavrami ve
(C, 1)-toplanabilme ve kuvvetli (V,\)-toplanabilme kavramlar1 verilerek aralarindaki

iligkiler incelendi.

2016, v+47 sayfa

Anahtar Kelimeler : 2-normlu uzaylar, n-normlu uzaylar, istatistiksel yakinsaklik,

istatistiksel Cauchy dizi, A-istatistiksel yakinsaklik.



ABSTRACT

M.Sc. Thesis

ON STATISTICAL AND A-STATISTICAL
CONVERGENCE IN n-NORMED SPACES

Hanife DUGUNCU
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Assist Prof. Erdinc DUNDAR

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, historical development of re-
lated notions of the thesis subject was mentioned. In the second chapter, some basic
definitions, notions, examples and theorems related to study were given. In the third
chapter, definitions, concepts, and theorems related to 2-normed spaces were given
and some important properties about 2-normed spaces were examined. In the fourth
chapter, the concepts, definitions and theorems related to n-normed spaces were given
and some important properties about n-normed spaces were investigated. In the five
chapter, introducing the concept of statistical convergent in n-normed spaces, some
properties, theorems with proofs and some examples of this concept were given. Also,
the concept of Cauchy sequence in n-normed spaces was defined and relationships be-
tween this concept and statistical convergent was examined. In the six chapter, the
concepts of A-statistical convergent, (C,1)-summability and (V, A)-summability were

given and relationships between them were investigated.

2016, v+47 pages

Key Words : 2-normed spaces, n-normed spaces, statistical convergence, statistical
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SIMGELER DiZINI

Simgeler

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi
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Il -l 2-norm fonksiyonu
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i¢ carpim uzayi
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Reel say1 dizisi
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1 GIRIS

Reel sayilarda metrik uzaylarda ve topolojik uzaylarda limit, yakinsaklik ve siireklilik
gibi kavramlar Analiz ve Fonksiyonel Analiz alaninin temelini olugturan en 6nemli
kavramlardir. Yakinsaklik kavraminin bir genellegtirmesi olan ve temeli pozitif tam-
sayilarin dogal yogunlugu kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik kavrami ise Top-
lanabilme Teorisinde ve Fonksiyonel Analiz’ de biiyiik 6neme sahiptir. 1951’ de Fast’in
istatistiksel yakinsak kavramini tanimlanmasindan bu yana istatistiksel yakinsaklik ve
istatistiksel Cauchy kavramlari ile ilgili galigmalar Connor (1989), Schoenberg (1959),
Maddox (1970), Salat (1980), Fridy (1985, 1993), Fridy ve Orhan (1997), Nuray
ve Ruckle (2000), Rath ve Tripathy (1994) ve daha bir¢ok aragtirmaci tarafindan

yapilmigtir.

2-metrik uzay ve 2-normlu uzay kavramlari ilk énce Géhler (1963, 1965) tarafindan
tamitildi. Daha sonra bu kavramlar Agikgoz (2007), Gunawan ve Mashadi (2001),
Giirdal ve Pehlivan (2004, 2009), Giirdal ve Agik (2008), Giirdal (2006), Lewandowska
(2001, 2003), Rezapour (2005), Mursaleen ve Alotaibi (2011), Sarabadan ve Talebi
(2011), Sahiner vd. (2007), Tripathy vd. (2012), White (1969) ve bir¢ok aragtirmaci

tarafindan caligilmigtir.

Gunawan ve Mashadi (2001) sonlu boyutlu 2-normlu uzaylar1 gahgtilar ve 2-normdan
turetilen belli bir normu kullanarak 2-normlu uzaylarin topolojilerinin tam olarak
tanimlanabilecegini gosterdiler. 2-Banach uzayimin da Banach uzay1 oldugunu goster-
diler ve bu gercegi kullanarak Sabit Nokta Teoremi’ ni ispatladilar. Dahasi, elde ettik-
leri sonuclarin bazi sonsuz boyutlu 2-normlu uzaylara genisletilebilecegini gosterdiler.
Acikgoz (2007), 2-normlu uzaylar teorisini ve onlarin yapilarin inceleyip, bu yapilarin
normlu uzaylar ile farkim agikladi. Ayrica, genellestirilmis 2-normlu uzaylar olarak

adlandirilan yeni bir yap1 tanimladi.

Giirdal ve Pehlivan (2009), 2-normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik galigtilar. Reel
say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakliginin bazi 6zelliklerinin 2-normlu uzaylardaki dizi-
ler icin de elde edilebilecegini gosterdiler. Ayrica, 2-normlu uzaylarda istatistiksel
Cauchy dizisini tanmimlayip, 2-normlu uzaylarda ki bir dizi icin istatistiksel Cauchy dizisi

olma kriterini elde ettiler. Bunun yaninda, 2-normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik
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ile istatistiksel Cauchy dizisi arasindaki iligkiyi incelediler. Giirdal ve Pehlivan (2004),
2-Banach uzaylarda istatistiksel yakinsaklik caligtilar. Ayrica, 2-Banach uzaylarda
istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel Cauchy dizisinin ¢akigtigini elde ettiler.

Sahiner vd. (2007) 2-normlu uzaylarda Z-yakinsaklik ve Z-Cauchy dizisini tammlayip
bazi ozelliklerini aragtirdilar. Ayrica, 2-normu kullanarak bazi yeni dizi uzaylarim
incelediler. Ayrica, Giirdal ve Agik (2008) ve yine Giirdal (2006) 2-normlu uzaylarda

Z-yakinsaklik kavramini incelediler.

Bu tez caligmasimin ikinci boliimiinde, matematik alaninda onemli ve bu caligma icin
gerekli olan bazi temel kavramlara, teoremlere ve bunlarla ilgili bazi ozellikler ile

orneklere yer verilmigtir.

Uciincii boliimiinde, Gunawan ve Mashadi (2001) tarafindan yapilan ¢alismadaki 2-

normlu uzaylarda temel tanim, teorem, ozellikler ve 6rnekler verilmigtir.

Doérdiincti boliimde, Gunawan ve Mashadi (2001) tarafindan yapilan galismadaki n-
normlu uzaylarda temel tanim, teorem, ozellikler ve 6rnekler detayli bir bigimde ince-

lenmig ve not edilmistir.

Beginci boliimde, Reddy (2010) tarafindan yapilan makaledeki n-normlu uzaylarda
istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy dizisi ile ilgili tanim, teorem ve 6zellik-

ler detayli bir gekilde ele alinarak not edilmistir.

Altincar boliimde, Hazarika ve Savag (2013) tarafindan yapilan galismadaki n-normlu
uzaylarda M-istatistiksel yakinsaklik tanimi ve bu yakinsakligin ozelliklerini veren teo-
remler ile (C, 1)-toplanabilme ve kuvvetli (V, A)-toplanabilme kavramlar: incelenmis ve

not edilmistir.

Son olarak, tez i¢cin temel kaynak olarak kullandigimiz kitap, makale ve tezler kaynaklar

kisminda verilmigtir.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, sonraki boltimlere temel tegkil edecek bazi temel bilgiler verilmistir.

Vektor uzayi, topolojik uzay ve alt uzay gibi bazi kavramlarin bilindigi kabul edilmigtir.

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 (Metrik ve Metrik Uzay). X bostan farkl bir ciimle ved : X x X — R
bir fonksiyon olsun. Her z,y, z € X i¢in

M1. d(z,z) =0,

M2. d(z,y) = d(y, z),

M3. d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)
sartlar saglaniyorsa, d fonksiyonuna X tizerinde yari metrik fonksiyonu ve (X, d) ikil-
isine de yart metrik uzay denir.

M1. d(z,x) = 0 sart1 yerine (M1)" d(x,y) = 0 < = = y sartin alirsak d fonksiy-
onuna metrik fonksiyonu ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir.

Bir lineer (X, d) metrik uzayidaki her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayna tam

metrik uzay veya Fréchet uzay denir (Maddox 1970).

Bu calisgmamizda, R reel uzay iizerinde

d(x,y) = |z —y|

seklinde tamimlanan aligilmig mutlak deger metrigini goz oniine alacagiz. Burada R

yerine C kompleks sayilarin cismi de alinabilir.

Tanim 2.1.2 (Dizi Uzay1). Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin w uzaymin

bos olmayan her alt vektor uzayma dizi uzay: denir.

ls, C, Co, U1 dizi uzaylan sirasiyla simirh, yakinsak, sifira yakinsak ve mutlak

yakinsak seri olugturan dizilerin uzayidir (Choudhary and Nanda 1989).

Tamim 2.1.3 (Yar1 Norm ve Norm). X bir lineer uzay ve || - || : X — R bir
fonksiyon olsun. Her z,y € X ve her a € C igin

N1 faf| > 0,

N2. 6] =0,



N3. Jaz|| = |afljz,

N4z +yl| < [zl + [lyll
sartlar: saglaniyor ise, || - || fonksiyonuna X tizerinde bir yar: norm ve (X, || -||) ikilisine
bir yar: normlu uzay denir.

Burada (N2) sart1 yerine
(N2) |lz]|=0<z=10

sart1 saglanirsa, || - || yart normuna bir norm ve (X, | - ||) ikilisine de bir normlu uzay
denir.
Bir (X, || - ||) normlu uzaymndaki her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayma tam

normlu uzay veya Banach uzayr denir (Maddox 1970).

Tanim 2.1.4 (z,), (X, |.]]) normlu uzaymmda bir dizi olsun.

1) Her n igin ||z,|| < K olacak sekilde bir K > 0 sayis1 varsa, (z,,) dizisine sinirl
dizi denir.

2) n — oo i¢in ||z, — z|| = 0 olacak sekilde bir z vektorii varsa (yani, her £ > 0
i¢in n > ng oldugunda ||z, — z|| < e olacak sekilde bir ny sayisi varsa) (x,,) dizisi = e
yakinsaktir, denir. Bu z vektorii (x,,) dizisi tarafindan bir tek olarak belirtilir.

3) m,n — oo iken ||z, — x,|| — 0 ise (yani, verilen her € > 0 igin m,n > nyg
oldugunda ||z, — || < € olacak sekilde bir ny sayis1 varsa) (z,,) dizisine Cauchy dizisi

denir (Bayraktar 2006).

Tamim 2.1.5 (Normlu Cebir, Banach Cebiri). C bir cebir ve C' iizerinde bir ||. |

normu tanimlanmig olsun. Bu norm, her x,y € C' i¢in
lzyll < /Iyl
sartini sagliyorsa ve C' nin birim elemani olmasi halinde de
lefl =1

ise C' ye normlu cebir denir. (C,||.||) normlu cebiri, normlu lineer uzay olarak tam ise

bu normlu cebire Banach cebiri denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.1.6 (Acik ve Kapali Yuvar). (X, d) metrik uzaymda, z, noktasi ve pozitif

bir r sayisi igin;
B.(xg) ={zr € X : d(x,x0) <1},
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B,(z0) = {r € X : d(x,20) <1},

kiimelerine sirasiyla, xo merkezli r yarigapl a¢ik yuvar ve kapali yuvar denir (Musayev

ve Alp 2000).

Tanim 2.1.7 (Kompakt Uzay, Dizisel Kompaktlik). Bir topolojik uzaym her
acik ortiisii bir sonlu alt ortiiye sahip ise bu uzaya kompakt uzay denir.
Bir metrik uzayindaki her dizinin yakinsak bir alt dizisi mevcut ise bu metrik

uzaya dizisel kompakttyr, denir (Maddox 1970).

Tanim 2.1.8 (Lineer Bagimsizlik, Lineer Bagimlilhik). L, F cismi iizerinde bir
vektor uzayi ve S = {1, 29, ..., 2, } de L nin sonlu bir alt kiimesi olsun. a; € F olmak

uzere,
n
E a;r; = 0
i=1

olmast her 7 i¢in a; = 0 olmasini gerektiriyorsa S climlesine veya x1, xs, ..., z,, vektorlerine
(F tizerinde) lineer bagimsizdir, denir.

Lineer bagimsiz olmayan kiimeye lineer bagiml kiime denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.1.9 (Baz (Taban)). L, F cismi tizerinde bir vektor uzayi ve B, L kiimesinin
bir alt kiimesi olsun. B lineer bagimsiz ve B, L yi geriyorsa, yani < B >= L ise B

ye (F' tizerinde) L nin bir baz: (tabani) denir (Bayraktar 2006).

2.2 Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda, tek dizilerde yogunluk kavramini, istatistiksel yakinsaklik tanimlarini

verecegiz.

Tanmim 2.2.1 (Dogal Yogunluk) K C Nve K,, = {k < n : k € K} kiimelerini

alalm. |K| = card K (K kiimesinin kardinalitesi) olmak tizere,

0(K) = liminf |

n—oo n

ve




limitlerine, sirasiyla, K kiimesinin alt ve 1ist yogunlugu denir. §(K) = 6(K) ise (M)

n

dizisinin limiti mevcuttur denir. Bu limit §(K) ile gosterilir ve K kiimesinin dogal

yogunlugu denir. K C N kiimesinin dogal yogunlugu,

K 1
d(K) = lim | n|:lim —{k<n:ke K}
n

n—oo M n—oo

ile gosterilir (Niven et al. 1991).

Simdi dogal yogunluk ile ilgili baz1 6zellik ve érnekler verelim:
1) K C N sonlu ise §(K) =0 dur.

2) K =Nise §(K) =" =1 dir.

(1) ve (2) den bir K C Nigin 0 < §(K) < 1 dir.

3) K={2n+1:ne N} =T ise

1
5(T) = lim — = =
n—oo 21 + 1 2
olur.
4) K={2n:neN}=Cise
n 1
) = lim — = -
olur.
5) K = {n%:n € N} ise
o) = e =0
olur.
6) Klﬁng@iSG
(K1 UKy) — (KN Ky) =0(K7) + 0(K3)
olur.

7) Ky C Ky ise 0(K;) < 0(K3) olur.
8) §(K)=1—-0(N\ K) dir.

Tanim 2.2.2 (Istatistiksel Yakimsaklik) Reel sayilarin bir = = (2, )ney dizisi igin
e > 0 olmak fizere,

d{neN:|z,—L| >¢})=0
ise, x = (z,,) dizisi L € R sayisina istatistiksel yakinsaktir, denir (Fast 1951).

6



Simdi istatistiksel yakinsaklik ile ilgili ve literatiirde mevcut bulunan bir kag or-
nek verelim:
Ornek 2.2.3

1, k=n?
T =
0 , diger durumlarda

dizisini goz oniine alahm. Bu durumda,
z, ={1,0,0,1,0,0,0,0,1,...}
olup,
K.o={k:|a,—1l|>c}={k:|ar — 0] > e} ={k: k=n?}
3k = Jim 5 =0

oldugundan, st — limx = 0 elde edilir.

Ornek 2.2.4

k', k=n*n=1,2,3---
T =
1 , diger durumlarda

dizisini goz oniine alahm. Bu durumda,
r,=4{1,1,1,1,1,1,1,8,...}
olup,
K.={k:|oy—1|>e}={k:k=n%}
3K = Jim 75 =0

oldugundan, st — limz = 1 elde edilir.

Ornek 2.2.5

—1 , k tek ise
1

T =
, k cift ise

dizisinin yogunlugu 0 olmadigindan istatistiksel yakinsak degildir.

Onerme 2.2.6 Yakimnsak her dizi istatistiksel yakinsakir.

7



Bu onermenin kargiti her zaman dogru degildir. Yani, istatistiksel yakinsak bir

dizi yakinsak olmak zorunda degildir.
Tamim 2.2.7 Bir z = (z;) dizisini ele alahm. Her € > 0 i¢in
O{k |z —an| >€})=0

olacak sekilde bir N = N(¢e) varsa = () dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir

(Fridy 1985).

Teorem 2.2.8 Bir x = (z}) dizisi igin agagidaki énermeler denktir:

i. x dizisi istatistiksel yakinsaktir.

ii. x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii. h.h.k igin xp = y, olacak sekilde yakinsak bir y = (y;) dizisi vardir (Fridy
1985).



3 2-NORMLU UZAYLAR

3.1 Sonlu Boyutlu 2-Normlu Uzaylar ve Bazi Ozellikleri

Bu kisimda, 6ncelikle Gunawan ve Mashadi (2001) tarafindan incelenen 2-normlu uza-

ylar ile ilgili temel tanim, lemma ve teoremleri verecegiz.

Tanim 3.1.1 2 < d < oo olmak tizere X, d boyutlu bir reel vektor uzayi olsun. X

uzerinde

.. : X xX >R

fonksiyonu agagidaki doért kogulu sagliyorsa ||., .|| fonksiyonuna bir 2-norm denir.

(i) ||z, y|]| = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul = ve y nin lineer bagimli olmasidir,

(D) [lz, yll = lly, =],
(iii) flaz, y[| = |a[lz, yl, (o € R),
() flz,y + 2l < llz, yll + [l =],

(X, |-, -|l) ciftine ise 2-normlu uzay denir.

2-normlu uzaym standart bir érnegi asagidaki 2-normla donatilmig R? dir:
|z, y|| := koseleri § = (0,0), x ve y vektorleri olan iiggensel bolge.

Herhangi bir (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymda her xz,y € X ve a € R igin
lz,yll = 0 ve [lz,y + az| = [z, y]|

ozelliklerinin saglandigi agiktir. Ayni zamanda, , y ve z lineer bagiml ise (bu, 6rnegin

d = 2 oldugunda olur) o zaman,
lz,y + 2] = Iz, yll + ||z, 2| veya [lz,y — z[| = [z, yl| + ||z, z]|

dir.
(X, |-, .]|) 2-normlu uzay1 verilsin. Asagida tanimlanan bir dizinin limit kavramin-
dan faydalanilarak bir topoloji elde edilebilir.
Her y € X i¢in
Tim |z, — 2,9/ =0

ise X deki bir (z,,) dizisine = degerine yakinsaktir, denir. Bu durum

lim z, =z
n—o0



ile gosterilir ve 2’ e (z,) dizisinin limitidir, denir.
2-normlu uzaylarda yakinsak bir dizinin limitinin tek oldugunu gésterelim. (z,,)
dizisi X deki iki farkh = ve y limitlerine yakmsiyor olsun. ||z —y, z|| # 0 olacak gekilde

z € X secelim ve ayn1 anda
1 1
”‘TN - vaH < 5”56 - yvzH ve ||:L‘N - y;ZH < §||‘T - y,ZH
olacak sekilde yeterince biiyitk N = N (e, z) € X alalim. O zaman ti¢gen esitsizliginden,

o=,z < llo = o, 2l + lox — v,
< Sle=gll+ glle = y.2]
5 Y, 9 r—Yy,=

e |

olur ki bu bir ¢eligkidir. Boylece, eger

lim z,
n—oo
limiti varsa tek olmalidir.
Bundan sonra (X, ||., .||) ikilisini 2-normlu uzay olarak alacagiz. Aksi belirtilmedik-

¢e X in d boyutunun 2 < d < oo oldugunu kabul edecegiz.

Sabit {uy,...,uq}, X i¢in bir baz olsun. O zaman agagidakileri yazabiliriz:

Lemma 3.1.2 X {izerinde bir (z,) dizisi X de bir = elemamna yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter sart her 1 = 1, ..., d igin

lim ||z, — z,u]| =0
n—oo

dar.

Lemma 3.1.3 X {izerinde bir (z,) dizisi X de bir z elemanmmna yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter sart

lim max{||z, —z,u :i=1,..,d} =0

n—oo
dir.
Bu basit gergek bizi X tizerindeki bir normun tanimina gotiurir. X tzerinde
{uq, ..., ug} baziyla bir norm tamimlayabiliriz. |.||s normunu

2]l oo = max{[|z, wl| : i = 1, ..., d}
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seklinde tanimlayabiliriz. Gergekten de;

(i) |||l = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart x = 0 olmasidir.
(i) llalloo = Jal 2] di.

(iii) Her z,y € X ve a € R igin |2 4+ Yl|oo < [|7]]0o + ||Yl|oo dir.

Genel olarak 1 < p < oo i¢in X iizerinde ||.||, fonksiyonunu

a v
lllp = {Z IIx,uillp}
i=1

seklinde tamimlayabiliriz. Fakat X sonlu boyutlu oldugundan tiim bu normlar denktir.
Bu nedenle aksi belirtilmedikge bu boliim boyunca sadece ||| ile ¢calisacagiz.

Burada bazin se¢imi 6énemli degildir. Eger X i¢in {vy,...,v4} seklinde bagka bir
baz seger ve ||.||c normunu bu baza bagh olarak tanimlarsak sonugta elde edilen norm,
{uy, ...,uq} bazina gore tammlanan norma denk olacaktur.

Tiiretilmis ||.||oo normunu kullanarak asagidaki lemmay1 verebiliriz:

Lemma 3.1.4 X iizerindede bir (z,,) dizisinin x € X e yakinsak olmasi i¢in gerek ve
yeter sart

lim ||z, — z||oc =0
n—oo

olmasidir.

Tiiretilmis ||.||oc normu yardimiyla, x noktasinda r yaricaph ve (z,r) merkezli

Biu,....uyy acik yuvarlar

By, gy (@r) ={y : lz —ylloo <71}
seklinde tanimlanir. Bu yuvarlar kullanilarak Lemma 3.1.4 agsagidaki gibi verilebilir:

Lemma 3.1.5 X iizerinde bir (z,,) dizisinin x € X e yakinsak olmasi i¢in gerek ve

yeter sart Ve > 03N € N vardir 6yle ki n > N = x, € Byy,,..u,) (2, €) olmasidir.
Tim sonuclar ozetleyerek asagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem 3.1.6 Herhangi bir sonlu boyutlu 2-normlu uzay normlu bir uzaydir ve onun

topolojisi, tiiretilmis ||.||ooc normu tarafindan iiretilen topoloji ile bagdasgir (uyusur).
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Asagida gosterecegimiz gibi,normlu bir uzaydaki bir ¢ok sonug, tiiretilmis |||/, normu
veya onun birlesmis yuvarlar: kullanilarak 2-normlu uzaylarda dogrulanabilir. Once

bazi ornekleri inceleyelim:

Ornek 3.1.7 X = R?, ||z, y|| := 2 ve y vektorlerinin olugturdugu paralelkenarsal bolge
(Aynmi zamanda 6 = (0,0), = ve y vektorlerinin olugturdugu tiggensel bdlge) 2-normu

ile donatilmig olsun. Bu acikca
2, yll = ez — 22|, @ = (21, 22),y = (y1,2)
formiilii ile verilebilir. R? icin {7, j} standart bazini alahm. Bu durumda

il = faa] ve [z, jl| = |21

ve boylece {i, j} baz ile tiiretilmis ||.||s normu

[2]loo = max{|az1], [x2]}, # = (21, 22)

seklinde tammlanir. Boylece, burada tamimlanan ||.||« normu R? tizerindeki diizgiin
norm ile tamamen aymdir. Bundan dolay1 By; j;(z,r) yuvar1 x merkezli r yaricaph bir
karedir. Tiiretilen norm, R? {izerindeki Oklid normuna denk oldugundan yukaridaki

2-norm ile donatilan R? diizlemi Oklid diizleminden basgka birsey degildir.

Daha genel olarak;

Uyar1 3.1.8 ||z,y|| := = ve y vektorlerinin olugturdugu paralelkenarsal bolge olmak
iizere, (R%,]|.,.||) 2-normlu uzay1, normu Oklid normuna denk olan bir normlu uzaydr.
Uyar1 3.1.9
Yukaridaki (R4, ||.,.||) 2-normlu uzay icin,
d d
Izl = llz, el = (d—1) ) a7

j=1 i=1

oldugu gozlemlenir yani, ||.]|; normu Oklid normunun bir katidir.

Hatirlayalim ki, eger X uzayinda her Cauchy dizisi herhangi bir z € X e yakinsak-
sa, yani her y € X igin

lim ||z, — zn,y|| =0

m,n—00

olacak sekilde bir (x,,) € X varsa, (X, ||.||) 2-Banach uzayidir.

Fakat oncelikle agagidaki lemmaya ihtiyacimiz var :

12



Lemma 3.1.10 (X, ||.,.]|) 2-normlu uzaymnn bir 2-Banach uzay1 olmasi i¢in gerek ve

yeter sart (X, |.||s) un bir Banach uzay1 olmasidir.

Sonuc 3.1.11 (Sabit Nokta Teoremi). (X, |.,.||) bir 2-Banach uzay1 olsun. k, (0,1)

araliginda bir sabit olmak tizere; her z,y, 2z € X icin
ITe =Ty, 2| < kllz —y, 2]

olacak gekilde T, X in kendi kendine eglemesi olsun. Bu durumda 7', X de tek bir sabit

noktaya sahiptir.
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4 n-NORMLU UZAYLAR

Bu kisimda, Gunawan ve Mashadi (2001) tarafindan ¢ahgilan n-normlu uzaylarda

tanim, teorem ve ozellikleri inceleyecegiz.

Tanim 4.0.1 n € N ve X, d > n boyutlu bir reel vektor uzay: olsun. (Burada, d’ yi
sonsuz alabiliriz). X™ iizerinde reel degerli bir ||-, - - - , -|| fonksiyonu agagidaki dort sart
saglarsa, X tizerinde n-norm olarak adlandirilir ve (X, |[|-,--- ,-||) ¢iftine bir n-normlu
uzay denir:

(1) ||z1,- -+ ,x,]| = 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul zy,--- ,z, vektorlerinin

lineer bagiml olmasidir,

(2) ||z1, -+ ,x,| permiitasyon altinda degismezdir,
(3) [|z1, -+ s xn_1, axy|| = |al|z1, -+ o1, 20|, (keyfi a € R igin),
(4) ||$1, L Tn-1,Y ZH < ”xla oy Tn—1, y” + ||5L'17 T In—1, ZH

n-normlu uzayin asgikar bir ornegi, her bir ¢ = 1,2, ..., n icin
n
;i = (i1, oy i) €ER

olmak tizere agagidaki n-norm ile donatilmig X = R" dir:

i1 0 Tin
||ZE17"' 7xn||E = abs . (41)

Tn1 " Tpn

(Burada E alt indis Oklid icin kullanilmigtir.) Ornegin, n normlu (X, [|-,---,||)

uzayinda, tim z,--- ,z, € X ve aq, -+ ,a,—1 € Ricin

21, 2l >0
ve
|21, Tty |l = (21, 1, T+ 1@+ Q1T |

oldugunu soyleriz.

Bu gahismada, n > 2 olmak {izere her n-normlu uzaym bir (n — 1)-normlu
uzay oldugunu gosterecegiz ve boylece tiimevarimla her » = 1,--- ,n — 1 i¢in bir
(n — 1) normlu uzay oldugunu gosterecegiz. Ozellikle verilen bir n-normlu uzay icin,

n-normdan (n — 1)-norm olugturmak i¢in basit bir yol sunacagz.
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Ayrica, sonuclarimizi daha sonra tanimlanacak olan n-normlu uzaylarda tamlik
ve yakinsaklik ¢aligsmalarina uygulayacagiz. Bu n-normlu uzaylar i¢in bir Sabit Nokta

Teoremi ispatlamamizi saglar.

4.1 Tk Sonuclar

Bundan sonra n > 2 ve d > n olmak tizere (X,|-,---,+||) nin n-normlu bir uzay
oldugunu kabul edecegiz. X’ de lineer bagimsiz bir {ay,--- ,a,} kiime alalim.
{ay, -+ ,a,} e gore X" ! {izerinde ||-,-- - ,+||s fonksiyonunu

|zt Tntlloo := max{||z1, -+ ,xp_1,q]| ;i =1,--+ ,n} (4.2)

ile tanimlayalim. O halde su sonuca ulasiriz.

Teorem 4.1.1 ||, ,+||o fonksiyonu X iizerinde bir (n — 1)-normu tanimlar.
Ispat 4.1.2 ||-,--- || fonksiyonunun bir (n—1)-normunun dort 6zelligini sagladigim
gosterecegiz.
(1) Eger xy,- - , 2,1 lineer bagimhysa, o zaman her ¢ = 1,---  n i¢in
||I‘17 T 7'rn—1” =0
ve boylece
||Zl§'1, e axn—1||oo =0
dir. Tersine, eger [|z1, -+ ,Zn-1]lc = 0 ise, 0 zaman |xy,- - ,2,-1,0;]] = 0 ve her
1=1,--- ,nic¢in xy,--- ,T,_1,a; lineer bagimhdir. Fakat, bu sadece x1,--- ,z,_1 lineer

bagimli oldugu zaman miimkiin olabilir.
(2) {x1,- -+, xn—1} herhangi bir permiitasyon altinda ||z, -, z,_1, a;|| invaryant
(degismez) oldugundan, ||z1,- -, 2,1l fonksiyonununda herhangi bir permiitasyon

altinda invaryant (degismez) oldugunu buluruz.

(3)

T1,° 3 Tp—2,0Tp_1|lcc = MaXy||T1, " ,Tp—2, ¥Tp_1, ; c g = AR )

| | {I | im1,en)
= |ojmax{||xy, -, Tno, Tp1, il ;i =1,--+ ,n}
= |Oé|||ZE1,~'- 7$n—27xn—1||oo-

15



elde edilir.
(4)

21, @,y + 2o = max{|[z, @0,y + 2z, ail| i =1, ,n}
< max{||zy, -, Tp_2,y, | i =1,--- ,n}
+ max{||z1, -, Tp_2, 2,04 i =1,-- n}
= ||z, s Tn2,Ylloo + |71, Tn2, 2|00

elde edilir.

Boylece ||-, -+, |loo, X tizerinde bir (n — 1)-norm tammlar.

Sonuc 4.1.3 Tim r = 1,--+ ,n—1 i¢gin, her n-normlu uzay bir (n —r)-normlu uzaydir.

Ozellikle, her n-normlu uzay bir normlu uzaydir.

Uyar:1 4.1.4 1 < p < oo olmak tizere genellikle

n 1/])
be"’ 7xn—1Hp = {Z”mlv wxnlaail‘p}
=1

fonksiyonu ayrica, X iizerinde bir (n — 1) norm tammlar. Fakat, bu (n — 1)-normlari,
ai,--- ,a, n vektorlerin kiimesini aym kullandigimiz siirece ||-,--- , || fonksiyonuna
esittirler. Baz belli durumlarda, n vektorlerin farkh kiimelerini kullansak bile, (n — 1)-

normlarina egit olmasi miimkiin olabilir.

Aligsilmig Durum: Aligilmig bir 6rnege goz atahm. X, d > n boyutlu reel bir ig

carpim uzayi olsun. < .,. >, X flzerinde i¢ carpimi olmak iizere, X standart n-norm

1/2
<T1, 1> - <T1,Typ >

|21, anlls == : : : (4.3)
< Tp, 1> 0 < Tp,Tp >

ile birlikte donatilsin. (Eger X = R" ise, o zaman bu n norm daha 6ncede belirtildgi
gibi Oklid n norm ||-,- - -, -|| g ile tam olarak aymidr.)

Farkina varmaliy1z ki, n = 1 i¢in yukaridaki n norm, z; in uzunlugu olan
||$1||s =< 1,2 >1/2
alisilmig normdur, n = 2 iken de z; ve z, tarafindan paralelkenarin alanim temsil eden
|21, za|ls = {|z1)|% |22 )2~ < 21, 20 >2}/2
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ile standart 2-normu tamimlar. Dahasi, eger X = R? ise, o zaman
|21, 22, 735 = |21, 72, 23|

esitligi, x1,z9 and x3 tarafindan belirlenen paralelkenarin hacminden basgka birsey
degildir. Genel olarak ||z, -+, x|, X’ de x1,- -+, x, tarafindan belirlenen n-boyutlu
paralellenarin hacmine karsilik gelir.

Simdi, {ey,---,e,} X’ de bir ortonormal kiime olsun. O zaman, Teorem 4.1.1

geregince, agagidaki
Hxla T 7$n71Hoo = HlaX{HiUl, to 7xn717€iHS S 17 to 7”}

fonksiyonu X iizerinde bir (n — 1)-normu tanmmmlar. Dahasi, agagidaki gergege sahip

oluruz:

Teorem 4.1.5 Standart bir X n-normlu uzay tizerinde, {ey, - - ,e,} e gore tanimlanan,
ttretilmis (n — 1)-norm |-, - - ,||oo, standart (n — 1)-norm ||-,--- ,-||s ye esittir. Acgik
olarak, tim xy,--- ,z,_1 € X igin

21, Zpolleo < 1, s 2nalls < Vallzr, - 2ol
esitsizligine sahip oluruz.
ispat. Kabul edelim ki x1,--- ,x,_; lineer bagimsiz olsun. Her ¢ = 1,--- ,n i¢in
e € span{wy, -+ ,w,_1} ve e L span{xy, -,z 1}

olmak tlizere

e = el +e;

yazalim. Bu durumda,
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||$17"' 7In—176i”s - ||I’1,"' 71’“_1’6?”5

1/2
<T1,x1> o < T, Tpo1 > 0
< Tp-1,T1 > - < Tp-1,Tp—1 > 0
0 e 0 <el et >
1/2
< T1,T1 > < X1, Tp—1 >
<
< Tp-1,T1 > - < Tp-1,Tp-1 >
= ||l’1,“' 7'1:71—1”5
elde ederiz. Boylece,
||.flf1, e axn—1||oo S ||x17 e 7$n—1||S
sonucuna ulagiriz. Sonra, bir
e=aoe1 + -+ aye,
birim vektor alalim 6yle ki
eJ_Span{xl, T 7$n—l}
olsun. (Burada biz hala 1, - , x,_; lineer bagimsiz oldugunu varsayiyoruz.) O halde,
ozellikle n-normun (3) ve (4) 6zelliginden
Hxla"' 7xn71HS = lea"' 7$n7176”5
< Jalllzy, -z, ells + o+ el |z, o, enlls
S (|O./1|++|Oén|>||$17 azn—1||oo~
elde edilir. Fakat Cauchy-Schwarz esitsizliginden
n n /2 ¢, 1/2
Sli{s e} {Snel -
i=1 i=1 i=1
yazabiliriz. Boylece
||$1, e 7xn—1||5 S \/ﬁ”ﬂfl, e axn—1||oo
elde ederiz ki bu da ispati tamamlar. Il
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Sonlu Boyutlu Durum. Sonlu boyutlu n-normlu (X, ||-,--- ,||) uzay igin asagidaki
yontemden n-normdan genel olarak (n — 1)-norm tiiretiriz. X’de n < m < d ile
bir lineer bagimsiz {ay,- - ,a,} kiimesini alahm. {ay, - ,a,,}’e gore, X"~ ! iizerinde

I, |loo fonksiyonunu
H:El," ! 71‘7171“00 = Hl&X{HJJl,- .. 7,%”71’051-” ’L: 1’ o ,m}

seklinde tanimlayalim. O halde, Teorem 4.1.1 deki gibi, ||, -+ ,+||oc fonksiyonu X
tizerinde bir (n — 1) norm tammlar.
Daha sonra gorecegimiz gibi, n” den ziyade X’ de lineer bagimsiz bir vektor olan

d’ nin bir kiimesi ile (n — 1)-normu elde edebiliriz (yani, X i¢in bir baz kullanarak).

4.2 Uygulamalar ve Ek Sonuclar

Bir n-normlu (X, ||-,--- ,-||) uzayinda bir (k) dizisinin, her xy,--- , 2,1 € X i¢in
lim ||zy, -, zp_1,2(k) — 2| =0
k—o0

oldugunda x € X’ e yakinsadigin1 hatirlayalim.
Agagidaki 6nerme n-normda yakinsakligim X de herhangi bir {a,--- ,a,} li-
neer bagimsiz kiimeye gore tanimh tiiretilmis (n — 1)-norm ||.,- - ,.||o da yakinsakligi

sagladigini ifade eder.

Onerme 4.2.1 Eger z(k), n-normda © € X e yakinsarsa, bu durumda z(k) ayrica

tiretilmis (n — 1)-norm |-, -+ , || da @’ e yakimsar, yani her z;,--- ,z,_2 € X i¢in,
lim [|z1, ,2p_2,2(k) — 2||ec =0
k—o0

olur.

ispat 4.2.2 Eger z(k), n-normda herhangi bir z € X e yakinsarsa, o zaman her

L1y 3 Tp—2 erei:]‘?”. 7nigin’
lm ||z1,--,zp_2,2(k) —2z,a;]| =0
k—o0
ve boylece her xq,--- ,x,_5 € X icin,
lim H.Tl, te 7$n—27$(k) - xHOO =0
k—o00
yani, z(k) tiiretilmis (n — 1)-normlu |-, ,||oc uzayda z’ e yakisaktir.
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Standart Durum. Standart bir n-normlu (X, |-, --- ,-||s) uzayda, ozellikle tiiretilmis
(n—1)-normlu |-, - - , || uzay1 boliim 4.1’ deki gibi X’ de bir ortonormal {ey,--- ,e,}

kiimeye gore tanimh oldugunda, onerme 4.2.1 in tersi ayrica dogru olsun.

Teorem 4.2.3 Bir standart n-normlu X uzayda bir dizinin yakinsak olmasi i¢in gerek

ve yeter sart tiiretilmis (n — 1)-normlu ||-,- -+ , || uzayda yakimsak olmasidur.

Ispat 4.2.4 Kabul edelim ki z(k) tiiretilmis (n — 1)-normlu |-, , -||s uzayda bir
x € X’ e yakinsak olsun. z(k) dizisinin ayrica n-normlu uzayda da z’ e yakinsadigim
gostermek istiyoruz. 1, -+ ,x,_1 € X alahm. O zaman, [|-,--- ,-||s ve ||.||s X tizerinde

sirasiyla, standart (n — 1)-norm ve aligilmig norm olmak iizere,
21, gy Ty, (k) — 2l < g, - g, 2(B) — 2lsllzn-alls
dir. Gergek 4.1.5 ile
21, Tpgy @1, (k) — 2lls < Vnllvr, o zpmg, 2(k) = 2llcollraills

elde edilir. Fakat

im [z, 2n2, (k) — 2[[ee = 0
k—o00

ve boylece
llm ||l’1, tet 7,£Un_17l'(k) - :L‘||S = O
k—o0

sonucuna ulagiriz yani, z(k) n-normlu uzayda x’ e yakisaktir.

Sonuc 4.2.5 Bir standart n-normlu uzayda bir dizinin n-normda yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter sart standart (n—1)-normda ve indiiksiyon ile tim r = 1,--- | (n—1) i¢in
(n —r)-normda yakimsak olmasidir. Ozellikle, standart bir n-normlu uzayda bir dizinin
n-normda yakinsamasi icin gerek ve yeter sart alsimis [|.|||s =< .,. >?-normda

yakinsamasidir.

Sonlu Boyutlu Durum. Sonlu boyutlu n-normlu (X, |-, - ,-||) uzay i¢inde
benzer sonuglara sahip oluruz. Kabul edelim ki {by,---,b4},X icin bir baz olsun.

{by, -+ ,bg} bazina gore, X" ! lizerinde agagidaki ||-, - - - , -||sq fonksiyonunu tanimlayalim:
Hxla U 7x'n,—1||l>4 = mam{”xl, sy T, bz” S 17 e 7d}

O halde, daha 6nce belirtildigi gibi ||+, -+ ,+||w fonksiyonu X {iizerinde (n — 1)-normu

tanimlar. Tiretilmig (n — 1)-norm ile agagidaki sonucu elde ederiz.
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Onerme 4.2.6 Sonlu boyutlu n-normlu X uzayinda bir dizinin n-normda yakinsak

olmast igin gerek ve yeter sart tiiretilmig (n—1)-norm ||-, - - - , || da yakinsak olmasidir.

Ispat 4.2.7 Eger X iizerindeki bir dizi n-normda yakinsak ise, o zaman (n — 1)-norm
I, -+, || da kesinlikle yakinsak olacaktir. Tersine ||-, - || da z(k)’ nin z € X e

yakinsak oldugunu varsayalim. z1,--- ,x,_1 € X olsun.

Tp—1 = a161 + -+ Oédbd

yazarak
Hmla"' 7$n727xn717$(k)_];’| S ’alwxla"' 7xn727$(k)_$7b1H
+ ot agll|an, e T, 2(k) — byl
S (|Oél|++|ad’)||x17 7xn—27x(k)_x||b<l'
elde ederiz. Fakat
lim |1, -, xp_2,2(k) — || =0
k—o0
ve boylece
lim ||zg, -, zp_1,2(k) — 2| =0

k—o0

elde ederiz yani, z(k) n-normda x’ e yakinsar.

Standart, Ayrilabilir Durum.
X boliim 4.1 deki gibi standart n-norm ||-,--- ,+||s ile donatilmug d > n boyutlu
bir reel i¢ carpim uzay1 olmak fiizere, standart duruma geri donelim. Fakat gimdi

varsayalim ki X ayrilabilir ve I, := {1,--- ,d} (d < oo ise) veya N (d = oo ise),

{e; 1 i € I;} X i¢in bir ortonormal taban olsun. O zamanher zq,--- ,2,_; € X ig¢in
ve her e;(i € 1) baz vektor icgin, ||, --- ,-||s X lizerinde standart (n — 1)-norm olmak
uzere,
21, o eills < oy, wnalls
elde edilir. Boylece, {e; : i € I;} ye gore X"~ ! lizerinde ||, - - - , -||sq fonksiyonunu
|1, Tt |l = supq{||z1, - -+ s Tno1, €lls 1 1 € 14}

ile tanimlanabilir ve X fizerinde bir (n — 1)-norm tammladig1 kontrol edilir. Ustelik

iki tiiretilmis ||-,- -« .|| ve ||,- - ,]loo (n — 1)-norm arasinda asagidaki iligki vardir.
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({e1, - ,e,} ile ilgili olarak yalmizca ikinci olan tammlanmg.) Her xq,--- 2, 1 € X
icin

Hxla T 7xn71HOO S Hxla e 7xnfl”l><1 S Hxla e wl'nleS S \/EH'TM e 7xn71Hoo
dir. Boylece, sonug olarak asagidaki gergegi elde ederiz.

Gergek 4.2.8 X standart bir n-normlu uzay iizerinde,tiiretilmig iki (n — 1)-norm
- s lloos II5 <+, || Ve standart (n — 1)-norm ||-,--- ,-||s esdegerdir. Bu nedenle,
standart bir n-normlu X uzayinda bir dizinin n-normda yakinsak olmasi i¢in gerek ve

yeter sart ii¢ (n — 1)-normun birinde yakinsak olmasidir.

Cauchy Dizisi, Tamlik ve Sabit Nokta Teoremi. (X, |-, - ,||) n-normlu

uzayda bir z(k) dizisi i¢in her z4,--- ,x, 1 € X olmak lizere

hm ||l’1,"' 7,],'71_171'(]{:) _I(Z)H = O

k=00
ise (n-norma gore) z(k)'nin bir Cauchy dizisi oldugunu hatirlayalim. Eger herhangi bir
Cauchy dizisi X’ de bir x € X’ e yakinsaksa o zaman(n norma gore) X’e tam denir.
Bir tam n-normlu uzaya n-Banach uzay1 denir.
"x(k) o’ e yakinsar” ile "z (k) Cauchy dizisidir” ve "z(k) — 27 ile "x(k) — z(1)”
ifadeleri yer degistirirse, Onerme 4.2.1, Gercek 4.2.3, Sonug 4.2.5, Onerme 4.2.6 ve
Gergek 4.2.8” de elde edilen sonuglar Cauchy dizi i¢in de gegerlidir.

Boylece standart veya sonlu boyutlu durum i¢in agagidaki sonuca ulagiriz:

Onerme 4.2.9 (a) Standart bir n-normlu uzayn tam olmasi igin gerek ve yeter sart
- e lloos Iy s <[l veya ||, - - -, .|ls Tig (n—1)-normlarm birine gére tam olmasidur.
Tiimevarim ile standart bir n-normlu uzayin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart standart
Ills :==< .,. >% norma gore tam olmasidr.

(b) Sonlu boyutlu bir n-normlu uzayn tam olmasi igin gerek ve yeter sart tiiretilmis

(n — 1)-norm |-, -+ ,-||w’ a gore tam olmasidir.
Netice olarak asagidaki sonuca ulagiriz.

Sonuc 4.2.10 (Sabit Nokta Teoremi) (X, ||-,--- ,-||) standart veya sonlu boyutlu n-
Banach uzay1 ve 7', X ten X e bir biiziilme déniigiimii,(yani sabit bir C' € (0,1) var
oyleki, X de tim xy,--- ,2,_1,¥, 2z i¢in

Hxla T )xn—hTy - Tz” S OHJ;la L, Tp—1,Y — ZH
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olsun.) O zaman 7', X de bir tek sabit noktaya sahiptir.

ispat 4.2.11 . Once n = 2 durumunu gosterelim. Onerme 4.2.9 e gore, X in tiiretilmis
|l (standart durum igin) veya ||.||s (sonlu boyutlu durum i¢in ) normuna gore bir
Banach uzay1 oldugunu biliyoruz. ||.||« veya ||.||x ile T biiziilme doniigiimi oldugu
icin Banach uzaylar i¢in sabit nokta teoremi ile T' nin X de biricik sabit nokta oldugu

sonucuna ulagiriz.
n > 2 icin, asagidaki sonuca tiimevarimla ulagiriz.

Uyar: 4.2.12 Sonlu boyutlu durumda, X in n-normlu uzay oldugunu kabul etmek
aslinda yeterlidir. Ciinkii sonlu boyutlu normlu uzaymn tam oldugunu biliyoruz ve

Onerme 4.2.9 den boylece tiim sonlu boyutlu n-normlu uzaylar tamdr.

4.3 Nihai Sonug

n > 2 olmak tizere bir n-normlu uzaym (n — 1)-normlu uzay oldugunu ve standart
veya sonlu boyutlu durum i¢in (n — 1)-normun n-normdan tiiretilebildigini ve bu yolla
n-normda yakinsaklik ve tamhigin tiiretilmis (n — 1)-normdakilerle esdeger oldugunu
gostermigtik

Asgagidaki 6rnek, standart olmayan ve sonsuz boyutlu 2-normlu uzayin bir érnegi
olup, 2-normlu uzaydan bir norm iiretebilecegimizi 6yleki 2-normlu uzayda yakinsaklik
ve tamligin tiiretilmig normdakilere egit oldugunu gosterir.

X = £ reel sayilar olmak {izere sinirh dizilerin uzayi olsun. X, x = (x1, z9, 3, )

ve y = (Y1,Y2,Y3, - ) olmak iizere,

[z, yl| := supsup |2y; — z;yil
iEN jEN
2-normla donatilmis olsun.
a; = (1,0,0,---) ve ap = (0,1,0,---)
alalim. {ay,as} ye gore
[£]lo := max{||z, a1, ||z, az| }

tizerinde ||.||o normu tiiretilir. Fakat

[z, a1l = sup [z ve |z, a0l = sup |z,
iEN\{1} ieN\{2}
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olup buradan [*° {izerinde
[]loc = sup [z
iEN
genel normunu elde ederiz.

Simdi kabul edelim ki z(k) tiiretilmisg ||.||cc normunda z’ e yakinsayan bir dizi

olsun. Her y € X igin

|z(k) —z,yl| = supsup |(z;(k) — zi)y; — (z;(k) — 2;)yi]
1€EN jEN
< supsup |z;(k) — @il|y;| — [2;(k) — x|
ieN jeN
< 2lz(k) — 2/l Yoo

elde ederiz. Boylece

lim ||x(k) —z,y]| =0

k—00
dir. Buradan, z(k) 2-norm ||.,.|| da 2’ e yakinsar.
Boylece, bu 6zel ornek igin, goriiyoruz ki 2-normda yakinsama tiiretilmis norm-
dakine egdegerdir. Benzer idaalarla 2-normda tamlik, tiiretilmis normadaki tamliga

esdegerdir.
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5 n-NORMLU UZAYLARDA ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde, Reddy (2010) tarafindan ¢aligilmig olan n-normlu uzaylarda istatistiksel
yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy dizisi ile ilgili tanim, teorem ve ozellikleri verecegiz.

Uciineii boliimde n-normlu uzay tanimini vermisgtik. n-normlu uzaylarin basit bir
ornegi; her 1 = 1,2,--- /n igin

z; = (Ta, - ,Tm) € R"

olmak iizere, agagidaki Oklidyen n-norm

i1 - Tin
[ 21, 22, -+, 2|l = [ det(zi;)| = abs
Tp1 - Tnn
ile donatilmig X = R" dir:
(X,||e, o, @|), boyutu d > n olmak iizere, sonlu boyutlu n-normlu bir uzay
ve u = {uy, us, -+ ,uq}, X in bazi olsun. X"~ iizerinde |/e, e, - , ||, normunu
|z, 22, ) Zno1lloo := max{||z, 29, -, zp_1,u]| ;1 =1,2,--- d}
olarak tamimlayabiliriz.
Tiretilmis ||e, e, - - - | o]/, normla ilgili olarak, merkezi x yaricap: r olan B, (z,¢)
(kapal1) yuvarini,
le =y, 20, Znet||oo = max{||x — y, 20, -+, 21,0y 1 j =1,2,- -, d}

olmak tlizere
Bu(xag) = {y : ||ZE —Y,z2, 7271—1”00 S 6}

ile tanimlayabiliriz.

5.1 n-Normlu Uzaylarda Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda, n-normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik kavramini tanitacak ve ¢aligma-

nin temel sonuglarini verecegiz.

Tanmim 5.1.1 {x;}, (X, |[e, e, e|) n-normlu uzaymda bir dizi olsun. Her ¢ > 0 ve
X de sifirdan farkli her bir z5,--- 2, € X icin
{k €N :||lxy— L,29,23,-+ , 2| > €}
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kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise, {z;} dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir, denir.

Diger bir degisle, X de sifirdan farkli her 29, z3,--- , 2, € X igin

o1
lim _Hk : ka - L7227Z37 T >ZTLH > 8}‘ =0
k—oo k
ise {xx}, (X, ||e, - o|) n-normlu uzayda L ye istatistiksel yakisaktir. Demek ki
her zo, 23, , 2z, € X igin,
||.Z'k - La 22, %35 " aZTLH <g, (hhk 1(;1n,)
dir. Bu durumda,
st — lim kay 29523, " 7ZTL|| = HL7 R9y %3y " 7Zn||
k—o00

yazabiliriz.

Uyar1 5.1.2 {x;}, X’ de herhangi bir dizi ve L, X in herhangi bir eleman ise o

zaman, i = 2,3,--- ,n icin eger z; = 0 (0 vektor) ise
lzr — L, 20,23, , 2] =0 F €
oldugundan dolay1
{k €N ||z — L,z29,23,-+ ,zs|| > &, her z9,23,-++ , 2, € X igin} =0
kiimedir. Boylece, yukaridaki kiime bogtur.

Eger (X, ||e, e, - o||) n-normlu uzayda bir dizi yakinsak ise, herhangi sonlu kiimenin
dogal yogunlugu 0 oldugundan dolayi,bu dizi ayn1 zamanda istatistiksel yakinsaktir.

Bu iddianin aksi genelde dogru degildir. Asagidaki érnekte bu durum goriilebilir.

Ornek 5.1.3 X = R", her i = 1,2,--- ,n i¢in

v = (T, Tin) € R"
olmak tizere,
T11 - Tin
||.T1, Zo, - 73777»” = |det(xlﬂ>| = abs
Ipl °° Ton
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formiili ile n-normla donatilmig olsun.

(X, ||e, @, -  o|) n-normlu uzayda,
(1,1,---,1,k),k=m? m € Nise
T =
(1,1,---,1, %) diger durumlarda

ile {x}} dizisini tammlayalim.
L=@1,1,---,1,1) ve i = 2,3,--- ,nigin z; = (231, -, zin) alalim. Eger, i =

2,3,---,nigin z;; = 0 ise, o zaman her 2y, z3,--- , 2, € X i¢gin
K={keN:|axy—L,z,23,2,]| >} =0

dir. Boylece, §(K) = 0 olur. Bu durumda, i = 2,3,--- ,n i¢in z; # 0 elde ederiz. Her
e>0ve 29,23,---,2, € X icin,
det(z;
{kGN:k#m2,m§M,i:2,37-~ ,n—1}
€

bir sonlu kiimedir, boylece

{k e N: ||z, —L,29,23,-,2,|| > ¢}

= {keN:k=m*m> i 1)i=23 . n—1
A == = ST

U {sonlu kiime}

olur. Bu durumda, X te her 2o, 2z3,--- , 2, € X icin

1
EH:]C eN: Ha:k _L7z27237”' J’Z?’LH > 5}’

1 € 1
= —kkeN:k=m?*m> <— 1),':273,...’ -1 S
k;{ m m—\/ [det(zn)] )" " Uz
elde edilir. Boylece, her € > 0 ve 29, 23, -+ , 2, € X i¢in

d{keN:||lax —L,z9,23, -+ ,2,]| > €}) =0
elde edilir ki bu
st — lim Hxlm 2y &35t 7Zn|| = HL7 Ry %3y "t 7Zn||
k—o0

anlamina gelir. Fakat, {z;} dizisi L ye yakinsak degildir.
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Ornek 5.1.4 n-normlu (X, ||e, e, --- ,e||) uzaymda {x;} dizisini

(0,0,---,0,n),k =m? m € N ise

T —
(0,0,---,0,0), diger durumlarda,
ile tanimlayahm ve L = (0,0,---,0,0) ve z; = (21, -, 2in) tammlayalim. Bu du-
rumda, her € > 0 ve 29, 23, -+ , 2, € X icin

{keN: ||z — L, 2z, 23, , 25| > e} € {1,4,9,16,--- k> ---}
dir. Her € > 0 ve 29,23, -+ ,2, € X icin
d{keN:||lxpg — L,29,23, -+ ,2,]| > €}) =0
elde ederiz. Bu
st — lim ||wk‘7 22y &3y 7Zn|| = ||L7 Ry %3yt 7Zn||
k—o0
olmasim gerektirir. Fakat, {z;} dizisi L ye yakinsak degildir.

Istatistiksel yakinsak bir dizinin smirl olmasi gerekmez. Bu gercek, Ornek 5.1.3 ve

5.1.4 den goriilebilir.

Teorem 5.1.5 {z;}, (X, |/e, e, - e||) n-normlu uzaymda bir dizi ve L, L' € X olsun.
Eger

st — kh_1>1010 |k, 22, 23, -+ 2nll = || L 22, 23, -+, 2|
ve

st — kh_}rgo |k, 22, 23, -+ 5 2|l = |IL, 22, 23, - - , 2n|

. / .
ise o zaman, L = L dir.

Ispat. Kabul edelim ki L # L' olsun. O halde L—L" # 0 ve boylece 2, 23, - -+ , 2p € X
vardir 6yle ki L—L' ve 25, 23, - - -, 2y, lineer bagimsizdir (d > noldugundan, z, 23, - - , 2,

vardir). Bu nedenle, € > 0 igin

||L_ Lla227z37"' aan = 2¢
dir. Simdi
2 = |(L—amp)+ (zx— L), 22,25, 2
S ||xk - L7227Z37 T 7Zn|| + ka - L,7Z2az3)' t ,ZnH
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ve boylece,
{k : ||$k _L/7227Z37"' 7Zn|| < 5} g {k : ||fEk _L7Z27Z37"' 7Zn|| Z 5}

dir. Fakat
5({k : ||xk - L/a 22523, " ’ZHH < 5}) =0

oldugundan, bu z; — L (istatistiksel olarak) gercegi ile celisir. O

Teorem 5.1.6  {zx} ve {yx}, n-normlu (X, |[e, e - - e|) uzaymda birer dizi ol-
sun. Eger {y;} vakinsak bir dizi dyleki z, = yi h.h.k. ise, o halde {z} istatistiksel
yakinsaktir.

ispat. Kabul edelim ki

5({k eN: Tk 7é yk}) =0 wve kh—>r£lo ||yka227237' o aZ’rLH = ||L7227Z3a U 7ZTL||
olsun. O zaman,her ¢ > 0 ve 29, 23, -+ , 2, € X i¢in

{keN: ||z — L, 29,23, ,2,]| > €}

Cl{keN:||lys — L,29,23, - ,za|| > e} U {keN:x, #y}

elde edilir. Buradan,

d{keN:||lxpy—L, 29,23, - ,2,|| > €})
<O{keN:|lyy — L, 20,23, ,2zn|| >€}) + 0{keN:zp#ul}). (1)
Her z5,23,---,2, € X igin
lim Hyk7227237"' 7an = HL7227237"' >ZnH
k—o0
oldugu i¢in

{k eN: Hyk _L7227Z37"' 7ZnH > E}
kiimesi sonlu sayida tamsay1 icerir. Boylece,
5({k €N: ”yk _L7227Z37"' 7Zn|| Z E}) =0
dir. (1) esitsizligini kullanarak, her ¢ > 0 ve 29, 23, , 2, € X igin

6({k€N ||xk_L7ZQ7Z37"' 7ZTZH 26}) =0
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elde ederiz. Sonug olarak

st — lim ”xk‘)ZQa 3y 7Z7l|| = ||L7z27z37 e 7Zn||
k—o0
elde edilir. O]
Teorem 5.1.7 {z;} ve {y;}, n-normlu (X, ||e,e,--- , e|) uzayda birer dizi olmak {izere
L, L' € X ve a € R olsun. Sifirdan farkl her 2o, 25, - -+ , 2, € X icin
st — lim kav 29,23, 7Zn|| = HL7 R25 23, " " 7Zn||
k—o0
ve
st — lim ||yk7 Ry %3y "t JZTLH = ||L/7 Ry %3y "t 7Z7L||
k—o0
ise, 0 zaman
(i) Sifirdan farkl her zo, 23, -+ , 2z, € X i¢in
st — lim ka + Yk, 22,23, 7ZnH = HL =+ Lla R25 23y " 7ZnH7
k—oo
(i) Sifirdan farkl her z9, 23, -+ , 2, € X i¢in
st — lim |laxg, 29, 23, , Znl|| = |la Ly 22, 23, -+, 2|
k—o00
dir.
Ispat. (i) Kabul edelim ki sifirdan farkli her zo, z3,- -+ , 2z, € X igin
st — lim kay 2y %35 " 7Zn|| = HL7 Ry %35 "t 7Zn||
k—o0
ve
st — lim ||yka 22y &3, 7" aan = ||Lla 22y R3¢ 7zn||
k—o00
olsun. O halde, her ¢ > 0 ve 29,23, , 2, € X
€
K, =K(e) := {k: EN:||xg — L, 20,25, , 20| > 5}
ve

/ €
Ko = Ka(e) = {k €N g — L'z, 2l 2 2
olmak tizere, 6(K;) =0 ve §(K3) = 0" dur.
K=K():={keN:|(zp+ye) = (L+L), 20,23, 24| >}
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olsun. §(K) = 0 oldugunu ispatlamak i¢in
K Cc KiUK,
oldugunu gostermek yeterlidir.ng € K olsun. O halde
(g + Ung) — (L+ L), 29,23, 2| = (2)

elde edilir.
Tersine ng € K; U Ky olsun. O halde ng € K ve ng € Ky'dir. Eger ng & K; ve
ng € Ky ise o halde

€ €
|Tny — Ly 22, 23, -+, 2| < 3 ve  ||Yng —L/,22,23,--- ,Znl| < 3

dir. O halde,

||(xn0+yn0>_<L+L,)722az3a"' 7Zn|| < ”‘Tn()_Laz?aZSf" azTLH

+ ||yn0 - Ll7227Z37" : 7ZHH

< £.¢
2 2
g

olur ki bu durum (2) ile geligmektedir. Boylece ng € K; | J K> yani, K C K; |J K, dir.
(ii) Kabul edelim ki
st — Um ||@g, 20, 23, -+, zu|| = || Ly 22, 23, -+, zal|, @ €R
k—o0
ve a # 0 olsun. Bu durumda,
£
J ({k EN:|lag — L, 29,23, , 2n]| > ﬂ}) =0
a
elde edilir. Boylece,

{keN:|axy —al,zy, 23, -+ 24| >} = {keN:|a||lxy — L, 22,23, ,2,]| > €}

€
= {k‘GN: |lxp — Ly 20, 23, -+, 2n|| > m}

olur. Boylece, yukaridaki esitligin sag tarafi 0 a esgittir. Bu nedenle sifirdan farkli her

29,23, ,2n € X icin
st — lim Haxka 2, %3, " 7ZnH = HGL, 22,23y " 7ZnH
k—o00
elde edilir. O]
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5.2 n-Normlu Uzaylarda Istatistiksel Cauchy Dizisi

Bu kisimda, n-normlu (X, |[e, e, --- | e||) uzayda istatistiksel Cauchy dizisi tanimini ve

baz1 ozelliklerini verelim.

Tamim 5.2.1 n-normlu (X, ||e,e,---  e||) uzayda bir {z}} dizisi, eger her € > 0 ve her

sifirdan farkli 2o, z3,- -+ , 2z, € X igin bir N = N(e, 29, 23, - - - , 2,) sayis1 vardir Oyle ki
d({k e N:|lxp — N, 22,23, -, 20| > €}) =0

yani, her sifirdan farkh 2o, z3,--- , 2, € X icin
|xr — N, 29, 23, -, 2n|| <&, h.hk igin

ise, X’ de istatistiksel Cauchy dizisidir, denir.

Teorem 5.2.2  {z}x>1, sonlu boyutlu n-normlu bir (X, ||e,e,---  e|) uzayinda bir
istatistiksel Cauchy dizisi olsun. O halde, (X, |, e,---  o|) uzaymnda yakimsak bir
{yk }x>1 dizisi vardir 6yleki h.h.k i¢in xp = y;,” dir.

Ispat. Ilk olarak {z;}i>1, (X,]/e,@,-- -, e||s) da bir istatistiksel Cauchy dizisi olsun.
Bir dogal say1 N(1) secelim dyleki kapali B, = By,(xyq),1) yuvarn h.hk i¢in 2’ y1
icersin. O halde, bir dogal say1 N(2) secelim Oyleki kapali By = By, (zn(1), %) yuvari
h.hk igin z3’ y1 igersin. Ayrica, B> = B! () By h.h.k i¢in z;’ y1 igerir. Bdylece, bu
isleme devam edersek i¢ ice kapali yuvarlarin bir {B}'},,,>1 dizisini elde edebiliriz dyleki

diam(B]") < 5 dir. Bu nedenle,

() B = {4}

dir. Her bir B]" h.h.k i¢in z;’ y1 igerdiginden dolay1, kesin artan dogal sayilarin bir

{T)n} m>1 dizisini segebiliriz 6yleki
k F v m ’

dir. Her m > 1 i¢in
Wp={keN:k>T, x & B}

alalim ve W = (J°_, W,,, olsun.
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Simdi, {yx }r>1 dizisi asagidaki gibi tanimlanir:

A, ke W ise
Yk =
xy, diger durumlarda,
Burada,klim yr = A olur. Ashinda her £ > 0 i¢in bir m dogal sayisi segelim Gyleki
—00

€ > % > 0 olsun. O halde herbir £ > T, veya y, = A veya yr = x; € B)" icin ve

boylece her durumda,

”yk - A7 22y R3," " 7Zn—1||oo S dlam<BqT) S om—1

dir.
{keN:y, #a} C{keN:z, & B}

oldugu i¢in,
1

m

1 1
Sk eN:ye#m} < Tk eN:iay g Bl <

diyebiliriz. Boylece,
6({k € N:yp # ax}) =0

dir. Bu nedenle (X, /e, o, - o) uzayda h.h.k icin 2, = y, dir. Kabul edelim ki

{ug, ug, -+ ,uq}, (X,||e, o, -, o|) igin bir baz olsun. Her 1 < i < d igin
lim ||yk - A7 22,23, " 7Zn71Hoo =0
k—o0
ve
Hyk) - A7 29,23y " 3 ”Zn—1) ul” S ||yk - A7 29y R3y """ 7Zn—1||oo
oldugu i¢in her zo, 23, -+, z,_1, 2, € X icin
lim ||yk - A, 22,23, 5y &n—1, Zn”oo =0
k—o0
dir. Bu da ispat1 tamamlar. O
Teorem 5.2.3  {z;}, n-normlu (X, |/e,e, ---  e|) uzaymmda bir dizi olsun. {z;}

dizisinin istatistiksel yakinsak olabilmesi igin gerek ve yeter sart {x;}’ nin bir istatis-

tiksel Cauchy dizisi olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki sifirdan farkh her 2o, 23, -+ , 2, € X ve € > 0 icin
st — lim Hxlm 22, %3y """ 7ZnH = HL7 22,23, " 72n”
k—o0
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olsun. O halde, her zy,23,---, 2, € X i¢in

€
||'Ik - L7227Z37 U 7Zn|| < 57 h.h.k lgln
elde ederiz. Eger N = N(e, 29, 23, -+ , 2,) segilirse 6yleki
€
lzn — Ly 22,23, -, 2| < 5
ise, 0 zaman
HZIZ’k—.TN,ZQ,Zg,“‘ 7ZTLH < ka_va%Z?n"' 7ZnH
+ "L_xN7227237"'72n|’
< g + g, h.h .k icin
= ¢, h.h.k. icin

elde edilir. Boylece, {x;} istatistiksel Cauchy dizisidir.
Tersine, kabul edelim ki {z} bir istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Teorem 5.2.2

geregince, (X, ||e, o --- o|) de bir {yx} yakinsak dizisi vardir. Yani, h.h.k i¢in 25, = ys

dir. Teorem 5.1.6 geregince, her 2o, 23, -+ , 2z, € X i¢gin
st — lim ”I‘k, Ry &35t 7Zn|| = HL) Ry %3y "t 7Z7’L||
k—o0
elde ederiz. Il

Teorem 5.2.4

{zx}, n-normlu (X, ||e, e ---  e|) uzayinda bir dizi dyle ki her 25, 23, -+ , 2z, € X i¢in
st — lim kav 22,23, " 7Zn|| = HL7 225 %3, " 7Zn||
k—o00
ise o halde, {xy} dizisi {zy,} alt dizisine sahiptir 6yleki her sifirdan farkh zo, z3,- -+, 2, €
X i¢in
st — hm ||xk’17 22y %3yt 7Zn|| = ||L7 Ry %3y " 7Zn||
1—00
dir.
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06 n-NORMLU UZAYLARDA )-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu kisimda, Hazarika ve Savag (2013) tarafindan galigilan n-normlu uzaylarda -
istatistiksel yakinsaklik ile ilgili tanim, teorem ve 6zellikleri verecegiz.

A = (M) porzitif sayilarim oo a giden azalmayan bir dizisi olsun 6yle ki
)\m—i—l < /\m+]-7/\1 =1

dir. Boyle A dizilerinin koleksiyonu A ile gosterilecektir.
Genellestirilmig de la Vallée-Poussin ortalamasi, I,, = [m — A, + 1,m] olmak

uzere

tm(z) = /\i Z T

™ kelm

ile tanimlanir.
Tanim 6.0.1 z = (x;) dizisi eger, m — oo iken
tm(x) — 1

ise bir [ sayisia (V) \)-toplanabilirdir, denir.
Eger, \,, = mise, o zaman (V, \)-toplanabilirlik, (C, 1)-toplanabilirlige indirgenir.

x = (z,) dizisinin kiimeleri i¢in

k=1

RS
[C,)\]:{$:(i€k)-35€R>7711_I)I;OEZ\33IC—Z|—O}

ve

m—0o0
™ keln

) 1
VAl = {:r;— () : 3l € R, lim I Z |z, — 1 —0}
yazabiliriz Oyleki = (x) dizileri kuvvetli Cesaro toplanabilir ve [ ye kuvvetli (V, \)

toplanabilirdir. Yani sirasiyla,

VAl

(k) Y1 ve (xx) V4

dir (Leindler 1965).

Tanim 6.0.2 = = (x;) dizisi kompleks say1 dizisi olsun. Her £ > 0 i¢in
) 1

lim )\—|{k‘ ElLy,:|zg—1 >} =0

m—ro0
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ise © = (xy) dizisi | ye M-istatistiksel yakinsaktir veya [ ye S)-yakinsaktir denir.

Bu durumda, Sy — lim, = [ veya (xy) Al ve
Sy={x=(zg): I €R, S\—limzx=1}

yazabiliriz.

Am = m ise, o halde Sy min S ile ayni oldugu agiktir. (Mursaleen 2000).

SN (X)) ile n-normlu X uzaymda istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini gostere-
lim.

Bu kisimda, n-normlu uzaylarda M-istatistiksel yakinsakligi inceleyecegiz. Reel
sayllarin n-normlu uzaylardaki dizilerin A-istatistiksel yakinsakliginin bazi o6zellikleri
oldugunu gosterecegiz. n-normlu uzayda istatistiksel yakinsak, A-istatistiksel yakinsaklik,

(C, 1)-toplanabilme ve kuvvetli (V, A)-toplanabilme arasinda baz iligkileri bulacagiz.

Tanmim 6.0.3 n-normlu (X, |-, -+ ,-||) uzaymmdaki bir x = (x;) dizisi igin, her ¢ > 0
ve her zq, 29, -+, 2,1 € X olmak tizere
: 1
lim —|{k € @Ly:||lex — 121,20, , 20 1| > €} =0
m—00 )\m

ise n-norma gore A-istatistiksel yakinsak veya [ € X ye S)-yakinsaktir, denir. Bu

durumda,
N _ SN
ST —limx =1 veya (x) = 1

ve

SYWN(X) ={z = (1) : AN € R, SN — limz =1}
olarak yazabiliriz.
n-normlu X uzayinda A-istatisitiksel yakinsak dizilerin kiimesi S7V(X) ile gosterilir.
Tanim 6.0.4 n-normlu bir (X, ||-,--- ,-||) uzaymnda bir x = (x}) dizisi igin,eger
m — oo iken  t,,(x) — 1

ise [ € X e n-norma gore (V, \)-toplanabilirdir, denir.
Am = m ise, o halde n-norma gére, (V,\)-toplanabilirlik, (C,1)-toplanabilirlige
indirgenir. X-degerli x = (x) dizilerinin kiimeleri i¢in
1
[Ca )\]NN<X) - {l‘ = (fEk) rdl e R’ T)lliréo E Z ||f1§‘k - lazla 22y 7Zn—1|| = 0}
k=1
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ve

) 1
VAN (X) = {x = (@) : A€ R, lim = > llak =1z ze, ezl = 0}
k€l
yazilabilir 0yleki x = (xj) dizileri n-norma gore [ ye kuvvetli Cesdro toplanabilir ve

(V, A)-kuvvetli toplanabilirdir yani, sirasiyla

nN niN
(@) Y 1 ve (o) B
elde edilir.

Teorem 6.0.5 X bir n-normlu uzay ve A = (\,) € A olsun. (), X de bir dizi dyle

ki SV — lim x), = [ varsa, o halde tektir.
ispat. Kabul edelim ki X de Iy, (I; # l2) elemanlar1 var Oyle ki

SN — lim @y = 1y; S — lim 2y, = I
k—o0

k—o0
olsun. [y # [y oldugundan, [y — ls # 0 ve boylece z1, 29, -+ , 2,1 € X vardir Oyleki
ly =l ve 21,29, -+, Zp_1 lineer bagimsizdir. Bu yiizden
Hll - l2a 1522, " azanH =2>0
dir.

Sf\LN — lim z, = 1; ve SQN — lim z;, =l
k—o00 k—00
oldugundan asagidakiler gecerlidir:

1
lim —Hk €y ||op— 1, 21,22, -, 201 > €} =0
m—0o0 Am

ve

. 1
nlli%oﬂ"{k € It ||lox — oy 21,20, - 2pal| 2 €} =0

olacak sekilde k € I,,, vardir oyle ki
lzr — 11, 21, 21,0+ 2na|] < e ve ||log — o, 21,21, -+, 2] < €

dir. Ayrica, bu k ic¢in

Hl1 — g, 21,21, ,an1H < ka — Iy, 21,21, 7Zn71H + Hﬂik — g, 21,21, 7Zn71H
< 2e
elde ederiz 6yleki bu bir celigkidir. Bu ispat1 tamamlar. O]
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Simdi verecegimiz teorem n-normlu uzay tizerinde A-istatistiksel yakinsakligin cebirsel

karakterizasyonunu verir:

Teorem 6.0.6 X bir n-normlu uzay olsun. A = (\,) € A, x = (zy) ve y = (yr) X
de iki dizi olsun.
(a) SFN —limg oo 2 = [ ve ¢ (#0) € R igin STV — limy,_,o c.z = c.l olur.

(b) SN —limy oo 7, = 1 ve STV — limy o yx = lo ise 0 zaman
SN lim (wp + ) = 1+ 1
k—o0
olur.
Ispat. Teoremin ispat1 acik oldugundan vermeden gecgecegiz. O]

Teorem 6.0.7 X bir n-Banach uzay1 ise S (X) N loo(X), loo(X) nin kapal bir alt

kiimesidir.

Ispat. Kabul edelim ki (2/);en, 2 = (24 )pen, SPV(X) NLlo(X) de = (23) € loo(X)

e yakinsayan yakinsak bir dizidir.
€ SPN(X)Nly(X)

Sy 5 i
oldugunu ispat etmemiz gerekir. Her i € N i¢in (a}) g oldugunu kabul edelim.

Verilen bir ¢ > 0 igin ¢; = & olmak lizere azalan pozitif bir (g;);ey yakimsak dizisini

alalim. Agkca (g;)ien, 0 a yakinsar. 4 pozitif bir tamsayisim segelim yle ki her

21,29, ,2Zn_1 € X i¢in
||$—$Z,Zl,22,"' azn—1||oo < Zl
olsun. O zaman,
. 1 i €i
lim —{k €Lz, — Ui, 21,22, ,2n-1]| > =} =0
m—00 /\m 4
ve
: 1 i+1 Ci+1
lim —Nk € Ly ||z — g1, 21,20, 2na || > H=0
m—00 )\m 4
olur. m € N i¢in
1 i &
_|{k S [m . ||xk _6232:17227 e >Zn—1|| Z — Vv
Am 4
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™ = i1, 21,22, L 20 || = 5121}’ <1
oldugundan,
{k €L, :||xk —li, 21, 20,y 21| > %}
Nk € Lyt |24 — livi, 21, 20,y 20| > 5@'11}

sonsuzdur. Dolayisiyla bunun igin bir £ € I,,, olmas1 gerekir oyleki ayni anda

) = Ly 210, 22, -+ 5 20 || < % ve Hxﬁl —liy1, 21,22, -+, 2t || < 821
olur. O zaman,agagidaki gibi yazabiliriz:

18 = L, 21, 22, 2|l <0 = @ 21,20, 5 2 |
+ g — itz 2, el
+ ||x§:rl —liv1, 21,22, 5 Znt|
< ok — 1, 21, 20,y Znd |
+ Hx?l —liv1, 21,22, 5 Zn|
+ =2 21,22, Zntloo
+ o= 2™ 2z, 2l
< S g s g

Bu (I;) nin X de bir Cauchy dizisi olmasini saglar ve burada bir [ € X eleman vardir
nN

S
oyleki i — oo iken I; — [ olur. (x) 2+ [ oldugunu ispatlamamiz gerekir. ¢ > 0 icin

i € N segilir oyleki g; < ,

; € €
k= Ly~ <2," " " 5 ~n—1|lco R i by 21y 22,7y 4An—1 -
|z — ), 21, 2 Zn—1] <3 Nl =1, 21,2 z|]<4
dir. O halde, m — oo iken
1
)\—|{/f € It |Jon — 1,21, 20, -, 201 ]| > €}
m
1 .
S )\_|{k€-[m ‘|x;€_li7217227"' 7Zn—1”
m
+ ka - 513'2,,21,22, e ’anl”oo + Hll - l,Zl,ZQ, T 7Zn71H > 5}’
1 . E €
< mHk‘ € It |lay, — iy 21,20, 2 || + 1 + 1 > e}
1 . €
S —|{k€[miHﬂfz—li,ZhZQ,“' 7Zn—1”2_}|_>0
Am 2
nN .
olur. Bu (z;) = [ oldugunu verir. Ispat tamamlanir. O
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Teorem 6.0.8 X bir n-normlu uzay ve A = (\,,) € A olsun. O halde,
nN nN

(1) () Y5 1= (@) B 0,

(i) [V, A]"M(X), S#N(X) in 6zel bir altkiimesidir.

SN VAN .. [cary

(ili) © € l(X) ve (xx) = [ise o zaman (x;) — [ ve boylece (zx) = [,
neticede x = (z) sabit olmadigini saglar.

(iv) STV(X) N loo(X) = [V, A\]"M(X) Nl (X)) dir.

nN

Ispat. (i) & > 0 ve (z) WA ] ise

Z ||xk} _l7217227”' 7zn—1|| Z

keln,
2 Z ||$k_l721,22,"' 7Zn—1|| >
k€Im,||lzr—1,21,22, ,2n—1]|>€
Z 8’{k S [m . ka - Z7Z17227 U 7Zn71H > 5}‘
ve boylece
1
S Z |zn — 1, 21,22, 20| 2
™ k€lm
1
)\_|{k S -[m : ||‘rk - l7Z17227 U 7Zn—1H > 5}|
m
dir.

(ii)
VA" (X) € S37(X)

kapsamasini kurmak igin = = () dizisini

E,m — [VAn] +1 <k <mise
T =
0, diger durumlarda.

seklinde tammmlayalim. O zaman = & [, ve her € > 0 i¢in (0 < e < 1),

[V
A

1
)\_ZH'Z'/C_(LZMZQW"7Zn—1H§ _>O, m — 00,

"™ kel m
yani
SnN
olur. Diger yandan,
1
)\_|{k € In: ka — 0,21, 29, 7271—1” > €}| — 00, M — 0,
m

40



yani [V, \]"V(X) de (z1), 0 a yakinsamaz.

SnN
(iii) Kabul edelim ki () = [ ve (zx) € loo(X) olsun. O zaman, bir M > 0

vardir oyle ki her £ € N igin
lon — 1, 21,20, 2pa|| < M
dir. Verilen € > 0 i¢in

1
)\_ Z ||x/€ _l7Z17227"' 7Zn—1||

™ keln

1
- 3 Z ka—lazhz%'“ 7Zn71H

)\m kEIm,”:Ek*l,Zl,Zz,---,Zn,1||2%
1
+ )\_ Z ka_lazbz%'“ 7Zn71H
™ k€Imlzk—L21,22, -1 ]1< 5
M €
S _‘{kEIm H-Tk—l,ZhZQ,"' 7Zn71H2_}‘+
Am 2

n

N
elde edilir. Bu (zy) VAN oldugunu gosterir. Ayrica,

1 m 1 m—Am
— g lze — 1,21, 20, 21| < — 5 ok — 1, 21, 29, - - -
m m

k=1 k=1

1
_E — 1, 21,29, -
+ - ||$k 21, %2

k€lm

IN

™ kel

2
< )\—Z |z — 1, 21, 29, -+

™ kel

nN nN
dir. Boylece, (xy) VAT oldugundan, (zy) T dire

(iv) Bu (i), (7i) ve (i4i)’ nin bir sonucudur.

1 m—Am
)\_ Z |ka—l,21,227"'
k=1

1
+ A_Z||$k_l721;227"'

azn—1||

7Zn—1||

azn—1||
7zn—1||

7Zn71H

O

Teorem 6.0.9 X, n-normlu bir uzay ve A = (\,,) € A olsun. O zaman S™(X) C

SN (X) gerek ve yeter sart liminf,, 2= > 0" dir.

Ispat. Ilk olarak liminf,, ’\7’” > 0 olsun. O zaman verilen bir £ > 0 i¢in

1
E|{k S m: ka _l7217227”' 727171” Z €}| Z
1
> EHk’ € Ip ||lwp — 1, 21,22, -, 2p1]| > €}
Am 1
Z Exl{k € Im : ||$k - laZbZZ)” : azn—1|| Z 5}|
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dir. Bu ise
nN

() T 1= () D 1
demektir. Boylece
S™(X) € SPM(X)

elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki
A

liminf == = 0
mom
olsun. O zaman bir (m(j))32, altdizisini segebiliriz 6yle ki
A 1
m(j) J

dir. Bir 2 = () dizisini agagidaki gibi tamimlayabiliriz:

Lk € Lyy,7=1,2,3,.. ise
T =
0, diger durumlarda.

O zaman, z istatistiksel yakinsaktir ve béylece z € S"™™(X) olur. Fakat
v & VA" (X)

dir. Teorem 6.0.8 (7i) sikkindan x ¢ Sy~ (X) oldugunu saglanir. Bu da ispat1 tamam-
lar. O

Teorem 6.0.10 X, n-normlu bir uzay ve A = (\,) € A alalm &yle ki lim,, 2= =1
olsun. O zaman,

SIM(X) € sMY(X)

olur.
ispat. lim,, )‘Wm =1 ise, o zaman € > 0 i¢in
1
E|{k S m: ||‘rk - l7217227 e 7Zn—1|| 2 5}|
1
S El{k S m_)\m : ka—l7217227"' 7Zn71H Z 5}’
1
+ EHk €Ly oy — 1 21,29, -, Znea] > €}
m— A 1
< Dt —|{k € Lt |lwk— 21, 22,0+ 2t || > €}
m m
m— A A 1
= m m+ﬁmﬂ|{k61’fﬂl|$k—lvzlaz27 7Zn—1||25}|
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elde ederiz. Eger (xj) A-istatistiksel yakinsaksa bu (zj) nin istatistiksel yakinsak ol-

masini gerektirir. Boylece, SV(X) C S™V(X) olur. O

Uyar: 6.0.11 Teorem 6.0.10 da lim,, %” = 1 sartinin gerekli olup olmadigini bilmiy-

oruz ve onu agik bir problem olarak birakiyoruz.
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