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SIMGELER DiZiNi

'[ Integral Operatérii

b

j Belirli integral

r Gamma Fonksiyonu

B Beta Fonksiyonu

£ Faktoriyel Fonksiyonu

i Tiirev

dt

anf . .

o n-inci Mertebeden Tiirev

L[a, b] [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
L*(a,b) (a,b) araliginda Lebesgue olgiilebilir ve smirl tiim fonksiyonlarin
kiimesi

€ Elemanidir

R Reel Sayilar Kiimesi

lim Limit




1. GIRIS

Reel sayilar kiimesinde tiirev ve integral operatdrleri analizin iki temel igerigidir. Benzer
olarak tam sayilar kiimesinde de toplam ve fark operatorleri de ayrik analizin iki temel

igerigidir. Genellikle tiirev veya integral operatorleri n-inci mertebeden bir fonksiyona

uygulanabilir burada n tamsayidir ve %, A™f(x) seklinde gosterilir.
Aslinda kesirli analiz, tiirev veya integral operatorlerinin mertebelerinin keyfi sayilar
olabildigini ifade eder. Ornegin bir fonksiyonun 1/2-inci mertebeden tiirevi veya v/3-

tincli mertebeden integrali gibi.

Kesirli analiz uygulamali matematigin bir dalidir, keyfi mertebeden tiirev ve integrallerle

ilgilidir. Bunlarin uygulamalari fen, miihendislik, uygulamali matematik ve diger dallarda
goriiliir. D = % operatoriinii iceren diferansiyel analizin 6zellikleri ile fark operatorii
olarak bilinen Af(x) = f(x+ 1) — f(x) operatoriinii iceren ayrik kesirli analizin

ozellikleri arasinda bir benzerlik oldugu bilinir. Ayn1 benzerlik kesirli ve ayrik kesirli

analizin operatorleri arasinda da vardir.

Kesirli analizin kokleri yaklasik 3 yiizyil 6nce L-Hospital’den Leibniz’e gonderilen bir

n
mektupla ekildi. Burada L-Hospital n = 1/2 ise d y/dx” > in anlam1 hakkinda bir soru

ortaya ¢ikardi. Leibniz’ in 30 Kasim 1695 tarihli mektuba cevabi ile kesirli analiz

hakkindaki arastirmalar baslamis oldu.

Sonra John Bernoulli’nin cevabi ile birlikte, Leibniz genel mertebelerin tiirevlerini
ispatladi. Leibniz 1/ o mertebeden tiirevin ifadesine d'/ 2y gosterimini kullandi. Kesirli

tirevler bircok farkli igerikle ispatlandi. Liouville, Riemann, Griinward ve Letnikov
tarafindan kesirli tiirevler, kesirli analiz ile ilgili ¢alismalar i¢in genel tanimlar olarak

literatiirde yerini aldx.

D®f mertebeden kesirli tiirev, kapsamli bir sekilde diisliniilmesine ragmen, kesirli
mertebeden fark yillardir daha az dikkat gekti. Kesirli mertebeden farklar ilk defa Kuttner
tarafindan ispatlandi. Miller ve Ross (1993) kesirli mertebeden fark ve toplam
operatorlerini tanimladi ve kesirli fark denklemleri teorisinin gelisimine bircok makale

ve kitapla katkida bulundu.



Bu katkilarin yardimiyla kesirli tiirev matematikte bir¢ok ¢aligma alani bulmustur. Tiirev
iceren esitsizlikler tizerine kesirli tlirev ile ilgili calismalar yapilmistir. Bu esitsizliklerden

biride Opial esitsizligidir. Opial esitsizligi Z. Opial tarafindan elde edilmistir.

Teorem 1.1: Eger f € C[0,a] ile f(a) = f(0) = 0 ve (0, a) iizerinde f(x) > 0 olsun.

O zaman

a

[Ireor@lar <[ (o) ax

% sabiti miimkiin olan en iyi sayidir (Opial 1960 ).

Daha sonra birgok yazar tarafindan Opial esitsizlikleri iizerine ¢alismalar yapilmistir.
Ayrica G.A. Anastassiou kesirli tiirev igeren Opial esitsizlikleri ile ilgili ¢alismalar
yapmistir (Anastassiou 1998, 1999, 2008, 2009, Anastassiou et al. 2001, 2002a, b). Bu
tezde G. A. Anastassiou tarafindan yapilan iki ayr1 ¢alisma incelendi (Anastassiou et al.
2001, Anastassiou 2008). Bu calismalar kesirli tiirevler i¢in Opial esitsizliklerini

igermektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Rea>0 ve f, J'=(0,00) da pargali siirekli ve | =[0,00) sinirli alt aralikta
integrallenebilir olsun. O zaman t > 0 i¢in a —inci mertebeden Riemann-Liouville

kesirli integrali asagidaki sekildedir.

D f () = —— [ (¢ = 1 £y @1
N

Dirichlet Formiilii: Eger G(x,y), [a, b] X [a, b] de siirekli ise,

fdfo(x,y)dyz fdny(x,y)dx 2.2)
a a a y

yazilabilir.
Bununla birlikte fcf Gdy ve f: Gdx integralleri mevcut, dyle ki, siradan veya Riemann

integraline genisletilebilir olmak iizere eger G siirekli degilse genel sartlar altinda
integrasyonun mertebesinde degisiklik yapmak zordur.

F, Oklid diizleminde siirekli ve a, B, y pozitif sayilar olsun. O zaman

j (¢ — 2)F1dx j v — @)% (x — y) 1 F (x, y)dy

- j (v — )*dy j (¢ = )P~ (x — y)'1F (x, y)dx 23)
a y

yazilir (Miller and Ross 1993).
Egera = 0,a = 1ve F(x,y) = g(x)f(y) ise (2.3) asagidaki sekilde olur.

j (t - )P g()dx j (x = y)’ " F () dy
0 0
- f FO)dy f (t — 01 (x — y)’ g ()dx 2.4)
0 y

2.1 Kesirli integraller



n —kath

2 Yn-1

f” } f f ) dYndyYn_q - dy,dy, (2.5)

a a a

1

integrali goz oniine alinsin. Bu (2.5) integralinde integrasyon sinir1 ve buna bagl olarak

integralin sirast degistirildiginde

a<y, <x Vo <y <X

a<y:<7" Y3 <Yy2<X

a<ysz<Y: Ve <Yy3<X

a<Yn-2 <Vn-3 Yn-1 <V¥Vn-2 <X

a<Yn-1<Vn-2 Yn <Vn-1<X

a<V¥n<Vn-1 a<ypn<Xx
x V1 Y2  Yn-1 x x [/ x
jf j f f)dyndyn—q -+ dy.dys = ]f(yn)--- J Jdn dyz | dyn
aa a a a Y3 \V2

elde edilir.

Bu yeni sinirlara gore, (2.5) integrali yeniden diizenlendiginde,

x V1 V2 Yn-1 x x
f f f f frn)ayndyn-y - dy.dy; = f £ - f f dyy |dyz | dva
aaa Y3 \V2

jxf(yn)--- Jx(x—yz)d)/z o dyy

X
(x —y3)*
f%dyg) ...dyn

= fxf(}’n)-"

- —= f FOR)Ge =)™y,

bulunur. Sayet burada,
(n—1D!'=Tn)

oldugu goz oniine alinirsa; (2.5) ile ifade edilen n —katl integral,



1 V2 Yn-1

f] f f f () dyndyn-1 - dy2dys =ﬁff(yn)(x—yn)”‘ldyn (2.6)

a

seklinde yeniden yazilir (Ozen 2003, Ozen ve Oztiirk 2004). (2.6) esitliginin sag
tarafindaki n, pozitif bir tamsayidir. Bununla birlikte I' fonksiyonu, tamsayilar disinda da
ifade edilebildiginden n nin tamsay1 olmamasi durumunda da (2.6) esitliginin sag tarafi

icin bir tanim verilebilir.

Tanmm 2.1.1: f(x) € L;(a, b) olsun. Bu durumda,

(1g+£)(0) = %j f®x—t)*de , x>a
@7
b
a — L _ (x—ldt <
56 = 705 [ FOE=0 , x<a

integrallerine a > 0 i¢in a —inci mertebeden kesirli integral denir. Bu integraller genel
olarak Riemann-Liouville kesirli integralleri olarak bilinir (Ozen 2003, Ozen ve Oztiirk
2004).

Ornek 2.1.2:

1
ft) =({t—a)z ve azé olmast durumunda Riemann-Liouville kesirli integrali

hesaplansin.

(Ig+f)(x) = ﬁff(t)(x — )% 1dt , x>a

integralinden,

3 1 1 1

2. ) 00 = — [ (6 - @y - 075de
r(z)a

esitligi yazilabilir. Sayet bu esitlikte,

r G) =+mve t=a+ (x—a)r degisken degistirmesi yapilirsa verilen integral,

(I%f) (x) = %Oj((x - a)T)%(x - a)_%(l - T)_%(x —a)dr



1
x—a) J. T%(l - r)_%d‘r
Ty

7

sekline doniisiir. Burada,
1

B q) = f xP=1(1 — x)9-1dx

0

seklindeki £ fonksiyonu gz Oniine alindiginda, verilen integral asagidaki sekilde

olacaktir.
1

B, q) = fxp‘l(l —x)7dx = WGINC))

I'p+q

Buradan,

1
f()=(t—a)
fonksiyonunun a = % —inci mertebeden kesirli integralinin,
Vr(x —a)
2
oldugu gortiliir.

Ornek 2.1.3: f(t) = @

ve a = igin Riemann-Liouville integrali hesaplansin.



(1)1t [ 5=
7

= f%(x —a)t(x — a)_%(l - ‘c)_%(x —a)dt

_(x—a)2 1n
N 2 31_./1
2272
_(x—a)%4
-2 3
3
==(x—a)z

Ornek 2.1.2 ve Ornek 2.1.3’ten; bir fonksiyonun ard arda iki defa a = % —inci mertebeden

integrali alinirsa bu sonug, fonksiyonun klasik integraline esittir.
2.2 Kesirli Tiirev

Keyfi bir y = f(x) fonksiyonunun ardigik tiirevleri,
PN Y OY VIO ION
“dx T odx? 7 dx3 77 dx™

olsun. Bu ardisik tiirevler keyfi bir fonksiyonun tiirevlenebilmesi sarti ile ad1 altindadir.

Bir fonksiyonun 1 —inci mertebeden tiirevi yoktur, ama 2 —nci mertebeden tiirevi

olabilir. Buradaki temel amag n bir pozitif tamsay1 olmak iizere, ﬁ tiirevinin mertebesi

olan tamsayr yerine kesirli bir say1 getirilerek yeni bir tiirevin nasil tanimlanacagi

seklindedir.



Genel kesirli tiirevleri vermeden dnce yar1 tiirev denen bir tiirev formiilii elde edilerek
bir uygulama yapilsin ve daha sonra daha genel kesirli tiirev formiilii verilsin.
Bunun i¢in f(x) = x* seklinde tanimlanan fonksiyonun k pozitif bir tamsay1 olmak {izere

a —inci mertebeden tiirevine bakilirsa;

flx) = x* = fre) =l x*1
= f'"x)=k-(k—1)-xk2
= f"xX)=k-(k—1)-(k—2)-x¥3
= fPx)=k-(k—1)(k—(a—1)) xk@
bulunur. Elde edilen bu son esitlik, faktoriyel yarimiyla,
k!
fl0) = k—a) xhe
seklinde yazilabilir.
Burada,
I'a) =(a—1)!
ifadesi kullanilirsa;
I'k+1)
(a) -~ 7 . k-a
G T

esitligi yazilir (Ozen 2003, Ozen ve Oztiirk 2004). Artik elde edilen bu formal yapida a

sayisiin pozitif bir tamsay1 olmasi gerekmez.

Ornek 2.2.1: k=2 ve «a =% olmasi durumunda fonksiyonun %—nci mertebeden

tiirevine, diger bir deyisle yarim tiirevine bakilirsa;

fE) =2 = [ =x* , a=7
r'k+1) .
rk—at+t1) ~

f(%)(x) = F(Z—‘;l) . xz_%
r(2-3+1)

2
re)

r(3)

k—a

F@ ) =

X



olarak bulunur.
1 1
dz [ dzf df
A\ 1|~ 5.
dx2 \ dx2 dx

olmas1 gerekeceginden bu durum, asagida verilen 6rnekle gergeklensin.

Ornek 2.2.2:

Ornek 2.2.1 ve Ornek 2.2.2°den;
1 1 1

dz dz 5 dz

—| ¥ |=—1

8 3
= I (—xz) = 2x
dx2 \dx2 dx2

3V

yazilabilir.
a = 0 olmast durumunda Riemann-Liouville kesirli integrali,

1 X
1N = 7 [ FO =0t
0

seklinde yazilabilir (Ozen 2003, Ozen ve Oztiirk 2004).



Ornek 2.2.3:

le

fO)=— \/_

fonksiyonunun a = % —nci mertebeden kesirli integralinin f(x) = x? oldugu gosterilsin.

14F) (x) = f £ = 0% 1dt

I'(a)

(1%/) (x)—@ofg

|

3 1
t2(x —t) 2dt

H

X

8 3 _1
=— | t2(x —t) 2dt
3
0
Elde edilen bu integralde,
t =ux , dt = xdu

degisken degistirmesi yapilirsa,;

(I%f) (x) = %I(ux)g(x — ux)_%xdu

8 X 3 _1
= —xzfuz(l —u) 2du
3n
0
oldugu goriiliir. Diger yandan
1

B q) = j xP~1(1 — x)9-1dx =

0

F(»)T(q)
I'(p+q)

esitligi burada kullanilirsa;

()10 = S )

oldugu goriiliir.
Ornek 2.2.3 te yarim tiirevle yarim integralin iligkisinin dogru oldugu gosterilmis oldu.

Simdi de daha genel bir kesirli tiirev formiilii i¢in bir tanim verilsin.

10



Tamm 2.2.4: 0 < a < 1 olmak iizere,

X

flx) = Lf O (x —t)* dt x>a (2.8)
" TI'(a) ¢ ’ '

a

seklindeki Abel integral denklemi ele alinsin. Buradaki (2.8) integralinde x yerine t, t

yerine s yazilirsa,

1 t
O =15 f o(s)(t — 5)a~1ds 2.9)

bulunur. Elde edilen bu (2.9) integralinin her iki yan1 (x — t)~¢ ile ¢arpilarak a’dan x’e

kadar integrali alindiginda,

X X t
1
_ -a — _ a—1 _ -a
f(x t)~*f(t)dt _F(a)f jgo(s)(t $)* s | (x — t)"%dt
a a a
. x [t
= —_— — a—-1 _ -a
F(a)f f(p(s)(t ) Hx —t) *ds |dt
a a
bulunur. Elde edilen bu esitlikte Dirichlet formiilii olarak bilinen
b/ x b /b
[ [ rewy |ax=[{ | reyax |ay (2.10)
a a a \y

esitligi kullanilirsa;

](x —t)"*f(t)dt = %j @ (s) J(t —5)* 1(x —t)"%dt|ds (2.11)

elde edilir. (2.11) ifadesinin sag tarafindaki i¢ integralde t =s+ 1(x —s),dt =

(x — s)dt degisken degistirmesi yapilirsa;
X 1
f(t —8)* (x —t) %t = f(s +1(x—s)—5)* Y x—s—1(x— s))_a(x —s)dr
s 0
1

= fr“‘l(l — 1) %t

0

=B(a,1—a)
_T(@r(1—a)
B r(1)

11



oldugu goriiliir. Bu ifade (2.11)’de yerine yazildiginda;

f(x -t *f()dt=T(1—-a) f p(s)ds

X

1 X
J.fp(s)ds = mf(x —t)"4f(t)dt

a

olur. Bu ifadenin her iki yaninin x e gore tlirevi alinirsa;

o) = —a) " f (x - O f(©)dt @.12)

bulunur. Elde edilen (2.12) ifadesine a —inci mertebeden fractional ya da kesirli tiirev
denir (Ozen 2003, Ozen ve Oztiirk 2004). Bu tiirev Riemann-Liouville tiirevi olarak da
bilinir.

Ornek 2.2.5: «a = % , f(x) =x?% secilirse;

00 =t o f (= @t

:—F(l_%>d J-(x—t) 2t%dt

1
d
= —1d—f(x —ux)” 2u2x xdu
r(z)™s

1
1 d 1 5
= ——J(l —u) 2ux2du
0

ndx
1 d % (1 3)
B ndxxﬁ 2'
8 3
= —Xx2
3Vm

bulunur.
Tanim 2.2.6: f fonksiyonu her sonlu (a, x) araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun.
meN,m—1<a<m olmak iizere x > a i¢in reel bir f fonksiyonunun a —inci

mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi asagidaki sekildedir (Samko et al. 1993).

12



DEF(x) = f £ — me-1dt @.13)

I‘(m a) dxm

Tamim 2.2.7: m,m < ¢ < m + 1 sartin1 saglayan bir tamsayi, f siirekli bir fonksiyon,
O (k=1,2,-,m+1) tirevleri de [a,x] kapali araliginda siirekli olsun. Bu

taktirde f fonksiyonunun a —inci mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi

o OO (x — @)t 1 [ o .
Deuf G = RZO I(—a+k+1) * [(—a+m+1) fR e - mdt 214

dir (Samko et al. 1993, Ozen ve Oztiirk 2004).

Tamim 2.2.8: m,m — 1 < a < m olacak sekilde pozitif bir tamsay1, « herhangi bir
pozitif tamsay1 ve f fonksiyonu da m defa siirekli diferansiyellenebilir olsun. Bu takdirde

f fonksiyonunun a —inci mertebeden Caputo kesirli tiirevi

DEFCO) = rm—es f £ @) (x — a1t 2.15)
ile tanimlanir (Samko et al. 1993, Ozen ve Oztiirk 2004).

Lemma 2.2.1: v > 0 ve m = [v] + 1 olsun. f € L(0, x) fonksiyonunun integrallenebilir

kesirli D°f vardir ancak ve ancak
D'"kfe C[0,x], k=1,..,m ve D" f € AC[0,x] (2.16)

dir. Ayricaf e I’ (L(O, X)) ancak ve ancak f integrallenebilen kesirli tiirevi D'f ‘e sahiptir

ve
DU kf(0)=0, k=1,..,m (2.17)

kosulunu saglar.

; . d k m—v _ (4 k k—=(v—m+k) £ _ pu—m+k c1s e
Ispat: (ds) I 7f = (ds) I f=D f kesirli tlirevi taniminin

gortiniimii ve [v — m + k] + 1 = k olduguna dikkat edelim. O zaman (2.16) nin (1.4) ile
esdeger ve (2.17)’nin (1.5) ile esdegerdir. (k = m igin (2.3.1)’de D >"™f =1"""f sart1
kullanildi.)
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(1.3) birlesik gosterimi kullanilarak kesirli integral ve tiirev i¢in indeks kurallar1 agagidaki

sonuglar1 gerektirir.

Lemma 2.2.2: (Theorem 1.2.5 (Mitrinovi¢ et al. 1993)) indeks kurallar1
I‘U.I'Uf — Iu+17f

asagidaki durumlarda gegerli olacaktir.

(i) v>0,u+v>0vefeL(0x);
(i) wv<O0,u>0vefel™(L(Ox));
(i) u<0,u+v<Ovefel ™ 7(LOx))

Sonug olarak DY f kesirli tiirevi bize bir integral gosterimini verir (Handley et al. 2001).

Teorem 221: v>y=>=0 olsun. fe€L(0,x) fonksiyonu DVf e L*(0,x)
integrallenebilen kesirli tiireve sahiptir ve DV"*f(0) =0,k =1,...,[v] + 1 olsun. O

zaman
DYf(s) = F(U;—y)f(s —t)VYTIDVF(t)dt, s €[0,x] (2.18)
0
dir.
ispat: DYf(s) = - (,,l_y) [2(s = YY1 D¥F(t)dt olup DY £ (s) = "V D£(t) oldugunu

gosterelim.u = —y >0 vev=—-v <O0olsun. (u —v=—yiseu+v =—y). Lemma
2.2.1%e gore f € I"”(L(0,x))’dir. O zaman Lemma 2.2.2’nin (ii) durumundan u, v’in

sec¢imi i¢in indeks kurallar1 gegerlidir, yani;
DVf =1"f=1""f=T"1"f =I""I’f =I""DVf = 1"V D'f
olup (2.18) bulunmus olur.

Iki farkli fonksiyon iceren kesirli Opial esitsizlikleri ile ilgili bilgiler verelim. Burada
Riemann-Liouville kesirli tiirevini kullanacagiz. Biz burada su tiir esitsizliklerle

ilgileniyoruz. x > 0 igin;

14



X

fq(w)[l(thl)(w)llaI(val)((‘))llv +1(0" ) (@)% (D )1 ]dw

0
Aathy
x D
< C(x,q(w), 44,v, 44, 4y, p(w), D). U p(@)[[(D?f1) ()P + [(DVf2)[P]ldw
0

fonksiyonlar1 i¢in fi, f5 € L,1(0,x); p(w), q(w), 1/p(a)) € L,(0,x) tim dsler ve

mertebelerde kesir vardir. Burada Df f, mertebesi § > 0 olan Riemann- Liouville kesirli

tiirevi temsil eder. Ayrica, kesirli diferansiyel esitsizliklerin bir sistemi olan
(D¥£)® = Ft{D" f)(OY=1, {(DV f)(®}-y), timt € [0,x]

icin j = 1,2 ve D”‘ffj(O) =d;; ER,i=1,..,n+ 1 dir. Burada n := [v],v > 0 i¢in

integral parcasidir.

Kesirli analiz ile ilgili daha fazla bilgi i¢in Kiryakova (1994), Oldham ve Spanier (2006)

ve Podlubny (1999)’nin ¢aligmalar1 incelenebilir.
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3. KESIRLI TUREVLER iCIN OPIAL ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde kesirli tiirevler igeren Opial tipli esitsizlikler i¢in baz1 sonuglar verilecektir.
Boliim boyunca x > 0, v,y = 0 ve f € L(0,x) kabul edilecektir. Ayrica k =1, ...,m
icin DV7*f € C[0,x] ve DV"f € AC[0,x] olacak sekilde f fonksiyonunun DVf
integrallenebilir kesirli tiireve sahip oldugu kabul edilecektir. Daha sonra kesirli baglangi¢

deger problemleri i¢in ¢ozlimiin tekligi arastirilacaktir.

Teorem 3.1: p,q > 1 olmak iizere %+ i =1lvey=0,v>y+1 —%Olsun. Ayrica f €

L(0,x) fonksiyonu j=1,2,..,[v]+1 igin DY/f(0) =0 olacak sekilde DVf €

L™ (0, x) integrallenebilir kesirli tiireve sahip olsun.

O zaman,
2
X X q
[ 107 r0vfo)lds < e | [10vfes)1eds G.1)
0 0
dir. Burada,
x(p+2)/p
Q(x) = 75 r=v—y-—1 (3.2)
2141 (r + 1)((rp +1D)(rp+2))
dir.

Ispat: ®(t) = |[DVf(t)|ver =v —y — 1 yazalim. 1 —% > 0 oldugundan v > y olur

ve Teorem 2.2.1 uygulanir. Ayrica r > —1 ve herhangi bir s € [0, x] igin

t - (s —t)" € L(0,s)’dir. (2.18) ifadesinde Holder esitsizligi kullanilirsa;

! S —y-1pv
IDYf(s)| = F(U——V)OJ(S — )V YIDYF()dt
F(r D ]KS — 7P dt J|va(t)|th
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1

QR

N

F(r+1) fl(s—t)rlth fcp(t)qut

0

Q|

1 srp+1)/p ;

= F(r+1)(p+1)/rp qu)(t)th (3-3)

bulunur. Burada z(s) = [ ®(¢)4 yazilir. O zaman (0, s) araliginda hemen hemen her
0

yerde z'(s) = @(t)4 olur. Boylece (0, x) araliginda hemen hemen her yerde

IDUf(s)] = ©(t) = (z'(s))% (34)
olur. O halde,
1 Sap+1)/p 1
IDYf(s)| < eI Dap s D7 (z(s))a (3.5)
dir.

(3.4) ve (3.5) esitsizlikleri taraf tarafa ¢arpilirsa;

s(rp+1)/p

O\ Y
DD O < Fo iy oy o7 (22 )

olur.

’ 1/ -
strp+1) (z(s)z (s)) ! fonksiyonu rp+1=>0 iken (0,x) arahg {izerinde

integrallenebilirdir ve (z(s)z'(s)), (0,x) tuzerinde smurli ve Olgiilebilirdir. Holder

esitsizliginden,
1 1
p /[ x q

z(s)z (s) Tas < | | sp+ids z(s) z'(s)ds
J [re) ]

0

17



xP+2)/0 5 (5)2/a

~ (p+2)a 2174

bulunur. Sonu¢ olarak |DYf(s)DVf(s)|, DYf € AC[0,x]veDVf € L*(0,x)’de

integrallenebilirdir.

Asagidaki sonug bir 6nceki teoremin p = 1 ve g = oo oldugu ug noktalardaki durumlarini

inceler.

Teorem 3.2: v >y = 0 olsun. Ayrica f € L(0,x) fonksiyonu j = 1,2,...,[v] + 1 igin
DY~/ (0) = 0 olacak sekilde DVf € L*(0, x) integrallenebilir kesirli tiireve sahip olsun.

O zaman,

X

s relds < S5O (3.6)

0
dir. Burada,

xr+2
Q =— —v—y—1
LT +3) rEvTy

dir.

Ispat: f(t) = t¥ fonksiyonu i¢in Gama fonksiyonunun bilinen &zelliklerinden

I ..,

’ ) >0
I'lu+v) e

S
f(s — ¥ 1tv1ide =
0

dir.
0<j<[v]l+lm=[v]—j+1lvea=v—[v]olsun.Ozaman1—a >0,u+1>0

ve

) 1
DYif(s) = =

d\™ [
m(%) f(s _ H)a-@-1@+D-1g¢
0

18



B 1 TA-a)T@+1)/d\™ mi
“Td—a) [m+j+0D (d_s) S

rv+1) .
= —S]
Jj!
dir O zaman DV7J/f(0)=0,j=1,..,[v]+1 iken DVf(s)=T(w+1)

ess sup|DVf(s)|? = T'(v + 1)% olur.

O halde,

DYF(s) = _ I'v+1)

msv_y ve Duf(S) = F(’U + 1)

oldugundan

I'v+1)s'Y

r 1
07706 = e s

[ P by e
. “"Tw—-y+1) )

3 I'(v+1)2 xV-r+l
_F(v—y+1)(v—y+1)

I'(v+1)?

—__ 77 v-y+1
'v—y+2)

r+2

=T'(v+ 1)2—F(r 3

olur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.3: 0 < p < 1 olmak iizere %+ % =1ve v >y = 0olsun. Ayrica f € L(0,x)

fonksiyonu j =1,2,..,[v]+1 icin DY/f(0) =0 olacak sekilde DVf € L(0,x)

integrallenebilir kesirli tiireve sahip ve (DVf)~! € L°(0, x) olsun.
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O zaman,

x x 2/q
f IDY£(s)Df(s)lds = Qx) ( f ID”f(s)qus> 37
dir. Burada,
x(p+2)/p
Qx) = , r=v—y—1

21/ar(r + 1)((rp + D (rp +2)) 7
dir.
Ispat: r=v—y —1ve ®(t) = [DVf(t)| yazalm. 0 <p <1,q <0 olsun. (2.18)

esitligine ters Holder esitsizligi uygularsa (Mitrinovi¢ et al. 1993);

IDYf(s)| =

T Of (s =) YD f(0)lde

1

1

P q
>t ( [ rqut) ( | ID”f(t)I"dt)

b/ a
et o)

0

1
1 srp+1)/p ; 1
> d(t)dt
“Tr+1)Gp+1)/p j (©)
0
olur. Burada z(t) = [J ®(t)9dt ise z'(t) = ®(£)7 olur.

£ ()] = (2())" (38)

olup,
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srp+1)/p

v
D fO 2 ey Gp T D (2 (s)) (3.9)
dir. Burada (3.8) ve (3.9) ifadeleri taraf tarafa ¢arpilir ve integra edilirse;
(rp+1)/p %
14 v > '
IDTFODYF O 2 re a7 7 (P07 9)
x 1 x 1
14 v > (rp+1)/p ' q
[ 107001 )lds 2 s [ 57 (2502 @)
0 0
1 1
x p X q
> ! js”’“ds jz(s)z'(s)ds
“Tr+1D0ap+1)Vp
0 0
1 xTP+2/P - 5(5)2/a
F(r + D(rp+ DVP (rp +2)V/r 21/a
olur.
Boylece;
2
; xP+2)/p ; 1

[10rr@por@lds > 7| [0l

] 21/4T(r + 1)(Grp + 1) (rp + 2)) J
elde edilir.

Teorem 3.4: p,q > 1 olmak {lizere %+ é =1lvey=0,v=y+2 —% olsun. Ayrica

f € L(0,x) fonksiyonu j = 1,2,...,[v] + 1 i¢in DY=/£(0) = 0 olacak sekilde DVf €

L™ (0, x) integrallenebilir kesirli tiireve sahip olsun.

O zaman,
2
X X q
f IDY £ (5)DY £ (s)lds < Qp (x) f ID*f(s)]7ds (3.10)
0 0
dir. Burada,
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x2(rp+1)/p

_  or—v—y-—1 3.11
2(0(r + 1)) (rp + 1)/ T G0

dir.

Ispat: ®(t) = |[DVf(s)| ve r =v—y —1 yazalim. Teorem 2.2.1°den biliyoruz Ki
YDV =TV f = I**Yf = I'Yf = DY f dir ve kesirli integral tanimindan

IDYF(OI < U@ =T"0(x), IDY*f(6)] < T"d(x)

elde edilir.

U'(x) = (Ir“CD(t))I = 10(t)

g0z Oniine alinir ve Holder esitsizligi kullanilirsa;

X

leVf(t)Dy“f(t)ldt sf UU (t)dt = %Uz(t) = %(ITHCD(x))Z
0

0

_1 1 T
E m!(x - t) (D(t)dt

_— J(x —t)"O(t) dt
z(r(r + 1))

2/q4 ;o 2/q

f (x — )™Pdt f D ()

< — —
z(r(r +1)° ;

2/q

Of O(t)7 dt

1 x20rp+1)/p

B 2(T(r + 1)) (rp + D4

dir. Burada,
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x20rp+1)/p

Q, = 5 , ©(t) = [DVf(®)]
2(T(r+ 1) (rp + 1)2/4

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.5:y = 0,v >y + 1 olsun. Ayrica f € L(0,x) fonksiyonu j = 1,2, ...,[v] + 1
icin DY/ £(0) = 0 olacak sekilde DVf € L (0, x) integrallenebilir kesirli tiireve sahip

olsun. O zaman,
X
[ s ©lds < 0,555 D O
0

dir. Burada,

xz(v _Y)

Q3 = 7
Z(F(v -y + 1))
dir.

Ispat: f(t) = t¥ fonksiyonu igin

D*f(s) = wy, ess sup|DVf(s)|? = (T(w + 1))2
dir. O zaman,
r 1 r 1
DVf(S) = 1"(1)(3—:/_4.)1)51}_]/’ Dy+1f(s) — FEZ—-I__V; v—y-1
dir. Boylece,
+1 _ I'(v+1)? )1
|IDYf(s)DY*1f(s)| = SO T p— s20-7)

X

f DY F(s)DY 1 (s)| ds <

0

X
F(U + 1)2 fsz(v_y)_lds
FTw-y+DI'(w—y)
0

23
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I'(v+1)?

< xz(u_y)
T 2lv-y+ DI v—y+1)

elde edilir. Buradan,

xz(v —Y)

2 2Tv—y+ 1)

ess sup|DVf(s)1? = (T(v + 1))2

2’

dir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.6: 0 < p < 1 olmak iizere% + é =1ve v >y = 0olsun. Ayrica f € L(0,x)

fonksiyonu j=1,2,..,[v] +1 icin DY7/f(0) =0 olacak sekilde DVf € L°(0,x)

integrallenebilir kesirli tiireve sahip ve (DVf)~1 € L*(0, x) olsun.

O zaman,

x x 2/q

[1rr@pros@lds = 2,00 [0 1ds (3.14)

0 0
dir. Burada,

x2(rp+1)/p
, = 5 , r=v—-y-—-1
2(T(r+ 1)) (rp + 1)2/4

dir.

Ispat: @(t) = |DVf(s)| ve r=v—y—1 olsun. Teorem 2.2.1°den biliyoruz Ki

YDV =TV f = I**Yf = IV f = DVf dir ve kesirli integralin tanimindan

IDYF)I S U@ =T"d(), D) <T"d(x)

dir. Buradan U'(¢t) = (IT“(D(x)) = I"®(x) dir.

0 < p < 1 oldugunda ters Holder esitsizligi uygulanirsa,
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X X

, 1
leVf(t)DV“f(t)Idt > f U)U (t)dt = EUZ(x)

0 0

m f(x —t)"O(t)dt

2/p 2/q
> m f(x —t)"dt Ofcb(t)th
2/q

1 x2p+1)/p

(06 + D) Gp + D

f DY £ (s)|7dt
0

elde edilir.

Teorem 3.7: p,q > 1 olmak iizere % + ; =1lvey =0, v>y+1-— % olsun.Ayrica f €

L(0,x) fonksiyonu j=1,2,..,[v]+1 ig¢in DY/f(0) =0 olacak sekilde DVf €

L™ (0, x) integrallenebilir kesirli tiireve sahip olsun. O zaman herhangi bir m > 0 igin

m/q

]lDVf(s)Imds <o, le”f(s)qus (3.15)
0 0

dir. Burada,

x (rm+1+m/p)

- & , r=v-y-1 (3.16)
(T +D)"m+1+m/p)(rp + 1)/

dir.

Ispat: ®(x) = |[DVf(t)|ver =v —y — 1 yazalim. 1 — % > 0 oldugundan v > y olur.

r > —1 ve herhangi bir s € [0,x] t - (s — t)" € L(0, s)’dir. (2.18) esitliginde Holder

esitsizligi uygularsa,

25



DY £(s)] = f (s — O DYF(t)de

I'(r +1)

1/p / 1/q

F(r 5 f(s — )Pt OfID”f(t)qut

s 1/q

f ®(t)9dt (3.17)
0

1 srp+1)/p
<
“I(r+1)@p+1)t/p

olup (3.17) esitligin m. kuvveti alinip 0 dan x’e integrali alinirsa;

/
srp+1)m/p : e
IDYF ()™ < f O(t)Tdt
4 (e + )" Gp+ 1)m/? J
/
; ; srp+m/p ; e
DY Mds < d DV qd
[1rsemas < sl [ s | [ 10010
0 0 0
/
1 x(rm+1+m/p) m

- (Ter+1)" Op+ D™P@rm+1+m/p) Olevf(S)I"ds

olur. O halde (3.16) ispatlanmis olur.

Teorem 3.8: v >y = 0 olsun. Ayricaf € L(0,x) fonksiyonu j =1,2,...,[v] + 1 igin
DY~/ (0) = 0 olacak sekilde DVf € L*(0, x) integrallenebilir kesirli tiireve sahip olsun.

O zamanm > 0 igin

[10rr@imas < gD O (3.18)
dir. Burada,
x(r+1)m+1
Q: = r=v—y-—1 (3.19)

(F(r))m(rm +1+ m/p)((r +1)m+ 1)’
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dir.
Simdi kesirli baslangi¢ deger problemleri ¢éziimiiniin tekligini aragtiralim.

yi=z0v=y;+1/2,i=1,..,r € Nolsun.

f € L(0,x) fonksiyonu j = 1,2, ..., [v] + 1i¢in DY/ £(0) = 0

olacak sekilde DVf € L*(0, x) integrallenebilir kesirli tiireve (3.20)
| sahip olsun.

Ayrica, tim t € [0, x] i¢in DVf(t) = F(t,{DYif(t)};=,) olsun.

Burada F(t, xy, ..., x,-) fonksiyonu (x4, ..., x,-) i¢in stireklidir, t € [0, x] igin sinirlidir ve

.
|F(t, 24, .., 2,) = F(t, 21, ., 2,)| < z q:(t)|z; — z| (3.21)
i=1

Lipschitz kosulunu saglar. Burada i = 1, ..., igin q;(t) = 0 fonksiyonu [0, x] tizerinde
siirhdir. i = 1, ...,r ve 0 < s < x i¢in
Sv_yi

T AWy -1 -2r - D

i*

B = ) llallbi(s) (3:22)
i=1

seklinde tammlanir. Burada ||q;[l.. = supieqoxlqi ()1 dir.

Kabul edelim ki

P = ) lladldito < 1 (3:23)
i=1

olsun.

g € L(0,x) fonksiyonu j =1,...,[v] +1 igin DY7f(0) = 0 olacak sekilde DVf €

L*(0, x) integrallenebilir kesirli tiireve sahip olsun. O zaman Teorem 2.2.1°den
1 N
DYig(s) = —f(s —t)VriT1 DVg(t)dt, se0,x],i=1,..,r 3.24
g T =77 J g (3.24)
dir. (3.1) esitliginde p = ¢ = 2 alinirsa, i = 1, ..., 7 i¢in

j (DY) WD g)(W)ldw < A,(x) j (0¥ ) (w)[2dw (3.25)
0 0
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olur.
fi, f2, (3.20) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii olsun. Yani k = 1,2 igin
(Dfi)(©) = F(t,{(D"fi) (O}i=1). t € [0,x]
ve
D' fi(0)=aq eRj=1,..,[v]+1
olsun.
Bger g := f, — f; ise
Df(t) = F(t,{(D"if1)(D)}i=1) — F(t, {(D!f2) (D)}i=1) (3.26)
ve
D'7g(0)=0,j=12,..,[v] +1
dir. (3.21) esitliginden
|F(t,DV1£,(¢), ..., D f1(t)) — F(t, D1 f5(t), ..., DV (1))

< Z qi(©)|DYif1(¢) — DYify (0)|
- Z q:(D|DYig (o)
i=1

< > llgill.DYig(®) (327)
i=1

olur. Boylece,

IDVg(O)1* = D" gOIIF (&, {DVif1(D)}i=y) — F(&.{D i (D)}

r
< 10g(®1 ) llg:ll.1D"ig ()]
i=1
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T
= ZII%IIOO |DYig(O)[|D*g ()]
i=1

bulunur.

Sonug olarak;

X T X
[1029@F < llail. (1079 @11p*g@lde
0 i=1 0

3.25) N :
( < )Z”qi”ooAi(X)j|Dug(t)|2dt
=1 0

(3.23) .
2w [1%g o
- 0

dir. Buradan,

X

j DY g(0)[2dt < $(x) j DY g(0)]2dt
0

0

elde edilir.

(3.28)

Eger foxlD”g(t)lzdt # 0 ise 0 zaman (3.28)’den ¥ (x) = 1 elde edilir, bu da ¥ (x) < 1

kabulii ile geligir. Dolayisiyla fox |DYg(t)|?dt = 0 dir. Yani, [0, x] iizerinde DVg(t) = 0

olur. Fakatj = 1, ..., [v] + 1i¢in DY~/ g(0) = 0 dir. O zamany = 0igin (2.18)’den [0, x]
tizerinde g(t) =0 bulunur. Bu, [0,x] lizerinde f; = f, demektir. Boylece (3.20)

baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiiniin tekligi ispatlanmais olur.

Simdi kesirli baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii i¢in DV f’in {ist sinirlarini inceleyelim.
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( 0<t<xicin

(D*f)'(8) = F(t, (DYif (D}}=y, DVF);

vi=z0v=y;+1/2,i=1,..,T€EN;

) burada f € L(0, x) fonksiyonu DVf(0) € L*(0, x)
integrallenebilen kesirli tiireve sahiptir,

kabul edelimki j = 1,...,[v] + 1igin DV™/£(0) = 0ve Df(0) = A€ R
baslangi¢ deger problemini géz 6ntine alalim.

(3.29)

Burada F fonksiyonu [0, x] X R"*?! {izerinde Lebesgue 6l¢iilebilirdir ve

)
IF %1t %) < ) @il (3.30)
i=1

kosulunu saglar. Burada i = 1, ..., 7 igin q;(t) = 0 fonksiyonu [0, x] tizerinde sinirhidir.
Boylece,

DYf(£)(DVf)'(t) = DVf(O)F (¢, {DYif (t)}i-,, DVf (1))
bulunur ve 0 < s < x igin

N N

f DUf(&)(DYf) (H)dt = J DVf(O)F(t,{DYif(©)}i—,, DUf(t))dt

0 0

dir. Dolayisiyla,

1 DV 2
S 10O

o < (1D O (& DY Oer, DVF(O) e
0

3.30) [ 4
420 [1r) (Z||qi||oo|mif<t)|>dt
0 =1

= >llaile f IDYif (O] 1DV £(0)]de
i=1 0

dir.
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Y (s) ve A;(s) i¢in (3.22)’deki gbsterimi hatirlayalim. O zaman,

wwnmzsM+z§)%M<fwﬂﬂomwﬂqu

(3.;.1) A% + (zllquIwAi(s)> (levf(thdt)
i=1 0

=M+w@ﬁWHMMt
0
olur. Yani,
w%@PsM+M9ﬁmﬂm%t (331)
0

dir.

0 < s < xicin 8(s) :== |DVf(s)|? ve p := A? olsun. Bu durumda,

8(s) < p + () f o(t)dt
0

dir. Burada tim 0 < s < x igin p > 0,%(s) = 0,3(0) = 0,6(s) = 0 dir.

H(x) = x alarak Genellestirilmis Gronwall Lemmasi (Dragomir 1988) uygulanirsa;

o(s) <p (1 + IIJ(S)exP(l/J(S))f exp(—lb(t))dt). Y() = fllf(u)du (3.32)
0 0
olur. Tim 0 < s < x i¢in

< 1/2
IDVf(s)| < |A| <1 + gb(s)exp(v,b(s))J exp(—v,b(t))dt) =:K(s) (3.33)
0
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elde edilir. Tim 0 < s < x i¢in (2.5.1)’de y = 0 alinirsa,

F(s)] < Tlv) [ - oDt r@la

elde edilir. (3.33) esitligini uygulanirsa,

1

If(s)] < W)

f(s — )UK (t)dt (3.34)

elde edilir. Ayrica (2.18)’dentim 0 < s < xvei =1,..,7 igin

1

DO < = Of (s = "7 DIt

olur. Sonug olarak, (3.33)’tentim 0 < s < xvei =1,..,7 igin

1

|IDYif (s)| < F(U——)/L)Of(s — t)U_Yi_lK(t)dt (3.35)

elde edilir.
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4. RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI TUREVLERINI ICEREN OPIAL TiPi
ESITSIZLIKLER

Teorem 4.1 a;,a, ER,, B>aq,a,, B—a;>(1/p), p>1, i=12 olsun.x €
— {0} olmak tizere f;,f, € L1(0,x) fonksiyonlar1 sirasiyla [0,x] tizerinde

DAf,,DPf,, L., dakesirli tiirevlere sahipve k = 1, ..., [8] + 1,i = 1,2 i¢in DA=K£,(0) =

0 olsun. Ayrica tim p(t), ,q(t) € L (0,x) olmak iizere p(t) >0veq(t) =0

p(t)
oldugu goz oniine alinsin. Ag > 0 ve A, ,4,, = 0 Oyle ki 45 < p olsun. Burada p >

1 dir.

p(B-a;—-1)
j(s‘ 0 7 (p@) " Pdr,  i=120<s<x 4.1)
0

P;(s)

p-1 p-1 B
A(s) := Q(S)(P1(S))/1a2( D )(PZ(S))/laz( D )(p(s)) Ag/p "

(P8 — @)™ (I(B — az)) ™

x (p—-2p)/p
Ay (x) = f (A(s))p/ ®=26) 4 (4.3)
0
ve
1, A, + Ag = pise
olsun.
Eger 1., = 0, ise
j a(s) [ID=£u()1e1 [DE £, ()| + D fy (5) [P DAy ()] ] dis
0
)la1+lﬁ
AB Aelp [ p 14 P )
< (AO(X)lxazzo) (m) 5 Lf P(S)[|Dﬁf1(5)| +|DE £y (5)] ]dS] (4.5)
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olur.

Ispat: (2.18) esitliginden,
D%f;(s) = f(s —)f~u 1pPf(dt,  ve[0,x],i=12j=12 (4.6)

dir. Holder esitsizligi uygulanirsa;

pefy(o)] < f 0P () () DOl @)

B F(ﬁ a;)

(p-1)

1 : / 2 P
—a;—1 —-1/p\p-1
D ( f (G~ F=1(p() ") dt) (4.8)

: Y : Y
DPf )| d o 5 DPfi )| d p 4.9
<| [rolrrora) =mmmms @) 7 | el fol e (49)

0 0

elde edilir. Yani,

s 1/19
|D%if;(s)| < TG —a) (pi(s )) (f p(t)lDﬁfj(tﬂpdt) (4.10)
0
saglanir.
zi(s) := ]p(t)lDﬁfj(t)lpdt 4.11)

0

olsun. Boylece (0,x) acik araliginda hemen hemen her yerde j = 1,2 olmak iizere

z;(0) = 0 i¢in
7j(s) = p()|DP£;(9)|” (4.12)

olur. Dolayisiyla,
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/
[Deif;(s)] < )(pl(S)) (zj(s))1 ’ (4.13)
vei=1,2, j =1,2ig¢in (0, x) araliginda

IDE£)|™ = (p(s)) /P2 (s) %/ (4.14)

dir. Bunedenle i = 1,2, j = 1,2 igin (4.13) esitsizliginin A, ve 4, kuvvetleri alinirsa,

1
D4 fi ()M < (TG —an)™ ()% )(21(5)) P (4.15)
- WM
1 p-1 Aay
D% fy(s)] o2 < (G —an)™ (P57 ) (o) 7 (4.16)

denklemleri elde edilir. Buradan,

4D fOND2£) S (DP£) ()]

<q(s) - s (Pi(s ))Aal( )(Zl(s)) P |D%2f,(s)| e
( B —“1))
1 Aay (557) s 0, ) P
< (P,())" 2\ 7 ) (2,())? (p(s)) "P(zi(s)) T (4.17)
(rB - az))laz i i ( ! )
-1 —lg
RO )(Pz(s)) (5 (p(s)) A,
( 1)) 7 (2 (S)) (Z (S))
(T8 - a))™ ™ (T8 - ap))™™ i '
Ay Ay 8/,
= A6)(z(9) 7 (2()) 7 (7(5)) (4.18)

elde edilir.

Sonug olarak, Holder esitligi uygulandiginda (p /g > 1)
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fq(S)I(Dalfl)(S)l’l"‘lI(D“Zfz)(S)I’l"‘zI(Dﬁfl)(S)Ilﬁ ds

1
x M )ﬂ ﬁ/p
< Ay(x) ( (21 (s)) Ap (zz (s)) Ap (z{ (s))ds) (4.19)
0
olur. Benzer sekilde,

fQ(S)I(Dalfz)(S)l’l"‘lI(D“Zfl)(S)I’l“zI(Dﬁfz)(S)IAB ds
0

- tay Aay
< Ay(x) (f (21 (s)) Ap (22 (s)) g (Zé (s))ds) (4.20)
0

bulunur.

Aq, = 0 alarak (4.19) ve (4.20) toplanirsa;

f 4 [[0= )P |[(DPA) )] + (D= £) ()P | (DP£) ()] ] ds
0

Ap *p
[/« e /p x ey /p|
< (Ao(x)|aa2=o) (f(zl(s))ﬁ(z{(s))ds> + (f(ZZ(S))W(Zé(S))dS> J| (4.21)
0

\s

AgqtA AgqtA Ag/
:(A(,(x)uazzo)[(zl(x))( ) s ) B>](Aal—ﬁlﬁ)” a2

2 Ag/p
- (W@ smo) (7727
451
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Aal +Aﬁ l“l +AB
X P X p

fp(t)IDﬁfl(t)Ipdt + fp(t)|Dﬁf2(t)|”dt =:
0 0
elde edilir.

2" Y a"+b")<(a+b) <a"+b", a,b=>0,0<r<1
ve
a"+b"<a" +b"< 2" a" +b"), ab=0r=>1

esitsizliklerinde son olarak (4.4), (4.24) ve (4.25) esitsizlikleri kullanilarak,

lal +AB
P

() = (461, =0) &l WP(S jx DAL + [DEf©)|F]d
9 = (Ao e=0) 77 || pO[IDPA®] + [DEf(0)] ]at
0

elde edilir. Boylece (4.5) esitligi kanitlanmais olur.

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Teorem 4.2:a,,a, €ER,, B>aq,a,, B—a;>1/p), p>1,i=12 olsun.x €

R, — {0} olmak tiizere fi,f, € L;(0,x) fonksiyonlar1 sirasiyla [0,x] iizerinde

DB f,,DPF,, Ly, dakesirli tiirevlere sahipve k = 1, ..., [f] + 1,i = 1,2 i¢in DB~¥£,(0) =

1

0 olsun. Ayrica tiim p(t),p(t)

,q(t) € L,(0,x) olmak iizere p(t) >0veq(t) =0

oldugu goz oniine alinsin. Ag > 0 ve A, ,4,, = 0 Oyle ki 45 < p olsun. Burada p >

1 dir.

p(B-a

S
i~1) _ _
P(s) = ](s— n 1 (p®) " Pa, i=120<s<x,
0

p—1
14

1) (P()) 7 (P, (0)) =7 ) (p(s)) "7

A(s) ==
(N8 — )" (T(B — )"
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x (p-2p)/p
Ag(x) 1= < f (A())” (’”ﬁ)ds>

0

ve

Aa,/Ag _ :
5, = {2 2/ — 1, Ao, = Agise (4.27)

1, Aa, < Agise

dir. Eger 1o, = 0 ise

j 1) [0 )| (D) ()] + 1D f) ()P | (DP£,) ()] ] ds
0

(0-4g) /2. \/P
s (Ao(x)hal:o) 2P </1 f_%’) 5;6/P
az

ﬂaz +AB
Ap

: ( f p&[|(DPAR) ] + I(Dﬁfz)(s)l"]ds> (4.28)
0

dir.

Ispat: 2, . = 0 oldugunda (4.19) ve (4.20) esitsizliklerinden 0 < %ﬁ < 1 olmak {izere

(4.24) esitsizligi goz oniine alinirsa,

f a() [0 £) ()12 |[(DPF) ()] + (D2 £) ()P | (D £)(5)| #] ds
0

< (40()114,=0)

x Aay /g Ap/p X Aay/Ag Ap/p
. l(f (z,(s)) (1 (s))ds> + (f (z,(s)) (3 (s))ds) ‘ (4.29)
0 0
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e
< (A0()1,=0) 277 (M@ =: ()

elde edilir. Burada;

X

M(x) = f (@) ()2 %824(5) + (22()) " 23 (5) ] s

0

dir.
1, Aa, = Apise
62 - {21_(1512/1[{), Aaz < Aﬁ ise
oldugundan

M(x) = f (2)" "™ + (2(5))""™ (2(s) + z(s))ds
0

~ [ et 2105) + ((50) = M 205)| ds
0

(4. 24) (4.25)

(%
/’laz + /’lﬁ

= 5,(1(5) + 7)) (—A”’ )—( & )

Aa, + 3 Aa, + 43

5, f (22(5) + 2()) ™ (21 (5) + 2,(s)) ds

(Z1(X)) g +(Zz(x)) g

laz +AB laz +lﬁ]

laz +AB /10(2 +/13

N(z@) Y +(z()

M
1o + g

laz +AB>

52(Zl(x) + Zz(x))< A
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(4.30)

4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)



_ <(21 (x))<%) + (2 m)(l“i?”))]

(4.25) [ 2
8,
< \Ag, + 25

278

i ((z1 (x))(

/1(12 +/1B

Ag > + (Zz(x))<

_ <(21 (x))<%) + (2 m)(l“i?”))]

) (Aafi Ag) (2 =) [(Zl (X))<

(53 = 52210{2/11? - 1)

(4.25) [ 2
< \Ag, + 25

dir.

Yani,

M(x) < < Af_ ﬁ> 63(21(75) + Zz(x))< e

>53(21(X) + 2, (X))(

)laz +/1[g

/1/3>

laz +Aﬁ

Aaz +AB

T) + (2, (x))<

)

Bunun sonucunda da (4.30) ve (4.40) esitsizliklerinden,

() < (4012, 0) 2

= (Ao(x)hal:o) 2

(p—2p) <
P

(p-2p)
P

Aa, + g

[

Ag

Ag
Ae, + A5

>/15/p

40

laz +l/g>
4 )

laz +lﬁ
Ap

>l

Ag/p
) 87417 (23 () + 2, ) "o

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)



/1“2+/1[;>
x Ag
. §,78/P [I‘p(s)[V)Bfi(s)|p-+|l)ﬁf}(s)|p]dsl (4.42)

0

Elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3: aj,a, ER,, B> a,a, B—a;>(1/p), p>1,i=12 olsun.x €
— {0} olmak tizere fi,f, € L;(0,x) fonksiyonlar1 sirasiyla [0,x] iizerinde
DAf,,DPf,, L. da kesirli tiirevlere sahip ve k=1, [B]+1 i=12 igin

DBK£,(0) = 0 olsun. Ayrica tim p(t),—,q(t) € L,(0,x) olmak iizere p(t) >

(t)
0 ve q(t) = 0 oldugu goz oniine alinsmn. Az > 0 ve A4,, A, = 0 dyle ki 45 < p olsun.

Burada p > 1°dir.

p(f—-a;—1)
a@p:j@—w 1 (p0) P Var, i=120<s<x,
0

p-1 p-1 _
1) (Pu()) U7 (py(5)) ™7 ) (p(s)) 77

A(s) :=
(T8 — @)™ (T (B — az)) ™

(p—2p)/p

Ay (x) = f (A(s))p/ =26) 4
0

dir.

o i {2((za1+aa2)/zg) — 1, Ay, + A, = Ap ise

' (4.43)
1, Aoy + A, < Agise
ve
1, Aa; + A, + A5 2 pise
— 4.44
V2 {21_((/1“11“2%5)/;9)’ Aoy + Aa, + Ag < pise ( :

seklinde tanimlansin. Bu durumda,

41



[ a@ [ID i@ eiD )P D £, + 1D P Dy () s [0 £ ()] ] s
0

Aﬁ A?ﬁ Apﬁ (p Aﬂ) A?B
< (v
B AO(x) <(/1(11 + /1(12)(/1“1 + /1(12 + /1,3)> A )/2 e ()/1)'“2)
X (Aay +Aa,+25)/p
( f p()(|DPAE)]” + IDﬁfz(s)l’”)ds> (4.45)
0
olur.

Ispat: a,b > 0vep,q > 16yleki - + 5 = 1 olmak iizere

aP b1
ab < ? + 7 (4.46)

dir.Burada,

X

f 4(S) D%, (5) s | D% £y (5) 2oz | DA £, (5) | ¥ dis

f (L) (o))

Ag/p

Agyta,
<—A >(ZZ (s))( >] z; (s)ds] (4.47)

Aa, + Aq,

< Ap(x)

(Aay +Aa,+2p)
< “1/15 > (Zl (x)) 8

Aﬂh + /1052 (Aiﬁ + /1“2 + /13)

[ Ag/p
(4.24) I
<

Ao(x)|

x Ay e, *s/ p]l
¥ (! </1a1 + ,1“) (2, (s))< >Z{(s)ds> JI (4.48)
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elde edilir. Sonug olarak;

fQ(S)IDalfl(S)l’l"‘lID“Zfz(S)IA“Z|Dﬁf1(5)|1ﬁds

0

A A Ap/P (ay +Aa +25)
(/1051 + /1“2)(/1(11 + /1“2 + /1/3) (Zl (x))

Ag/p
A, Ag/p Aa1+za2 k
(ﬁ) ( f (zz(s)) > z{(s)ds) (4.49)

olup, benzer sekilde,

< Ao(x)

X

fCI(S)ID"‘lfz(S)I’l"‘lID“Zfl(S)IA“Z|Dﬁfz(5)llﬁds

0

A A Ap/P (Aay +3a, +25)
(Afh + /1“2)()'“1 + /1“2 + /1,8) (Zz (x))

< Ap(x)

X

A 2p/p <’1a1+)‘0¢2> Aolv
(L> J (Zl(S)) *p Z (s)ds) (4.50)

Aa, + g, )

elde edilir. (4.49) ve (4.50) esitsizlikleri toplanirsa,
Q1= [ q(s) [ID% £, ()P D% f(5) a2 | DE £, ()| + D% fy(5) 2o | D2, (5) Ao | DBy (5)] ] s

(Ray+Aay+2p) (Ray+Aay+2p)
< AO(X) { Aoy A Ap/p (Z1 (X)) g + (ZZ (X)) g )

(Aay +Aay)(Aay +Aay +25)

x Ag/p
A, Ag/p Aa1+/1a2
() (f 1) L“”‘“)
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x g, Ag/p
(Jeont5hm)

(4.24) A Ap Ae/P
Ao(x)
= (/1“1 + /1“2)(/1(11 + /1“2 + /1/3)

(Aay+Aa,+2p) (g +2a, +Aﬁ)>

) <(Zl(x)) g + (Zz (x)) g

Aa, + Aq,

Ap/v | (28
+(L> B 5 (p>(l“*(x))lﬁ/p}

elde edilir. Burada,

0

x Aoy +a, Aoy Ha,
[ (x) = f ((zZ(s))< s )z1<s>+(z1<s))< s >z;<s>>ds

dir.
(4.31) ve (4.40) esitsizlikleri tekrar géz oniine alinirsa,

Aoy tia, +/1ﬁ>

L
Aa, + flj: + /1[?) (Zl G+ 2 (x))< '

(x) < <

olur.

Boylece (4.54) esitsizliginden,
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(4.52)
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(4.54)



(Afh + Aaz)(lfh + /10‘2 + Aﬁ)
(g +a, +/13)>

Ag/p (Aay+2ay+2p)
0 < 4,) {( Ty ) ((zloc)) W
+ (z,(x)) Ag

A — ~ A
N Ao, p/p Zw Ag¥1 o7 (2 (x)
Ao, + Aa, Ao, + Aa, + g 1

+ 2z, (x))c(ll%’f’azHB> l (4.55)

(4.24), (4.25) A Ag *e/p
< A {((Aal +2a,) Ay + A, + /1,;))

(la1+la2+lﬁ> Aa Aﬁ/p
V2 + P +|—=—
VZ(Z1(x) Zz(x)) </1a1 +/1a2>

(P—/‘lﬁ) 1oV Ag/p (Aa1+la2 +/15>
g 871 STreetoh
p .
’ (Aal + Ao, + Ap) (269 + 2:0) } (4:50)

Ag/p A/ (p—
A, A B 2 B/P  (p-2p)
= Ap(x) {( sh > yz + <L> 2 P

(Aal + ”laz)()‘al + /1“2 + ’11?) ’16!1 + /1“2

~ Ag/p Ay +haytAg
Aﬁyl B ( 1 pz >
(Aal + Ag, + ,1,3> (2(2) + 2, (x)) (4.57)

" wi [ @) 2
- 4000 ) -[zs;mz ; (mz)p]

(1051 + Aa’z)(lm + /10—’2 + Aﬁ)

(Aay +Aa,+25)/p

: [ j p()(|DPAG)| + |Dﬁf2(s>|”)ds] (4.58)
0

elde edilir.
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Teorem4.4: 0 <s <xvef € Ly,([0,x]),r > 0 olsun.
S
F(s) := f(s —t)"f(t)dt (4.60)
0
olarak tanimlansin. Bu durumda tiim s € [0, x] icin
N
F'(s) = r f (s — 1 f(D)dt @.61)
0

mevcuttur.

Ispat: s, € [0, x] bir sabit ve

X

F@a=fm—ovwm=fxm¢om—wvwa
0

0

olsun. Her sq € [0,x] igin g(s,t) := x[o,s,(£)(so — £)"f(t) fonksiyonu Lebesgue

integrallenebilirdir. Yani tim t € [0, x] i¢in g(so,t) = X[o5,1(t) (S0 — )" f(t) Ve

F@a=f@fﬁvﬂwm
0

dir.

ag (S(), t) [O,So+h](t) (SO +h— t)r — X[0,50] (t) (SO B t)r> (462)

. X
o, W (%‘i% n
oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in ti¢ farkli durumu géz 6niine alalim:

1) x =t > s, olsun. O zaman yeteri kadar kiigiikk h > 0 vardir 6yle ki t > s, + h’dir.
Yani,
X[0,50+01(8) = X[0,50](t) = 0
dir.

Bu nedenle tim sy < t < x igin

46



99(50.8) _ (4.63)
0s
mevcuttur.
2) 0 <t <spolsun. O zaman yeteri kadar kii¢iik A > 0 vardir dyle ki t < s, + h
‘dir. Yani,
X[0.50+1] (E) = X[o,5,1(8) = 1
dir.

Bu durumda hemen hemen tim 0 < t < s igin

94 (5o, 1) . (so+h—0)"—(so— )"
2, T® (%‘i% n )
= (r)(so — " 'f () (4.64)
dir.
3) t = sy olsun. O zaman goriiliir ki,
0y + (so, h"
B = o (i, ) = £ o) (i ) (465)
dir.

Son limit eger 0 < r < 1 ise mevcur degil, r = 1 ise f(sy) esit ve r > 1 ise sifira
esittir. Ayrica x[o,s,+r](So) = 0, h < 0 ise

ag_(SO'SO) . X[0,s0+h] (so)h”
——— = f(sp) | lim
ds -0- h

= f(so) (hli)%’_)([o,sﬁh] (So)hr_l) =0

dir.
Yani,
ag_('SOISO)
—_— (4.66)
Os
dir.
. . . ag(SO,t)
Genel olarak tiim t € [0, x] i¢cin —==—— mevculttur.
h # 0 ve D, (0,t) := 0 i¢in
0,59+ h](t)(sg + h—t)" — x[0,so](t)(sqg — )"
Dso(h,t) = £ (£) (X[ 0 1®)(so h) x10,50](t) (s ) ) (4.67)

seklinde tanimlansin.
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Buna gore yukaridaki ti¢c durumu tekrar géz oniine alalim:
1) x >t > sy olsun. O zaman yeteri kadar kiiciik h > 0 vardir 6yle ki t > s, + h’dir.
Béylece Ds (h,t) = 0 oldugu agiktir.

2) 0 <t < syolsun. O zaman yeteri kadar kii¢iikk h > 0 vardir 6yle ki t < sy + h’dir.

Bundan dolayz,
th—t)"—(sp—t)"
Dy, (+h,7) = £(t) <(S° e ih (o= ) (4.68)
dir.
p:=5y—t>0vep < xolsun.r > 0 ve h # 0 olmak iizere
+h)" —p" (so+h—t) —(so—1t)"
o(h) :=(p ) —p =(o ) (so— ) (4.69)
h h
olarak tanimlansin.
Yani,
Ds,(h,t) = f(t)p(h) . Eger r = 1 ise daha sonra ¢ (h) = 1 ve
Dy, (h,t) = f(D) (4.70)

dir.
Simdi bu durumun alt durumlarini inceleyelim:

(Z(i)) Egerr > 1ise 0 zaman 0 < p < x i¢in y(p) := p" konveks ve artandir.

Eger h > 0 ise o0 zaman ortalama deger teoreminden

p(h) <rx™1t
olur. Yani,
|Ds, (R, O] < rx" 2| f (D) 4.71)

dir.

Eger h < 0 ise yine benzer sekilde,

ro__ +h7"
p"—(p )<mr_1

p(h) = "

dir. Yeterince kiigiik |h| i¢in
|Ds, (R, O < 2™ |f (D], r =1 4.72)

olur.

48



(2(i)) Eger 0 <r < liseozaman 0 < p < x iginy(p) = p" ise konkav ve artandur.
h>0ise ph) <p" 1= (so—t)""1 ve h<0 igin yine @(h) <p" 1= (s —
)"~ L°dir.

Yani yeterince kiigiik |h| i¢in

|Ds, (R, )] < (50 — O IF (O] (4.73)
dir.
3) t = s olsun. O zaman,
h > 0icin D, (h,so) = f(so)h" ! (4.74)
ve
h < 0igin Dy (h,so) =0 (4.75)
dir.
Boylece eger r > 1 ise, yeterince kiigiik |h| i¢in,
D, (h,s0) < |f (s)lx™ 1 (4.76)
elde edilir.

Eger 0 <7 < 1ise 0 zaman h > 0 kiiciik i¢in D (h, so) fonksiyonu smirli degildir.

Sonug olarak;

(1) r = 1 i¢in hemen hemen tiim t € [0, x] i¢in

|Ds, (h, )] < 7™ If (D] < 400 4.77)
(2) 0 < r < 1 i¢in hemen hemen tiim t € [0, x] igin
|Ds, (R, )| < A(t) (4.78)
olur. Burada,
_ (o= f®I, 0<t<s,
A = {0, So<t<x (4.79)

dir. Agiktirki 4, [0, x] tizerinde integrallenebilirdir. O zaman Teorem 24.5 (Charalambos

ag(SO!')

N

et al. 1998)’den fonksiyonu integrallenebilirdir ve

X

F'(s¢) = f@dt = rf (so — ) f(t)dt + det
0 0

So

= rj (so — )" f(t)dt (4.80)
0

elde edilir.
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Teorem 45 8 > a; + 1, a; € R, olsun. x € R, — {0} olmak tizere fi,f, € L,(0,x)

fonksiyonlart sirastyla [0, x] iizerinde D f,, Df £, L., da kesirli tiirevlere sahip ve k =

1,..,[B1+1,i = 1,2 icin DA~ £,(0) = 0 olsun. Ayrica tiim p(t),pTlt),q(t) € Lo, (0, %)

olmak tizere p(t) > 0 ve q(t) = 0 oldugu gbz oniine alinsin. 1, = 0,0 < A, <1 ve

p > 1°dir.

03 := {ZAQ/(AQH) -1 Ag 2 Agyq ise
1, Ao < Agqqise

(1-2q+1)

X
A
(1/(1-2¢+1)) 034041 @
L(x):=|2 f (s) ds (—)
J (a() Aa + Aars

ve

X
Py(x) = f(x — s)(ﬁ—“l—l)p/(p—ﬂ(p(s))—l/(p—l)ds
0

P, (x)@-D/p)\ et
T(x) := L(x) <—>
r—a)
ve
Wy = z(pT?l)(la‘Flaﬂ)

¢(x) = T(x)wy

dir. O zaman,

O\R

50

q()[ID% £,(5) 2| DU £, (s) PAasr + | D% £y (5) e | DA+ f, () R ] dis

4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)



AgtAgs1)
14

< ¢(s) [ f p()(|DPfi()|” + [DPfo(s)|)ds

elde edilir.

Ispat: Kolaylik saglamasi i¢in a, := a; + 1 yazalim.

Teorem 2.2.1’den Vs € [0,x],i = 1,2 i¢in

D) = F=ay f (s — OF =1 DB (0)de

ve

D% f,(s) = DU+1f(s) = j (s — F~@~2DB £ (t)de

1
rg—a,—1) 5
dir. Teorem 4.4’ten Vs € [0,x], i = 1,2 i¢in

(D)) = patifi(s) = D% f,(s)

ve

DY) < e j(s—t)ﬁ “HDAf(0)ldt = g, (5)

dir.Buradaj =12, i = 1,2, 0 <s < x’dir.
Teorem 4.4°ten

(Gja;(8)) = Gja,(8); Gje;(0) =0
dir.
Egerf —a, = 1ise

G0, (5) = f IDPF (6)dt
0

1

dir !
" a1’ (1-2g41)

indeksleri i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa,

X S

[a@ipmp@rapef@reds < [ 46 (010,6) " (s20,©) ) s

0 0
(1-2g+1) /1

f (a) e as f 910 ) Y (91,6, (5)) ds
0 0
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(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)



elde edilir. Benzer sekilde,

X

[ a i fsyreipessty syprennas

0

s . (A-2g+1) / 4 . , Aa+1
< ( f (a())\ e ds) < f (920, (91,0, )) ds> (4.96)

0
elde edilir.
(4.95) ve (4.96) esitsizlikleri toplanirsa,

X

fq(s)[lDalfl(S)|l“|Da1+1f2(5)|A““ + | D fo(s) | | D%FL, (5) | Ye+a ] ds

0

s (1-Aq+1) x Ay , Aat1
= ( f (q(S))(ﬁ) dS) l( f (gl,a1 (S))A"‘+1 (gl,a1 (S)) d5>
0

0

X Ay , Aa+1
+ ( f (920,))“" (91,0, ) ds> ‘

0

X 1_/’LD!+1
4.24 _ 1
( < )<2 j (Q(S))(l‘la+1)d5>
- 0
X
-Of
x (1-2q+1)
< zf( ())(1—11 ( Aat163 )A““
< S —Aa+1
0 1 Aa+/1a+1

)(Aa+/1a+1)

Ag

1O (00,9 + (120,

Aat+1
(91,00 (s))'] ds]

(910, ) + G, @)

= L) (91,0, + Goa )

_ L(x)
o (F(ﬁ — al)(la+la+1)
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(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)



(Aa+Aa+1)

' U (x = 0F a1 (p) P () [IDEA(0)] + IDsz(t)I]dt] (4.101)
0

p—1
Aa+Aq+1)

(%)
(B-a;-1) P
L [ [0 0 poyes ll)dt]

= (F(’B — al)(/‘la+la+1)

x ()La+;a+1)
U p (PP @) + IDﬁfz(t)I)pdt] (4.102)
0
Ag+A
(B2 o) (=)
) L(x()r(fﬁl(f); Y Ga T U pO(PPAO] + IDf’fza)l)”dt] (4.103)
0
(Aa‘maﬂ)
x P
| [ p<t>(|uﬂf1<t>|+|Dﬁf2<t>|)"dt] @104
0
X (lla+z/}a+1)

_ 7257 ety [ f p(®)(|DFF,(D] + |DF fz(t)Dpdt] (4.105)
0

la+la+1)
p

(
p((|DPA®)| + |Dﬁf2(t)|)”dt] (4.106)

X

|

0

= d(x)

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.6 a,a,€R,, B>a,a, B—a;>(1/p), p>1,i=12 olsun.x €
R, — {0} olmak tiizere fi,f, € L;(0,x) fonksiyonlar1 sirasiyla [0,x] iizerinde
DB f,,DPf,, Ly, dakesirli tiirevlere sahipve k = 1, ..., [8] + 1,i = 1,2 i¢in DE*£,(0) =

0 olsun. Ayrica tim p(t),——,q(t) € L, (0,x) olmak tiizere p(t) > 0veq(t) =0

(t)
oldugu géz 6niine alinsin. Ag > 0 ve Ay,, A4, = 0 Oyle ki Ag < p olsun. Burada p >
1°dir.

B—-a;—1)

P(s)—j(s—t) 1 (p) " Var, i=120<s<x,
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p-1 p-1 _
1) (Pu()) U7 (py(5)) ™7 ) (p(s)) 77

A(s) :=
(P8 — @)™ (T(B — )™

PN
A0 = ([ (a)" " as)

Aw, = Aq, + Ap Ozel durumunu diigiinelim.

'T’(x) = Ay (x) (

olsun.

e )
5 (P21, ~32)/p 4107
Ao + /1,;> ' (4.107)

O zaman,
X

fQ(S)[ID“1f1(S)I’1"‘1ID“Zfz(S)I’l"“”BIDBfl(S)IAB

0
+|D%fy ()| 48| D% f(s)| =1 | DP £ (5) | 4] ds

2(Aq, +1p)

x p
< T(x) (j p()(|DEf(s)|” + |Dﬂf2(s)|p)ds> (4.108)

0

dir.

Ispat: (4.19) ve (4.20) esitsizliklerine Aq, = Aq, + Ag uygulanir ve taraf tarafa

toplanirsa,

X

Jq(S)[ID”‘lfl(S)IA"‘lID"‘Zfz(S)IA‘“”‘g D £ (s)]

0

+1D% £, () D% £, (5)1 s [ DB £, (5)] ] ds

x Ay Ay +g Aplp
( (21()) % (z2(5)) % z;@ds)
0

< Ap(x)

Iy
X p |
* (J ()P (2y(s)) " M 24 (s)ds> ‘ (4.109)
0
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Aoy /1“1

(4. 24) A2 [ f ((z1<s>) 2 (2,(5)) 2 (s)

(/‘la ) Aay
+ (21(9)) A (z3(s)) 3 z, (s)) ds‘ (4.110)

A

(%) ¢ P
A, (x)2 (v ) [ f (20()2(5)) " [2,(5)Z4(5) + 21(5) 2} (s)]ds] @.111)

Ap
X 2
= Ay (x)2(P~26)/p [ f (2:()2:(5)) P (2,(5) 2, (s))’ds] 4.112)
0
p—2p Aayt2g 2 Ag/p
= Ao(x)2< p )(zl(x)zz(x))< p ) (/1“1—5’:/1[) (4.113)
2('1061+’1ﬁ)
P2 2 Ap/p
D B z1(x) + z,(x) p
< Ao(x)2< ) (/10(1 - /1[;> <—2 (4.114)
= T (20(0) + 2, () ™)/ (4.115)
2(Aq,+2p)
p P
70| [0 + |Dﬁf2<s>|”)ds] @116
0
elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
Simdi, yukaridaki teoremlerin 6zel durumlarini verecegiz.
Sonug 4.1: Teorem 4.1°de A, = 0, p(t) = q(t) = 1ise
f (1D £, ()P | DE £, [ + D% fy () s [DE ()] ] dis
0
Qg +2
SR
< G () j [[DPAS]" + [DF ()] ]ds] (4.117)
0
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dir. Burada,

Ag/p
C1(x) = (Ao (X)2,,=0 (—) 6
(91, 2) 2
. 21=((Aay +2p)/P), eger A, + g < pise
7)1, eger Ay, + A5 = pise
dir. Boylece,
(p — 1)((101117_2-0_'1)/2’)
(Ao(x)|,1a2=0) = {( A
(F(B — @)™ (Bp — arp — 1)(erp~He)/P)
((@-2)/P)
: (g TV + (s Bo-Ay 0192y +D~2) /)
(Aay Bp~Aay a1p~Aay +p—25) T 6P)
bulunur.
Ispat: (4.3) esitliginden,
x (p—llg)/p
v/(p-2p)
Ao@ligpmo = | [ (A0Gagymo)” " s
0]

dir. Burada (4.2) esitliginden,

A, (P—1)/P

_ (P1 (S))
(F(ﬁ - “1))

A(S)l/la2=0 Aay

ve (4.1) esitliginden,

p(B-a,-1)

Pi(s) = j(s —t) -1 dt

0

elde edilir. Boylece,

~1
P(s) = (p—) s(Bp-ap=1)/(p-1))

Bp—a;p—1
ve
Aa1P—2a _ S
A(s)] = (p—_1)<Tl>;S(Aalﬁp 10;1 1P=2ay)
Ag,=0 pp—aip-1 (F(ﬁ—al))lal
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(4.119)

(4.120)

(4.121)

(4.122)

(4.123)

(4.124)

(4.125)



elde edilir.

Yani,

(p — 1)(()%119_10:1)/2’) >
(Bp — ayp — 1) @arP=2a)/P)(1( — @)

x (p-2p)/p
f (s Br-2ay 019 -20)/0=2p) g

0

_ (p — 1)((1“11’_)%1)/2))
(Ao(x)lxla2=0) B {((F(,B - al))lal(ﬁp —a;p — 1)(()‘0:173—/10,1)/19)

((p-28)/P)
. (0—21p) 7P S— . x((Aay BP~2ay @1P~2ay +P~2p)/P) (4.126)
(lalﬂp_lalalp_lal"'p_lﬁ) P B P

Ao(x)|/‘1a2=0 = <

dir.

Sonug¢ 4.2: Teorem 4.1’de 4,, =0, p(t) =q) =1, 4., =4 =1, p =2 olsun.
Ayrica a; ERy, B> aq,a,, B—a; > (1/2), i=12 olsun.x € R, — {0} olmak
iizere fi,f, € L1(0,x) fonksiyonlar1 sirasiyla [0,x] iizerinde Dff,, DPf,, Lo, kesirli
tiirevlere sahipve k = 1, ..., [8] + 1,i = 1,2 igin DB~¥£;(0) = 0 olsun. Bu durumda

[ 1D A1 PR + 109 IR ds
0

= <2r<ﬁ—a1)¢x;;:1¢)zﬁ-2al_1) (fox [(Dﬁfl(s))2 + (D”’fz (s))z] ds) (4.127)

dir.

Ispat: 2,, = 0, p(¢) = q(t) = 1, Ay, = A5 = 1, p = 2 oldugundan ve &; = 1 igin

(A—ﬁyﬂp - 4.128
/1011 + Aﬁ' B \/i “ )
olur. Ayrica,
(B-ay)
(Ao(x)|,1 =o) = < . >< a ) (4.129)
@2 T8 — )28 —2a; — 1/ \V2./B —a;
dir. Son olarak,
(B-ay)
C(x) - (4.130)

" 208 — a) VB - @28 — 20, - 1

57



dir.

Sonug 4.3: Teorem 4.2°de 4., = 0, p(t) = q(t) = 1 alinirsa,

[ 1D o5y x| DE ()| + 1D i) DO )| s
0

X (/134'/1112)/17
< C(x) <f[|DBf1(S)|p + |Dﬁfz(s)|p]ds>

0

olur. Burada,

(P Aﬁ) 1 Aﬁ/p 1
Co(0) = (Ao@lagy=0)2 P (ﬁ) 5277
az

/1[; ise

ay —

P 2raz/tp — 1, eger A
T , eger Aq, < Agise

dir. Bu durumda,

(p — 1)((Aazp=2a,)/p)
(4@, =0) = ! i
(T(B — a3))" 2 (Bp — app — 1)((RazP=2a2)/v)

) ( (p—AB)((p—m)/zﬂ) )} _ x((lazﬁp_/lazazp—laz+p—lﬁ)/P)

(lazﬂp—lazazp—laz+p_/1ﬁ)((1’—lp)/p)
bulunur.

Ispat: (4.3)’ten

x ( ) (r AB)/P
/(p—-2
(Ao(x)ha =0 <f O(X)ha =0 p p=Ag ds)
0

ve (4.2)’den

(Pz( ))laz(p 1)/p
(F(,B — az))laz ,

(412,20 =

ve (4.1)’den
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(4.131)

(4.132)

(4.133)

(4.134)

(4.1.135)

(4.136)



(B—az-1)p
pz(s)_f(s—t) @D dr, 0<s<x (4.137)

elde edilir. Bu nedenle,

p—1 —ap—1)/(p—
Po(s) = (—) (Bp-azp-1)/(p-1)) 4.138
AQ) Bp — ap — 1 S ( )

ve

(p — 1)((/1a2p ra)/p) ¢(Aaz BP=Aay@2p—Aa,+p—25)/p)

Az, = (4.139)
(461s0) = Bp — azp — 1) (arp ) D) (D(B — ay)) ™
dir. Yani,
-1 ((lazp_laz)/p)
(Ao(x)|/1a1=0) = ( v ) 7 )
(Bp = ayp = DW= 2)/P)(P(B — a;)) "™
X ((p—25)/p)
jS(()‘dzﬁp_/lazaZp—)‘az)/(p_’lﬁ))ds (4.140)

0

{( (p — 1)((Razp=2a;)/p) )

= ~ ,10[

(Bp — azp — 1)(Gaep=2a)/P)(T(B — @)™

. ( (p_lﬁ)((p—m/v) )} . x((AapBr=2a,a2p=Aa,+0-2p)/p) (4.141)

(A“Zﬁp_laza’zp—laz+p—lﬁ)((p‘lﬁ)/p)

elde edilir.

Sonug 4.4: Teorem 4.2’de A,, =0, p(t) =q) =1, A, =4 =1, p =2 olsun.
Ayrica a, ER,, B > a,, B —a, > (1/2) olsun. x € R, — {0} olmak {lizere fi,f; €
L, (0, x) fonksiyonlari sirasiyla [0, x] iizerinde DP f;, DB f,, L., kesirli tiirevlere sahip ve
k=1,..,[B]+1,i=1,2icin DP7*£,(0) = 0 olsun.

O zaman,

f[ID“Zfz(S)I IDEA()] + 1D%£1()I|DP ()| 1ds
0
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<G ( f [ID?AEI + DA fs)]] ds> (4.142)

dir. Burada,
x(ﬁ_az)
C = 4.143
:0) ﬁr(ﬁ_az)\/ﬁ_azx/zﬁ_zaz_l ( :

dir.

ispat: Aoy =0, p(t) =q(t) =1, Aq, =4 =1, p=2 oldugundan ve 625/10 =1,
Z(P—lp)/P = \/E’nin

A \*7_ 1 4.144
Aay + Ap B (4.144)

olur. Ayrica,

x(B-a)
A o) = :
(46®)l,,=0) <\/§F(ﬁ—a2)\/,8—a2\/2[3—2a2—1> (4.145)

dir. Sonug olarak,
C3 () = (A1, o) (4.146)

oldugundan ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 4.5: Teorem 4.3’te A, =4, =43 =1, p =3, p(t) = q(t) = 1olsun. Bu

durumda,

J[|Da1f1(5)||Da2f2(5)||Dﬁf1(S)| + |Da2f1(5)||Da1f2(5)||Dﬁf2(5)|]d5
0

= N[
< Ag(x) (\/E + %) (f(|1)/>’f1(s)|3 + |Dﬁf2(s)|3)ds> (4.147)
0

olur. Burada,
4x(2B-a1-az)
I'(B—a)l(B—ax)[33B —3a; — 1B —3a, —1)(2F —a; — 0‘2)]2/3

Ap(x) = (4.148)
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dir.

Ispat: (4.45) esitsizligini uygulayalim. Burada #; = 3, 7, = 1 i¢in

P
= (4.149)

(Aay + Aay)(Aay + Aay +2p) V6
dir.
Ayrica,
(22777, + 207 2)/P (7,2,,) 7| = 1+ 312 (4.150)
dir.

(4.149)-(4.150) garpims (32 + Tjg)’dlr. Burada, (4.3) esitsizliginden

2/3

x
Ay(x) = f(A(s))3/2 ds (4.151)
0
ve (4.2) esitliginden,
Ao (P (P ()" .
I'(B—a)l(B—az)
ve bir de (4.1) esitliginden,
s
P(s) = ] s — P D3ge =172 (4.153)
0
elde edilir.
Yani,
25BB-3a;-1)/2
Pi(s) = GF—3a-1D)’ i=1,2 (4.154)
ve
24/35((6B—3a1—3a2—2)/3)
A= (F(ﬁ ~ @I (B — a)(3F — 3, — D3 (3f — 3a, 1)2/3) (3159)

dir. Sonug olarak,

24/3
Aol = <r(ﬁ — )T — a3)(3F — 3ay — D?/3(3f — 3, — 1)2/3>
. 2/3

j $(68-3a1-305-2)/2)

0
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4y 2B-a1-az)

" T(B — a)T(B — ap)[3B3B — 3a; — (BB — 3a; — 1)(2f — ay — a)]?/3

(4.156)

elde edilir.

Sonu¢ 4.6: Teorem 4.5’te A, =1, 1,41 =1/2, p=3/2), p(t) =q(t) =1 olsun.
Ayrica B> a;+1, a; €R, olsun.x € R, — {0} olmak ftizere f;,f, € L1(0,x)
fonksiyonlar1 sirastyla [0, x] iizerinde D8 f,, DP f,, Lo,’da kesirli tiirevlere sahip ve k =
1,..,[B] +1,i = 1,2 i¢in DB~¥£,(0) = 0 olsun. O zaman,

f[lDalfl(S)l\/ |De*1fo ()| + D fo($) |V ID“* fi(s)]ds
0

X
< &*(x) f(|D/3f1(s)|3/2 + |Dﬁf2(s)|3/2)ds (4.157)
0
dir. Burada,
2 (3B-3a1-1)/2
" (x) (4.158)

B (T8 — a))** /36 = 35 — 2

dir.

Ispat: 1, = 1,144, = 1/2, p = 3/2), p(t) = q(t) = 1 oldugundan ve 6; = 3, L(x) =
V2x i¢in

x3ﬂ—3a1—2
P =
100 = G =30, -2)
ve
»(36-3a;-2)/2
T(x) =2 7 (4.159)
(T(B—ay)” ' "\/36—3a, — 2
elde edilir . Ayrica w; = V/2’dir.
Son olarak,
2x(3B—3a1-2)/2

" (x) (4.160)

B (N8 — a))**/3F = 3a; — 2
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olsun. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 4.7: Teorem 4.6’dap = 2(4,, +45) > 1, p(t) = q(t) = 1 olsun.

[ 1D A@WDFFEE + D £, NP, s
0

< T f(|Dﬁf1(s)|2(A“1+lB) + |Dﬁf2(s)|2@“1”ﬁ))ds (4.161)
0
dir. Burada,
N CT~r)

~ o B 2 ).a1+)lﬁ

T(x) = Ay(x) (2 o /15)> (4.162)
ve

Ay(x) = go*x" (4.163)
dir. Burada,

(223, +22a,8-2a;)
1 ( 20, + 24— 1 ) (@hay+22p)

g =
(F(B _ al))}“al(r(ﬁ _ az))lal"'/ll? Zlalﬁ + Zlﬁﬁ - 21,116{1 + 2/130(1 -1

20y + 2/13 1 ((22q,+225-1)/2)
- ( L > (4.164)
2Aq,B + 22P — 24,05 + 200, — 1
B 24q, + A5
%= 425, B + 61q, AgB — 223, @y — 2, Apay — 202 @ty — 4o, Aty + 2258 — 225,
(Zla1+lﬁ)
Ag,+A
ot = g2t (4.165)
ve
g 422 B+ 6Aq AgP — 222, @y — 2, Apay — 202 @ty — 41y, Agay + 2058 — 2X5a, (4.166)
o 204, + g '

dir.
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Ispat: p = 2(A,, + A5) > 1, p(t) = q(t) = 1 oldugundan (4.3) ifadesinden,
22-0_’1+A-B
<2(Aa1+lﬁ)>

Ay (x) = f(A(S))z(aa1+aﬁ)/(zza1+aﬁ)ds
0

elde eldelir. Burada (4.2)’den

B {Pl (S)lal((Z)lal+213—1)/2(la1+lﬁ))

(res - al))l"‘l(l“(/} — @,)tartip

ve (4.1)’deni =1,2ve 0 < s < x igin

A(s)

S
Pi(s) = f(s — 0)|(@Aas +225)(B-ai=1)/@Aay +225-D] gy
0

olur. Dolayisiyla i = 1,2 i¢in

(220{1 + 2/1ﬁ _ 1)S((21a1ﬁ+2/13ﬁ—21a1ai—zaﬁai—1)/(27La1+223—1))

Pi(s) =
(2/1a1ﬁ + 2/1ﬁﬁ — 2/1a1ai — 2/1[;ai -1
{(4/1316+61a1153—2/1§,1a1—2/13,1(12—ZAaIABal—Mlal/lBaz—21§a2+2/1fgﬁ—2/1a1—/13)}
Aq, +24
A(s) = os (2ay+24)
dir.

(4.167)

(4.168)

(4.169)

(4.170)

4.171)

21a1+ﬂ.ﬁ

s (2}-0{1+AB)

x (423, p+62a,ApB-22% @1 ~22% @z —2Aq Agas —4Aq, Agay =220, 4205 ~2A0, ~Ap) (2(/1al+/1,g)>
Alxy) =0
0

= go*x?

elde edilir.

Sonug 4.8: Teorem 4.6’dap =4, 4,, =4z =1, p(t) = q(t) = Lise

f [ID4 £, I(D% £()) [DP ()] + (D% £1()) ID4 £ ()I[DE f()] | ds
0
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(4.172)



X

<r | [ (IPPAG] + (095:0) ) ds

0
saglanir. Boylece,
Ap (%)

T"(x) = NG

ve

Aj(x) = 66" x?

dir. Burada,

3

3/4

3

. 1
i rg—a)(r(B — )’ <4ﬁ —4a -1

3/4

" 3

7= (123 —da; — 8a2)
ve

0:=38—a, —2a,

elde edilir.

Ispat: Sonug (4.7)’den agiktir.

Teorem 4.7 a;,a, €ER,, B> a;,a, olsun. x € R, — {0} olmak iizere

)

4B —4a; — 1

)

3/2

(4.173)

(4.174)

(4.175)

(4.176)

4.177)

(4.178)

fuf €

L, (0, x) fonksiyonlari sirasiyla [0, x] iizerinde D8 f,, DB f,, Lo, da kesirli tiirevlere sahip
vek=1,..,[B]l+1,i=12icin DP*£(0) = 0 olsun. p(s) = 0, p(s) € L, (0,x) ve

Aayr Aoy Ag = 0 oldugunu gz 6niine alinsin.

Ip() loox Brar—a1das+BAar—azdar+1)

p(x) = {

dir. Bu durumda,

(F(B-ay +1)) (T +1)) 2 [B e, — 1 Ay +BAary— 2 Ay +1]

j

(4.179)

[ P& [P D e D £, )| + 1Dy )P D1y () s [0 £ )] ] s
0

) ) a a a
< 2O R 09) s R + Il + o)

2
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(4.180)



dir.
Ispat: (4.6) esitliginden,

1 S
[Deif;(s)] < Wf (s = OF 7 |DPf(0)]de
0

1 N
- — t)B-ai-1 Bf
=TG- (! =0 dt) 1051,

_ IDEf|| . sha o sPa
CTB-a)B-a) TPR—a+1)

Ip7 .,

elde edilir. Yani Vs € [0,x],i = 1,2; j = 1,2 igin

Sﬁ_ai
ai f. — | F V.
Do) = g 1P
dir. O zaman,
S(ﬁ_al)lal «
D% £ (s)]Per < P

(T — oy + 1))

§(B=a2)Aay

(T8 — oy + 1))

ID%2 £, (5) |2 < ||Dﬁfz||fo“2

A A
IDPAG[? < [IDPA
dir.
(4.184)-(4.186) araligindaki son ii¢ esitsizlik taraf tarafa garpilirsa;

D% £, ()| Ra1| D% £, (5) | 2ez | DA £, (5)|

S(ﬁ/‘la1_a’1/1a1+ﬁ/1a2_a2/1a2)

- (T(B—ay + 1))/1“1(1“([3 a, + 1))/1a2 ”Dﬁfluialﬂﬁ”Dﬁfzniaz
- U — U2
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(4.181)

(4.182)

(4.183)

(4.184)

(4.185)

(4.186)

(4.187)



elde edilir.

Benzer sekilde,

S(ﬁ_az)laz Aa

O S e —a oyl 1
- U2
S(ﬁ_al)lal Aa

O S e —a oy (@159
- U

IDEf()|" < ||DP R (4.190)

dir.
(4.188)-(4.190) araligindaki son ii¢ esitsizlik taraf tarafa ¢arpilirsa;

D%, (5) a2 | DL £, (5) | A1 | DA £, ()|

S(ﬁ/’{az_aZlaz"'ﬁA(Zl_alAal)

< Aay+Ag
T (B -+ D) (B -y + 1))

o

PR LA (4.191)

dir. (4.187) ve (4.191) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa;

D4, (5) A1 [ D £, (5) [Pz | DA £, ()| ™ + D% £, (5)|2a2| D9 £ (5) 2 | DE £ ()|

S(ﬁlal_alla1+ﬁla2_azla2)

S A A
TB—-—a;+1)“(TB—a, +1))™

3 e LA e PR g B @192)

elde edilir.
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[ p& [P FesD P D £, + 1D P D1y () s [0 £ ()] ] s
0

”p(S)”OO(f sBla;—a1day+BAay- azlaz)ds)

(F(ﬁ —a; +1)) “1(r(5 —a, + 1)) 2

3[R i A ol A o XA e (4.193)

Ip(5) || cox PAar=F1Aas +BAay =@2Aa;+1)

(F(ﬁ —a + 1) (0B = ay + 1)) [, — t1Aa; + Bha, — @rlq, + 1]
(IR AN NP £l + 1P Al 1P ll (4.194)
A el LA e o T . A el IR

yazilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Simdi Teorem 4.7 nin bazi1 6zel durumlarini inceleyelim.

Teorem 4.8: a;,a, €ER,, B> a;,a, olsun. x € R, — {0} olmak ilizere fi,f; €
L, (0, x) fonksiyonlar1 sirastyla [0, x] iizerinde DA f;, DA f,, L., dakesirli tiirevlere sahip
vek=1,..,[B]l+1,i=12icin DP*£(0) = 0 olsun. p(s) = 0, p(s) € L, (0,x) ve

Aoy Ag = 0 ve Ay, = 0 oldugu gbz dniine alinsin.

(BAa1—a1Aq1+BAg,—a2iq,+1)
p(x) ::{ Ip(s)lleox FPra1~%1%ar 2-%24az } (4.179)

(F(B—ay+1)) O (T(B-p+1)) 2 [BAqy 1 Ay +BAqy—r Ay +1]

dir. Bu durumda,

[ p@ D9 AP LG + 1% f )P D ()| 7] ds
0
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[Ip(5)l| oo x Phaa=1%ar*1)

T (P8 -y + 1)) [Bhay — @ida, +1]
dir.

(DA A2 + ||pA £y 2]

Ispat: (4.6) esitliginden,

[Def;(s)] < f(s—t)ﬁ “=1|pB f£,(t)|dt
=TG- )(f (s = 1dt> IDEAl,
IDEf|| - sB-a SB-a;
F(,B - al) (B - al) F(ﬁ —a; + 1) ”Dﬁfj”m

elde edilir. Yani Vs € [0,x],i = 1,2;j = 1,2 i¢in

sB-«a
P < g5 07,

dir. O zaman,

S(ﬁ_“l)lal

Ty
-4

D £y (s)]%er <

2 2
IDEAG[T < [IDPA
dir.
(4.200)-(4.201) esitsizlikleri taraf tarafa ¢arpilirsa;

D4 £, (s) 21| DA £, ()| *#

S(.B_aﬂlal

<
(F(,B —aq+ 1))

/1041 laz

7 IDPAN PP AL

elde edilir.
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(4.196)

(4.197)

(4.198)

(4.199)

(4.200)

(4.201)

(4.202)



Benzer sekilde,

S(ﬁ_al)lal

ey P

|Da1f2(5)|l“1 <

IDP£()| ™ < |[DE S,

dir.
(4.203)-(4.204) esitsizlikleri taraf tarafa ¢arpilirsa;

ﬁ_al)/lal

(T(B —a, + 1))

Aay

D% fy(s) P [DE ()] < PRI 0P AL

dir. (4.202) ve (4.205) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa;
2 yl
D% f, ()| a2 [ DE 1 ()| + ID* () |2« | DB ()| 7

s(B-a)a,

Aoy +2 Aa Ao P
= (F(,B N 1))/1a1 ' [”DBf1”00 1+ B”DBfZHOO z 4 ”Dﬁflnoo 2”D3f2”00a1+ 3]
—a,

elde edilir. Bu durumda,

[ p@ DA G| + 1% f )P [p ()| 7] ds
0

_ Ip®ll (Jy sE-etads)
= (F(B — ay + 1))

DB I + (Do) ]

(BAay—1Aq+1)
< ”p(s)”oox e [||Dﬁf1”joa1+1,8 + ||Dﬁf2”joa1+l.3]

(P8 — @y + 1)) “ [BAe, — @1hg, + 1]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
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(4.203)

(4.204)

(4.205)

(4.206)

(4.207)

(4.208)



Teorem 4.9: a;,a, € Ry, B> a;,a, olsun. x € R, — {0} olmak ilizere fi,f; €
L, (0, x) fonksiyonlari sirasiyla [0, x] iizerinde D8 f,, DB f,, Lo, da kesirli tiirevlere sahip
vek=1,..,[B]+1,i =12 icin DP*£(0) = 0 olsun. p(s) = 0, p(s) € L, (0,x) ve
Aoy Ag Z 0 Ve Ag, = A, + Ag oldugu gbz Oniine alinsin.

(BAgq—a1Aqq+BAgr—A2Aq,+1)
p(x) = { OIS it } (4.209)

(F(B-ay+1)) L (T(B-ay+1)) "2 [B g, — s Ay +BAay— 2 Ay +1]

dir. Bu durumda,

fP(S) D% ()1 [D% £, (5) [Pes 28 | DB £ ()|
0

1D, (s) AR D £, () [Aos [DA £ (5[] ds

{ ”p(s)”mx(Zﬁlal—allal+ﬁ/13—a21u1—a2/13+1)

<
(FB — ay + 1) (0B — a + 1) 7 [28e, — arha, + BAg — @yde, — arlg + 1]

: [||Dﬁf1||i,(l“1+lﬁ) + IIDszlliflalMﬁ)] (4.210)

dir.

Ispat: (4.6) esitliginden Vs € [0,x],i = 1,2;j = 1,2 i¢gin

_ sB-ai
|Da‘fj(5)| < m ”Dﬁfj”oo (4211)
dir. O zaman,
1 S(ﬁ_al)lal A
D% f, (5)|*er < IDP Al (4.212)

(T — oy + 1))

S(ﬁ_QZ)(lal'i'/lB)

(T(B = ay + 1)) “*"

ID%2f(s)| a1 <

D £y ™4 (4.213)

IDB£ ()| < ||DAf | (4.214)
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dir.
(4.212)-(4.214) araligindaki son ii¢ esitsizlik taraf tarafa garpilirsa;

DL, (5) A1 | D £, () [Fa 28| DA £, ()| *#

S(2ﬁ1a1-0€1/1a1+ﬁlﬁ—a21a1—azlg)

S 7
(F(B—(X1+1)) a1 (F(ﬁ—az +1))

DB £ || 2™ (| DB fy || v

ﬂa1+AB

elde edilir.
Benzer sekilde,

$(B=2)(Aay +2)

(T8 — oy + 1))

|D“2f1(s)|’1“1+'13 < = ”Dﬁflnjoaﬁ/lﬁ

S(ﬁ_al)lal «
D% fy (5) e < DB £y |2

(TG —ay+ 1))

IDPF ()] < |DPF||

dir.
(4.216)-(4.218) araligindaki son tig esitsizlik taraf tarafa ¢arpilirsa;

D% f, ()| Far 48| D% f, (5) [ Faa | DA £, ()|

s(@Brag—a1daq+BAg—azda, —az2lp)

ﬁ la1+ﬂﬁ ﬁ loq"‘lﬁ
= (F(ﬁ‘“zﬂ))laz(F(ﬁ—a1+1)) ”D fl”oo ”D fz”00

Aa1+lﬁ

dir. (4.215) ve (4.219) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa;

D £, (5) |21 D% £, (5)| A28 | DB £, ()| *# + | D% f; (5) | Aar 8| D1 £, (5) |21 | DA £, (s) |

s(2BAay—a1dq +BAg—arda,—azAp)

S A A
TB-—a;+1)“(TB—a,+1))™

+Aﬁ
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(4.215)

(4.216)

4.217)

(4.218)

(4.219)



' [llDﬁfllli.p“l”’*) + ||Dﬁfz||ifl“1+l”)] (4.220)
elde edilir.

fP(S) ID“fy(s)|*e1| D% f ()| a1 * 28| DE £, (s)| e
0

1D, (s) AR D £y () [Aos [DA £ (5[] ds

”p(S)” (f S(Z'Blal alla1+ﬁlﬁ azlal azl[;)ds)

(P8 — ay + 1)) (LB — ap + 1))

Ag +A Ags+A
'[llDﬁflllif A B)] (4.221)
< { Ip(5) || oo x BFAar=01Aas +FAp=a2hay ~a2Ap+1)
(@B -y + D) (B - ay + D) [280, — @rda, + BAg — rhe, — arlg + 1]

: [llDﬁflllifl“l”‘*) + ||Dﬁfz||§l“1+lﬁ)] (4.222)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.10: a;,a, € R,, B > a;,a, olsun. x € R, — {0} olmak tizere f;,f, €
L, (0, x) fonksiyonlari sirasiyla [0, x] iizerinde D? f;, DF f,, L.,’da kesirli tiirevlere sahip
vek=1,..,[B]l+1,i =12 icin DP*£,(0) = 0 olsun. p(s) = 0, p(s) € L (0,x) ve

Ag =0, Aq, = A4, oldugu gbz 6niine alinsin.

(2BAq— 1A~ A2 Aq,+1)
e { ()] o PFher~re; ey w)

(TB—a + DB —a, + 1))’1“1[Zﬂla1 — A, — Aphg, + 1]}

dir. Bu durumda,
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p(s)[|D“1f1(s)|’1a1 |D%2f, ()| + [D?2 f,(s)| 2| D*1 (S)|A“1]ds

O\X

<p' @ [IDPANZ + 0P £ (4.224)
dir.

Ispat: Teorem 4.7°de 3 = 0 olduZunda,

p(s) [IDU £ ()21 D% fy (5) a2 + | D2 f; (5) | A2 | DO £y (s) A ] ds

O\R

<p [[IDPAI DA LI + DAL 0Pl (4.225)

esitsizligi bulunur. A, = 4, icin (4.223) ve (4.224) esitsizlikleri elde edilir.

Teorem 4.11: a;,a, € R,, B> a5, a, olsun. x € R, — {0} olmak lizere fi,f; €
L, (0, x) fonksiyonlari sirastyla [0, x] iizerinde D8 f,, DB f,, Lo, da kesirli tiirevlere sahip
vek=1,..,[B]l+1,i=12icin DP*£,(0) = 0 olsun. p(s) = 0, p(s) € L, (0,x) ve

Aoy =0, Ag, = Ap oldugu goz 6niine alinsin.

(x) = { 1) oo FRar=1 s + By =2 dary +1) } (4226
(F(B—az+1)) 1 (T(B-ap 1)) 2 [BAqy @1 Ary +BAq 2 Ay +1]
dir. Bu durumda,
X
Ag Aa
f p(s) [ID%fy(s) 1% [DP £,(5)[ "2 + D% £, (5)] o2 | DP ()| "2 | dis
0
x(ﬁlaz—azﬂaz+1)||p(s)||m 21, 21,
< . [ID2AI < + Dl ] (4.226)
(ﬁlaz — Ahq, + 1)(F(ﬁ —a, + 1))
elde edilir.

Ispat: (4.6) esitliginden Vs € [0,x],i = 1,2;j = 1,2 i¢in

74



B—a

S i
D@if, <—  ||IDAF
)] < e m ey 1A
dir. O zaman,
S(ﬁ—az)laz o
D, ()2 < A

(TB—a,+1)

Aa Aa
[DEAE|™ < [IDPA1?
dir.
(4.228)-(4.229) esitsizlikleri taraf tarafa ¢arpilirsa;

D% £, (s) |2z | DE £, (s) |

S(ﬁ_aZ)Aaz

Ao Ao
S G —ar ) DA AlLE DALl
— U2
elde edilir.
Benzer sekilde,
(B-az)Aq
D% (s) Aoz < ———— " || pE |

(F(B — ay + 1))

DA f,()| " < ||DP S

dir.
(4.231)-(4.232) esitsizlikleri taraf tarafa ¢arpilirsa;

D% £, (s)] %2 | DP £, ()|

S(B_O-'Z)Aaz

(TB—a,+1))

Aoy

A
= IPPAlL 2 IDP £l

oo

INA
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(4.227)

(4.228)

(4.229)

(4.230)

(4.231)

(4.232)

(4.233)



dir. (4.230) ve (4.233) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa;

D% fy ()l Ao2 [DE £, ()] + 1D, (5) 2oz D £y ()|
s(B-a2)Aq, ) )
= Aaz'[”DﬁfJ f: >+ |0, jj 2] (4.234)
(T —az + 1))

elde edilir.
f p(s) [ID% fy(5) P2 | D £,()] ™2 + D22 £, (5) 12 | DA £y ()| | dis
0

||p(s)||m(f s\-2)haz )

T “ +[|pff, ijaz
(TB —a, + 1))

[l |1 ] (4.235)

3 x Pz~ @eatD|[p(s) .,
(Blay

Dﬁf 21a2+ D‘Bf 22¢q, (4236
e T (0 oy AL PRI )

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢4.9: a;,a, € R,, B> a;,a;, olsun. x € R, — {0} olmak tizere fi,f, € L,(0,x)
fonksiyonlar1 sirasiyla [0, x] iizerinde DP f;, DB f,, Lo, da kesirli tiirevlere sahip ve k =
1,..,[B] +1,i = 1,2 i¢in DB~%£,(0) = 0 olsun. p(s) = 0, p(s) € L (0,x) ve Ag =0,

Aoy = gy, @z = a1 + 1 oldugu gbz niine alinsin.

IIp(S)||oox(Blal_all“1+ﬁ}““2_a21“2+1)
p(x) = {

4,237
(F(B—az+1)) %1 (T(B-ap+1)) 2 [BAqy a1 Ay +BAq stz Ay +1] ( )

dir. Bu durumda,

[ O[PS AP lDw 1 fy ()P + D ()P D (5) o s
0
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e O

<
(2820, — 2170, — A, + 1)(B — @)1 (T(B — a)) ™
D AlZ + DB A (4.238)
dir.

Ispat: Teorem 4.7°de A5 = 0, Ay, = Aq,, @, = a; + 1 oldugunda,
X

f p()[ID £ ()| a1 [DU*1f, (5) A + [DU*1L, () [Pt | D4 £ (5) [ A | ds
0

3 x a2k~ A Dl (s) o

\ (2B, — 20420, — g, + 1)(B — a)?1 (T(B — ay))

22,

IO A
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 4.10: a; € R,, B > a; + 1 olsun. x € R, — {0} olmak iizere fi,f, € L,;(0,x)
fonksiyonlar1 sirastyla [0, x] iizerinde DA f;, DP f,, Lo, ’da kesirli tiirevlere sahip ve k =
1,..,[B] +1,i = 1,2 i¢in DB~%£,(0) = 0 olsun. p(s) = 0, p(s) € L (0,x) ve Ag =0,

Aoy = gy, @3 = a1 + 1 oldugu gbz dniine alinsin.

() llooxBra1=a12ar+BAay~azday+1) }

x) = 4.239

) {UTﬁ—a1+1nA“1UTﬁ—az+1»A“ﬂﬁla1—alla1+ﬁla2—azlaz+1] ( )
dir. Bu durumda,
X
J[lD“1f1(8)IID“1+1fz(S)| + [D**Lf ()| ID* £, (s)]ds
0
xz(ﬁ_al) 2 2
< ( - 2 [[IDPANL + D2 £ (4.240)
2( — ay) (F(,B - a1))
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dir.

Ispat: (4.238)’de Ae; = 1ve p(s) = 1 alinirsa ispat tamamlanmus olur.

78



5. KAYNAKLAR

Anastassiou, G.A. (1998). General fractional Opial type inequalities. Acta Applicandae
Mathematica, 54: 303-317.

Anastassiou, G.A. (1999). Opial type inequalities involving fractional derivatives of
functions. Nonlinear Studies, 6 (2): 207-230.

Anastassiou, G.A. and Goldstein, J.A. (2002a). Fractional Opial type inequalities and
fractional differential equations. Results in Mathematics, 41: 197-212.

Anastassiou, G.A., Koliha, J.J. and Pecaric, J. (2001). Opial inequalities for fractional
derivatives. Dynamic Systems of Applications, 10 (3): 395-406.

Anastassiou, G.A., Koliha, J.J. and Pecaric, J. (2002b). Opial type LP-inequalities for
fractional derivatives. International Journal of Mathematics and Mathematical
Sciences, 31 (2): 85-95.

Anastassiou, G.A. (2008). Opial type inequalities involving Riemann-Liouville fractional
derivatives of two functions with applications. Mathematical and Computer
Modelling, 48: 344-374.

Anastassiou, G.A. (2009). Fractional Differentiation Inequalities. Springer Science, New
York.

Dragomir, S.S. (1988). On some Gronwall type lemmas . Studia Universitatis Babes-
Bolyai Mathematica, 33: 29-36.

Handley, G.D., Koliha, J.J. and Pecaric, J. (2001). Hilpert-Pachpatte type integral
inequalities for fractional derivatives. Fractioanl Calculus and Applied Analysis. 4
(1): 37-46.

Kiryakova, V. (1994). Generalized Fractional Calculus and Applications. Pitman
Research Notes in Math. Series, vol. 301, Longman Scientific and Technical,
Harlow; copublished in U.S.A with John Wiley & Sons, Inc., New York.

Miller, K. and Ross, B. (1993). An Introduction to the Fractional Calculus and Fractional
Differential Equations. John Wiley & Sons, Inc., New York.

Mitrinovi¢, D.S., Pecari¢, J.E. and Fink, A.M. (1993). Classical and New inequalities in
Analysis. Kluwer Academic Publishers, Dordrect.

Oldham, K. and Spanier, J. (2006). The Fractional Calculus: Theory and Applications of
Differentiation and Integration to Arbitrary Order. Dover Publications, New York.

Opial, Z. (1960). Sur une inégalite. Annales Polonici Mathematici. 8: 29-32.

79



Ozen, S. (2003). Kesirsel Tiirevler i¢in Opial Esitsizlikleri. Yiiksek Lisans Tezi, Erciyes
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Kayseri.

Ozen, S. and Oztiirk, I. (2004). Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo
kesirsel tiirevleri iizerine. Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi,
20(1-2): 66-76.

Podlubny, 1. (1999). Fractional Differential Equations. Academic Press, San Diego.

Samko, S.G., Kilbas, A.A. and Marichev, O.l. (1993). Fractional Integrals and

Derivatives. Theory and Applications, Gordon and Breach, Reading.

80



OZGECMIS
Kimlik Bilgileri

Adi- Soyadi
Dogum Tarihi
Dogum Yeri

Egitim Bilgileri
Lise

Lisans

2013)

Pedagojik Formasyon

Yiiksek Lisans

: Sevgi DEMIR
:23.03.1991
: AFYONKARAHISAR

. Anafartalar Anadolu Lisesi (2005- 2009)
: Afyon Kocatepe Universitesi Matematik Boliimii (2009-

: Afyon Kocatepe Universitesi (Subat 2014- Haziran 2014)
: Afyon Kocatepe Universitesi (2013-)

Yiiksek Lisans Ana Bilim Dali: Matematik

Yiiksek Lisans Bilim Dali

Tletisim Bilgileri

Telefon: 0 534 429 20 92

: Uygulamali Matematik

Mail : sevgidemir 03@windowslive.com

81



