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ÖZET

Doktora Tezi

KÜME D·IZ·ILER·IN·IN

LACUNARY ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLI¼GI

U¼gur ULUSU

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Fatih NURAY

Bu tez çal¬̧smas¬alt¬bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, çal¬̧st¬¼g¬m¬z konu ile ilgili kavramlar¬n tarihsel geli̧siminden bahsedil-

mi̧stir. ·Ikinci bölümde, çal¬̧smam¬z için temel teşkil eden tan¬m, notasyon ve teoremler

verilmi̧stir. Üçüncü bölümde, yeni tan¬mlananWijsman kuvvetli lacunary toplanabilme

kavram¬ ile Wijsman kuvvetli Cesàro toplanabilme kavram¬ve Wijsman hemen hemen

yak¬nsakl¬k kavram¬aras¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir. Dördüncü bölümde, Wijsman la-

cunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬tan¬mlanarak, bu kavram ile Wijsman istatis-

tiksel yak¬nsakl¬k kavram¬aras¬ndaki ili̧skiler verilmi̧stir. Beşinci bölümde, reel diziler

için Cauchy kriteri kavram¬n¬n Wijsman lacunary istatistiksel benzeri tan¬mlanm¬̧s ve bu

kavram¬n Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga denk oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ayr¬ca

bu bölümde, Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak dizilerin toplanabilme özellikleri de

ele al¬nm¬̧st¬r. Son bölüm olan alt¬nc¬bölümde ise, Wijsman istatistiksel lacunary topla-

nabilme kavram¬tan¬mlanm¬̧s ve bu kavram¬nWijsman lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k

ile aras¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir.

2013, v+68 sayfa.

Anahtar Kelimeler: ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, Lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k, Cesàro

toplanabilme, Lacunary toplanabilme, Hemen hemen yak¬nsakl¬k, Cauchy dizisi, ·Istatis-

tiksel lacunary toplanabilme, Küme dizisi, Wijsman yak¬nsakl¬k, Hausdor¤ yak¬nsakl¬k.

i



ABSTRACT

PhD Thesis

LACUNARY STATISTICAL CONVERGENCE OF SEQUENCES OF SETS

U¼gur ULUSU

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Fatih NURAY

This thesis consists of six chapters.

In the �rst chapter, historical development of related notions of the subject is mentoined.

In the second chapter, some basic de�nitions, notations and theorems related to our

study are given. In the third chapter, the relalionship between newly de�ned Wijsman

strongly lacunary summable, Wijsman strongly Cesàro summable and Wijsman almost

convergence for sequence of sets is discussed. In the fourth chapter, after introducing

the concept of Wijsman lacunary statistical convergence the relationship between this

concept and Wijsman statistical convergence is given. In the �fth chapter, Cauchy

criteria for sequence of real numbers is extended to the Wijsman lacunary statistical

convergence and its equivalence to Wijsman lacunary statistical convergence is proved.

Also, summability properties of Wijsman lacunary statistical convergent sequences are

examined in this chapter. In the sixth chapter which is the last chapter, the concept of

Wijsman lacunary statistical summability is de�ned and its relationship with Wijsman

lacunary statistical convergence is discussed.

2013, v+68 pages.

Key Words: Statistical convergence, Lacunary statistical convergence, Cesàro summa-

bility, Lacunary summability, Almost convergence, Cauchy sequence, Statistical lacunary

summability, Sequence of sets, Wijsman convergence, Hausdor¤ convergence.
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teşekkür ve şükranlar¬m¬sunar¬m.

Doktora çal¬̧smalar¬m boyunca bana maddi destek sa¼glayan Türkiye Bilimsel ve Teknolo-
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TEŞEKKÜR ..................................................................................................... iii

·IÇ·INDEK·ILER ................................................................................................. iv

S·IMGELER ve KISALTMALAR D·IZ·IN·I ......................................................... v
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S·IMGELER ve KISALTMALAR D·IZ·IN·I

Simgeler

N Do¼gal say¬lar kümesi

R Reel say¬lar kümesi

(X; �) Metrik uzay

jKj K kümesinin eleman say¬s¬

�(K) K kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu

(xk) Reel say¬dizisi

st� limxk (xk) dizisinin istatistiksel limiti

� = fkrg Lacunary dizisi

S� � limxk (xk) dizisinin lacunary istatistiksel limiti

S�(K) K kümesinin lacunary yo¼gunlu¼gu

P (X) X kümesinin kuvvet kümesi

fAkg Küme dizisi

K � limAk fAkg dizisinin Kuratowski limiti

W � limAk fAkg dizisinin Wijsman limiti

H � limAk fAkg dizisinin Hausdor¤ limiti

st� LimAk fAkg dizisinin Kuratowski istatistiksel limiti

st� limW Ak fAkg dizisinin Wijsman istatistiksel limiti

WS Wijsman istatistiksel yak¬nsak dizi uzay¬

st� limH Ak fAkg dizisinin Hausdor¤ istatistiksel limiti

[W�1] Wijsman kuvvetli Cesàro toplanabilir dizi uzay¬

[WN�] Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilir dizi uzay¬

[WAC] Wijsman kuvvetli hemen hemen yak¬nsak dizi uzay¬

S� � limW Ak fAkg dizisinin Wijsman lacunary istatistiksel limiti

WS� Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak dizi uzay¬

L1 S¬n¬rl¬kümelerin dizi uzay¬

S� � limH Ak fAkg dizisinin Hausdor¤ lacunary istatistiksel limiti

W�s � limAk fAkg dizisinin istatistiksel lacunary limiti

�A A kümesinin karakteristik fonksiyonu
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1. G·IR·IŞ

Yak¬nsakl¬k kavram¬, analiz ve fonksiyonel analiz alan¬n¬n temelini oluşturmaktad¬r. Ya-

k¬nsakl¬k kavram¬n¬n bir genelleştirmesi olan ve temeli pozitif tamsay¬lar¬n do¼gal yo¼gun-

lu¼gu kavram¬na dayanan istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ise toplanabilme teorisinde

ve fonksiyonel analizde büyük öneme sahiptir. 1951�de Fast�¬n istatistiksel yak¬nsak

kavram¬n¬tan¬mlamas¬ndan bu yana bu kavram¬n uygulamalar¬ve birkaç genelleştirmesi

Buck (1953), Schoenberg (1959), Maddox (1978), Salat (1980), Fridy (1985), Fridy &

Orhan (1993) ve daha pek çok matematikçi taraf¬ndan günümüze kadar verilmeye de-

vam etmi̧stir.

Freedman & Sember & Raphael (1978) yapt¬klar¬bir çal¬̧smada � lacunary dizi yard¬m¬yla

tan¬mlanan N� kuvvetli lacunary toplanabilir dizi uzay¬ile j�1j kuvvetli Cesàro toplana-

bilir dizi uzay¬aras¬ndaki ili̧skileri derinlemesine incelemi̧sler ve ayr¬ca araşt¬rmac¬lar bu

çal¬̧smada N� dizi uzay¬ile jACj kuvvetli hemen hemen yak¬nsakl¬k dizi uzay¬aras¬ndaki

ili̧skiden de bahsetmi̧slerdir.

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ile Cesàro toplanabilirlik, kuvvetli Cesàro toplanabilirlik

ve kuvvetli p-Cesàro toplanabilirlik kavramlar¬ aras¬ndaki ili̧skiler Connor taraf¬ndan

1988�de yap¬lan bir araşt¬rmada verilmi̧stir.

·Ilerleyen zamanlarda Fridy & Orhan (1993), lacunary dizi kavram¬n¬ kullanarak, is-

tatistiksel yak¬nsakl¬kla aras¬nda önemli ili̧skiler bulunan ve yine yak¬nsakl¬k alan¬nda

önemli bir yer tutan lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬tan¬mlam¬̧slard¬r. Fridy

& Orhan bu çal¬̧smalar¬nda; başta istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬olmak üzere di¼ger

toplanabilme metodlar¬ ile lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬aras¬ndaki ili̧ski-

leri incelemi̧slerdir. Yine Fridy & Orhan (1993) başka bir çal¬̧smalar¬nda ise reel say¬

dizileri için Cauchy kriteri kavram¬n¬n lacunary istatistiksel benzerini tan¬mlam¬̧slar ve

bu kavramla lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬aras¬ndaki ili̧skiyi incelemi̧slerdir.

Ayr¬ca Fridy & Orhan bu çal¬̧smalar¬nda lacunary istatistiksel yak¬nsak dizilerin topla-

nabilme özelliklerini de incelemi̧slerdir.

Lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n bir benzeri ise Mursaleen, M. & Alotaibi,

A. (2011) taraf¬ndan verilmi̧stir. Araşt¬rmac¬lar bu çal¬̧smalar¬nda istatistiksel lacunary
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toplanabilme kavram¬n¬tan¬mlam¬̧slar ve bu kavram¬n lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k

ile ili̧skisini incelemi̧slerdir.

Küme dizileri için yak¬nsakl¬k kavram¬ise daha çok 1980�li y¬llarda araşt¬rmalara konu

olmaya başlam¬̧s ve bu konudaki çal¬̧smalar başta Beer, G. (1985, 1994, 2002) olmak

üzere; Wijsman (1964, 1966), E¤ros (1965), Salinetti & Wets (1979), Lucchetti (1985),

De Blasi & Myjak (1986), Lechicki & Levi (1987), Baronti & Papini (1986) ve di¼ger

birçok matematikçi taraf¬ndan yak¬n zamana kadar yap¬lm¬̧st¬r. Araşt¬rmac¬lar taraf¬n-

dan yap¬lan bu çal¬̧smalarda küme dizileri için verilen yak¬nsakl¬k kavramlar¬ndan en

yayg¬n olarak kullan¬lanlar ve bizim araşt¬rmam¬z için de temel oluşturacak olan birkaç

tanesi; "Hausdor¤ yak¬nsakl¬k (H)", "Kuratowski yak¬nsakl¬k (K)" ve "Wijsman yak¬n-

sakl¬k (W)" t¬r. Bu yak¬nsakl¬k tiplerinden (K) ve (H) uzun zaman önce araşt¬rmac¬lar

taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. (W) yak¬nsakl¬k için, Wijsman (1964, 1966), Lechicki & Levi

(1987) ve Beer (1994) de baz¬çal¬̧smalar yapm¬̧slard¬r. Baronti & Papini (1986) küme

dizileri için (K), (H) ve (W) yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧skileri göstermi̧slerdir.

Son olarak Nuray & Rhoades (2012) taraf¬ndan yap¬lan bir çal¬̧smada küme dizileri için

Wijsman istatistiksel yak¬nsakl¬k, Kuratowski istatistiksel yak¬nsakl¬k ve Hausdor¤ is-

tatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬ tan¬mlanm¬̧s ve bu kavramlar aras¬ndaki ili̧skilerden

bahsedilmi̧stir. Ayr¬ca Nuray & Rhoades (2012) bu çal¬̧smalar¬nda küme dizilerinin

toplanabilirli¼gini de incelemi̧slerdir.

Bu tez çal¬̧smas¬ndaki temel amac¬m¬z, daha önce say¬ dizileri için verilmi̧s olan la-

cunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬küme dizilerine aktarmakt¬r. Bu ba¼glamda,

küme dizileri için daha önce verilmi̧s olan yak¬nsakl¬k tan¬mlar¬(Hausdor¤, Kuratowski,

Wijsman), bu yak¬nsakl¬klar¬n kendilerine özgü özellikleri ve bunlar aras¬ndaki ili̧ski-

ler yeniden ele al¬narak, küme dizileri için lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬

tan¬mlanm¬̧s ve bu kavrama dayanarak yeni teoremler ispatlanm¬̧st¬r. Bu sebeple tez

çal¬̧smas¬nda öncelikle;

·Ikinci bölümde (temel kavramlar k¬sm¬nda); istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n do¼g-

mas¬na sebep olan do¼gal yo¼gunluk kavram¬, istatistiksel yak¬nsakl¬k, Cesàro toplanabil-

me, lacunary dizisi, hemen hemen yak¬nsakl¬k, lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k, lacu-

nary toplanabilme, küme dizisi, küme dizileri için daha önceden verilen baz¬yak¬nsakl¬k
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kavramlar¬ ve küme dizileri için yak¬n zamanda Nuray & Rhoades (2012) taraf¬ndan

verilen istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde; yeni tan¬mlanan Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilme kavram¬ile

daha önceden Nuray & Rhoades (2012) taraf¬ndan tan¬mlanan Wijsman kuvvetli Cesàro

toplanabilme kavram¬ve Wijsman kuvvetli hemen hemen yak¬nsakl¬k kavram¬aras¬ndaki

ili̧skiler verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde; Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬tan¬mlanm¬̧s

ve bu kavram ile yine Nuray & Rhoades (2012) taraf¬ndan verilen Wijsman istatistik-

sel yak¬nsakl¬k kavram¬ve Wijsman kuvvetli hemen hemen yak¬nsakl¬k kavram¬aras¬n-

daki ili̧skiler incelenmi̧stir. Ayr¬ca bu bölümün sonunda, Hausdor¤ lacunary istatistiksel

yak¬nsakl¬k kavram¬tan¬mlanarak bu kavram¬n Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak-

l¬k kavram¬n¬gerektirdi¼gi gösterilmi̧stir.

Beşinci bölümde; reel diziler için Cauchy kriteri kavram¬n¬n Wijsman lacunary istatis-

tiksel benzeri tan¬mlanm¬̧s ve bu kavram¬n Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga

denk oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ayr¬ca, bu bölümde Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak

dizilerin toplanabilme özelliklerinden de bahsedilmi̧stir.

Son bölüm olan alt¬nc¬bölümde ise, Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilme kavram¬

tan¬mlanm¬̧s ve bu kavram¬n Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k ile ili̧skisi ince-

lenmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde çal¬̧smam¬z boyunca geçecek olan tan¬m, notasyon ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 2.1. X boş olmayan bir küme olsun.

� : X �X ! R

fonksiyonu için,

(i) �(x; y) = 0() x = y

(ii) �(x; y) = �(y; x)

(iii) �(x; y) � �(x; z) + �(z; y)

şartlar¬sa¼glan¬yorsa, � ya X üzerinde bir metrik ve � ile birlikte X e metrik uzay denir

ve genellikle (X; �) ile gösterilir (Maddox, 1970):

K � N olsun. K kümesinin eleman say¬s¬n¬jKj ile gösterelim. Yani,

jKj = cardK

olsun.

Tan¬m 2.2. K � N ve

Kn = fk � n : k 2 Kg

olsun. Buna göre K kümesinin s¬ras¬yla alt ve üst yo¼gunlu¼gu,

�(K) = lim inf
n!1

jKnj
n
; �(K) = lim sup

n!1

jKnj
n

olarak verilir.
jKnj
n

dizisinin limitinin var olmas¬durumunda, bu limite K kümesinin

do¼gal yo¼gunlu¼gu denir ve � (K) ile gösterilir. Yani,

� (K) = �(K) = �(K)

eşitliklerinin sa¼glanmas¬halinde K � N kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu,

�(K) = lim
n!1

jKnj
n

= lim
n!1

1

n
jfk � n : k 2 Kgj

d¬r (Niven vd. 1991):
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Tan¬m 2.3. 8 " > 0 say¬s¬için,

K = K(") = jfk 2 N : jxk � Lj > "gj

kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r yani,

lim
n!1

1

n
jfk � n : jxk � Lj � "gj = 0

ise, x = (xk) dizisi L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve

st� limx = L

biçiminde gösterilir (Fast, 1951):

Adi anlamda yak¬nsak olan her dizi, istatistiksel yak¬nsakt¬r. Fakat istatistiksel yak¬nsak

olan her dizi, adi anlamda yak¬nsak olmayabilir.

Tan¬m 2.4. x = (xk) dizisi için,

lim
n!1

1

n

nX
k=1

xk = L

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na Cesàro toplanabilirdir denir

(Volkov, 2001):

Tan¬m 2.5. x = (xk) dizisi için,

lim
n!1

1

n

nX
k=1

jxk � Lj = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na kuvvetli Cesàro toplanabilirdir

denir (Freedman vd., 1978):

Kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin uzay¬;

j�1j =
(
x = (xk) : lim

n!1

1

n

nX
k=1

jxk � Lj = 0
)

şeklindedir.
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Tan¬m 2.6. x = (xk) bir dizi ve p pozitif bir reel say¬olsun. E¼ger,

lim
n!1

1

n

nX
k=1

jxk � Ljp = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na kuvvetli p�Cesàro topla-

nabilirdir denir (Connor, 1988):

Tan¬m 2.7. E¼ger, i ye göre düzgün olarak

lim
n!1

1

n

nX
k=1

xk+i = L

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na hemen hemen yak¬nsakt¬r

denir (Boss, 2000):

Tan¬m 2.8. E¼ger, i ye göre düzgün olarak

lim
n!1

1

n

nX
k=1

jxk+i � Lj = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na kuvvetli hemen hemen yak¬n-

sakt¬r denir (Freedman vd., 1978):

Tan¬m 2.9. E¼ger, 0 < p <1 olmak üzere, i ye göre düzgün olarak

lim
n!1

1

n

nX
k=1

jxk+i � Ljp = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na kuvvetli p�hemen hemen

yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 2.10. E¼ger, i ye göre düzgün olarak

lim
n!1

1

n
jfk � n : jxk+i � Lj � "j = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na hemen hemen istatistiksel

yak¬nsakt¬r denir (Et vd., 2005):
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Tan¬m 2.11. � = fkrg dizisi, k0 = 0 ve r !1 iken

hr = kr � kr�1 !1

olacak biçimde negatif olmayan tamsay¬lar¬n artan bir dizisi ise � = fkrg dizisine lacunary

dizisi denir. Ayr¬ca,

Ir = (kr�1; kr]

olarak belirtilir (Freedman vd., 1978):

Örnek 2.1. � = fkrg = 2r � 1 dizisi bir lacunary dizisidir. Çünkü bu dizi için;

k0 = 2
0 � 1 = 0 ve r !1 iken

hr = kr � kr�1 = (2r � 1)�
�
2r�1 � 1

�
= 2r�1 !1

olur. Ayr¬ca k0 = 0; k1 = 1; k2 = 3; k3 = 7; k4 = 15; ::: oldu¼gundan, bu dizi negatif

olmayan tamsay¬lar¬n artan bir dizisidir.

Tan¬m 2.12. � = fkrg bir lacunary dizisi olsun. E¼ger, x = (xk) dizisi için 8" > 0 olmak

üzere,

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jxk � Lj � "gj = 0

oluyorsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve

S� � limx = L veya xk ! L(S�)

ile gösterilir (Fridy & Orhan, 1993):

Literatürde, lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n, kullan¬m yerine göre birkaç

farkl¬ifade edili̧s şekli vard¬r. Bunlardan ikisi aşa¼g¬daki gibidir:

(i) K � N için,

��(K) = lim
r!1

1

hr
jfj 2 Ir : j 2 Kgj

ifadesi K kümesinin ��yo¼gunlu¼gunu göstermek üzere e¼ger,
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K" = fk 2 N : jxk � Lj � "g

kümesinin ��yo¼gunlu¼gu 0 ise, x = (xk) dizisi L say¬s¬na lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r

denir (Mursaleen & Alotaibi, 2011).

(ii) Her " > 0 için,

K(") = jfk 2 N : jxk � Lj > "gj

olmak üzere e¼ger,

lim
r!1

jIr \K(")j
hr

= 0

ise, x = (xk) dizisi L say¬s¬na lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r denir (Fridy & Orhan,

1993):

Tan¬m 2.13. x = (xk) dizisi için, � bir lacunary dizisi olmak üzere e¼ger,

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

xk = L

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na lacunary toplanabilirdir denir

(Mursaleen & Alotaibi, 2011):

Tan¬m 2.14. x = (xk) dizisi için, � bir lacunary dizisi olmak üzere e¼ger,

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

jxk � Lj = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬ varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na kuvvetli lacunary topla-

nabilirdir denir (Freedman vd., 1978):

Kuvvetli lacunary toplanabilir dizilerin uzay¬;

N� =

(
x = (xk) : lim

r!1

1

hr

X
k2Ir

jxk � Lj = 0
)

şeklindedir.
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Tan¬m 2.15. x = (xk) dizisi için, 0 < p <1 ve � bir lacunary dizisi olmak üzere e¼ger,

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

jxk � Ljp = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na kuvvetli p�lacunary topla-

nabilirdir denir.

Tan¬m 2.16. x = (xk) dizisi için, � bir lacunary dizisi olmak üzere e¼ger, i ye göre düzgün

olarak

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

xk+i = L

olacak şekilde bir L say¬s¬ varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na lacunary hemen hemen

yak¬nsakt¬r denir (Nuray, 1997):

Tan¬m 2.17. x = (xk) dizisi için, � bir lacunary dizisi olmak üzere e¼ger, i ye göre düzgün

olarak

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

jxk+i � Lj = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬ varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na lacunary kuvvetli hemen

hemen yak¬nsakt¬r denir ( Das & Mishra, 1983):

Tan¬m 2.18. x = (xk) dizisi için, 0 < p <1 ve � bir lacunary dizisi olmak üzere e¼ger,

i ye göre düzgün olarak

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

jxk+i � Ljp = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na lacunary kuvvetli p�hemen

hemen yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 2.19. x = (xk) dizisi için, � bir lacunary dizisi olmak üzere e¼ger, i ye göre düzgün

olarak

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jxk+i � Lj � "j = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬ varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na lacunary hemen hemen

istatistiksel yak¬nsakt¬r denir (Alt¬nok vd., 2004):
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Şimdi ise küme dizileri için gerekli olan tan¬mlar¬verelim.

Tan¬m 2.20. X 6= ; ve N do¼gal say¬lar kümesini göstermek üzere,

f : N! P (X)

şeklinde tan¬ml¬fonksiyon 8k 2 N için P (X) de bir

f(k) = Ak 2 P (X)

kümesi belirler. Bu f fonksiyonunun de¼ger kümesini oluşturan A1; A2; A3; ::: kümelerinin

oluşturdu¼gu diziye küme dizisi denir.

Tan¬m 2.21. (X; �) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir x 2 X noktas¬ve boş kümeden

farkl¬herhangi bir A � X kümesi için, x noktas¬ile A kümesi aras¬ndaki uzakl¬k

d(x;A) = inf
a2A

�(x;A)

ile tan¬mlan¬r (Nuray & Rhoades, 2012):

Tan¬m 2.22. (X; �) bir metrik uzay ve fAkg bu metrik uzayda bir küme dizisi olsun.

LiminfAk = fx 2 X : 9(ak) � fAkg; ak ! xg

ve

LimsupAk = fx 2 X : 9(ki); 9(aki) � fAkig; aki ! xg

olmak üzere e¼ger,

A = LiminfAk = LimsupAk = LimAk

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine yak¬nsakt¬r veya fAkg dizisi A kümesine Kura-

towski yak¬nsakt¬r denir ve

Ak ! A veya Ak
K! A ya da sadece K � limAk = A

ile gösterilir (Baronti & Papini, 1986):
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Yukar¬daki tan¬mda, X in boş kümeden farkl¬Ak altkümelerinin fAkg dizisi için,

LiminfAk =

�
x 2 X : lim sup

k!1
d(x;Ak) = 0

�

=
n
x 2 X : lim

k!1
d(x;Ak) = 0

o
ve

LimsupAk =
n
x 2 X : lim inf

k!1
d(x;Ak) = 0

o
olarak da verilebilir.

Tan¬m 2.23. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri

olsun. E¼ger herbir x 2 X için,

lim
k
d(x;Ak) = d(x;A)

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Wijsman yak¬nsakt¬r denir ve

Ak
W! A veya W � limAk = A

ile gösterilir (Baronti & Papini, 1986):

Tan¬m 2.24. (X; �) bir metrik uzay, A kümesi X in kapal¬bir altkümesi ve fAkg, X in

kapal¬altkümelerinin bir dizisi olsun. E¼ger,

lim
k!1

sup
x2X

jd(x;Ak)� d(x;A)j = 0

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Hausdor¤ yak¬nsakt¬r denir ve

Ak
H! A veya H � limAk = A

ile gösterilir (Baronti & Papini, 1986):

Kuratowski yak¬nsakl¬k, Wijsman yak¬nsakl¬k ve Hausdor¤ yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧ski

aşa¼g¬daki gibidir:
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Teorem 2.1. Bir fAkg dizisi için,

Hausdor¤ yak¬nsak =)Wijsman Yak¬nsak =) Kuratowski yak¬nsak

ili̧skisi vard¬r (Baronti & Papini, 1986):

Tan¬m 2.25. (X; �) bir metrik uzay ve Ak, X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri

olsun.

st� LiminfAk =
�
x 2 X : st� lim sup

k!1
d(x;Ak) = 0

�

st� LimsupAk =
n
x 2 X : st� lim inf

k!1
d(x;Ak) = 0

o
olmak üzere e¼ger,

st� LiminfAk = st� LimsupAk = A

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Kuratowski istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve

st� LimAk = A

ile gösterilir (Nuray & Rhoades, 2012):

Tan¬m 2.26. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri

olsun. E¼ger 8" > 0 ve herbir x 2 X için,

lim
n!1

1

n
jfk � n : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj = 0

veya hemen hemen her k için,

jd(x;Ak)� d(x;A)j < "

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Wijsman istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve

st� limWAk = A

ile gösterilir (Nuray & Rhoades, 2012):
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Wijsman istatistiksel yak¬nsak küme dizilerinin uzay¬;

WS =

�
fAkg : lim

n!1

1

n
jfk � n : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj = 0

�
şeklindedir.

Tan¬m 2.27. (X; �) bir metrik uzay ve Ak; X in boş kümeden farkl¬altkümeleri olsun.

E¼ger her bir x 2 X için,

sup
k
d(x;Ak) <1

oluyorsa, fAkg dizisi s¬n¬rl¬d¬r denir (Nuray & Rhoades, 2012):

Tan¬m 2.28. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri

olsun. E¼ger 8" > 0 için,

lim
n!1

1

n

�����k � n : sup
x2X

jd(x;Ak)� d(x;A)j � "
����� = 0

veya hemen hemen her k için,

sup
x2X

jd(x;Ak)� d(x;A)j < "

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Hausdor¤ istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve

stH � limAk = A

ile gösterilir (Nuray & Rhoades, 2012):

Kuratowski istatistiksel yak¬nsakl¬k, Wijsman istatistiksel yak¬nsakl¬k ve Hausdor¤ ista-

tistiksel yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki gibidir:

Teorem 2.2. Bir fAkg dizisi için,

Hausdor¤ ist. yak¬nsak =) Wijsman ist. yak¬nsak =) Kuratowski ist. yak¬nsak

ili̧skisi vard¬r (Nuray & Rhoades, 2012):
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Tan¬m 2.29. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri

olsun. Herbir x 2 X için e¼ger,

lim
n!1

1

n

nX
k=1

d(x;Ak) = d(x;A)

oluyorsa, fAkg dizisiA kümesineWijsman Cesàro toplanabilirdir denir (Nuray &Rhoades,

2012):

Tan¬m 2.30. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altküme-

leri olsun. Herbir x 2 X için e¼ger,

lim
n!1

1

n

nX
k=1

jd(x;Ak)� d(x;A)j = 0

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli Cesàro toplanabilirdir denir (Nuray

& Rhoades, 2012):

Wijsman kuvvetli Cesàro toplanabilir küme dizilerin uzay¬;

[W�1] =

(
fAkg : lim

n!1

1

n

nX
k=1

jd(x;Ak)� d(x;A)j = 0
)

şeklindedir.

Tan¬m 2.31. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri

olsun. 0 < p <1 olmak üzere herbir x 2 X için e¼ger,

lim
n!1

1

n

nX
k=1

jd(x;Ak)� d(x;A)jp = 0

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli p�Cesàro toplanabilirdir denir

(Nuray & Rhoades, 2012):
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Teorem 2.3. (X; �) bir metrik uzay ve 0 < p < 1 olsun. X in boş kümeden farkl¬,

kapal¬A ve Ak altkümeleri için,

(i) fAkg dizisi bir A kümesine Wijsman kuvvetli p�Cesàro toplanabilir ise o zaman

fAkg dizisi A kümesine Wijsman istatistiksel yak¬nsakt¬r;

(ii) fAkg dizisi s¬n¬rl¬ ve bir A kümesine Wijsman istatistiksel yak¬nsak ise o zaman

fAkg dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli p�Cesàro toplanabilirdir

(Nuray & Rhoades, 2012):

Tan¬m 2.32. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri

olsun. E¼ger, herbir x 2 X için, m ye göre düzgün olarak

lim
n!1

1

n

m+nX
k=m+1

d(x;Ak) = d(x;A)

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Wijsman hemen hemen yak¬nsakt¬r denir (Nuray &

Rhoades, 2012):

Tan¬m 2.33. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri

olsun. E¼ger, herbir x 2 X için, m ye göre düzgün olarak

lim
n!1

1

n

m+nX
k=m+1

jd(x;Ak)� d(x;A)j = 0

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli hemen hemen yak¬nsakt¬r denir

(Nuray & Rhoades, 2012):

Tan¬m 2.34. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri

olsun. 0 < p <1 olmak üzere e¼ger, herbir x 2 X için, m ye göre düzgün olarak

lim
n!1

1

n

m+nX
k=m+1

jd(x;Ak)� d(A; x)jp = 0

oluyorsa, fAkg küme dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli p�hemen hemen yak¬nsakt¬r

denir (Nuray & Rhoades, 2012):
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Tan¬m 2.35. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri

olsun. E¼ger, 8" > 0 ve herbir x 2 X için, i ye göre düzgün olarak

lim
n!1

1

n
jfk � n : jd(x;Ak+i)� d(x;A)j � "gj = 0

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yak¬nsakt¬r denir

(Nuray & Rhoades, 2012):

Tan¬m 2.36. X ve Y Banach uzaylar¬ve A = (ank) matrisi X den Y ye lineer opera-

törlerinin bir dizisi olsun. E¼ger, her x = (xn) 2 X dizisi için,

An(x) =

1X
k=1

ankxk

ifadesi Y de tan¬ml¬norma göre yak¬nsak ve her n 2 N için,

Ax = (
1X
k=1

ankxk) 2 Y

oluyorsa A matrisine X den Y ye bir matris dönüşümü denir ve A 2 (X;Y ) ile gösterilir

(Maddox, 1980).

Tan¬m 2.37. Yak¬nsak dizileri yak¬nsak dizilere limiti koruyarak dönüştüren matrislere

regüler matrisler ad¬verilir (Boos, 2000):

Tan¬m 2.38. A � R olmak üzere, bir A kümesinin karakteristik fonksiyonu �A ile

gösterilir ve

�A(k) =

8<: 1 ; k 2 A

0 ; k =2 A

biçiminde tan¬mlan¬r.
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3. KÜME D·IZ·ILER·IN·IN LACUNARY TOPLANA-

B·IL·IRL·I¼G·I

3.1Wijsman Kuvvetli Lacunary Toplanabilir Dizi Uzay¬

Tan¬m 3.1.1. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkü-

meleri olsun. � bir lacunary dizisi olmak üzere e¼ger, herbir x 2 X için,

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

d(x;Ak) = d(x;A)

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Wijsman lacunary toplanabilirdir denir.

Tan¬m 3.1.2. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkü-

meleri olsun. � bir lacunary dizisi olmak üzere e¼ger, herbir x 2 X için,

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j = 0

oluyorsa fAkg dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilirdir denir.

Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilir küme dizilerinin uzay¬;

[WN ]� :=

(
fAkg : lim

r!1

1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j = 0
)

ile gösterilecektir.

Örnek 3.1.1. X = R2 olmak üzere, aşa¼g¬daki gibi bir fAkg dizisi tan¬mlayal¬m;

Ak :=

8><>:
�
(x; y) 2 R2 : x2 + (y � 1)2 = 1

k

�
; e¼ger kr�1 < k < kr�1 + [

p
hr] ise,

f(0; 0)g ; di¼ger k lar için.

Burada,

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x; f(0; 0)g)j � lim
r!1

1

hr
:2
p
kr � kr�1 = 0;

oldu¼gundan dolay¬, bu dizi A = f(0; 0)g kümesine Wijsman kuvvetli lacunary toplana-

bilirdir. Yani, fAkg 2 [WN ]� d¬r.
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Tan¬m 3.1.3. (X; �) bir metrik uzay, � bir lacunary dizi, A ve Ak; X in boş kümeden

farkl¬kapal¬altkümeleri ve 0 < p <1 olmak üzere e¼ger, herbir x 2 X için,

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)jp = 0

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli p�lacunary toplanabilirdir denir.

[W�1] ve [WN ]� dizi uzaylar¬aras¬ndaki baz¬ili̧skiler aşa¼g¬daki gibidir:

Lemma 3.1.1. qr =
kr
kr�1

olmak üzere, [W�1] � [WN ]� olmas¬için gerek ve yeter şart

lim infr qr > 1 olmas¬d¬r.

·Ispat: ( (= ) lim infr qr > 1 olsun. Bu durumda her r � 1 için qr � 1 + � olacak

şekilde � > 0 say¬s¬vard¬r.

qr � 1 + � ve hr = kr � kr�1

oldu¼gundan,

qr =
kr
kr�1

� 1 + � ) kr�1
kr

� 1

1 + �

) 1� kr�1
kr

� 1� 1

1 + �

) kr � kr�1
kr

� �

1 + �

) hr
kr
� �

1 + �

i̧slemleri sonucunda,
kr
hr
� 1 + �

�
ve

kr�1
hr

� 1

�
(3.1)

elde edilir. Şimdi

fAkg 2 [W�1]

oldu¼gunu kabul edelim.
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Burada,

1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j =
1

hr

krX
i=1

jd(x;Ai)� d(x;A)j

� 1

hr

kr�1X
i=1

jd(x;Ai)� d(x;A)j

=
kr
hr

 
1

kr

krX
i=1

jd(x;Ai)� d(x;A)j
!

(3.2)

� kr�1
hr

 
1

kr�1

kr�1X
i=1

jd(x;Ai)� d(x;A)j
!

eşitli¼gi yaz¬labilir. Yukar¬daki eşitlikte fAkg 2 [W�1] oldu¼gu düşünülür ve limite geçilirse,

lim
r!1

1

kr

krX
i=1

jd(x;Ai)� d(x;A)j = 0

ve

lim
r!1

1

kr�1

kr�1X
i=1

jd(x;Ai)� d(x;A)j = 0

olacakt¬r. Böylece, (3.1) deki eşitsizlikler de dikkate al¬nd¬¼g¬nda (3.2) eşitli¼ginden

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j = 0

elde edilir. Bu ise fAkg 2 [WN ]� oldu¼gunu gösterir. O zaman, liminfr qr > 1 iken

[W�1] � [WN ]�

elde ederiz.

( =) ) [W�1] � [WN ]� ve lim infr qr = 1 olsun. � = fkrg bir lacunary dizisi

oldu¼gundan, � lacunary dizisinin rj � rj�1 + 2 olmak üzere,

krj
krj�1

< 1 +
1

j
ve

krj�1

krj�1
> j

şartlar¬n¬sa¼glayan bir
�
krj
	
altdizisini seçebiliriz.

19



Şimdi, aşa¼g¬daki gibi bir fAkg dizisi tan¬mlayal¬m;

Ak :=

8><>:
�
(x; y) 2 R2; x2 + (y � 1)2 = 1

k4

�
; e¼ger k 2 Irj ise j = 1; 2; :::

f(0; 0)g ; e¼ger k =2 Irj ise j = 1; 2; :::

O zaman,

1
hrj

X
k2Irj

jd(x;Ak)� d(x; f(0; 0)g)j = T; j = 1; 2; ::: (T 2 R+)

ve
1
hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x; f(0; 0)g)j = 0; r 6= rj

elde ederiz. Bu ise,

lim
r!1

1
hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x; f(0; 0)g)j 6= 0

demektir. Yani

fAkg =2 [WN ]�

elde edilir. Fakat

fAkg 2 [W�1 ]

dir. Çünkü, n yeteri kadar büyük herhangi bir tamsay¬ise

krj�1 < n < krj+1�1

şart¬n¬sa¼glayan bir tek j bulunabilir ve böylece,

1

n

nX
k=1

jd(x;Ak)� d(x; f(0; 0)gj �
krj�1 + hrj
krj�1

� 1

j
+
1

j
=
2

j

yazabiliriz. Burada n!1 iken ayn¬zamanda j !1 olaca¼g¬ndan

fAkg 2 [W�1 ]

elde ederiz. Bu durum kabulümüzle çeli̧sir. O halde

lim inf
r

qr 6= 1) lim inf
r

qr > 1

elde edilir.
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Lemma 3.1.2. [WN ]� � [W�1] olmas¬ için gerek ve yeter şart lim supr qr < 1 ol-

mas¬d¬r.

·Ispat: ((=) lim supr qr <1 olsun. Bu durumda her r � 1 için qr < M olacak şekilde

M > 0 say¬s¬vard¬r. fAkg 2 [WN ]� ve " > 0 verilsin. Burada,

� r =
1

hr

X
Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j

olmak üzere her i = 1; 2; 3; ::: tamsay¬s¬için,

sup
i�R

� i < " ve � i < K

olacak şekilde R > 0 ve K > 0 say¬lar¬bulabiliriz. Böylece, r > R olmak üzere

kr�1 < t � kr

şart¬n¬sa¼glayan herhangi bir t tamsay¬s¬için,

1

t

tX
i=1

jd(x;Ai)� d(x;A) j � 1

kr�1

krX
i=1

jd(x;Ai)� d(x;A)j

=
1

kr�1

�X
I1

jd(x;Ai)� d(x;A)j+
X
I2

jd(x;Ai)� d(x;A)j+ � � �

+
X
Ir

jd(x;Ai)� d(x;A)j
�

=
k1
kr�1

� 1 +
k2 � k1
kr�1

� 2 + � � �+
kR � kR�1
kr�1

�R

+
kR+1 � kR
kr�1

�R+1 + � � �+
kr � kr�1
kr�1

� r

�
�
sup
i�1
� i

�
kR
kr�1

+

�
sup
i�R
� i

�
kr � kR
kr�1

< K:
kR
kr�1

+ ":M

yaz¬labilir. Yani,
1

t

tX
i=1

jd(x;Ai)� d(x;A)j < K:
kR
kr�1

+ ":M (3.3)
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elde ederiz. t!1 iken kr�1 !1 olaca¼g¬ndan (3.3) eşitsizli¼ginde limite geçilirse,

lim
t!1

1

t

tX
i=1

jd(x;Ai)� d(x;A)j < lim
kr�1!1

�
K:

kR
kr�1

+ ":M

�
= 0

olaca¼g¬ndan,

lim
t!1

1

t

tX
i=1

jd(x;Ai)� d(x;A)j = 0

elde edilir. Bu ise

fAkg 2 [W�1]

oldu¼gu anlam¬na gelir.

( =) ) [WN ]� � [W�1] ve lim supr qr =1 oldu¼gunu kabul edelim. ·Ispat için [WN ]�

uzay¬nda olan fakat Wijsman kuvvetli Cesàro toplanabilir olmayan bir dizi oluştural¬m.

Öncelikle qrj > j olacak şekilde bir � = fkrg lacunary dizisinin bir (krj) altdizisini seçelim

ve aşa¼g¬daki gibi s¬n¬rl¬bir fAkg dizisi tan¬mlayal¬m;

Ak =

8<: f1g ; e¼ger krj�1 < k � 2krj�1 j = 1; 2; :::

f0g ; di¼ger k lar için.

O zaman,

� rj =
1

hrj

X
Irj

jd(x;Ak)� d(x; f0g)j

=
krj�1

krj�1 � krj�1
<

1

j � 1
ve

� r =
1

hr

X
Ir

jd(x;Ak)� d(x; f0g)j = 0; r 6= rj

elde ederiz. Böylece,

lim
r!1

1

hr

X
Ir

jd(x;Ak)� d(x; f0g)j = 0

elde edilir. Bu ise

fAkg 2 [WN ]�

demektir. [W�1] uzay¬nda sadece f0g ve f1g lerden oluşan herhangi bir dizi için Wijsman

kuvvetli Cesàro limit f0g veya f1g dir.
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Yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬m¬z fAkg dizisi için; k = 1; 2; :::; krj olmak üzere,

1

krj

X
k

jd(x;Ak)� d(x; f1g)j �
1

krj
(krj � 2krj�1)

= 1�
2krj�1

krj
> 1� 2

j

ve k = 1; 2; :::; 2krj�1 olmak üzere,

1

2krj�1

X
k

jd(x;Ak)� d(x; f0g)j �
krj�1

2krj�1
=
1

2

elde ederiz. Bu ise

fAkg =2 [W�1]

oldu¼gunu gösterir. Bu durum kabulümüzle çeli̧sir. O halde,

lim sup
r
qr 6=1) lim sup

r
qr <1

dur.

Teorem 3.1.1. � bir lacunary dizisi olsun. [WN ]� = [W�1] olmas¬için gerek ve yeter

şart

1 < lim inf
r

qr � lim sup
r

qr <1

olmas¬d¬r.

·Ispat: Yukar¬daki Lemma 3.1.1 ve Lemma 3.1.2 birlikte düşünülürse istenilen sonuç

elde edilir.

Teorem 3.1.2. fAkg 2 [W�1] \ [WN ]� olsun. Ak
[W�1]! A ve Ak

[WN ]�! B ise A = B dir.

·Ispat: fAkg 2 [W�1] \ [WN ]� olsun.

Ak
[W�1]! A; Ak

[WN ]�! B ve A 6= B

oldu¼gunu kabul edelim.

�r =
1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j ve � r =
1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;B)j
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olmak üzere,

�r + � r =
1

hr

P
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j+
1

hr

P
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;B)j

� 1

hr

P
k2Ir

jd(x;A)� d(x;B)j

= jd(x;A)� d(x;B)j

elde edilir. fAkg 2 [WN ]� oldu¼gundan � r ! 0 d¬r. Böylece yeteri kadar büyük r için,

�r >
1

2
jd(x;A)� d(x;B)j

olur. Ayr¬ca yine yeteri kadar büyük r için,

1

kr

krX
i=1

jd(x;Ai)� d(x;A)j �
1

kr

X
Ir

jd(x;Ai)� d(x;A)j

=
kr � kr�1

kr
:�r

=

�
1� 1

qr

�
:�r

>
1

2

�
1� 1

qr

�
: jd(x;A)� d(x;B)j (3.4)

elde ederiz. fAkg 2 [W�1] oldu¼gundan r ! 1 iken (3.4) eşitsizli¼ginin sol taraf¬0 a

gider. Bu yüzden r ! 1 iken (3.4) eşitsizli¼ginden dolay¬ qr ! 1 elde edilir. Bu ise

Lemma 3.1.2 den dolay¬

[WN ]� � [W�1]

olmas¬n¬gerektirir. Yani,

Ak
[WN ]��! B ) Ak

[W�1]�! B

elde edilir. O halde,

lim
t!1

1

t

tX
i=1

jd(x;Ai)� d(x;B)j = 0

olur. Burada,

1

t

tX
i=1

jd(x;Ai)� d(x;B)j+
1

t

tX
i=1

jd(x;Ai)� d(x;A)j � jd(x;A)� d(x;B)j > 0 (3.5)
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eşitsizli¼gini yazabiliriz. (3.5) eşitsizli¼ginde sol taraftaki her iki terimde t ! 1 iken 0 a

gitti¼ginden bu durum,

jd(x;A)� d(x;B)j = 0

olmas¬n¬gerektirir. Bu ise A 6= B olmas¬ile çeli̧sir. O halde

A = B

elde ederiz.

3.2Wijsman Kuvvetli Hemen Hemen Yak¬nsakl¬k

Wijsman kuvvetli hemen hemen yak¬nsak dizilerin kümesini [WAC] ile gösterirsek aşa¼g¬-

daki lemma ve teoremi verebiliriz.

Lemma 3.2.1. Her � lacunary dizisi için [WAC] � [WN ]� d¬r.

·Ispat: (X; �) bir metrik uzay ve Ak, X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri olsun.

Ak 2 [WAC] ve " > 0 verilsin. Bu durumda, herbir x 2 X ve n > N için,

1

n

m+nX
k=m+1

jd(x;Ak)� d(x;A)j < "; m = 1; 2; :::

olacak şekilde N > 0 say¬s¬ve A � X olacak şekilde kapal¬bir A 6= ; kümesi vard¬r. �

bir lacunary dizisi oldu¼gundan r � R iken hr > N olacak şekilde R > 0 say¬s¬seçebiliriz.

Dolay¬s¬yla,

� r =
1

hr

X
Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j < "

yazabiliriz. Böylece,

Ak 2 [WN ]�

elde edilir.

Ak =2 [WAC] ve Ak 2 [WN ]�

olacak şekilde bir Ak dizisini;

Ak =

8<: f1g ; e¼ger kr�1 < k � kr�1 +
p
hr ise r = 1; 2; :::

f0g ; di¼ger k lar için
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şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada Ak dizisinin elemanlar¬key� çoklukta f1g ve f0g lardan

oluşmaktad¬r. Bu ise fAkg dizisinin Wijsman kuvvetli hemen hemen yak¬nsak olmad¬¼g¬n¬

gösterir. Bununla birlikte,

lim
r!1

� r = lim
r!1

1

hr

X
Ir

jd(x;Ak)� d(x; f0g)j = lim
r!1

���phr���
hr

= 0

oldu¼gundan

fAkg 2 [WN ]�

elde ederiz. Böylece, [WAC] dizi uzay¬[WN ]� uzay¬n¬n alt kümesidir.

Teorem 3.2.1. [WAC] =
\
[WN ]� d¬r.

·Ispat: Bunun için,

fAkg =2 [WAC] iken fAkg =2 [WN ]�

olacak şekilde bir � lacunary dizisi oldu¼gunu göstermek yeterli olacakt¬r. fAkg dizisinin

Wijsman kuvvetli Cesàro toplanabilir oldu¼gunu kabul edelim (Aksi takdirde,

fAkg =2 [WN ](�=2r)

olur). Böylece,

lim
t!1

1

t

tX
k=1

jd(x;Ak)� d(x;A)j = 0

olacak şekilde bir tek A kümesi vard¬r.

fAkg =2 [WAC]

oldu¼gundan; herbir N için n > N olmak üzere,

1

n

m+nX
k=m+1

jd(x;Ak)� d(x;A)j � "; m = 1; 2; :::

olacak şekilde " > 0 say¬s¬vard¬r. O zaman nr !1 iken,

1

nr

mr+nrX
k=mr+1

jd(x;Ak)� d(x;A)j � "

olacak şekilde (mr) ve (nr) dizileri seçebiliriz.
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fAkg 2 [W�1]

oldu¼gundan, mr !1 dur (Aksi takdirde, baz¬sabit b ler için,

1

nr

b+nrX
i=b+1

jd(x;Ai)� d(x;A)j � " r = 1; 2; :::

olur): Şimdi,

k1 = m1;

k2 = m1 + n1; k3 = mr2 ; mr2 > 2k2

k4 = mr2 + nr2 ; k5 = mr3 ; mr3 > 2k4

k6 = mr3 + nr3 ;
...

... k2i�1 = mri ; mri > 2k2i�2

k2i = mri+nri
;

...

şeklinde bir � = fkrg lacunary dizisi oluştural¬m. Gerçekten � n¬n bir lacunary dizisi

oldu¼gu aç¬kt¬r. Burada r = 2j için,

� r =
1

nr

mrj+nrjX
k=mrj+1

jd(x;Ak)� d(x;A)j � "

olur. Bu ise, Teorem 3:1:2 dikkate al¬nd¬¼g¬nda

fAkg =2 [WN ]�

olmas¬demektir.

Tan¬m 3.2.1. � = fkrg bir lacunary dizisi olsun. � n¬n bir lacunary inceltilmi̧si;

(kr) � (k0r) şart¬n¬sa¼glayan bir �0 = (k0r) lacunary dizisidir.

Lemma 3.2.2. E¼ger b1; b2; :::; bn pozitif reel say¬lar ve e¼ger a1; a2; :::; an

ja1 + a2 + :::+ anj
b1 + b2 + :::+ bn

> " > 0

şart¬n¬sa¼glayan reel say¬lar ise, 1 � i � n olmak üzere baz¬i ler için

jaij
bi
> "

dur.
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Lemma 3.2.3. �0; bir � lacunary dizisinin bir lacunary inceltilmi̧si olsun. Bu durumda,

fAkg =2 [WN ]� =) fAkg =2 [WN ]�0

dür.

·Ispat: Her kapal¬A kümesi için " > 0 olmak üzere,

� rj =
1

hrj

krjX
k=1

jd(x;Ak)j �
1

hrj

krj�1X
k=1

jd(x;A)j � "

olacak şekilde (kr) nin bir (krj) altdizisi vard¬r.

krj�1 = k
0
s < k

0
s+1 < ::: < k

0
s+p = krj

olmak üzere

Irj = I
0
s+1 [ I 0s+2 [ ::: [ I 0s+p

şeklinde yazal¬m. O halde,

� rj =

X
I0
s+10

jd(x;Ak)� d(x;A)j+
X
I0
s+20

jd(x;Ak)� d(x;A)j+ :::+
X
I0
s+p0

jd(x;Ak)� d(x;A)j

h0s+1 + h
0
s+2 + :::+ h

0
s+p

yazabiliriz. Burada Lemma 3:2:2 yi dikkate al¬rsak baz¬j ler için,

1

h0s+j

X
Is+j0

jd(x;Ak)� d(x;A)j � "

elde ederiz. O halde sonuç olarak

fAkg =2 [WN ]�0

elde edilir.

Teorem 3.2.2. [WAC] =
\�

[WN ]� : limr qr = 1

�

·Ispat: E¼ger, fAkg =2 [WAC] ise o zaman, Teorem 3:2:1 den dolay¬

fAkg =2 [WN ]�

olacak şekilde bir � lacunary dizisi vard¬r.
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E¼ger,

�0 = (k0r) = (kr) [
�
n2 : [(n� 1)2; (n+ 1)2] \ (kr) = ;

	
olarak tan¬mlarsak, �0 bir lacunary dizisi ve

lim
r
q0r = 1

olur. Dolay¬s¬yla, Lemma 3:2:3 den

fAkg =2 [WN ]�0

elde edilir.
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4. KÜMED·IZ·ILER·IN·IN LACUNARY ·ISTAT·IST·IK-

SEL YAKINSAKLI¼GI

Bu bölümde Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬tan¬t¬l¬p, bu kavram¬n

Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilme ve Wijsman istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬

ile aras¬ndaki ili̧skiler incelenecektir. Ayr¬ca Hausdor¤ lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k

kavram¬ndan da k¬saca bahsedilecektir.

Tan¬m 4.1. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri

olsun. � bir lacunary dizisi olmak üzere e¼ger, 8" > 0 ve herbir x 2 X için,

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj = 0

oluyorsa fAkg dizisi A kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve

S� � limWAk = A veya Ak ! A(WS�)

ile gösterilir.

Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak küme dizilerinin uzay¬;

WS� :=

�
fAkg : S� � limWAk = A

�
ile gösterilecektir.

Örnek 4.1. X = R olmak üzere, aşa¼g¬daki gibi bir fAkg dizisi tan¬mlayal¬m;

Ak =

8>>><>>>:
fx 2 R : 2 � x � kg ;

e¼ger k � 2; kr�1 < k � kr
ve k tam kare say¬ise,

f1g ; di¼ger k lar için

Bu dizi s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬ndan, Wijsman lacunary toplanabilir de¼gildir. Fakat,

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x; f1g)j � "gj � lim

r!1

p
kr � kr�1
hr

= 0

oldu¼gundan dolay¬, bu dizi A = f1g kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r.
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Örnek 4.2. X = R2 olmak üzere, aşa¼g¬daki gibi bir fAkg dizisi tan¬mlayal¬m;

Ak =

8>>><>>>:
f(x; y) 2 R2 : x2 + (y � 1)2 = 1

k
g ;

e¼ger kr�1 < k < kr�1 + [
p
hr]

ve k tam kare say¬ise,

f(0; 0)g ; di¼ger k lar için

Burada,

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x; f(0; 0)g)j � "gj = 0

oldu¼gundan dolay¬, bu dizi A = f(0; 0)g kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yak¬n-

sakt¬r.

Teorem 4.1. (X; �) bir metrik uzay, � bir lacunary dizisi, A ve Ak; X in boş kümeden

farkl¬kapal¬altkümeleri olsun. O zaman L1 s¬n¬rl¬küme dizilerinin kümesini göstermek

üzere,

(i) (a) Ak ! A([WN ]�)) Ak ! A(WS�);

(b) [WN ]� � WS�;

(ii) fAkg 2 L1 ve Ak ! A(WS�)) Ak ! A([WN ]�);

(iii) WS� \ L1 = [WN ]� \ L1 dur.

·Ispat:

(i) (a) Ak ! A([WN ]�) verilmi̧s olsun. Bu durumda " > 0 için,P
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j =
P
k2Ir

jd(x;Ak)�d(x;A)j�"

jd(x;Ak)� d(x;A)j

+
P
k2Ir

jd(x;Ak)�d(x;A)j<"

jd(x;Ak)� d(x;A)j

olup, P
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j �
P
k2Ir

jd(x;Ak)�d(x;A)j�"

jd(x;Ak)� d(x;A)j

� ": jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj
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bulunur. Yani,X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j � ": jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

elde edilir. Yukar¬daki eşitsizlikte her iki taraf pozitif
1

hr
ile çarp¬l¬r ve limite

geçilirse,

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)�d(x;A)j � ": lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

elde edilir. Burada Ak ! A([WN ]�) oldu¼gundan, eşitsizli¼gin sol taraf¬n¬n

r !1 iken limiti 0 d¬r. Böylece,

": lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj � 0

ise

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj = 0

elde edilir. Bu ise

Ak ! A(WS�)

oldu¼gunu gösterir.

(b) [WN ]� � WS� kapsamas¬n¬n eşitlik durumunu içermedi¼gini (() göstermek

için, � bir lacunary dizisi olmak üzere,

Ak ! A(WS�) iken Ak 9 A([WN ]�)

olacak şekilde bir örnek göstermemiz yeterli olacakt¬r. Öncelikle aşa¼g¬daki

gibi bir fAkg dizisi tan¬mlayal¬m;

Ak =

8<: fkg ; e¼ger kr�1 < k � kr�1 +
�p
hr
�

r = 1; 2; :::

f0g ; di¼ger k lar için

Tan¬mlad¬¼g¬m¬z fAkg dizisinin s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬aç¬kt¬r. Burada A = f0g olmak

üzere,

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

=
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x; f0g)j � "gj �

���phr���
hr
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olur. Yukar¬daki eşitsizlikte limite geçilirse,

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj � lim

r!1

���phr���
hr

= 0

elde ederiz. Yani,

Ak ! A(WS�)

elde edilir. Ayr¬ca burada,

1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j =
1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x; f0g)j

=
1

hr

�p
hr
�
:
��p

hr
�
+ 1
�

2

dir. Yukar¬daki eşitlikte limite geçilirse,

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j = lim
r!1

1

hr

�p
hr
�
:
��p

hr
�
+ 1
�

2
=
1

2
6= 0

elde edilir. Bu ise Ak 9 A([WN ]�) oldu¼gu anlam¬na gelir.

(ii) fAkg 2 L1 ve Ak ! A(WS�) oldu¼gunu kabul edelim. fAkg 2 L1 oldu¼gundan,

herbir x 2 X ve her k için,

jd(x;Ak)� d(x;A)j < M

olacak şekilde bir M > 0 say¬s¬vard¬r. Buradan " > 0 için,

1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j =
1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)�d(x;A)j�"

jd(x;Ak)� d(x;A)j

+
1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)�d(x;A)j<"

jd(x;Ak)� d(x;A)j

� M

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

+ ": jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j < "gj

=
M

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj+ "

elde ederiz.
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Yani,

1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j �
M

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj+ "

olur. Bu eşitsizlikte limite geçilirse,

lim
r!1

1

hr

P
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j

� lim
r!1

�
M:

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj+ "

� (4.1)

bulunur. Ak ! A(WS�) oldu¼gundan (4.1) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki limit de¼geri

" a eşittir. Böylece,

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j � ") lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j = 0

elde ederiz ki, bu

Ak ! A(WN�)

olmas¬demektir.

(iii) Bu teoremin (i) ve (ii) ş¬klar¬birlikte düşünülürse,

WS� \ L1 = [WN ]� \ L1

oldu¼gu elde edilir.

Lemma 4.1. Her � = fkrg lacunary dizisi için, WS � WS� olmas¬için gerek ve yeter

şart lim infr qr > 1 olmas¬d¬r.

·Ispat: ( (= ) lim infr qr > 1 olsun. O halde, yeteri kadar büyük r için qr � 1 + �

olacak şekilde bir � > 0 say¬s¬vard¬r. Böylece,

qr � 1 + � ve hr = kr � kr�1

oldu¼gundan, Lemma 3.1.1 in ispat¬ndaki benzer i̧slemler sonucunda,

hr
kr
� �

1 + �

elde edilir.
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fAkg 2 WS oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda, " > 0 ve yeteri kadar büyük r için,

1

kr
jfk � kr : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj �

1

kr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

� hr
kr
:

�
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

�

� �

1 + �
:

�
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

�
olur. Yani,

1

kr
jfk � kr : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

� �

1 + �
:

�
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

� (4.2)

elde ederiz. (4.2) eşitsizli¼ginde limite geçilirse,

lim
r!1

1

kr
jfk � kr : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

� lim
r!1

�

1 + �
:

�
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

� (4.3)

elde ederiz. fAkg 2 WS oldu¼gundan (4.3) eşitsizli¼ginin sol taraf¬ndaki limit 0 a eşittir.

O halde,

lim
r!1

�

1 + �
:
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj � 0

ise

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj = 0

elde edilir. Bu ise, fAkg 2 WS� olmas¬demektir. Yani,

WS � WS�

elde edilmi̧s olur.

( =) ) WS � WS� ve lim infr qr = 1 olsun. � = fkrg lacunary dizisinin; rj � rj�1 + 2

olmak üzere,
krj
krj�1

< 1 +
1

j
ve

krj�1

krj�1
> j

şartlar¬n¬sa¼glayan bir
�
krj
	
altdizisini seçelim.
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Şimdi, aşa¼g¬daki gibi bir fAkg dizisi tan¬mlayal¬m;

Ak :=

8><>:
�
(x; y) 2 R2; x2 + (y � 1)2 = 1

k4

�
; e¼ger k 2 Irj ise j = 1; 2; :::

f(0; 0)g ; e¼ger k =2 Irj ise j = 1; 2; :::

O zaman,

1
hrj

X
k2Irj

jd(x;Ak)� d(x; f(0; 0)g)j = T; j = 1; 2; ::: (T 2 R+)

ve
1
hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x; f(0; 0)g)j = 0; r 6= rj

elde ederiz. Bu ise,
1
hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x; f(0; 0)g)j 6= 0

demektir. Yani,

fAkg =2 [WN ]�

elde edilir. Fakat

fAkg 2 [W�1 ]

dir. Çünkü, n yeteri kadar büyük herhangi bir tamsay¬ise

krj�1 < n < krj+1�1

şart¬n¬sa¼glayan bir tek j bulunabilir ve böylece,

1

n

nX
k=1

jd(x;Ak)� d(x; f(0; 0)gj �
krj�1 + hrj
krj�1

� 1

j
+
1

j
=
2

j

yazabiliriz. Burada, n!1 iken ayn¬zamanda j !1 olaca¼g¬ndan,

fAkg 2 [W�1 ]

elde ederiz. Yukar¬da Teorem 4:1 in (ii) ş¬kk¬ndan dolay¬,

fAkg 2 L1 ve fAkg =2 WN� =) fAkg =2 WS�

olur.
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Ayr¬ca, Teorem 2:3 den

fAkg 2 [W�1 ] =) fAkg 2 WS

oldu¼gu görülür. Yani,

WS * WS�

elde ederiz. Bu ise bir çeli̧skidir. O halde

lim inf
r
qr > 1

dir.

Lemma 4.2. Her � = fkrg lacunary dizisi için, WS� � WS olmas¬için gerek ve yeter

şart lim supr qr <1 olmas¬d¬r.

·Ispat: ( (= ) lim supr qr < 1 olsun. O zaman her r için qr < K olacak şekilde bir

K > 0 say¬s¬vard¬r.

fAkg 2 WS�

oldu¼gunu kabul edelim. Burada,

Ur := jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j

olarak tan¬mlayal¬m. fAkg ! A(WS�) ise,

lim
r

1

hr
jk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "j = 0

olaca¼g¬ndan, " > 0 olmak üzere her r > r0 için,

Ur
hr
< "

olacak şekilde r0 2 N vard¬r.

M := maxfUr : 1 � r � r0g

olarak tan¬mlayal¬m. t say¬s¬,

kr�1 < t � kr

şart¬n¬sa¼glayan herhangi bir tamsay¬olmak üzere,
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1

t
jfk � t : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj �

1

kr�1
jfk � kr : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

=
1

kr�1
fU1 + U2 + :::+ Ur0 + Ur0+1 + :::+ Urg

� M

kr�1
:r0 +

1

kr�1

�
hr0+1

Ur0+1
hr0+1

+ :::+ hr
Ur
hr

�

� r0:M

kr�1
+

1

kr�1

�
sup
r>r0

Ur
hr

�
fhr0+1 + :::+ hrg

� r0:M

kr�1
+ ":

kr � kr0
kr�1

� r0:M

kr�1
+ ":qr

� r0:M

kr�1
+ ":K

yaz¬labilir. Yani,

1

t
jfk � t : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj �

r0:M

kr�1
+ ":K (4.4)

elde edilir. Burada kr�1 ! 1 iken t ! 1 olaca¼g¬ndan (4.4) eşitsizli¼ginde limite

geçilirse,

lim
t!1

1

t
jfk � t : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj � lim

kr�1!1

�
r0:M

kr�1
+ ":K

�
= 0

elde ederiz. Bu ise,

lim
t!1

1

t
jfk � t : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj = 0

demektir. Yani,

fAkg 2 WS�

elde edilir. Böylece,

WS� � WS

elde edilmi̧s olur.
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( =) ) Kabul edelim ki,

WS� � WS ve lim sup
r
qr =1

olsun. Öncelikle Lemma 4:1 in ispat¬n¬n ikinci k¬sm¬nda oldu¼gu gibi qrj > j olacak

şekilde bir � = fkrg lacunary dizisinin bir (krj) altdizisini seçelim ve aşa¼g¬daki gibi bir

fAkg dizisi tan¬mlayal¬m;

Ak =

8<: f1g ; e¼ger krj�1 < k � 2krj�1 j = 1; 2; :::

f0g ; di¼ger k lar için.

O zaman,

� rj =
1

hrj

X
Irj

jd(x;Ak)� d(x; f0g)j =
krj�1

krj�1 � krj�1
<

1

j � 1

ve

� r =
1

hr

X
Ir

jd(x;Ak)� d(x; f0g)j = 0 r 6= rj

elde ederiz. Böylece,

lim
r!1

1

hr

X
Ir

jd(x;Ak)� d(x; f0g)j = 0

elde edilir ki, bu

fAkg 2 [WN ]�

demektir. O halde, Teorem 4:1 in (i:� b) ş¬kk¬ndan dolay¬,

fAkg 2 WS�

olur. [W�1] uzay¬nda sadece f0g ve f1g lerden oluşan herhangi bir dizi için Wijsman

kuvvetli Cesàro limit f0g veya f1g dir. Yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬m¬z fAkg dizisi için;

k = 1; 2; :::; krj olmak üzere,

1

krj

X
k

jd(x;Ak)� d(x; f1g)j �
1

krj
(krj � 2krj�1)

= 1�
2krj�1

kr
> 1� 2

j

olur ve k = 1; 2; :::; 2krj�1 olmak üzere,

1

2krj�1

X
k

jd(x;Ak)� d(x; f0g)j �
krj�1

2krj�1
=
1

2
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elde ederiz. Bu ise,

fAkg =2 [W�1]

oldu¼gunu gösterir. O halde, Teorem 2:3 den

fAkg =2 WS

oldu¼gu anlaş¬l¬r. Böylece,

WS� * WS

oldu¼gu ortaya ç¬kar. Bu ise kabulümüzle çeli̧sir. Dolay¬s¬yla,

lim inf
r
qr 6=1) lim inf

r
qr <1

elde edilir.

Teorem 4.2. � bir lacunary dizisi olsun. WS = WS� olmas¬için gerek ve yeter şart,

1 < lim inf
r

qr � lim sup
r

qr <1

olmas¬d¬r.

·Ispat: Yukar¬daki Lemma 4:1 ve Lemma 4:2 birlikte düşünülürse istenilen sonuç elde

edilir.

Teorem 4.3. E¼ger, fAkg 2 WS \WS� ise,

S� � limWAk = st� limWAk

d¬r.

·Ispat: fAkg 2 WS \WS� olsun.

st� limWAk = A; S� � limWAk = B ve A 6= B

oldu¼gunu kabul edelim. A 6= B oldu¼gundan, " > 0 ve herbir x 2 X için,

1

2
jd(x;A)� d(x;B)j > "

al¬nabilece¼ginden,
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lim
n!1

1

n
jfk � n : jd(x;Ak)� d(x;B)j � "gj = 1 (4.5)

elde ederiz.
1

n
jfk � n : jd(x;Ak)� d(x;B)j � "gj

istatistiksel limit ifadesinin ki inci terimini dikkate al¬rsak;

1

ki
jfk � ki : jd(x;Ak)� d(x;B)j � "gj

=
1

ki

�����fk 2
i[

r=1

Ir : jd(x;Ak)� d(x;B)j � "g
�����

=
1

ki

iX
r=1

jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;B)j � "gj

=
1
iX

r=1

hr

iX
r=1

jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;B)j � "gj (4.6)

olur. Burada,

ur :=
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;B)j � "gj

şeklinde ifade edersek, H matrisi

H = hrk =

8<: 1
hr

; k 2 Ir
0 ; k =2 Ir

olmak üzere, (4.6) eşitli¼gini

1

ki

�����
(
k 2

i[
r=1

Ir : jd(x;Ak)� d(x;B)j � "
)����� = 1

iP
r=1

hr

iX
r=1

hrur

=
1

ki

iX
r=1

hrur = (Hu)r (4.7)

şeklinde yazabiliriz. Burada,

Ak ! B(WS�)

oldu¼gundan

ur =
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;B)j � "gj ! 0 (4.8)

d¬r.
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� bir lacunary dizisi oldu¼gundan, (4.7) ifadesi u nun bir regüler a¼g¬rl¬kl¬ortalama matris

dönüşümüdür. Regüler bir matris; 0 a yak¬nsak bir ifadeyi yine 0 a yak¬nsak bir ifadeye

dönüştürdü¼günden i!1 iken (4.7) ifadesi de (4.8) ifadesindeki gibi 0 a yak¬nsar. Ayn¬

zamanda, (
k 2

i[
r=1

Ir : jd(x;Ak)� d(x;B)j � "
)

dizisi �
1

n
jfk � n : jd(x;Ak)� d(x;B)j � "g

�1
n=1

dizisinin altdizisi oldu¼gundan

lim
n!1

1

n
jfk � n : jd(x;Ak)� d(x;B)j � "gj 6= 1

sonucunu elde ederiz. Bu ise (4.5) ifadesi ile çeli̧sir. Yani A 6= B olamaz. Bu durumda

A = B elde ederiz.

Teorem 4.4. �0; bir � lacunary dizisinin bir lacunary inceltilmişi olsun.

Ak ! A(WS�0) =) Ak ! A(WS�)

d¬r.

·Ispat: � lacunary dizisinin her bir Ir aral¬¼g¬n¬n; I 0r;i = (k
0
r;i�1; k

0
r;i] olmak üzere,

kr�1 < k
0
r;1 < k

0
r;2 < ::: < k

0
r;v(r) = kr

olacak şekilde, �0 lacunary dizisinin fk0r;ig
v(r)
i=1 noktalar¬n¬içerdi¼gini farzedelim. Burada,

fkrg � fk0rg

oldu¼gundan, her r için v(r) � 1 oldu¼guna dikkat edelim.

fI�j g1j=1; sa¼g uç noktalar¬art¬r¬larak s¬ralanm¬̧s fI 0r;ig biti̧sik aral¬klar¬n¬n dizisi olsun.

Ak ! A(WS�0)

oldu¼gundan, her bir " > 0 için,

lim
j

X
I�j�Ir

1

h�r
jfk 2 I�j : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj = 0 (4.9)

elde ederiz.
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Burada,

hr = kr � kr�1; h0r;i = k
0
r;i � k0r;i�1

ve

h0r;1 = k
0
r;1 � k0r�1

yazabiliriz. Böylece, her bir " > 0 için �K ;

K := fk 2 N : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "g

kümesinin karakteristik fonksiyonu ve C�0 := (C�0 [j; k]) matrisi de

C�0 [j; k] :=

8><>:
1

h�j
; e¼ger k 2 I�j ise

0 ; di¼ger k lar için.

olmak üzere,

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

=
1

hr

X
I�j�Ir

h�j
1

h�j
jfk 2 I�j : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

=
1

hr

X
I�j�Ir

h�j(C�0�K)j (4.10)

eşitli¼gini elde ederiz. (4.9) dan dolay¬C�0�K bir s¬f¬r dizisidir. Ayr¬ca, (4.10) C�0�K n¬n

bir regüler a¼g¬rl¬kl¬ortalama matris dönüşümüdür. Bundan dolay¬ (4.10) dönüşümü

r !1 iken s¬f¬r a yak¬nsar. Böylece istenilen elde edilmi̧s olur.

L1; WS; WAC; [WAC] s¬ras¬yla bütün s¬n¬rl¬, Wijsman istatistiksel yak¬nsak,

Wijsman hemen hemen yak¬nsak ve Wijsman kuvvetli hemen hemen yak¬nsak küme

dizilerini göstermek üzere, bunlar aras¬nda

WS � [WAC] � WAC � L1

ili̧skisi vard¬r.
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Teorem 4.5. E¼ger � ile bütün lacunary dizilerin kümesini gösterirsek,

[WAC] = L1 \
 \
�2�

WS�

!
d¬r.

·Ispat: L1 ve [WAC] s¬ras¬yla s¬n¬rl¬diziler uzay¬n¬ve Wijsman kuvvetli hemen hemen

yak¬nsak diziler uzay¬n¬göstermek üzere,

L1 � [WAC]

oldu¼gunu biliyoruz. Ayr¬ca Teorem 3:2:1 de

[WAC] =
\
�2�

[WN ]�

oldu¼gu ve Teorem 4:1 in iii: k¬sm¬nda

WS� \ L1 = [WN ]� \ L1

oldu¼gu gösterildi. Buradan

L1 � [WAC] =
\
�2�

[WN ]�

= L1 \
 \
�2�

[WN ]�

!

=
\
�2�

(L1 \ [WN ]�)

=
\
�2�

(L1 \WS�)

= L1 \
 \
�2�

WS�

!
elde edilir.

Şimdi ise Hausdor¤ lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬verip bu kavram¬n Wijs-

man lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ile aras¬ndaki ili̧skiyi gösteren bir teorem

ispatlayal¬m.
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Tan¬m 4.2. (X; �) bir metrik uzay, A ve Ak; X in boş kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri

olsun. � bir lacunary dizisi olmak üzere, 8" > 0 için,

lim
r!1

1

hr

�����k 2 Ir : sup
x2X

jd(x;Ak)� d(x;A)j � "
����� = 0

yani,

sup
x2X

jd(x;Ak)� d(x;A)j < " (h.h.k)

oluyorsa fAkg dizisi A kümesine Hausdor¤ lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve

S� � limHAk = A veya Ak ! A(HS�)

ile gösterilir.

Teorem 4.6. (X; �) bir metrik uzay ve fAkg, X in boş kümeden farkl¬ kapal¬

altkümelerinin bir dizisi olsun. E¼ger, fAkg Hausdor¤ lacunary istatistiksel yak¬nsak ise

fAkg Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r.

·Ispat: fAkg dizisi Hausdor¤ lacunary istatistiksel yak¬nsak olsun. O zaman,

lim
r!1

1

hr

�����k 2 Ir : sup
x2X

jd(x;Ak)� d(x;A)j � "
����� = 0

olur.

jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj �
�����k 2 Ir : sup

x2X
jd(x;Ak)� d(x;A)j � "

�����
oldu¼gu dikkate al¬n¬r ve burada eşitsizli¼gin her iki taraf¬ pozitif

1

hr
ile çarp¬l¬p limite

geçilirse,

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

� lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : supx2X jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj = 0

olur. Böylece,

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj = 0

elde ederiz. Bu ise fAkg dizisinin Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak oldu¼gunu

gösterir.
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5. KÜME D·IZ·ILER·IN·IN LACUNARY ·ISTAT·IST·IK-

SEL TOPLANAB·IL·IRL·I¼G·I

5.1Wijsman Lacunary ·Istatistiksel Cauchy Kriteri

Tan¬m 5.1.1. (X; �) bir metrik uzay, � = fkrg bir lacunary dizisi, A ve Ak; X in boş

kümeden farkl¬ kapal¬ altkümeleri olsun. E¼ger herbir r için k0(r) 2 Ir;

W � limr Ak0(r) = A ve herbir x 2 X için " > 0 olmak üzere,

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;Ak0(r))j � "gj = 0

olacak şekilde fAkg dizisinin bir
�
Ak0(r)

	
altdizisi varsa fAkg dizisineWijsman lacunary

istatistiksel Cauchy denir.

Teorem 5.1.1. (X; �) bir metrik uzay, � = fkrg bir lacunary dizisi olsun. fAkg dizisinin

Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart fAkg dizisinin

Wijsman lacunary istatistiksel Cauchy olmas¬d¬r.

·Ispat: ( =) ) Ak ! A(WS�) olsun ve herbir j 2 N için,

K(j) := fk 2 N : jd(x;Ak)� d(x;A)j <
1

j
g

olarak belirtelim. Böylece herbir j için, K(j+1) � K(j) ve

lim
r!1

jK(j) \ Irj
hr

= 1

olur. Şimdi r � m(1) iken,
jK(1) \ Irj

hr
> 0

yani,

K(1) \ Ir 6= ;

olacak şekilde m(1) seçelim. Bir sonraki seçimimizde ise r � m(2) iken,

K(2) \ Ir 6= ;
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olacak şekilde m(2) > m(1) seçelim.

Daha sonra m(1) � r < m(2) şart¬n¬sa¼glayan herbir r için, k0(r) 2 Ir \K(1) yani,

jd(x;Ak0(r))� d(x;A)j < 1

olacak şekilde k0(r) 2 Ir seçelim. Genel olarak, r > m(p+ 1) iken

Ir \K(p+1) 6= ;

olacak şekilde m(p+ 1) > m(p) seçelim.

Bütün bu seçimlerin sonunda m(p) � r < m(p+ 1) şart¬n¬sa¼glayan bütün r ler için,

k0(r) 2 Ir \K(p)

seçelim. Yani,

jd(x;Ak0(r))� d(A; x)j <
1

p
(5.1)

olsun. Böylece, her r için k0(r) 2 Ir olur ve (5.1) ifadesinden dolay¬,

W � lim
r
Ak0(r) = A

oldu¼gu anlaş¬l¬r. Ayr¬ca, 8" > 0 için,

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;Ak0(r))j � "gj

� 1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j �

"

2
gj

+
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak0(r))� d(x;A)j �

"

2
gj

(5.2)

yazabiliriz. (5.2) eşitsizli¼ginde

Ak ! A(WS�) ve W � lim
r
Ak0(r) = A

olmas¬dikkate al¬narak limite geçilirse,

lim
r!1

�
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;Ak0(r))j � "gj

�

� lim
r!1

�
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j �

"

2
gj

+
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak0(r))� d(x;A)j �

"

2
gj
�
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olup,

lim
r!1

�
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;Ak0(r))j � "gj

�
� 0

ise,

lim
r!1

�
1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;Ak0(r))j � "gj

�
= 0

elde ederiz. Bu ise fAkg dizisinin Wijsman lacunary istatistiksel Cauchy oldu¼gunu gös-

terir.

((= ) fAkg dizisinin Wijsman lacunary istatistiksel Cauchy oldu¼gunu kabul edelim. O

zaman, 8" > 0 ve herbir x 2 X için,

jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

�
���fk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;Ak0(r))j � "

2
g
���

+
���fk 2 Ir : jd(x;Ak0(r))� d(x;A)j � "

2
g
���

(5.3)

yazabiliriz. Yukar¬daki (5.3) eşitsizli¼ginde, eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬ pozitif
1

hr
ile

çarpal¬m ve ayr¬ca fAkg dizisinin Wijsman lacunary istatistiksel Cauchy olmas¬ ile

W � lim
r
Ak0(r) = A

olmas¬n¬dikkate alarak limite geçelim. O halde,

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

� lim
r!1

1

hr

����fk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;Ak0(r))j � "

2
g
���

+
���fk 2 Ir : jd(x;Ak0(r))� d(x;A)j � "

2
g
����

olup,

lim
r

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � 0

ise,

lim
r

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j = 0

elde edilir ki bu bize

Ak ! A(WS�)

oldu¼gunu verir.
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Teorem 5.1.2. (X; �) bir metrik uzay ve � = fkrg bir lacunary dizisi olsun.

�d(x;Ai) = d(x;Ai)� d(x;Ai+1)

olmak üzere e¼ger, Ak ! A(WS�) ve limr!1 hr:

�
maxfj�d(x;Ai)j : i 2 Irg

�
= 0 ise

o zaman, W � limAk = A d¬r.

·Ispat: Ak ! A(WS�) oldu¼gunu kabul edelim. Böylece, Tan¬m 5:1:1 deki gibi,

Teorem 5:1:1 yard¬m¬yla,

W � lim
r
Ak0(r) = A;

yani, r !1 iken, ��d(x;Ak0(r))� d(x;A)��! 0

olacak şekilde Ak dizisinin bir Ak0(r) altdizisini seçelim. k0(r) 2 Ir oldu¼gundan,

jd(x;Ak)� d(x;Ak0(r))j �
k0(r)�1X
i=k

jd(x;Ai)� d(x;Ai+1)j

=

k0(r)�1X
i=k

j�d(x;Ai)j

�hr:
�
maxfj�d(x;Ai)j : i 2 Irg

�
(5.4)

yazabiliriz. (5.4) eşitsizli¼ginde limite geçilirse, kabulümüzden dolay¬��d(x;Ak)� d(x;Ak0(r))�� � lim
r!1

hr:

�
maxfj�d(x;Ai)j : i 2 Irg

�
= 0

elde edilir. Yani, r !1 iken,��d(x;Ak)� d(x;Ak0(r))��! 0

olur. Burada r !1 iken, ��d(x;Ak0(r))� d(x;A)��! 0

oldu¼gu da dikkate al¬n¬rsa, r !1 iken,

jd(x;Ak)� d(x;A)j ! 0

elde ederiz. Bu ise,

W � lim
r
Ak = A

oldu¼gunu gösterir.
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5.2Wijsman Lacunary ·Istatistiksel Yak¬nsak Dizilerin Toplana-

bilme Özellikleri

Teorem 5.2.1. E¼ger fAkg s¬n¬rl¬bir dizi ve Ak ! A(WS�) ise, fAkg dizisi A kümesine

Wijsman Cesàro toplanabilirdir.

·Ispat: (X; �) bir metrik uzay, � = fkrg bir lacunary dizisi ve n 2 Ir bir pozitif tamsay¬

olsun. O zaman,

1

n

nX
k=1

�
d(x;Ak)� d(x;A)

�
=
1

n

r�1X
p=1

X
k2Ip

�
d(x;Ak)� d(x;A)

�
(5.5)

+
1

n

nX
k=1+kr�1

�
d(x;Ak)� d(x;A)

�
eşitli¼gini yazabiliriz. Burada,

tp =
1

hp

X
k2Ip

jd(x;Ak)� d(x;A)j (5.6)

şeklinde ifade edersek, H matrisi

H = hpk =

8<: 1
hp

; k 2 Ip
0 ; k =2 Ip

olmak üzere, (5.5) eşitli¼ginde, sa¼gdaki ilk ifade için

1

n

r�1X
p=1

X
k2Ip

�
d(x;Ak)� d(x;A)

�
� 1

kr�1

r�1X
p=1

X
k2Ip

����d(x;Ak)� d(x;A)����

=
1

kr�1

r�1X
p=1

hp:tp = (Ht)p (5.7)

yaz¬labilir. fAkg dizisi s¬n¬rl¬ve Ak ! A(WS�) oldu¼gundan, Teorem 4:1 in (ii) ifadesin-

den dolay¬,

Ak ! A(WN�)

olur. Bu ise tp ! 0 olmas¬anlam¬na gelir.
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Ayr¬ca � = fkrg bir lacunary dizisi oldu¼gundan r !1 iken,

kr�1 =
r�1X
p=1

hp !1

olur. Burada (5.7) ifadesi, t nin bir regüler a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matris dönüşümüdür.

Regüler bir matris; 0 a yak¬nsak bir ifadeyi yine 0 a yak¬nsak bir ifadeye dönüştürdü¼gün-

den r ! 1 iken (5.7) ifadesi de (5.6) ifadesindeki gibi 0 a yak¬nsar. O halde r ! 1

iken,
1

kr�1

r�1X
p=1

hp:tp = (Ht)p ! 0 (5.8)

elde ederiz. Şimdi (5.5) eşitli¼ginde, sa¼gdaki ikinci ifadeyi dikkate alal¬m. fAkg s¬n¬rl¬

oldu¼gundan her k için,

jd(x;Ak)� d(x;A)j �M

olacak şekilde bir M > 0 say¬s¬vard¬r. Bundan dolay¬8" > 0 için,������ 1n
nX

k=1+kr�1

�
d(x;Ak)� d(x;A)

������� � 1n
X

kr�1<k�n
jd(x;Ak)�d(x;A)j�"

jd(x;Ak)� d(x;A)j

+
1

n

X
kr�1<k�n

jd(x;Ak)�d(x;A)j<"

jd(x;Ak)� d(x;A)j

�M: 1
hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj+ " (5.9)

elde ederiz. Ak ! A(WS�) ve " > 0 key�oldu¼gundan, (5.9) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki

ifade r !1 iken 0 a yak¬nsar. Böylece,

lim
n!1

1

n

nX
k=1+kr�1

�
d(x;Ak)� d(x;A)

�
= 0 (5.10)

oldu¼gu ortaya ç¬kar. Burada (5.5); (5.8) ve (5.10) ifadeleri birlikte düşünülürse,

lim
n!1

1

n

nX
k=1

�
d(x;Ak)� d(x;A)

�
= 0

elde ederiz. Bu ise fAkg dizisinin A kümesine Wijsman Cesàro toplanabilir oldu¼gu

anlam¬na gelir.
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Teorem 5.2.2. (X; �) bir metrik uzay, � bir lacunary dizisi ve 0 < p <1 olsun. X

in boş kümeden farkl¬, kapal¬A; Ak altkümeleri için,

(i) fAkg dizisi bir A kümesine Wijsman kuvvetli p�lacunary toplanabilir ise o zaman

fAkg dizisi A kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(ii) fAkg dizisi s¬n¬rl¬ve bir A kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak ise o

zaman fAkg dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli p�lacunary toplanabilirdir.

·Ispat: (i) Yak¬nsak her fAkg dizisi ve sabit " > 0 için,X
Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)jp � "p:jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)jp � "gj

dir. Burada her iki taraf pozitif
1

hr
ile çarp¬l¬p limite geçilirse,

lim
r!1

1

hr

P
Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)jp � "p: lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)jp � "gj

� "p: lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj

elde edilir. fAkg dizisi birA kümesineWijsman kuvvetli p�lacunary toplanabilir oldu¼gun-

dan, yukar¬daki eşitsizli¼gin sol taraf¬0 a eşittir. O halde,

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "gj = 0

elde ederiz. Bu ise fAkg dizisinin A kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak

oldu¼gunu gösterir.

(ii) fAkg dizisi s¬n¬rl¬ve bir A kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak

olsun. fAkg dizisi s¬n¬rl¬oldu¼gundan,

sup
k
fd(x;Ak)g+ d(x;A) =M

diyebiliriz. fAkg dizisi A kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak oldu¼gundan,

her " > 0 için bir N" seçebiliriz öyle ki, her r > N" için,

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j �

�"
2

� 1
pgj < "

2Mp

olur.
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Burada

Lr =

�
k 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j �

�"
2

� 1
p

�
ile belirtelim. O zaman, r > N" için,

1

hr

X
Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)jp =
1

hr

0B@X
k2Ir
k2Lr

jd(x;Ak)� d(x;A)jp

+
X
k2Ir
k=2Lr

jd(x;Ak)� d(x;A)jp

1CA

<
1

hr
:
hr:"

2Mp
Mp +

1

hr
:
hr:"

2

=
"

2
+
"

2
= "

elde ederiz. Buradan fAkg dizisinin A kümesine Wijsman kuvvetli p�lacunary toplana-

bilir oldu¼gu anlaş¬l¬r.

5.3Wijsman Lacunary Kuvvetli Hemen Hemen Yak¬nsakl¬k

Tan¬m 5.3.1. (X; �) bir metrik uzay, � bir lacunary dizisi, A ve Ak; X in boş kümeden

farkl¬kapal¬altkümeleri olsun. E¼ger, her bir x 2 X için, i ye göre düzgün olarak

lim
r!1

1

hr

X
Ir

d(x;Ak+i) = d(x;A);

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Wijsman lacunary hemen hemen yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 5.3.2. (X; �) bir metrik uzay, � bir lacunary dizisi, A ve Ak; X in boş kümeden

farkl¬kapal¬altkümeleri olsun. E¼ger, herbir x 2 X için, i ye göre düzgün olarak

lim
r!1

1

hr

X
Ir

jd(x;Ak+i)� d(x;A)j = 0;

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Wijsman lacunary kuvvetli hemen hemen yak¬nsakt¬r

denir.
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Örnek 5.3.1. X = R2 olmak üzere, aşa¼g¬daki gibi bir fAkg dizisi tan¬mlayal¬m;

Ak =

8>>><>>>:
f(x; y) 2 R2 : (x� 1)2 + (y + 1)2 = 1

k
g ; e¼ger kr�1 < k < kr�1 + [

p
hr] ise,

f(1; 0)g ; di¼ger k lar için

Burada, i ye göre düzgün olarak,

lim
r!1

1

hr

X
Ir

jd(x;Ak+i)� d(x; f(1; 0)g)j = 0;

oldu¼gundan dolay¬, bu dizi A = f(1; 0)g kümesine Wijsman lacunary kuvvetli hemen

hemen yak¬nsakt¬r.

Tan¬m 5.3.3. (X; �) bir metrik uzay, � bir lacunary dizisi, A ve Ak; X in boş kümeden

farkl¬kapal¬altkümeleri olsun. p pozitif reel say¬olmak üzere e¼ger, herbir x 2 X için, i

ye göre düzgün olarak

lim
r!1

1

hr

X
Ir

jd(x;Ak+i)� d(x;A)jp = 0;

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Wijsman lacunary kuvvetli p�hemen hemen yak¬n-

sakt¬r denir.

Tan¬m 5.3.4. (X; �) bir metrik uzay, � bir lacunary dizi, A ve Ak; X in boş kümeden

farkl¬kapal¬altkümeleri olsun. E¼ger, herbir x 2 X ve " > 0 için, i ye göre düzgün olarak

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak+i)� d(x;A)j � "j = 0;

oluyorsa, fAkg dizisi A kümesine Wijsman lacunary hemen hemen istatistiksel yak¬n-

sakt¬r denir.
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Örnek 5.3.2. X = R2 olmak üzere, aşa¼g¬daki gibi bir fAkg dizisi tan¬mlayal¬m;

Ak =

8>>><>>>:
f(x; y) 2 R2 : x2 + (y � 1)2 = 1

k
g ;

e¼ger, kr�1 < k < kr�1 + [
p
hr]

ve k tam kare ise,

f(1; 1)g ; di¼ger k lar için

Burada, i ye göre düzgün olarak,

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak+i)� d(x; f(1; 1)g)j � "j = 0;

oldu¼gundan dolay¬, bu dizi A = f(1; 1)g kümesine Wijsman lacunary hemen hemen

istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Teorem 5.3.1. (X; �) bir metrik uzay, � bir lacunary dizisi ve 0 < p <1 olsun. X in

boş kümeden farkl¬, kapal¬A; Ak altkümeleri için,

(i) fAkg dizisi bir A kümesine Wijsman lacunary kuvvetli p�hemen hemen yak¬nsak

ise o zaman fAkg dizisi A kümesine Wijsman lacunary hemen hemen istatistiksel

yak¬nsakt¬r.

(ii) fAkg dizisi s¬n¬rl¬ve bir A kümesine Wijsman lacunary hemen hemen istatistiksel

yak¬nsak ise o zaman fAkg dizisi A kümesine Wijsman lacunary kuvvetli p�hemen

hemen yak¬nsakt¬r.

·Ispat: (i) fAkg dizisi bir A kümesine Wijsman lacunary kuvvetli p�hemen hemen

yak¬nsak olsun. Bu durumda, i ye göre düzgün olarak

lim
r!1

1

hr

X
Ir

jd(x;Ak+i)� d(x;A)jp = 0 (5.11)

d¬r. Sabit bir " > 0 ve herbir i için,X
Ir

jd(x;Ak+i)� d(x;A)jp � "p:jfk 2 Ir : jd(x;Ak+i)� d(x;A)jp � "gj

olup, burada her iki taraf
1

hr
ile çarp¬l¬p limite geçilirse,

lim
r!1

1

hr

X
Ir

jd(x;Ak+i)� d(x;A)jp � "p: lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak+i)� d(x;A)jp � "gj

yazabiliriz. Buradan ise (5.11) dikkate al¬n¬rsa fAkg dizisinin A kümesine Wijsman

lacunary hemen hemen istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu anlaş¬l¬r.
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(ii) fAkg dizisi s¬n¬rl¬ve bir A kümesine Wijsman lacunary hemen hemen istatistiksel

yak¬nsak olsun. fAkg dizisi s¬n¬rl¬oldu¼gundan, i ye göre düzgün olarak

M = sup
k
fd(x;Ak+i)g+ d(x;A)

yazabiliriz. fAkg dizisi A kümesine Wijsman lacunary hemen hemen istatistiksel yak¬n-

sak oldu¼gundan, her " > 0 için bir N" seçebiliriz öyle ki, her r > N" için, i ye göre

düzgün olarak

1

hr
jfk 2 Ir : jd(x;Ak+i)� d(x;A)j �

�"
2

� 1
pgj < "

2Mp

olur. Burada,

Lr =

�
k 2 Ir : jd(x;Ak+i)� d(x;A)j �

�"
2

� 1
p

�
ile belirtelim. Böylece, r > N" için, i ye göre düzgün olarak

1

hr

X
Ir

jd(x;Ak+i)� d(x;A)jp =
1

hr

0B@X
k2Ir
k2Lr

jd(x;Ak+i)� d(x;A)jp

+
X
k2Ir
k=2Lr

jd(x;Ak+i)� d(x;A)jp

1CA

<
1

hr
:
hr:"

2Mp
Mp +

1

hr
:
hr:"

2

=
"

2
+
"

2
= "

elde ederiz. Bu ise fAkg dizisinin A kümesine Wijsman lacunary kuvvetli p�hemen

hemen yak¬nsak oldu¼gunu gösterir.
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6. KÜMED·IZ·ILER·IN·IN ·ISTAT·IST·IKSEL LACUNARY

TOPLANAB·IL·IRL·I¼G·I

Bu bölümde küme dizileri için Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilme kavram¬ve-

rilip, bu kavram¬n önceki bölümlerde tan¬tt¬¼g¬m¬z küme dizilerinin Wijsman lacunary

istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬kavram¬ile ili̧skilerinden bahsedilecektir. Ayr¬ca bir fAkg küme

dizisinin Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilmesi ve Wijsman lacunary istatistiksel

yak¬nsak olabilmesi için gerek ve yeter şartlar verilecektir.

Önceki bölümlerde; (X; �) bir metrik uzay, � bir lacunary dizisi, A ve Ak; X in boş

kümeden farkl¬kapal¬altkümeleri olmak üzere, herbir x 2 X için,

lim
r!1

1

hr

X
k2Ir

d(x;Ak) = d(x;A)

ise, fAkg dizisi A kümesine Wijsman lacunary toplanabilirdir, demi̧stik. Şimdi,

Tr(Ak) :=
1

hr

X
k2Ir

d(x;Ak)

olmak üzere aşa¼g¬daki tan¬m¬verelim:

Tan¬m 6.1. (X; �) bir metrik uzay, � bir lacunary dizisi, A ve Ak; X in boş kümeden

farkl¬kapal¬altkümeleri olsun. Herbir x 2 X ve 8" > 0 için,

lim
n

1

n
jfr � n : jTr(Ak)� d(x;A)j � "gj = 0

ise fAkg dizisi A kümesine Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilirdir denir ve

W�s � limAk = A

ile gösterilir.

Başka bir deyi̧sle fAkg dizisinin A kümesine Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilir

olmas¬demek, Tr(Ak) dizisinin d(x;A) ifadesine Wijsman istatistiksel yak¬nsak olmas¬

demektir.

·Ilk olarak Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilme ve Wijsman lacunary istatistiksel

yak¬nsakl¬k kavramlar¬aras¬ndaki ili̧skiyi belirten aşa¼g¬daki teoremi verelim:
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Teorem 6.1. (X; �) bir metrik uzay, � bir lacunary dizisi, A ve Ak; X in boş kümeden

farkl¬kapal¬altkümeleri olsun. E¼ger bir fAkg dizisi s¬n¬rl¬ve bir A kümesine Wijsman

lacunary istatistiksel yak¬nsak ise o zaman fAkg dizisi A kümesine Wijsman istatistiksel

lacunary toplanabilirdir.

·Ispat: fAkg dizisi s¬n¬rl¬ve A kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak olsun.

KW
� (") := fk 2 Ir : jd(x;Ak)� d(x;A)j � "g

ile gösterelim. O zaman,

jTr(x)� d(x;A)j =
����� 1hr X

k2Ir

d(x;Ak)� d(x;A)
�����

=

����� 1hr X
k2Ir

�
d(x;Ak)� d(x;A)

������
� 1

hr

X
k2Ir

jd(x;Ak)� d(x;A)j

=
1

hr

0BB@ X
k2Ir

k2KW
�
(")

jd(x;Ak)� d(x;A)j

+
X
k2Ir

k=2KW
�
(")

jd(x;Ak)� d(x;A)j

1CCA
� 1

hr

�
sup
k
fjd(x;Ak)� d(x;A)jg :jKW

� (")j+ ":hr
�

olur. Yani,

jTr(x)� d(x;A)j �
1

hr

�
sup
k
fjd(x;Ak)� d(x;A)jg :jKW

� (")j+ ":hr
�

(6.1)

eşitsizli¼gini elde ederiz. fAkg dizisi s¬n¬rl¬ve Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak

oldu¼gundan, (6.1) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬r !1 iken " a eşit olur. Yani, r !1 iken

jTr(x)� d(x;A)j � "

elde edilir. Burada, Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilmenin tan¬m¬ dikkate

al¬nd¬¼g¬nda; fAkg dizisininA kümesineWijsman istatistiksel lacunary toplanabilir oldu¼gu

ortaya ç¬kar.
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Teorem 6.2. (X; �) bir metrik uzay, � bir lacunary dizisi, A ve Ak X in boş küme-

den farkl¬ kapal¬ altkümeleri olsun. Bir fAkg dizisinin bir A kümesine Wijsman

istatistiksel lacunary toplanabilir olmas¬için gerek ve yeter şart

�(K) = 1 ve Arn ! A(WN�)

olacak şekilde bir K = fr1 < r2 < ::: < rn < :::g kümesinin var olmas¬d¬r.

·Ispat: ((= ) �(K) = 1 ve Arn ! A(WN�) olacak şekilde bir

K = fr1 < r2 < ::: < rn < :::g kümesinin var oldu¼gunu kabul edelim. O zaman " > 0

olmak üzere, n > N için,

jTrn(Ak)� d(x;A)j < "

olacak şekilde pozitif bir N say¬s¬vard¬r.

KW
" (�) := fn 2 N : jTrn(Ak)� d(x;A)j � "g

ve

K 0 = frN+1; rN+2; :::g

ile belirtelim. O zaman,

�(K 0) = 1 ve KW
" (�) � N�K 0

olmas¬,

�

�
KW
" (�)

�
= 0

olmas¬n¬ gerektirir. Böylece fAkg dizisi A kümesine Wijsman istatistiksel lacunary

toplanabilir olur.

( =) ) Tersine, fAkg dizisi bir A kümesine Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilir

olsun. p = 1; 2; 3::: için,

KW
p (�) :=

�
j 2 N : jTrj(Ak)� d(x;A)j �

1

p

�
ve

MW
p (�) :=

�
j 2 N : jTrj(Ak)� d(x;A)j <

1

p

�
ile belirtelim.
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O zaman,

�

�
KW
p (�)

�
= 0;

MW
1 (�) �MW

2 (�) � ::: �MW
i (�) �MW

i+1(�) � ::: (6.2)

ve

�
�
MW
p (�)

�
= 1; p = 1; 2; 3; ::: (6.3)

olur.

Şimdi j 2MW
p (�) için fAkjg dizisininA kümesineWijsman lacunary toplanabilir oldu¼gunu

göstermeliyiz.

Kabul edelim ki, fAkjg dizisi A kümesine Wijsman lacunary toplanabilir olmas¬n. O

halde, sonsuz say¬da terim için

jTrj(Ak)� d(x;A)j � "

olacak şekilde " > 0 say¬s¬vard¬r.

MW
" (�) :=

�
j 2 N : jTrj(Ak)� d(x;A)j < "

	
ve " >

1

p
(p = 1; 2; 3; :::)

olsun. O zaman,

�

�
MW
" (�)

�
= 0

olur. Ayr¬ca, (6.2) ifadesinden dolay¬,

MW
p (�) �MW

" (�)

yaz¬labilir. Bu ise

�

�
MW
p (�)

�
= 0

olmas¬anlam¬na gelir. Bu durum (6.3) ifadesi ile çeli̧sir. O halde kabulümüz yanl¬̧st¬r.

Böylece, fAkjg dizisinin A kümesine lacunary toplanabilir oldu¼gu ortaya ç¬kar. Bu ise

istenilen sonuçtur.

Önceki teoreme benzer olarak aşa¼g¬daki teoremi de verebiliriz:
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Teorem 6.3. (X; �) bir metrik uzay, � bir lacunary dizisi, A ve Ak X in boş kümeden

farkl¬ kapal¬ altkümeleri olsun. Bir fAkg dizisinin bir A kümesine Wijsman lacunary

istatistiksel yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart

��(K) = 1 ve W � limAkn = A

olacak şekilde bir K = fk1 < k2 < ::: < kn < :::g � N kümesinin var olmas¬d¬r.

·Ispat: ((= ) ��(K) = 1 ve W � limAkn = A olacak şekilde bir

K = fk1 < k2 < ::: < kn < :::g � N kümesinin var oldu¼gunu kabul edelim. O zaman

" > 0 olmak üzere, herbir x 2 X ve n > N için,

jd(x;Akn)� d(x;A)j < "

olacak şekilde pozitif bir N say¬s¬vard¬r.

KW
" := fn 2 N : jd(x;Akn)� d(x;A)j � "g

ve

K 0 = fkN+1; kN+2; :::g

ile belirtelim. O zaman,

��(K
0) = 1 ve KW

" � N�K 0

olmas¬,

��

�
KW
"

�
= 0

olmas¬n¬gerektirir. Böylece fAkg dizisi A kümesineWijsman lacunary istatistiksel yak¬n-

sak olur.

( =) ) Tersine, fAkg dizisi bir A kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yak¬nsak

olsun. q = 1; 2; 3::: için,

KW
q := fj 2 N : jd(x;Akj)� d(x;A)j �

1

q
g

ve

MW
q := fj 2 N : jd(x;Akj)� d(x;A)j <

1

q
g

ile belirtelim.
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O zaman,

��

�
KW
q

�
= 0;

MW
1 �MW

2 � ::: �MW
i �MW

i+1 � ::: (6.4)

ve

��

�
MW
q

�
= 1; q = 1; 2; 3; ::: (6.5)

olur.

Şimdi j 2 MW
q için fAkjg dizisinin A kümesine Wijsman yak¬nsak oldu¼gunu göster-

meliyiz.

Kabul edelim ki, fAkjg dizisi A kümesine Wijsman yak¬nsak olmas¬n. O halde, sonsuz

say¬da terim için,

jd(x;Akj)� d(x;A)j � "

olacak şekilde " > 0 say¬s¬vard¬r.

MW
" := fj 2 N : jd(x;Akj)� d(x;A)j < "g ve " >

1

q
(q = 1; 2; 3; :::)

olsun. O zaman,

��

�
MW
"

�
= 0

olur. Ayr¬ca, (6.4) ifadesinden dolay¬,

MW
q �MW

"

yaz¬labilir. Bu ise.

��

�
MW
q

�
= 0

olmas¬anlam¬na gelir. Bu durum (6.5) ifadesi ile çeli̧sir. O halde kabulümüz yanl¬̧st¬r.

Böylece, fAkjg dizisinin A kümesine Wijsman yak¬nsak oldu¼gu ortaya ç¬kar. Bu ise

istenilen sonuçtur.

� � �
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