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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

D
n

MAKSIMUM TIPLi x, = max {A, ip-l}
n—k

FARK DENKLEMININ DINAMIGI
Ali CAKIR
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dali
Damsman: Dog. Dr. Ozkan OCALAN

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde rasyonel ve maksimum tipli
fark denklemleri ile ilgili yapilmis calismalarin literatiir 6zeti verilmistir. Ikinci

boliimde fark denklemleri ile ilgili temel tamim ve teoremler verilmistir. Uciincii

(xp)P

(Xp-1)P

bolimde x,,; = A+ rasyonel fark denkleminin pozitif ¢ézlimlerinin smirlilik

karakteri, global c¢ekiciligi ve periyodiklik karakteri lizerine ¢alisiimistir. Dordiincii

p
boliimde maksimum tipli x,,; = max {C, E“ } fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin
n-1

smirhilik karakteri ve global ¢ekiciligi lizerine ¢alisilmistir. Son béliimde ise maksimum

1

D
tipli x,, = max {A, z;“ } fark denkleminin pozitif ¢dztimlerinin dinamigi ele alinmigtir.

n-k

2014, v+38 sayfa

Anahtar Kelimeler: Maksimum tipli fark denklemleri, Sinirlilik, Periyodiklik.



ABSTRACT

M. Sc Thesis

xP

DYNAMICS OF THE MAX-TYPE x,, = max {A, xg—l}
n-k

DIFFERENCE EQUATION
Ali CAKIR
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ozkan OCALAN

This study consists of five sections. In the first section, a summary of literature was
given about the rational and max-type difference equations. In the second section,
general definitions and theorems were given about difference equations. In the third

section, studies the boundedness character, global attractivity and periodicity of the

(xp)P
(Xn-1)P

studies the boundedness and global attractivity for the positive solutions of the max-

positive solutions of the difference equation x,,; = A+ . In the forth section,

p
type difference equation x,,; = max {c, ’;“ } .In the last section, studies the dynamics

n-1

. : . : xP_
of the positive solution of the max-type difference equation x,, = max {A, 5 1} :

n-k

2014, v+38 pages

Key Words: Max-type Difference equations, The boundedness, The periodicity.
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler

R : Reel Sayilar
Tam Sayilar
R* : (0,00) aralig1

N : Dogal Sayilar

c : Kapsar

= : Esittir

< Kiigiik veya esittir
= Biiytik veya esittir
€ : Elemamdir

¢ : Eleman degildir
Y. : Toplam Sembolii
Il : Carpim Sembolii

log: Logaritma Fonksiyonu



1. GIRIS

Bu boliimde, fark denklemlerinin 6nemli ¢aligsma alanlarindan olan maksimum tipli fark

denklemleri ile ilgili yapilan bazi calismalar hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

1.1 Baz1 maksimum ve minimum tipli fark denklemlerinin ¢éziimleri iizerine
yapilmis calismalar

Amleh (1998), G.Ladas yonetiminde yaptig1 doktora tezinde; fark denklemlerinin ii¢

farkli konusunu ele almistir. Ik béliimde, X,4; = max{i, 5 } fark denkleminin

Xn Xn-2
cozlimlerinin sifirdan farkli reel sayilar olan A, B parametreleri ve x_;, X, baslangic

sartlar1 icin periyodik oldugunu gostermistir. Ikinci béliimde, x,.; = Xn¥n-1¥n-2
XnXpn-1tXn-2

rasyonel fark denkleminin global asimptotik kararliligini incelemis ve son boliimde ise,
Plant-Herbivore sisteminin ¢ozliimlerinin sinirliligi tizerine ¢alismustir.

Mishev vd. (2002), Xp41 = max{=,—

3 } fark denkleminin periyodikligi {izerine
n n-2

yaptig1 calismada; A,B parametreleri ile baslangi¢ sartlarini pozitif sayr degerleri olarak
kabul ederek denklemin biitiin pozitif ¢éziimlerinin er ge¢ periyodik oldugunu ispat

etmislerdir.

Voulov (2002), yaptig1 iki ¢alismadan birincisinde; G. Ladas tarafindan verilen bir agik

problemi ¢ozmiistiir. Bu ¢alismada, A,B,C parametreleri negatif olmayan reel sayilar

B

.. .. A C e
olmak iizere A+B+C > 0 icin x, = max{ , , } fark denkleminin biitiin
Xn—-1 Xpn-3 Xn-5

¢dziimlerinin periyodik oldugunu géstermistir. ikincisinde ise; A ile B parametreleri

pozitif reel sayillar ve k ile m parametreleri pozitif tam sayilar olmak {izere

A B . L .. cep e .
Xp41 = Max {X " } maksimum tipli fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin
n-k “4n-m

periyodiklik ozelligini incelemistir. A, B, k ve m parametrelerine bagli olarak

denklemin biitiin pozitif ¢éziimlerinin er ge¢ periyodik oldugunu ispat etmistir.



Patula ve Voulov (2004), yaptiklar1 ¢alismada; A, , B, pozitif terimli ve 3 periyotlu

. . A, B
diziler olmak iizere, x,,; = max {—", =
Xn Xn-2

} fark denkleminin periyodikligini

incelemislerdir.

Cinar vd. (2005), yaptiklar1 ¢alismada; A, B > 0 olmak iizere, sifirdan farkli baslangi¢

B} fark denkleminin pozitif ¢dziimlerinin

Xn-2

. A
sartlar1  i¢cin  X,,; = max {—,
n

periyodikligini incelemislerdir. Ayrica, bu denklemi genellestirerek elde ettikleri

B

Xn41 = min{ } fark denkleminin pozitif ¢ozlimlerinin

)
XnXn-1 --Xn-k Xn(k+2) Xn—(2k+2)

periyodikligini de incelemislerdir.

Simsek vd. (2006), yaptiklart ¢alismada x,,; = max{;,xn_l} fark denkleminin

Xn-1

pozitif baslangi¢ sartlar1 altinda ¢ézlimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Yan vd. (2006), yaptiklari ¢alismada; 0 < a <1,A>0,A<1,A>1Vvex_,,X_1,Xg €

1 A C .
— } fark denkleminin ¢dzlimlerinin
Xn-1 Xn-2

(0,0) baslangi¢ sartlart i¢in x, = max{
periyotlu oldugunu géstermislerdir.
Yalginkaya vd. (2007), yaptiklar1 ¢alismada; A parametresi bir reel say1 ve baslangic

sartlart sifirdan farkl reel sayilar olmak iizere, x,,; = max {Xl, Axn_l} maksimum tipli

fark denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligini incelemislerdir.



2. FARK DENKLEMLERI

Fark denklemi bir ve daha ¢ok degiskenli bir fonksiyonun sonlu farklar ile bagimsiz
degiskenleri arasindaki cebirsel bir bagintidir. Diferansiyel denklemlere benzerlik
gosteren ve inceleme siireci yoniinden daha yeni olan fark denklemlerine fonksiyonel

denklemler de denir.

Diferansiyel denklemlerde fiziksel olaylarin matematiksel modeli, siirekli degisim
oranlar1 arasindaki denklemler ile ifade ediliyordu. Fakat 20.yiizyilin baslarinda
radyasyondaki quanta ile biyolojide goriilen genetik olaylarindaki gelismeler, tiim doga
olaylarinin siireklilik terimleri ile ifade edilmeyecegini gostermistir. Boylece fark
denklemleri kullanilarak diferansiyel denklemlerde goriilen siireksizlik halleri
kaldirilmak istenmistir. Glinlimiizde bir¢ok alanda uygulanan fark denklemleri, daha
cok hareket analizinde devreleri matematiksel olarak ifade etmede, ekonomide talep ve
arz denklemlerini olusturmada, ekonomik dalgalanmalar veya devresel hareketleri
aciklamada, igsizlik orani hesabinda, spektrum analizinde filtre dizayni gibi alanlarda

yaygin olarak kullanilmaktadir.

Bu boélimde fark denklemleri igin literatiirde var olan genel tanim ve teoremler

verilmistir.

x bagimsiz degiskeninin siirekli oldugu durumda, y(x) bagiml degiskeninin degisimi
y(x),y' (%), ...,y™(x) tiirevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Ancak x in kesikli
degerler almast durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz. Bu boliimde x in
tamsay1 degerler aldigi durumlarda ortaya ¢ikan ve i¢inde sonlu farklarin bulundugu

denklemler tizerinde duracagiz.

Tamim 2.1 : n bagimsiz degisken ve buna bagimli degisken de y olmak iizere, bagimli
ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin E(y), E2(y), ..., E®(y), ... gibi farklarmi

igine alan bagintilara Fark Denklemi denir ( Kulenovi¢ and Ladas 2001).

ag y(n) +a, y(n+1) =f(n)

denklemi birinci dereceden fark denklemidir.



ap y(n—1) +a; y(n) +a,y(n+1) = g(n)
denklemi ikinci mertebeden fark denklemidir.

Denklem mertebesinin belirlenmesi i¢in; ya y 'nin hesaplanabilmesi i¢in gerekli olan
baslangi¢ sart1 sayis1 bulunur, ya da denklemdeki en biiyiik mertebeli terimin mertebesi

ile en kiiglik mertebeli terimin mertebesi arasindaki fark hesaplanir.

2.1 Lineer Fark Denklemi

Tamim 2.2 : Bir fark denkleminde bagimli degisken birinci derecedense bu denkleme

lineer fark denklemi denir (Elaydi 1996). Genel olarak lineer fark denklemleri:
apy(k+n)+a,_;y(k+n—1)+ -+ apy(k) = f(k)
seklinde gosterilir.

Lineer fark denklemleri, f(k) ve a;(i=0,1,..,n) katsayillarinin durumuna gore

isimlendirilir.

i.  f(k)=0 ise denkleme Lineer Homojen Fark Denklemi denir.
ii. aj(i=0,1,..,n) katsayilar1 sabit iseler, denkleme Sabit Katsayili Lineer Fark
Denklemi denir.

iii. a;(i=0,1,...,n) katsayilar1 bagimsiz degiskenin fonksiyonlar iseler, denkleme

Degisken Katsayili Lineer Fark Denklemi denir (Elaydi 1996).

2.2 Fark Denklemler i¢cin Genel Tanim ve Teoremler

Teorem 2.1 : I reel sayilarin bir alt aralig1 olmak tizere ;

f: I*1- 1 siirekli diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. O zaman V x_4,x, € L igin
Xp41 = f(Xp, Xp—1) , 0n=0,1,2,... (2.1)

denklemi bir tek {x,}r=~_; ¢Ozlimiine sahiptir ( Kulenovi¢ and Ladas 2001).

Tammm 2.3 : Eger X noktasi i¢in f(X,X)=X ise X’e f’nin denge noktasi denir. Eger

V n>0i¢in X, = X ise X’e f’nin sabit noktas: denir ( Kulenovi¢ and Ladas 2001).



Tammm 2.4 : X, Xppq1 = (X, Xp—1) n = 0,1,... denkleminin denge noktasi olmak

uzere:

a. Her ¢ > 0 sayis1 i¢in eger X_q,Xo € iken |xq —X| + |x_; —X| < § olacak
sekilde bir 6 > 0 sayis1 varsa ve her n > -1 |x, —X| < & esitsizligi saglaniyorsa
denklemin X denge noktas1 kararlidur denir.

b. X denge noktast kararli olsun. Eger x_q;,x €1 iken |xy —X| + |x_1 —X| <Yy
olacak sekilde y > 0 sayis1 varsa ve lim,_ X, = X oluyorsa X denge noktas1 lokal
olarak asimptotik kararlidir denir.

C. Her x_;,%o €I igin eger lim,_,, X, = X ise; 0 zaman X denge noktasi global

cekicidir denir,

d. Eger X denge noktas1 kararli ve global ¢ekici ise X ’e global asimptotik kararhdwr
denir.

e. Eger X denge noktasi kararli degil ise X denge noktasina kararsizdir denir.

f. Eger x_q1,%0 €1 iken |xq —X| 4+ |x_; — X| <r olacak sekilde bir r >0 sayis1

varsa ve |xy — X| = r olacak sekilde bir N > -1 sayis1 varsa X denge noktasina repeller
(itici) denir (Elaydi 1996).

Tamm 2.5 : Eger {x,} dizisi i¢in X, = X, ise, {x,} dizisi p periyotludur denir ve p bu

sart1 saglayan en kii¢lik pozitif tam sayidir ( Kulenovi¢ and Ladas 2001).

Tamm 2.6 : Eger {x,} dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye kalan
sonsuz sayidaki terim igin Xp,, = X, ise, {x,} dizisine er ge¢ p periyotludur denir ve p

bu sart1 saglayan en kiiclik pozitif tam sayidir ( Kulenovi¢ and Ladas 2001).

Tanim 2.7 : Herhangi bir fark denkleminin karakterini inceleyebilmek i¢in o denklemin
denge noktasindaki kismi tiirevleri ile olusturdugumuz yeni denkleme karakteristik
denklem denir ( Kulenovi¢ and Ladas 2001).

(2.1) denklemi i¢in: x,,; = f(X,, Xp—1) = f(u,v) olmak iizere olusturdugumuz

(%) If(%,%) _
Zn+1 au n v In-1 = 0

denklemi (2.1) denkleminin karakteristik denklemidir.



_ofxx) _ofxx)
T du ve s= av

olmak tizere,
Yn+1 = I¥n +SYn—1 (22)
elde edilir. Bu denkleme X denge noktasi civarinda lineer denklem denir.
(2.2) denkleminin karakteristik denklemi:
A —1rA—s=0 (2.3)
dir.
Teorem 2.2 (Lineer Kararhlik Teoremi):

a. Eger (2.3) denklemininin her iki kokii de mutlak degerce 1’ den kiigiik ise, X
denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

b. Eger (2.3) denkleminin kdklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiytik ise,
, X denge noktasi kararsizdir.

C. (2.3) denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1’ den kiiglik olmasi igin
gerek ve yeter sart |r| < 1—s < 2 olmasidir. Bu durumda X denge noktasi lokal
asimptotik kararlidir.

d. (2.3) denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1’ den biiyiik olmasi i¢in
gerek ve yeter sart |s| > 1ve |r| < |1 —s| olmasidir. Bu durumda X denge noktasi
repellerdir.

e. (2.3) denkleminin, bir kokiiniin mutlak degerce 1’den biiyiik, diger kokiiniin
mutlak degerce 1’ den kiigiik olmasi igin gerek ve yeter sart  r? + 4s > 0 ve |r| >
|1 — s| olmasidir. Bu durumda X denge noktasi kararsizdir.

f. (2.3) denkleminin bir kokiiniin mutlak degerce 1’e esit olmasi i¢in gerek ve yeter
sart [r| = |1 —s| veya s=—1 ve |r| < 2 olmasidir. Bu durumda X denge noktasina

hiperbolik olmayan nokta denir (Kulenovi¢ and Ladas 2001).

Benzer sekilde, mertebesi 3 olan fark denklemleri i¢in Teorem 2.2 asagidaki sekilde

genellestirilebilir.



Xnt1 = f(Xn, Xpn_1,Xn_2), n=0, 1, ... (2.4)
fark denklemini ele alalim.

(2.4) denkleminde, f(x,, Xy—1,Xp—2) fonksiyonunu f(u,v,w) seklinde diistinelim:

o OFERD) _Of®R®) | _ OFEEN)
T au 'Y av T aw

olmak iizere;
Yn+1 =T1¥Yn + SYn-1 + tyn (2.5)
denklemi elde edilir. Bu denkleme X denge noktasi civarinda lineer denklem denir.
(2.5) denkleminin karakteristik denklemi:
B—rA2—sA—t=0 (2.6)
dir. Teorem 2.2’yi (2.6) denkleminden yararlanarak tekrar yazalim.
Teorem 2.3 (Lineer Kararhlik Teoremi):

a. Eger (2.6) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’ den kiigiik ise, X denge
noktasi lokal asimptotik kararhdir.

b. Eger (2.6) denkleminin kdklerinden en az biri mutlak degerce 1° den biiytik ise,
X denge noktas1 kararsizdir.

C. (2.6) denkleminin biitiin koklerinin mutlak degerce 1° den kii¢iik olmas1 i¢in
gerek ve yeter sart [r+ 1| <1—s, [r—3t|<3+s ve t%>—s—rt<1olmasidir.
Bu durumda, X denge noktasi lokal asimptotik kararhidir (Koci¢ and Ladas 1993).

Tanmm 2.8 : X x,;q = f(X,,Xp—1) n = 0,1,... denkleminin bir denge noktasi ve
{Xptn=—1 de pozitif bir ¢oziimi olsun. {X,}p=_; ¢Oziimiiniin pozitif yar: dongiisii
{X, X141 ---» Xm} terimlerinin art arda gelmesinden olusur. Bu dizinin biitiin terimleri X’

dan biiyiik ya da esit, | > —1 ve m < oo dyle ki;
yal=—-1veyal > —-1vex_; <X

ve



yam = ocoveyam < 0 Ve X411 < X
dir (Koci¢ and Ladas 1993).

Tanmm 2.9 : X x,,.1 = f(x,,%X,-1) n = 0,1,... denkleminin bir denge noktasi ve
{Xn}oe_q de pozitif bir ¢oziimii olsun. {x,}p=_; ¢Ozimiiniin negatif yart dongiisii
{X1, X141, -, Xm} terimlerinin art arda gelmesinden olusur. Bu dizinin biitiin terimleri X’

dan kiigiik, | > —1 ve m < oo dyle ki,

yal=—-1veyal > —-1vex_; =X
ve

yam = coveyam < 00 Ve X 41 = X
dir (Koci¢ and Ladas 1993).

Tanm 2.10 : X X,4q = f(Xy,Xp-1) n = 0,1,... denkleminin bir denge noktast ve
{Xn}oe_, de pozitif bir ¢éziimii olsun. {x,}p=_; ¢O6ziimiiniin pozitif ya da negatif yari
dongiiye sahip oldugunu varsayalim. Eger bu dongiiyii ters yone ¢eviren yani denklemin
denge noktasindan kiigiik ya da denklemin denge noktasindan biiyiik veya esit degere
sahip en az bir tane xy (N> —1) ¢o6ziimii varsa x,,; = f(X,,Xp—1) n = 0,1,...

denklemine salinimlidr denir ( Kulenovi¢ and Ladas 2001).

Tanmm 2.11 : {x,};=_; ¢Oziimlerinin hepsi birden ne pozitif nede negatif ise, bu
¢oziimlere sifir civarinda salimimlidir denir. Aksi halde salimimli degildir denir (Kocié
and Ladas 1993).

Tanm 2.12 : {x, — X} dizisi salimmli ise {x,}p=_; ¢Oziimiine X denge noktas:

civarinda salimmlidir denir (Koci¢ and Ladas 1993).

Tanmm 2.13 : {x,}n=_; dizisinde her n i¢in P < x,, < Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayilari varsa {x, }n=_4 dizisine smnurlidr denir (Kulenovi¢ and Ladas 2001).
Teorem 2.4 (Clark Teoremi) : p,q € Rve k,n € {1,2, ...} olmak {izere;

Xn+1 + PXp + qXpx =0



fark denkleminin lokal asimptotik kararli olmasi igin gerek ve yeter sart |p| + |q] < 1
olmasidir (D.Clark and Kulenovi¢ 2002).

Teorem 2.5 : Varsayalim ki b > 0 ve k ¢ift olsun. O zaman
Xpn+1 — PXn — PXp-k =0 n=0,1,...

fark denkleminin asimptotik kararlilig1 i¢in gerek ve yeter sart

1

2 cos(&)

p<

olmasidir (Koci¢ and Ladas 1993).

Tamm 2.14 : Eger X noktasi i¢in x4 = f(xp,Xp—1) n=0,1,... denkleminde |f'(X, X)| #
1 sart1 saglanmiyor ise X denge noktasna X,,; = f(Xp,X,—1) n=0,1,... denkleminin
hiperbolik noktas: denir (Elaydi 1996).

Tanim 2.15 (Schwarzian Tiirevi) : x,,; = f(x,) denkleminde tanimlanan bir f

fonksiyonunun schwarzian tiirevi su sekilde tanimlanir:

_ e _ 3[1760]°
Sf(X) - fr(x) 2 [f’(x)
(Elaydi 1996).
Teorem 2.6 : X, Xp4+1 = f(x,) denkleminin denge noktasi olsun. Xpeq = f(x,) < de

tanimlanan f fonksiyonu siirekli ve diferensiyellenebilir olmak tizere (i) ve (ii) ifadeleri

dogrudur.

i.  Eger |f'(X)| < 1 ise, 0 zaman X denge noktas1 asimptotik kararlidir.

ii.  Eger |f'(X)| > 1 ise, 0 zaman X denge noktas1 kararsizdir (Elaydi 1996).

Teorem 2.7 : X, X,41 = f(X,) denkleminin denge noktasi ve f'(x) = 1 igin asagidaki

ifadeler dogrudur.

i. Egerf"(X) # 0 ise, 0 zaman X denge noktas1 kararsizdir.

ii. Egerf"(X) =0vef"” (X) > 0ise, X denge noktas1 kararsizdir.



iii. Egerf"(X) =0vef"” (X) <0 ise, X denge noktasi asimptotik kararlidir.
Burada """ (X) = 0 olmas1 halinde teorem basarisiz olur (Elaydi 1996).
Teorem 2.8 : X, X441 = f(x,) denkleminin denge noktasi ve f'(X) = —1 olsun. O halde

I.  Eger sf(X) < 0 ise, 0 zaman X denge noktas1 asimptotik kararlidir.

ii.  Egersf(X) > 0 ise, 0 zaman X denge noktas1 kararsizdir.

durumlart dogrudur. Burada sf(X) = 0 olmasi durumunda teorem basarisiz olur (Elaydi

1996).
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(xp)P
(Xp-1)P

3 X1 =A+ FARK DENKLEMININ COZUMLERININ DINAMIGI

XnP

Bu boliimde, 2006 yilinda Stevo Stevi¢ tarafindan x,,; = A + n €N , fark

Xn-1
denkleminin pozitif ¢oziimlerinin sinirliligi, global ¢ekiciligi ve periyodikligi iizerine

yapilmis olan ¢alismay1 inceleyecegiz.
Burada

XnP

Xns1 = A+ n €N, (3.1)

Xp-1P

denkleminin A ve p pozitif tamsayilar olmak {izere pozitif ¢oziimlerini arastiracagiz.

(3.1) denkleminin lineerlestirilmis denklemi

(A+ Dyns1 —PYn + PYyn-1 =10 (3.2)

ve (3.2) denkleminin karakteristik kokleri;

}L — pi\/ p2_4p(A+1) (3 3)
1.2 2(A+1) '
olur. Kolayca goriilebilir ki her iki kokiin mutlak degerinin 1’den kii¢iik olmasi i¢in

gerek ve yeter sart p < A + 1 olmasidir.

Bu gercege dayanarak, p < A + 1 oldugunda (3.1) denkleminin global kararli oldugu
diistiniilebilir ancak, p’nin 6yle degerleri vardir ki p < A + 1 olmasi durumunda (3.1)
denkleminin sinirsiz pozitif ¢oziimlere sahip oldugunu kanitlayarak bunun dogru

olmadigini gosterecegiz.

Amacimiz (3.1) denkleminin pozitif ¢éziimlerinin smirhlik karakterine tam bir bakis
atmaktir. Ayrica p € (0, 1] i¢in bir global kararlilik sonucu ve (3.1) denkleminin pozitif

¢ozlimlerinin periyodikligi ile ilgili bir sonucu daha verecegiz.
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3.1 (3.1) Denkleminin Simirhihgi

Bu boéliimde (3.1) denkleminin pozitif ¢ézlimlerinin sinirlilig1 incelenecektir.
Durum 3.1 (p = 4) : Burada p = 4 olmasi durumunda (3.1) denklemini inceleyecegiz.

Teorem 3.1 : p =4 olsun. Bu durumda (3.1) denklemi siirsiz pozitif ¢oziimlere

sahiptir.

Ispat : ilk olarak sunu sdyleyelim ki (3.1) denkleminin biitiin pozitif ¢oziimleri

asagidaki esitsizligi saglar.

Xni1 > (XX“ )p ,nEN, (3.4)

n-1

yn = Inx, olsun. Simdi (3.4) esitsizliginde her iki tarafin logaritmas1 alinirsa;

Inx,,; > ln( =t )p

Xn-1

Inx,,; >p ln( ! )

Xn-1
Inx,.; >p((nx, —Inx,_;)
Inx,.q >pInx, —p Inx,_4

Inx,,1 —plnx, +p Inx,_; >0
N———
Yn+1 ¥Yn Yn-1

Yn+1 —PYn +tPYn-1 >0,n€EN, (3.5)

olur. Bu denklemin karakteristik polinomu;
pA) =2*—pAr+p (3.6)

olur ve kokler;
A = pEVPT4p (3.7)

olur. Burada agikca goriilebilir ki;
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]

p®—4

}\1: 5

N T

_.|_

denirse p = 4 igin A; = 2 olur. Diger taraftan

— 2p 1

A, = —2P
27 p+J/pr-4p
olur. Boylece p = 4 i¢in (3.6)’ nin her iki kokiiniin de 1’den biiyiik oldugu goriiliir.

p(A) =A% —pA+p denkleminde kokler ¢arpim A;.A, =p ve kokler toplami
A+ A, =p dir. (3.5) esitsizliginde yerine yazilirsa;

Yn+1 — A1 + A2)yn + (A1 22)yn-1 > 0
olur. Simdi bu esitsizligi su sekilde diizenleyelim;
Yn+1 — MYn —A2(Yn —A1¥n-1) >0 ,n€eN, (3.8)
X, dizisine geri donersek

xn P

Xn+1 > Xn—1p

xpA1122)

Xn+1 > Xp—q A142)

Az
X;{ll > (X’;—f) neN, (3.9)

n n-1

elde edilir ve buradan tiimevarim kullanilarak;
Xn Xo A2
elde edilir.

X_; Ve X, baslangi¢ sartlarini x, > 1, X, > x_;™ seklinde segelim. (3.10)’ den ve

secilen baslangi¢ sartlarindan;
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A" n
Xy > (XT‘)l) KL S>> Xgl (3.11)

-1

olur ve sonug olarak
X, > X?;Il] , n€EN, (3.12)
n — oo igin (3.12)’ da limit alinirsa;

lim x, =+ o

n—»,oo

olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Durum (3.2) [p € (0,4)] : Burada p € (0,4) olmasi durumunda (3.1) denkleminin

pozitif ¢oziimlerinin sinirlilig aragtirilacaktir.

Teorem (3.2) : p € (0,4) olsun. Bu durumda (3.1) denkleminin biitiin pozitif ¢éziimleri

smirlidir.

Ispat: Denklem (3.1)’ den asagidaki bilgilere ulasiriz.

L1 P
+ p—) (3.13)
n-—2

_ _ —1\ P
A N A N Xg_gp/p D\ P
Xn—l Xp/(p_l) Xp

n-2 n-3

_ _ p—1\P
—a A A - p—(p/p-1) B
=At Xpn—1 + «P/(P-1) + «P/(P=(p/pP-1)) T

n-2 n-3

_ —pr— p—(p/p-1)
N L . — +(L+X§'§k)p e
Xp_1 Xgé(zp—l) Xﬁlik Xg_k_l

p—1\ P

(3.14)
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Simdi Vn = Kk i¢in py dizisini su sekilde tanimlayalim.

Pt = 52— Po = 0 (3.15)

Baz1 k; € N igin p = py, ise (3.15) bagintisinda yalmz p, py, ..., Pk, seklinde k; +1
tane terim tanimlanir. Bu durumda yukarida stirdiiriilen prosediir (3.13)’ da ya da
(3.14)’ de k, adim sonra biter. (Ornegin; eger p = p; = 1 ise prosediir (3.13)’ te son
bulur.)

Eger p < p; = 1 ise bu durumda (3.13)’ dan su sonuca ulasiriz.

(A+1)P

Xn+1 <A+ AP

(3.16)

Simdi kabul edelim ki p > 1 olsun. Bu durumda en azindan bir ky € N vardir dyle ki

Pko—1 <P V€ px, =p ° dir Boyle bir kg € N olmadigini diisiinelim. Vk € N i¢in
px < p oldugundan 0 = p, < p; =1 ve f(x) = p/(p —x) fonksiyonu (0,p) araliginda
tam olarak artan oldugundan py dizisi artandir. py sinirli oldugundan bir p* sayisina
yakinsar ve bu say1

x2—px+p=0 (3.17)

denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Ancak p € (0,4) oldugu zaman bu denklemin reel ¢oziimii yoktur. Buna gore en
azindan bir ko € N vardir dyle ki pi,—; <p Ve pg, = p olur. Buradan ve (3.14)’ de

k = Kk, alinarak Vn > k, i¢in;

Xn+1 =

p-pr,-1  \P~(®/P-D\P 7
A+ o + YO + ( + <ka0 + Pk b ) )

1
n-2 n—kg n—kOXn—k—l

_ _ p—1\ P
1 " 1 \PPK,-1 \P~(®/P~D)
SA+<1+<W+('"+(W+AP—%) )
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elde edilir ki bu ifade x,, dizisi i¢in bir {ist sinirdir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Durum (3.3) p € (0,1] : Bu boliimde p € (0,1] olmasi durumunda (3.1) denkleminin

pozitif ¢oziimlerinin global kararlilig1 incelenecektir.

Teorem (3.3) : p € (0,1] olsun. Bu durumda (3.1) denkleminin denge noktas1 X = A +
1 global asimptotik kararlidir.

Bu teoremin ispatina gegmeden dnce asagidaki yardimci sonucu bilmeliyiz.

Lemma (3.1) : Kabul edelim ki (x,) (3.1) denkleminin asikar olmayan (denge noktasi

olmayan) bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

a) (xp) dizisi X = A + 1 civarinda iki veya ii¢ boylu yari-dongiilerle salinimlhidir ve
ilk veya ikinci terimde ug bir yari-dongii olusur.

b) n > 2 igin

(A+1)P

A<x, <A+ AP

olur.
Ispat (a) : Ilk olarak ilk yar1-dongii hari¢ diger biitiin yari-dongiilerin iki veya ii¢ terimli

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in kabul edelim ki xy bir pozitif yari-dongiiniin ilk terimi

olsun. Yani xy = X ve Xy_; < X olur. Buna gore;

Xns1 = A+ ng_l >A+1=% (3.18)
olur. Simdi eger xyyq > Xy 1€
XN+2=A+%>A+1=)_( (3.19)
Diger taraftan p € (0,1] oldugundan
XN+2=A+XIE%SA+%SA+ZN:<XN+1 (3.20)

N

bu nedenle X < xy42 < XN4+1 Ve buradan
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p
Xnez = A+ M2 <A+ 1=% (3.21)

XN+1

olur ki bu da xy.43’lin bu pozitif yari-dongiiniin bir terimi olmadigim gosterir ve yari-

dongii sadece Xy, XN+1, XN+ 2 terimlerinden olusur ve (a) sart1 saglanmais olur.

Eger xn4+1 < Xy IS€ bu durumda;

p
Xnez = A+ <A+ 1 =% (3.22)

N

olur. Bu durumda ise yar1-dongii sadece xy V€ Xy41 terimlerinden olusur. Bu durumda

(a) sart1 yine saglanmis olur.

Ispat (b) : Teorem (3.2)’den ve p € (0,1] oldugundan

ag A+<A b >p<A+(A+1)p
Xn+1 = = — _
E—1 Xn-1 Xi_EXE_Z AP

elde edilir. Simdi teorem (3.3)’{i ispatlayabiliriz.

Ispat (Teorem (3.3)) : Lineer kararlilik teoreminden eger p € (0,1) ise X =A+1

denge noktasi lokal asimptotik kararlhidir. Simdi asagidaki dizileri tanimlayalim;

(A+1)P
AP

p P
Ve Lpgs = A+E20 U, = A+ 52
Un Ln+1

L1 =A y U1 =A+
Lemma (3.1)’den gosterilebilir ki U, ve L, dizileri (3.1) denkleminin (x,) ¢6ziimlerinin

yari-dongiileri i¢in alt ve st smurdir. Diger taraftan kolayca gorilir ki

L <L, < <X<-<Uyy; <U, << U, <U; olurve bunlar;

p
A+1
——7 (3.23)
a+(5r) ]

denkleminin ¢éziimleridir.

Simdi (3.23) denkleminin biitiin yakinsak c¢oziimlerinin X = A + 1’e yakinsadigini

gosterecegiz. Bunun i¢in;
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f(x) = %ln(x —A) +In(AxP + (A+ 1)P) —plnx—In(A+ 1) (3.24)

denkleminin (A, +0) araliginda bir tek X = A + 1 ¢6ziimiine sahip oldugunu gostermek

yeterlidir.
p € (0,1] iken
, _ AxP*14+(A+1)Px(1-p?)+p?A(A+1)P
F) = px(x—A)(AxP+(A+1)P >0
oldugundan
i, 109 = =<0

lim f(x) = 4o
X—+400
olur ki gergekten X = A+ 1 ¢ozimi (A, +o0) araliginda (3.24) denkleminin tek

¢Ozlimiidiir. Bu da ispati tamamlar.

Yorum (3.1) : g(x), f'(x)’ in pay1 olsun.

g(x) = AxP*1 — (A + 1)P(p? — 1)x + p?A(A + 1)P (3.25)

ve p > 1 olsun.
g'(x) = (p+ D((AxP — (p -~ D(A + 1)P) (3.26)
olur ki g(x) fonksiyonu minimum degerini

1
m = ((p -1DA+ 1)1’/A)p noktasinda alir ve

g(m) = p(A+ 1)P(Ap — m(p — 1)) = p(A + 1)P <Ap — (BT — 1))

simdi bu minimum degerin negatif olmamasi halinde
AP*1pP > (p — 1)P*1(A + 1)P (3.27)

esitsizligi lizerine ¢aligalim. Dikkat ediniz ki p = A + 1 olmast durumunda yukarida ki

esitsizlik esitlik halini alir. Simdi;
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h(x)=(p+1D)Inx+phnp—(p+1DIn(p—1) —pln(x+1) (3.28)
olsun bu durumda;
h(p—1) =0, h(+m) = +o (3.29)

olur. Diger taraftan x > 0 oldugu zaman;

h'(x) = E+DGHD-PX (3.30)

x(x+1)

olur ki bu da h fonksiyonunun (0,+c0) araliginda artan oldugunu gosterir. Buradan ve
(3.29)’dan h(x) = 0 © x = p — 1 elde edilir. Sonug olarak (3.27) esitsizligi A >p — 1
i¢in saglanir. Buradan A > p — 1 i¢in g(x) = 0 olur ki bu da f(x)’in tek bir sifira sahip

oldugunu gosterir.
Bu diisiince ve Teorem (3.1.2) bizi asagidaki tahminin dogru olduguna gotiiriir.

Tahmin (3.1) : Eger 1 < p < min{4,A + 1}, ise bu durumda (3.1) denkleminin denge
noktasiX = A + 1 (0, 0)? komsulugunda global ¢ekicidir.

3.2 (3.1) Denkleminin Asal iki-Periyodik Coziimleri

Bu boliimde (3.1) denkleminin asal iki-periyodik ¢ozliimlerinin varligini arastiracagiz.
Teorem (3.4) : (3.1) denkleminin asal iki-periyodik ¢oziimleri yoktur.
Ispat : Kabul edelim ki x,y € (A, o0) olmak iizere;
S &5 &' (3.31)
denklem (3.1)’in asal iki periyodik bir ¢dzliimii olsun. Bu durumda
x=A+@f,y=A+Gf (3.32)
olmalidir ki;

y=A+— (3.33)
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esitligi saglansin. Simdi (3.33)’1 (3.32)’de yerine yazarsak;

p
1 X

X—A

p
1 _ X
x—A - <A(X—A)+1>
X—-A

1 (x(x—A)P
x—A  (A(x—A)+1)P

(x —APHIxP = (A(x— A) + 1P (3.34)
bulunur. Burada her iki tarafin logaritmasi alinirsa;
fx)=(@+1)Inx—A)+plnx—pln[A(x—A)+1] =0 (3.35)

elde edilir ki X = A+ 1 (3.35)’in bir ¢6ziimiidiir. Simdi bunun denklemin tek ¢6ziimii

oldugunu gosterelim.

, _ (x—A)[Ax+p(A(x-A))+1]+(p+Dx
f (X) - X(x—A)(A(x—A)+1)

(3.36)

oldugundan; x € (A, ) ig¢in f'(x) > 0 ‘dir ki bu f fonksiyonunun (A, o) araliginda
monoton artan bir fonksiyon oldugunu gosterir. Boylece X =A+1 (3.36)’nin tek
¢oztimiidiir ve sonug olarak (A + 1,A + 1) (3.32)’nin tek ¢oziimiidiir ve boylece ispat

tamamlanmis olur.
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p P O - . Ly
4. Xp+q = mMax {C, X:“ } TEKRARLI DIZISININ COZUMLERININ DINAMIGI

n—-1

Bu boliimde, 2006 yilinda Stevo Stevi¢ tarafindan

p
Xn41 = max{c, X);—“} n €N ve p,c € (0,) (4.1)

n-1

fark denkleminin siirliligt ve global cekiciligi iizerine yapilmis olan calismayi

inceleyecegiz. Burada;

a) p = 4 oldugunda smirsiz ¢oziimlerin varlhigini,
b) p € (0,4) oldugunda biitiin pozitif ¢oztimlerin sinirl oldugunu,
C) p € (0,4) ve c>1 i¢in tiim pozitif ¢6ziimlerin nihayi 1’e esit oldugunu,

d) p, ¢ € (0,1) oldugunda tiim pozitif ¢éziimlerin 1’e yakinsadigini
gosterecegiz.

4.1. (4.1) Denkleminin Sinirhhg:

Burada denklem (4.1)’in smurlilik karakteri incelenecektir.
Durum4.l(p>4):

Teorem 4.1 : p =>4 olsun. Bu durumda (4.1) denklemi sinirsiz pozitif ¢oziimlere

sahiptir.

Ispat : Tlk olarak denklem (4.1)’in ¢dziimlerinin hepsi asagidaki esitsizligi saglar.

Xpgq > ( s )p ,NEN, (4.2)

Xn-1
yn = Inx, olsun. Simdi (4.2) esitsizliginde her iki tarafin logaritmasi alinirsa;
Inx,;1 —plnx, +plnx,_; =0
Yns1 = PYn tPYn-1 20,0 EN (4.3)

olur. Bu denklemin karakteristik polinomu;
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pA) =2*—pA+p
ve bu polinomun kdkleri

p+p2-4p
2

Az =
dir. Agikca goriilebilirki p = 4 i¢in A; = 2 ve diger taraftan

=—2L __>1

A, =
27 p+pZ-4p

dir. Bu durumda (4.3) esitsizligini asagidaki gibi yazabiliriz.

Yn+1 — MYn — A2(yn —A1¥n-1) 20 ,n €N (4.4)

Simdi x, dizisine geri donersek

Az
s (Xgi_‘l) neN, (4.5)

(4.5)’den =0,n =1, ..,n = nigin iterasyon yapilirsa yani n = 0 i¢gin

X1 XO )\2

= =\ @
0

dersek n = 1 igin

olur.

seklinde devam ettirilirse

A
o> (;‘T‘;) neN, (4.6)

22



elde edilir.

1

Simdi x_; ve X, baglangi¢ sartlarim1 x5, > 1 ve x, > Xil olacak sekilde segelim. (4.6)

esitsizliginden ve segilen baslangi¢ sartlarindan

A"
X AL
Xy = (XTOl) a0 > > sy
-1
ve sonug olarak
)\n
Xp >X,', NEN, 4.7)

Burada a gétiiriiliir n — oo ‘a gotiiriiliirse

lim x, =+ o0

n—»,oo

olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Durum (4.2) [p € (0,4)] : Burada denklem (4.1)’in smrliligini p € (0,4) igin

inceleyecegiz.

Teorem (4.2) : p € (0,4) olsun. Bu durumda (4.1) denkleminin biitiin pozitif ¢oziimleri

siirlidir.

Ispat: Denklem (4.1)’ den

p p—-1y\\ P
— Xn ( _ C  Xpq
Xp41 = Max {C, my } = max {C, (max {Xn 3P }) }
n-1 - n-2

p-1)\P
C Xn-1
= maxyC, | max ,( p/p—1)
Xn-1 \x,_5

p_BiI
C C Xpn-2
p/p-1’ _p
Xn—-1 Xl’l—Z Xp/(p /p—l)
n

= max+ ¢,| max ,| max
-3
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. ¢ P Pky\PPk-1 p—1)\ P
— n—-k
= maxic, | max Xn-l'<'"(max{_xﬁljk'><§_k_1}) > (4.8)

V k € N ven = Kkigin py dizisi su sekilde tanimlidir.

Pk+1 = P po=0
k+1 P — Pk ) 0

Eger bazi s’ler igin (s € N) p = ps oluyor ise, bu fark denklemi yalnizca s + 1 terim
i¢in tamimlanir ve yukaridaki prosediir s adimda sona erer. Eger p < p; = 1 ise (4.8)
nin ilk satir1 gosterir ki Vn > 3 igin  x,;; < max{c,c P} ¢ dir. Simdi kabul edelim

Kip > 1 olsun. Bu durumda &yle bir ko € N vardir Ki py,_y < p Ve py, = p * dir. Simdi

ko, olmadigini kabul edelim. 0 = p, < p; = 1 oldugundan ve f(x) = pl fonksiyonu

-X
(0, p) araliginda artan oldugundan k € N i¢in py < p ise py dizisi de artandir. Eger py
dizisi negatif olmayan ve sinirl bir dizi ise bu durumda bir p* < p sayisina yakinsadigi

2

sOylenebilir ve bu nokta x“ — px+ p = 0 denkleminin bir ¢éziimiidiir. Ancak, p €

(0,4) oldugundan bu denklem reel bir ¢6ziime sahip degildir. Buna gore 6yle bir k, € N
vardir ki py,_; <pVve py, =p ° dir. Buradan ve (4.8)’ de k =Kk, alarak elde
edilebilir ki,

pP—pr,—1  \P7!
_ C C 1
Xp41 = Max ) C, | max{——,| ..., | Max ) 5=, Do 5
n-1 Xn—ko Xn—ko Xn—ko—l

< max {c, <max {1, ( (max {Cm(% , Cp;ko})p—pko—l )P—1}>p} (4.9)

n >k, + 1 i¢in, (4.9) ifadesi x,, dizisi igin bir iist sinirdir. Boylece ispat tamamlanmis

p

olur.

Sonug (4.1) : Kabul edelim ki p € (0,4) ve ¢ > 1 olsun. Bu durumda denklem (4.1) in

biitiin pozitif ¢éziimleri nihai olarak ¢’ ye esittir.
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. , 1
Ispat : (4.9) den ¢ <x, < maxjc,——FF——
Cpkoﬂj=0 (p-pj)

yeterince biiyiik n’ler i¢in x,, = ¢’ dir.

4.2 p € (0,1) Igin (4.1) Denkleminin Global Kararlilig

} dir. Buradan ¢ > 1 oldugundan

Bu boliimde (4.1) denkleminin pozitif ¢oztimlerinin p € (0,1) olmasi durumunda global

kararlilig1 arastirilacaktir.

Teorem (4.3) : p,c € (0,1) olsun. Bu durumda denklem (4.1)’ in denge noktas1 X = 1

global kararhidir.

Ispat : Teorem (4.2)’ den biliyoruz ki

Xp
j— n
Xp41 = Max {C, 7 }

n-1

cP 1
= max C,Xl_p, P
n-1 (Xn—lxn—z)

(4.11)’ den ve x,, = ¢ (n = 1igin) oldugundan n > 3 igin

1
C < Xp41 < max {c, 1, C—p}

yazabiliriz. Simdi denklem (4.1)’ 1 asagidaki formda yazalim.

Xnt1 max{ c 1 }
= R P ——
Xn Xn X pxﬁ_l

(4.12) ve (4.13)’ den

1
cpSXn+1S— , n=5
Xp C
(4.10) ve (4.14)’ den
1
cP <Xn+1Sc—p , n=6

25

(4.10)

(4.11)
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(4.13)
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(4.15)’ y1(4.13)’ te kullanirsak

P < <—, n>8 (4.16)

daha sonra (4.16)’ yi (4.10)’ te kullanirsak
2 1
cP < Xne1 < ? , n=9 (4.17)
C

bu prosediir bu sekilde tekrarlanarak tiimevarimdan

1
P < xypq < —wms Nz 6k+3 (4.18)
C
ve
2k+2 1
cP < Xpe1 S W , n=>6k+6 (4.19)
C

elde edilir. (4.18) ve (4.19)’ den ve k — oo iken pX — oo oldugundan ispat tamamlanmis

olur.
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p . . . .o . . . s W e
5. x, = max {A, i{,‘_l} FARK DENKLEMININ COZUMLERININ DINAMIGI

n—-k

p
Bu ©bolimde Stevo Stevi¢ tarafindan x, = max {A, i’;‘l} neENgk=>2 ApE€

n-k

R* fark denkleminin pozitif ¢dziimlerinin smrlilik karakteri ile ilgili yapilmis olan
calismaya tam bir bakis atacagiz. Ozel olarak p*~1 € (0, k*/(k — 1)¥~1) durumu igin

denklemin biitiin ¢6ziimlerinin siirlt oldugunu gosterecegiz.

p
51 x, = max {A, 3,“1} Denkleminin Smirhlik Karakteri
n—k
Bu bolimde
P
xnzmax{A,g—_l} neNy, k=2 ApeR?t (5.1)
n-k

denkleminin pozitif ¢éziimlerinin sinirlilik karakterini inceleyecegiz.

p* 1 > kk/(k — 1)*71 ve p*~1 < k*/(k — 1)k~ seklinde iki farkli durumu ayr1 ayri

ele alacagiz.

| Kk
Durum 5.1 : (p = (k—1)"‘1>

Burada denklem (5.1) igin baglikta verilen durumu inceleyecegiz. Bu durum altindan
denklem (5.1)” in sabit katsayili bir lineer fark ile iliskisi kullanilarak gosterecegiz ki

denklem (5.1) sinirsiz ¢oziimlere sahiptir.

Teorem 5.1 : Kabul edelim ki

_ Kk
A (5.2)

olsun. Bu durumda denklem (5.1.1) sinirsiz ¢oziime sahiptir.

Ispat : Ilk olarak sunu yazalim ki denklem (5.1.1)’ in tiim ¢dziimleri
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X, _1\P
X 2( n 1) n € N, (5.3)
Xn—k

esitsizligini saglar yani sira A ile de alttan sinirh olur n € N i¢in, simdi (5.3)’ de her iki

tarafin logaritmasi alinir ve y,, = Inx,, doniisiimii yapilirsa

Yn—PYn-1+PYn-k =0 nEN, (5.4)

elde edilir. Buradan yukaridaki esitsizligin karakteristik denklemi yazilirsa p(1) = A% +
pA*~1 + p yazilir burada p(1)’nin tiirevi almirsa

p'(A) = kA* 1 + (k —1)A*2p  olur ki buradan p(A) polinomunun 24, = (k_kl)p

noktasinda bir yerel minimumu oldugu goriiliir.

(k=D)k=1p k¥ -
P = ((k—1)k-1 -p" 1) =0

(5.2) esitsizliginden yazilabilir ki @ > 1 ‘dir. Buradan

p(1) = 1 velimy_ ¢ p(1) = +o0 oldugundan eger p*~! > ise p(1) polinomu

(k_l)k—l

_ Kk .
k=1 — _~__  durumunda ise 0 ve

1’den biyiik iki tane gergek koke sahiptir. p D1

@ cift katli koklerdir. Simdi (5.4) esitsizligini asagidaki formda yazarsak
p1(P2(J’n)) =0 (5.5)
Yn = Inx,

p1(upn) = up — (A1 + A)up—y + 11Uy,

Burada A;,4, 1’ den biiyiik ger¢ek kokler ve u, = p,(y,,)’ dir. Burada p, , p, = pﬂ
1

seklinde elde edilen bir lineer operatordiir. Eger
p(A) = p1(Dp2(D) = [(A = A1) A — 2D + ¢ 37 + -+ 12 + ¢p)

ise bu durumda
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Up = pz()’n) =Y¥n t Ck-3Yn-1+ "+ C1Vn-k+3 T CoYn—k+2

olur. Bunu gorebilmek i¢in, asagidaki k’ inc1 mertebeden lineer fark denklemlerinin

karakteristik polinomuna bakiniz.

p1(P2(72)) = 0 Ve Y, — DYn_1 + DYn_r = 0 denklemleri igin her ikisi de aynidir,

P2(y-1) >0 ve py(y-1) > Lip2(y-2) (5.6)
buradan
P2(¥-1) = y-1+ Ck-3¥—2 + -+ 1YV g2 + CoY-p+1 > 0
ve
P2(V-1) > 1 (Y2 + Ck—2V-3 + -+ 1Y g1 + CoY-k)

olur. Gergekten agikga goriilebilir ki y_; ¢ok biiyiikk se¢ildiginde (5.6)’ in ilk sarti
saglanir. Diger taraftan y_; p,(y_,)’ de ve y_; p2(y_1)’ de olmadigindan (5.6)’ mn

ikinci sartini saglayan baslangi¢ kosullari secebiliriz.
Up — AUp_g — A (Upy — HUp_3) 20 (5.7)
(5.6)’ dan ve (5.7)’ in iterasyonunundan
Up — AUpq = AUy
olur. Bu ifadeyi diizenlersek
Uy = WUy + Uyq (5.8)

Simdi ilk olarak kabul edelim ki 4; ve 4, 1<A4; <A, ve 4; # 4, olsun.(5.8)
esitsizligini n =i,i = 0,1, ...,n olmak {lizere A’f"i ile carparsak ve elde ettigimiz

esitsizlikleri toplarsak

n
Uy = Ay + (ug — Alu_z)z pL s

=0
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n+1l _ n+1

Ay 1
= /171”1192 (y-1) + 4, W (Pz (y-1) — /11(172(3’—2))) (5.9)

elde edilir. Burada n — oo igin son esitsizlikten ve (5.6)’ dan u,, = oo elde edilir, 6yle ki
r{i_{go(Yn + Ck—3Yn-1+ -+ C1Vn-k43 + CoVn—i+2) =+

Buradan ve y, dizisi In A ile alttan siirh oldugundan dyle bir y,, alt dizisi vardir ki
limy o, Y, = +00° dur. Eger dyle olmasayd: y, istten de sinirlt olacak ve bu da u,

dizisinin sinirlt oldugu anlamina gelir ki bu bir ¢eliskidir. Onun i¢in

limy_, xn, =+ bu nedenle x, smirsizdir. 4, =21, olmasi durumunda (5.9)

esitsizligi
Uy = A py (o) + (n+ 1)”1”1(192(3’—1) - /11192(3’—2))

halini alir. Buradan ve (5.6)’ dan n = o igin u, — oo olur. A; # 4, durumu iginde

ispat benzer sekilde yapilabilir.

Yorum 5.1 :Dikkat ediniz ki teorem (5.1)’ in ispatinda biz aslinda (5.3) esitsizligini
kullandik. Bu teorem (5.3) esitsizligini saglayan ve alttan sinirli fark denklemleri i¢inde

saglanir sonucuna ulasabiliriz.
Durum 5.2 : p*~1 € (0, k*/(k — 1)k 1)

Burada denklem (5.1)’ in pozitif ¢dziimlerinin p*~* € (0,k*/(k — 1)*~1) olmasi
durumunda smirhilik karakterini inceleyecegiz. Asagidaki sonu¢ denklem (5.1)° in
pozitif ¢oziimlerinin smirlilik karakterini tam olarak ortaya koyar ve durum bu

calismadaki asil sonugtur.

Teorem 5.2 : Kabul edelim ki p*~1 € (0, k*/(k — 1)¥=1) olsun. Bu durumda denklem

(5.1)” in biitlin pozitif ¢ézlimleri sinirlidir.

Ispat : Denklem (5.1)’ in tekrarindan asagidaki esitlik zincirini elde ederiz.

xp
X, = max {A, ;}‘1}
xn—k
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P
P P
A X _ AP Xp—
=max{A,max{ N2 }}zmax A,xp ,{ 2 }

) p 1/p
Xn—k Xn-kXp_p—q n—-k \Xp—r¥n-k-1

14 14
— A AP A Xp s
= max\4, x 7] ,1/p 7], 1/p p
n—k Xn—k*n-k-1 Xn—k*n—k-1%p_g_o

Y A 14 14
_ Xn-3
= max -\ A, {xn—k} ) {xl/p } y xl/pz 1/p

3

p p
_ A{ A }p A A
= max ) Xn—rk ) xl/p ) xl/pz 1/p )

n—k¥n-k-1 n—k *n—k-1%n-k-2

4

p
{ A
1/p3 _1/p? _1/p
Xn—-k *n—k-1%*n-k-2*n-k-3

2

P p
_ A{ A }p A A
=max A\ 7 N e )

n-kXn—-k-1

k-1 p

1/pk=2_1/pk-3 ") 1/pk21/pks p
n—k n—k-1 " Xn-(2k-2) Xn—k n—k—1 " Xn-2k-2)Xp_(2k-1)

2

p 14
— max A{ A }p A A
=m ) Xn—k ) xl/p ) xl/pz 1/p JALLD ]

n-kXn—-k-1

k-1
1 14
pk—l p_pk—Z
A Xn—k
{ 1/pk—2 1/pk—3 } ) 1/pk_3 P (5.10)
Xn-k n—k-1 "¥n-(2k-2) Xn—k-1 *n-(2k-2)*n_(2k-1) )
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< 0’ dir. Boylece (5.10)

esitliginde x,, = A oldugundan n > 2k — 1 igin x,, yerine A yazarsak (5.10) ifadesi

bliylimiis olur ve ny € Ny i¢in

AP’ pp+p?’ T gk=2y,r skl

anmax{Al L 1 1pj}<oo

elde edilir ki bu da p € (0, 1] igin (x;,)’ in smirh oldugunu gésterir. Simdi p > 1 olsun;

bu durumda
1 0
P~ =P~ ( )> 0 olur. (5.10)’ dan devam edersek
p? p3
X, = max A{ 4 }p A A
n — ) ) y y seny
Fn—k xrll/z;(xn k-1 xrll/I;( xrll/i 1¥n—k—2
k—1\
k—1 p
P © I
p_ao
# *n—k $
[6)) ’ [6))
k-2 ao k-2.,% P
[jzo *nk—; (Hj=1 xn—k—j>xn—(2k—1) J
2 3
14 p
= max A{ 4 }p 4 A
- ) ) ) 2 ) ey
o ) R s
(0)
_ k-1(p-ay )
pk 1 p 0
A Xn—k
(] , k-2 x(J)/(p ago)) p/(p—ago)) |
Hl =0 ¥pn— k j H} 1 Xn—k- j n—(2k-1) )
52 pk-1
_ 4 (A p A A
nok I1520 %k
pk—l(p—ago)) pk—l(p—a(()o))
(0)
p-aj
A i Xn—k=1 — ...
o R
J=0 "n-k-1-j j=1*nZk-1-j%n-2k )
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2 3

p p
= max A{ 4 }p 4 4
- Y ) 1 Y 2 )y
R Sy B e

- (0)
k—lnﬁal(P—al@)) pk—l]'[?zlol(p—ai )\
P ©
A xbm
k-2 a%) ' k-2 a%) P (5.11)
l_[j=0 xn—k—m—j 1_[j=1 xn—k—m—j Xn—2k+1-m

olur. Simdi Vk € N\{1} vevn > 2k + m — 1 igin a(j) ,j €{0,1, ...,k — 2} dizilerini

(2) (k 2)

JO 23 g2 _ P
At p—agi) » iy = p— a(O) e Qg p— a(o) v At p_agr(;)'
(5.12)
ve (] R j€e{0,1,..,k—2} seklinde tammlayalm. p > 1 ve a(o)
pk 2—j ) y p p

oldugunu hatirlayalim. Buna gére Vm € N igin agi) < p’dir. (5.12)’ den

(]) 1 1 a(})
Qo pk—z—j pk—2—j_p-j-1 - "™

elde edilir ve buradan a(’) ,j €{0,1, ...,k — 2} dizisinin artan oldugu Kkolayca

goriilebilir. Ayrica (5.12) den

o _ 1
it = G ) ey N

(® (0)

yazabiliriz. Boylece a,,” <p Vm € N oldugundan lim,, ., a,,” = x* € (0,p] sonlu

limiti vardir ve x™* ,

FG) = x(p— %)L =p =0

denkleminin bir ¢oziimudiir.

f'e0) =@ -2 - kx)
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oldugundan goriilebilir ki f fonksiyonu [0,p] araliginda maximum degerini x =%

noktasindan alir. Aksi halde;

F) = = (0 - )

Kk
(k—1)k-1

olurdu ki p* 1< oldugundan f(x) = 0 denkleminin (0,p] araliginda bir

¢Ozlimii yoktur ki bu bir ¢eliskidir. Boylece dyle bir ky € N vardir ki

a,(((;)_l <p ve a,(c(:)) > p olur. Buradan ve (5.11)’ de m = k, alinirsa

3

p? p
X, = maxi{A { 4 }p 4 4
n — ) ) 1 y 2 y seny
Xn-k xn/_z;(xn—k—l xrll/_I;( xrll/_I;(_lxn—k—z

_ 1725 (p-a(”))
k_ll_l:(go 1(p_a§0)> { \ P i
p | _,(0) |
p akO
A 4 Xn-k-ko $ |
oD ’ o) I
k-2 0 k-2 0 14
=0 %n_k—kq—j L 1527 %0 j—kg-j xn—2k+1—k0)
J
1 1 1
<maxii,1,—,——, ..., - N_.\’
(413 555

1
- < 00
iRt (0 (k-2 )
AP - (28 ak())}

vn = 2k + ky — 1 elde ederiz. Son ifade x,, dizisi i¢in bir iist sinirdir ve bu da ispati

tamamlar.

Sonu¢5.1:1 € N,k € N\{1} olmak {izere

P
%, = max {A, ";-1} . neN, (5.13)

Xn—Ik

denkleminin biitiin pozitif ¢dziimlerinin smirli olmasi igin gerek ve yeter sart p*~1 €

(0,k*/(k — 1)¥~1) olmasidur.
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Ispat : y,g) = Xm+i MEN,, i €{0,1,...,1 — 1} doniisiimii yapilarak (5.13)’ deki
denklemi (5.1) denkleminin I bagimsiz degiskenli haline indirgenmis olur. Denklem

(5.1) icin teorem (5.1) ve (5.2) ile ispat sonlandirilir.
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