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OZET

Doktora Tezi
KUME DIZILERININ Z-YAKINSAKLIGI

Omer KISI
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dalh

Danigman : Prof. Dr. Fatih NURAY

Bu tez ¢aligmasi beg boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, girig kismina ayrilarak
genel bir literatiir bilgisi verildi. Ikinci boliimde, gerekli temel kavramlardan soz
edildi. Uclincii boliimde, kiime dizileri i¢cin  Wijsman Z-yakmsakhk ve Wijs-
man Z*-yakinsaklik kavramlar1 tanimlandi ve bu kavramlar arasinda bazi kapsam
bagintilar elde edildi. Ayni zamanda, kiime dizilerinin Wijsman Z-limit kiimeleri ve
Wijsman Z-yigilma kiimeleri tanimland: ve aralarindaki iligkileri veren teoremler is-
pat edildi. Dérdiincii boliimde, kiime dizilerinin S¥(Z)-istatistiksel denkligi kavrami
verildi ve bu kavramin Z-asimptotik istatistiksel denklik, kuvvetli Az-asimptotik
denklik ve kuvvetli Cesaro Z-asimptotik denklik kavramlari ile iligkisi verildi. Beginci
boliimde, kiime dizilerinin L kath Wijsman Z-asimptotik lacunary istatistiksel denk-

ligi kavrami verildi.
2014, v+58 sayfa

Anahtar Kelimeler : Z-yakinsaklik, kiime dizileri, Wijsman yakinsaklik, asimp-

totik denklik.



ABSTRACT

Ph.D.
Z-CONVERGENCE OF SEQUENCES OF SETS

Omer KISI
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Fatih NURAY

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section and provides a general knowledge of literature. In the second chapter, we
have given about the basic concepts needed. In the third chapter, Wijsman
Z-convergence and Wijsman Z*-convergence of set sequences were defined and some
inclusion relations between them were established. Also, Wijsman Z-limit sets and
Wijsman Z-cluster sets of set sequences were defined and the theorems which give
relation between them were proved. In the fourth chapter, the notion of
SE(T)- asymptotically statistical equivalence for sequences of sets was given and
its relation with Z-asymptotically statistical equivalence, strong Az-asymptotically
equivalence and strong Cesaro Z-asymptotically equivalence for sequences of sets
were given. In the fifth chapter, the concept of Wijsman Z-asymptotical lacunary
statistical equivalence of multiple L for the set sequences was given.

2014, v+4-58 pages

Key Words : Z-convergence, set sequence, Wijsman convergence, asymptotic

equivalence.
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1 GIRIS

Yakinsaklik kavrami, Analiz ve Fonksiyonel Analiz alaninin temelini olugturmakta-
dir. Yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan ve temeli pozitif tamsayilarin
dogal yogunlugu kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik kavrami Fonksiyonel
Analizde biiyiik 6neme sahiptir. Istatistiksel yakinsaklik konusu sayilar teorisi, tri-
gonometrik seriler, toplanabilme ve son yillarda lokal konveks uzaylar ve kuvvetli
integral toplanabilme gibi bir¢ok alanda farkli adlar altinda ¢aligilmigtir. Istatistiksel
yakinsaklik kavrami 1951 de Fast tarafindan tanimlanmistir. Ayrica Schoenberg ve
Buck tarafindan da bagimsiz olarak g¢alisilmigtir (Schoenberg 1959 ve Buck 1953).

Schoenberg, istatistiksel yakinsakligin bazi temel ozelliklerini vermig ve bu kavrami

yakinsakligin bir toplanabilme metodu olarak incelemistir.

Istatistiksel yakmsaklk yerel konveks uzaylar (Maddox, 1988), Banach uzaylar
(Kolk, 1991), 2-normlu uzaylar (Giirdal and Pehlivan, 2009) gibi daha genel uzay-
larda da gahgilmigtir. Ayrica istatistiksel yakinsakhigin Fourier serileri (Méricz,
2004), fonksiyonel analiz (Connor vd., 2000), sayilar teorisi (Niven and Zuckerman,
1980; Erdos and Tenenbaum, 1989), dlcii teorisi (Miller, 1995), topoloji (Connor
and Swardson, 1993; Di Maio and Kopucinac, 2008) ve yaklasim teorisi (Gadjiev
and Orhan, 2002) gibi matematigin temel alanlariyla da iligkisi vardir. Son zaman-
larda Di Maio vd. (2009) ve Djurcic vd. (2009) tarafindan yapilan ¢aligmalarda
istatistiksel yakinsakligin asimptotik analiz, se¢gme prensipleri ve oyun teorileri gibi
farkli alanlarda da uygulandigi goriilmektedir. Istatistiksel yakinsakliligin benzer
6zelliklerinin incelenmesine Salat (1980), Fridy (1985), Fridy and Miller, Fridy and
Orhan (1993), Kostyrko vd. (2000/2001), Nuray and Ruckle (2000), Nuray and
Rhoades (2012) ve daha pek ¢ok aragtirmacilar tarafindan giintimiize kadar devam

edilmigtir.

Bir ¢ok yakinsama teorisinde arzu edilen, limit kavrami kullanilmaksizin yakinsaklig:
gostermek igin bir kriter vermektir. Bu amagla Fridy (1985) istatistiksel Cauchy
dizilerini tanimlayarak bu kavram ile istatistiksel yakinsaklik kavraminin denk oldu-

gunu gostermistir.



Fridy (1993), klasik limit noktasi kavramini baz alarak, bir reel dizinin istatis-
tiksel limit ve istatistiksel yigilma noktasi kavramlarini, Fridy and Orhan (1997)
ise bir dizinin istatistiksel tist ve alt limiti ve istatistiksel ¢ekirdegi kavramlarini
tanitmiglardir. Bu kavramlarla ilgili diger caligmalardan bazilari, Connor and Kline’a
(1996), Demirci’ye (2000, 2001) ve Kostyrko vd.’ne (2000, 2005) aittir. Ayrica
Pehlivan and Mamedov (2000) istatistiksel y1gilma noktasi kavraminin optimizasyon

teorisindeki uygulamalarina yer vermislerdir.

Z-yakinsaklik, N pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin Z ideali kavramina
dayanir. Z-yakinsaklik calisilirken istatistiksel yakinsakligin bir ¢ok oOzelliginden
yararlanilmigtir. Kostyrko vd. (2000) reel say1 dizileri i¢in Z-yakinsaklik kavramini
tammlamglardir (Kostyrko vd., 2000). Ayrica Z-yakinsakhgim Connor tarafindan
tanimlanan p-istatistiksel yakinsaklik ile bir bakima denk oldugunu gostermiglerdir.
Daha sonra Kostyrko vd. (2000) bu kavrami herhangi bir metrik uzayda tanimla-
yarak bazi 6zelliklerini vermiglerdir (Kostyrko vd., 2000). Nuray ve Savasg, fuzzy

sayilariin Z-yakinsaklig: iizerine ¢aligmalar yapmiglardir (Nuray and Savag, 1993).

Dems(2004), Fridy(1985)’in tamimladigy istatistiksel Cauchy dizisi kavramin ide-
allere genigleterek ideal Cauchy (Z-Cauchy) dizisi tanimlamig ve tam metrik uzay-
larda Z-yakinsaklik ile Z-Cauchy dizilerinin denk oldugunu vermistir. Balcerzak
vd.(2007) her p ideali igin Z-yogun alt dizisinin klasik Cauchy dizisi olmasi ve
Z-Cauchy dizisi arasindaki denkligi vermigtir. Nabiyev vd. (2007) Z*-Cauchy dizisini

tanimlayarak Z-Cauchy dizileri ile Z*-Cauchy dizileri arasindaki iligkiyi incelemistir.

Kiime dizileri i¢in yakinsaklik kavrami ise daha cok 1960 i yillarda aragtirmalara
konu olmaya baglamig ve basgta Beer, G. olmak {izere; Effros(1965), Wijsman(1966),
Mosco (1969), Salinetti(1979), De Blasi vd.(1985), Naimpally(1988) ve diger bir ¢ok
aragtirmacitarafindan incelenmistir. Arastirmacilar tarafindan yapilan bu ¢aligma-
larda kiime dizileri i¢in verilen yakinsaklik kavramlarindan en yaygin olarak kul-
lanilanlar ve bizim aragtirmamiz icin temel olusturacak olan birkag tanesi; “Haus-
dorff yakinsaklik(H)”, “Kuratowski yakinsaklik(K)”, “Wijsman yakinsaklik(W)” tir.
Bu yakinsaklik tiplerinden (K) ve (H) uzun zaman once arastirmacilar tarafindan

caligilmigtir. (W) yakinsaklik ise Holmes(1966), Lechicki and Levi(1985) ve Wijs-
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man(1966) da bazi ¢aligmalar yapmiglardir. (W) ve (K) yakinsaklik arasindaki
iligki Beer(1985) tarafindan incelenmigtir. Baronti and Papini(1986)’da yaptiklari
bir galigma ile kiime dizileri i¢in (K), (H), (W) yakinsaklik arasindaki iligkileri

gostermiglerdir.

Son olarak Nuray and Rhoades(2012) tarafindan yapilan bir calismada kiime dizileri
icin Wijsman istatistiksel yakinsaklik, Kuratowski istatistiksel yakinsaklik ve Haus-

dorff istatistiksel yakinsaklik kavramlar: incelenmistir.

Bu tez calismasindaki temel amacimiz, daha Once sayr dizileri ic¢in verilmis
olan Z-yakimsaklik kavramini kiime dizilerine aktarmaktir. Bu baglamda, kiime
dizileri igin daha 6nce verilmig olan yakimsaklik tanimlari (Hausdorff, Kuratowski,
Wijsman), bu yakinsakliklarin kendilerine 6zgii 6zellikleri ve bunlar arasindaki
iligkiler yeniden ele alinarak Z, N tizerinde bir ideal olmak tizere kiime dizileri i¢in
Wijsman Z-yakinsaklik kavrami tanimlandi ve bu kavrama dayanarak yeni teoremler

ispatlandi. Bu sebeple tez ¢aligmasinda oncelikle;

Ikinci béliimde (temel kavramlar kisminda); istatistiksel yakmsaklik kavrammin dog-
masina sebep olan dogal yogunluk kavrami, istatistiksel yakinsaklik, Z, N iizerinde
bir ideal olmak tizere reel say1 diziler i¢in Z- yakinsaklik, Z*-yakinsaklik, Z-Cauchy
dizileri ile Z*-Cauchy dizileri kavramlari, Z-limit noktalari ile Z-y1gilma noktalari
kavramlari, kiime dizisi, kiime dizileri i¢in daha onceden verilen bazi yakinsaklik
kavramlari ve kiime dizileri i¢in yakin zamanda Nuray and Rhoades (2012) tarafindan

verilen istatistiksel yakinsaklik kavramlari verildi.

Tez ¢aligmasinin ti¢iincii boliimii olan “Kiime Dizilerinin Z-yakinsakligi” boliimiinde,
yukarida bahsedildigi gibi kiime dizileri i¢in Wijsman Z-yakinsaklik, Wijsman
T*-yakinsaklik, Wijsman Z-Cauchy ve Wijsman Z*-Cauchy kavramlar1 tanimland:
ve bu kavramlar arasindaki kapsama iligkileri ve diger bazi iligkiler teoremlerle ve-
rilerek bu teoremler ispat edildi. Aym zaman da (3.1) “Kiime Dizileri Icin Z-limit
Kiimeleri ve Z-yigilma Kiimeleri” alt boliimiinde, metrik uzayda kiime dizilerinin
Wijsman Z-limit kiimeleri ve Wijsman Z-yigilma kiimeleri tanimlari, bazi 6zellikleri

ve bunlar arasindaki iligkiler teoremlerle verilerek bu teoremler ispat edildi.



Tez ¢aligmasimin dordiincii boliimii olan “Kiime dizilerinin asimptotik S¥ (Z)-ista-
tistiksel denkligi” boliimiinde, kiime dizileri i¢in yeni yakinsaklik tanimlari ve 6zgiin
kavramlar verildi ve bu kavramlar arasindaki iliskilerde baz1 teoremlerle verilmeye

caligildi.

Tez caligmasinin besinci boliimi olan “Kiime dizilerinin Z-asimptotik lacunary is-
tatistiksel denkligi” boltimiinde, yeni tanimlar ve kavramlar verilmeye devam edildi
ve tez caligmamizda teoremlerin ispatinda kullanilmak tizere kiime dizisi ornekleri

verilmeye calisildi.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde calismamiz boyunca gececek olan tanim, notasyon ve teoremler verile-

cektir.
Tanim 2.1 X bosg olmayan bir kiime olsun.
p: XXX —=R

fonksiyonu igin,

(1)  plz,y) =0=z=y

(i)  plr,y) = ply, z)

(1)) p(z,y) < p(z,z) + p(2,9)
sartlar1 saglaniyorsa, p ya X ftzerinde bir metrik ve p ile birlikte X e metrik uzay

denir ve genellikle (X p) ile gosterilir (Maddox, 1970).

Tanim 2.2 N dogal sayilar kiimesinin K alt kiimesinin eleman sayisim |K| ile
gosterelim. Yani,

|K| = card K
olsun. K, N nin bir altkiimesi ve
K,={k<n:keK}
olsun. Buna gore K kiimesinin sirasiyla alt ve st yogunlugu,

K — K
Q(K)zliminf| n|, 5(K):limsup| nl

n—00 n n—o00 n

K :
dir. —— dizisinin limitinin var olmas1 durumunda, yani
n

§(K) = o(K)

esitliginin saglanmasi halinde bu limite X' C N kiimesinin dogal yogunlugu denir ve

0 (K) ile gosterilir. Yani,

ise K C N kiimesinin dogal yogunlugu;

K 1
I(K) = 1im| n|: lim—|{k<n:keK}

n—oo M n—oo 1,

dir (Niven vd., 1991).



Tanim 2.3 Ve > 0 sayisi icin
K=K()={keN: |z, —§ > ¢}
kiimesinin yogunlugu sifir yani,

1
lim —{k<n:lzx—¢& >e} =0

n—oo M,

ise © = () dizisi € sayisina istatistiksel yakinsaktyr denir ve
st—limx = ¢
bigiminde gosterilir (Fast, 1951).

Adi anlamda yakinsak her dizinin istatistiksel yakinsak oldugunu ifade etmek gerekir.
Clinkii z dizisi £ ye yakinsak ise her bir ¢ > 0 i¢in K = {k: |z, — &| > €} kiimesi

sonlu sayida elaman icerdiginden yogunlugu sifirdir (§(K) = 0).
Yakinsak dizi sinirli olmasina ragmen, istatistiksel yakinsak dizi sinirli olmayabilir.

Tanim 2.4 N pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin bogtan farkl bir Z ailesi
icin

(i) ez

(i) Her A, BeTicin AUBeZ

(7i1) Her A€ Z veher BC Aigin BeZ
sartlar1 saglaniyorsa Z ailesine ideal denir (Kostyrko vd., 2000).

Tanim 2.5 N pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin bogtan farkli bir F ailesi
icin

(i) 0¢F

(17) Her A,Be Figm ANBeF

(17i) Her A € F ve her B2 Aicin B € F
sartlar1 saglaniyorsa F ailesine siizgeg denir (Kostyrko vd., 2000).

Tamm 2.6 N pozitif tamsayilar kiimesinin bir Z ideali icin Z # 2" oluyorsa Z’ya

gergek ideal denir (Kostyrko vd., 2000).



Tanim 2.7 7 ideali N de bir gercek ideal olsun. Eger Z, N nin her sonlu alt
kiimesini kapsiyorsa Z’ya uygun ideal denir (Kostyrko vd., 2000).

Sonuc 2.8 Z C 2 bir gercek ideal olmak iizere,
FIZ)={M CN: M=N\ A, AT}
kiimesi N de bir siizgegtir (Kostyrko vd., 2000).

Tanim 2.9 z = (z,,) bir reel say1 dizisi ve Z bir gercek ideal olmak iizere, Ve > 0
icin

Ale)={neN: |z, - ¢ >} e
ise x dizisi £ € R sayisina Z-yakinsaktir denir ve Z—lim x = £ ile gosterilir (Kostyrko

vd., 2000).

Z-yakinsak tiim dizilerinin kiimesi ¢z , sifira Z-yakinsak tiim dizilerinin kiimesi ise

(co)7 ile gosterilir.
Tanim 2.10 Z C 2" uygun ideal olsun. z = (z,,) ve y = (y,) dizileri icin
{neN:z, #y,} €T

ise x ve y dizileri i¢in Z’ya gore hemen hemen her n igin esittir denir ve “Z — h.h.n

i¢in x, = y,,” seklinde gosterilir (Kostyrko vd., 2000).

Tanim 2.11 Z C 2" uygun ideal olsun. K := {n(j) : j € N} olmak iizere K € T
ise {z}, alt dizisine Z-seyrek alt dizisi denir. Eger K ¢ Z ise {z}, alt dizisine
Z-seyrek olmayan alt dizisi denir (Kostyrko vd., 2000).

Tanim 2.12 = = (x,,) bir reel say1 dizisi ve £ € R olsun. Eger

lim z,,, =¢
n—oo

olacak gekilde bir M = {m = (m;) : m; < m;41 , 1 € N} ¢ T kiimesi varsa £ sayisi

(x,,) dizisinin Z-limit noktasidir denir (Kostyrko vd., 2000).



Tanim 2.13 z = (z,,) reel dizisi verilmis olsun. Eger Ve > 0 i¢in
{neN:|z,—¢ <e} ¢l

oluyorsa bu durumda £ sayisina (x,) dizisinin Z-yigilma noktasit denir (Kostyrko

vd., 2000).

Z(A,) ile z dizisinin tiim Z-limit noktalar1 kiimesi, Z(I';) ile z dizisinin

tim Z-yigilma noktalari kiimesi ve L, ile tiim adi limit noktalar1 kiimesi gosterilir.

lim,, o0 T, = € anlamina gelir. Bu da £ € L, oldugunu gosterir. Z bir uygun ideal

olsun. Herhangi bir z = (z,,) € X dizisi i¢in Z (A,) € L, ve Z (A,) C Z (T',)’dir.

T C 2N olmak iizere (Kostyrko vd., 2000) tarafindan tanimlanan baz1 gercek uygun
ideal ornekleri verelim.

(a) Zy = {M C N: M sonlu},

(b) Zs ={M CN: 4 (M) = 0},

(¢) Is, ={M C N: 64 (M) =0}

K kiimesini K = {n € N : |z,, — £| > ¢} seklinde tanimlayalim. Z ideali olarak;

(a) daki Zr ideali alinirsa Z;-yakinsaklik ile adi anlamda yakinsaklik,

(b) deki Zs ideali almirsa Zs-yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik,

(c) deki Zs, ideali alimirsa Zs ,-yakinsaklik ile A-istatistiksel yakinsaklik kavram-
lar1 cakigir.

Burada If C1sC I(;A C 7 dir.
Tamm 2.14 z = (z,,) € X bir reel say1 dizisi i¢in

olacak sekilde bir alt dizisinin indeks kiimesi M = {m = (m;) : m; < m;y1 , 1 € N} C
N, M € F(Z) yani N\ M € 7 kiimesi mevcut ise (x,,) C X dizisi £’ye Z*-yakimsaktir
denir ve Z* — lim z,, = £ olarak gosterilir (Kostyrko vd., 2000).

Teorem 2.15 Z C 2V bir uygun ideal olsun. Eger 7Z* —lim, ,, x, = £ ise

T — lim,, o 2, = &'dir (Kostyrko vd., 2000).
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Tamm 2.16 Eger A,NA; =00 #j 4,j=1,2,..) ve A; € T ise her i € N i¢in
A;AB; (1 =1,2,...) sonlu kiime ve B = U B; € T olacak sekilde B; kiimeleri mevcut
ise Z C 2% uygun ideali (AP) kosulunu saglar denir (Kostyrko vd., 2000).

Z-yakinsaklik konusunda kullanacagimiz en 6nemli kavramlardan birisi de Z*-yakin-
sakliktir.  Kostyrko vd. (2000) bu kavrami tammlamiglar ve (AP) ozelliginden
de yararlanarak Z-yakinsaklik ile Z*-yakinsaklik arasindaki iligkiyi incelemislerdir.
Buna gore, = dizisi Z*-yakinsak ise Z-yakinsaktir fakat tersi dogru degildir. Tersinin

dogru olmast i¢in Z idealinin (AP) 6zelligini saglamasi gerekir (Kostyrko vd., 2000).

Kostyrko vd. (2000), (AP) ozelligini saglayan uygun idealler i¢in Z-yakinsaklik

ile Z*-yakinsaklik kavramlarinin denk oldugunu gostermistir.

Tanim 2.17 (X, p) bir metrik uzay ve Z C 2 uygun ideal olsun. Eger her ¢ > 0
icin

A(e)={neN:p(z,,zy) >c} el
olacak sekilde N = N (¢) mevcut ise (z,) € X dizisine Z-Cauchy dizisi denir
(Nabiyev vd., 2007).

Here > 0ve N = N (¢) indeksii¢in K () = {n € N : p(z,, zx)} kiimesi tanimlansin.
(a) daki Zy ideali alimirsa Z;-Cauchy ile adi anlamda Cauchy,
(b) deki Zs ideali alinirsa Zs- Cauchy ile istatistiksel Cauchy,

(c) deki Zy, ideali alinirsa Z; ,-Cauchy ile A-istatistiksel Cauchy kavramlar: gakigir.

Tamim 2.18 (X p) bir metrik uzay ve Z C 2" uygun ideal olsun. Eger x3; = {z,, }
alt dizisi X'de Cauchy dizisi yani

limy, 00 p (mmk,xmp) =0

olacak gekilde M = {m = (m;) : m; <my1 ,1 € N} C N, M € F(Z) kiimesi mev-
cut ise (z,) Z*-Cauchy dizisi denir (Nabiyev vd., 2007).

Teorem 2.19 (X, p) bir metrik uzay ve Z C 2Y uygun ideal olsun. Eger (z,)
Z*-Cauchy dizisi ise (x,,) dizisi Z-Cauchy dizisidir (Nabiyev vd., 2007).



Teorem 2.20 (X, p) bir metrik uzay ve Z C 2N uygun ideal ve Z* — limx,, = £
olsun. Bu durumda, = = (z,,) € X Z-Cauchy dizisidir (Nabiyev vd., 2007).

Sonuc 2.21 Z C 2N (AP) ézelligini saglayan uygun ideal ve Z — lim z,, = £ olsun.
Bu durumda, = = (z,,) € X Z-Cauchy dizisidir (Nabiyev vd., 2007).

7 ideali (AP) 6zelliginine sahip olmadigi durumda da Sonug 2.21 gergeklegir (Nabiyev
vd., 2007).
Bir sonraki teoremde tam metrik uzaylarda uygun Z idealleri i¢in Z-yakinsaklik

ile Z-Cauchy kriterinin denk oldugu verilecektir.

Teorem 2.22

(1) (X,p) bir tam metrik uzay ise, X deki her uygun Z ideali i¢in X de her
Z-Cauchy dizisi Z-yakinsaktir.

(7i) X deki tiim uygun Z idealleri i¢in, her Z-Cauchy dizisi Z-yakinsak ise X
tamdir (Dems, 2004).

Lemma 2.23 Z C 2" keyfi bir uygun ideal olsun. Bu durumda Z — limz,, = £ ise
r = (x,) € X Z-Cauchy dizisidir (Nabiyev vd., 2007).

Teorem 2.24 Eger Z C 2N (AP) ozelligini saglayan uygun ideal ise Z*-Cauchy
ile Z-Cauchy dizileri ¢akigiktir (Nabiyev vd., 2007).

Tanim 2.25 0 = {k,} dizisi, ky = 0 ve r — oo iken h, = k, — k,_; — o0 olacak
bigimde negatif olmayan tamsayilarin artan bir dizisi ise § = {k,} dizisine lacunary

dizisi denir. Ayrica, I, = (k,_1, k] olarak belirtilir (Freedman vd., 1978).

Tanim 2.26 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. Eger, x = (zy) dizisi igin Ve > 0
olmak tizere,

.1
Tlinozh—r|{kelrz\xk—L\ >e}=0

oluyorsa, = = (xy) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktyr denir
ve

Sp—limx = L veya xp — L(Sp)

ile gosterilir (Fridy and Orhan, 1993).
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Tanim 2.27 z = (z,) ve y = (y,) negatif olmayan iki reel say1 dizisi olsun. Eger

lim — =1
n—oo yn

oluyorsa x ve y dizilerine asimptotik denktirler denir ve = ~ y ile gosterilir (Poby-

vanets, 1980).

Tanim 2.28 z ve y negatif olmayan iki reel say1 dizisi olsun. Ve > 0 i¢in

{kﬁn: ﬁ—l‘ZE}‘ZO
Yk

oluyorsa x ve y dizilerine asimptotik istatistiksel denk diziler denir ve x L y ile

lim —
non

gosterilir (Patterson, 2003).

Tamm 2.29 z ve y dizileri negatif olmayan reel diziler ve Z C 2V bir uygun ideal

{nGN: x—n—l‘}
Yn

kiimesi ideale ait oluyorsa x ve y dizilerine asimptotik Z denk diziler denir ve x X Yy

olmak tizere Ve > 0 igin

ile gosterilir (Giimiis and Cannor, 2011).
Tanim 2.30 X # () ve N dogal sayilar kiimesini gostermek tizere,
f:N—= P(X)
seklinde tanimh fonksiyon Vk € N i¢in P(X) de bir
f(k) = Ay, € P(X)

kiimesi belirler. Bu f fonksiyonunun deger kiimesini olugturan A;, As, Az, ... kiime-

lerinin olusturdugu diziye kume dizisi denir.

Tanim 2.31 (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir z € X noktas: ve bog
kiimeden farkli herhangi bir A C X kiimesi i¢in,  noktasi ile A kiimesi arasindaki
uzaklk

d(z,A) = inf p(x,a)

acA

ile tanmimlanir (Wijsman, 1964).
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Tanim 2.32 (X, p) bir metrik uzay ve {A;} bu metrik uzayda bir kiime dizisi
olsun.

LiminfA;, = {x € X : 3(ar) C {Ax}, ar — x}

ve

LimsupAy = {x € X : 3(k;), I(ag,) C {Ax,}, ar, — x}

olmak ftizere eger,

A = LiminfA;, = LimsupA;, = LimA,

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine yakinsaktir veya {Agx} dizisi A kiimesine

Kuratowski yakinsaktir denir ve
Ap — A veya Ag 5 A ya da sadece K —IlimA, = A

ile gosterilir (Wijsman, 1964).

Yukaridaki tamimda, X in bog kiimeden farkli Ay alt kiimelerinin {A} dizisi i¢in,

LiminfA; = {x € X : limsupd(x, Ay) = O}
k—o00
= {x € X : lim d(z, Ay) = O}
k—o0
ve
LimsupAy = {x € X : liminfd(z, Ay) = 0}
k—o0

olarak da verilebilir.

Tanim 2.33 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bog kiimeden farkli kapali alt

kiimeleri olsun. Eger herbir x € X icin,

lim d(z, Ay) = d(z, A)

k—o00

oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman yakinsaktir denir ve Ay A veya

W —lim Ay, = A ile gosterilir (Wijsman, 1964).
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Tanim 2.34 (X, p) bir metrik uzay, A kiimesi X in kapal bir alt kiimesi ve {Ay},

X in kapali alt kiimelerinin bir dizisi olsun. Eger,

lim sup |d(x, Ag) —d(x, A)| =0

oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Hausdorff yakinsaktir denir ve Ay A A veya

H —lim A;, = A ile gosterilir (Wijsman, 1964).

Kuratowski yakinsaklik, Wijsman yakinsaklik ve Hausdorff yakinsaklik arasindaki
iliski asagidaki gibidir:

Teorem 2.35 Bir {A;} dizisi igin,
Hausdorff yakinsak = Wijsman Yakinsak = Kuratowski yakinsak
iligkisi vardir (Wijsman, 1964).

Tanmim 2.36 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bog kiimeden farkh kapal

altkiimeleri olsun.

st — Liminf Ay = {x € X : st—limsupd(z, Ay) = 0}

k—o0

st — Limsup Ay = {x € X: st— li]gn inf d(z, Ag) = O}
—00

olmak ftizere eger,

st — Liminf Ay = st — LimsupA4, = A
oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Kuratowski istatistiksel yakinsaktir denir ve
st — LimA, = A
ile gosterilir (Nuray and Rhoades, 2012).

Tanmim 2.37 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ag, X in bog kiimeden farkl kapali

altkiimeleri olsun. Eger Ve > 0 ve herbir x € X icin,

lim S| {k < |d(z, A) — d(z, A)| > £} = 0

n—oo N,
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veya hemen hemen her k icin,
|d(x, Ag) —d(xz, A)| < e
oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir denir ve
st —limy A, =A
ile gosterilir (Nuray and Rhoades, 2012).
Wijsman istatistiksel yakinsak kiime dizilerinin uzayi;
WS = {{Ax}: st = limy A, = A}

seklindedir.
(X, p) bir metrik uzay ve Ag, X in bog kiimeden farkl altkiimeleri olsun. Eger
her bir z € X icin,

supd(z, Ax) < 00
k

oluyorsa, { Ay} dizisi sinarlider denir.

Tanim 2.38 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ag, X in bog kiimeden farkl kapal

altkiimeleri olsun. Eger Ve > 0 i¢in,

o1
lim —
n—oo M

{kz <n:sup|d(x, Ay) — d(xz, A)| > EH =0

reX
veya hemen hemen her £ icin,
sup |d(x, Ag) —d(z, A)| < ¢
zeX
oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Hausdorff istatistiksel yakinsaktir denir ve
stg —limA, = A

ile gosterilir (Nuray and Rhoades, 2012).

Kuratowski istatistiksel yakinsaklik, Wijsman istatistiksel yakinsaklik ve Hausdorff
istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligki agsagidaki gibidir:
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Teorem 2.39 Bir {4} dizisi i¢in,
Hausdorff ist. yakinsak = Wijsman ist. yakinsak = Kuratowski ist. yakinsak
iligkisi vardir (Nuray and Rhoades, 2012).

Tanim 2.40 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ag, X in bog kiimeden farkh kapali

altkiimeleri olsun. Herbir x € X i¢in
li L id( Ag) =d(z, A)
im — x =d(x
n—oo M 1 ’ k ’

olacak sekilde X in bog kiimeden farkh kapali bir A altkiimesi varsa {A;} dizisi A

kiimesine Wijsman Cesaro toplanabilirdir denir (Nuray and Rhoades, 2012).

Tanim 2.41 (X, p) bir metrik uzay ve Ag, X in bos kiimeden farkli kapal altkii-

meleri olsun. Herbir x € X i¢in
li Ly d(xz, A d(z,A)| =0
olacak sekilde X in bog kiimeden farkh kapali bir A altkiimesi varsa {A;} dizisi A

kiimesine Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir (Nuray and Rhoades, 2012).

|Wao1|, Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin uzayim gostermek tizere

Waoy| = {{Ak} : 111131%2 |d(x, Ap) — d(x, A)| = 0}

k=1

seklindedir.

Tanmim 2.42 (X, p) bir metrik uzay ve Ay, By her x € X i¢in, d(x, Ax) > 0 ve
d(x,Bg) > 0 esitsizliklerini saglayan X in bog kiimeden farkl kapal altkiimeleri

olsun. Eger her x € X igin,

oluyorsa {Ax} ve {By} kiime dizilerine Wijsman anlamimda asimptotik denktirler

denir ve Ay ~ By, ile gosterilir (Ulusu and Nuray, 2012).
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Tanim 2.43 (X, p) bir metrik uzay ve Ay, By her x € X i¢in, d(z, Ag) > 0 ve
d(z, By) > 0 egitsizliklerini saglayan X in bog kiimeden farkhi kapali altkiimeleri
olsun. Eger her z € X ve her ¢ > 0 icin

lim —[{k<n:|———= — L
oo n|{ =N ‘d(x,Bk) ‘

vV

e =0

oluyorsa {Ax} ve { B} kiime dizilerine Wijsman anlaminda L kath asimptotik is-

tatistiksel denktirler denir ve Ay """ By ile gosterilir (Ulusu and Nuray, 2012).

Tanim 2.44 (X, p) bir metrik uzay,  bir lacunary dizi, Ay ve A, X in bog kiimeden

farkli kapali altkiimeleri ve her bir ¢ > 0 ve z € X i¢in,
1
hmh—] {kel :|dz,Ay) —d(z,A)| >e}| =0

oluyorsa {Ax} kiime dizisi A kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakimsaktir

denir ve Sy —limy = A ya da Ay — A(WSp) ile gosterilir (Ulusu and Nuray, 2012).

Tanim 2.45 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizi, Ay, By her z € X igin,
d(z, Ar) > 0ved(z, By) > 0 esitsizliklerini saglayan X in bog kiimeden farkl kapali
altkiimeleri ve Vx € X igin,

limi dz, A) _
r hr kel, d(l‘, Bk)

oluyorsa {Ax} ve {By} kiime dizilerine Wijsman anlaminda L kath asimptotik la-
WN}
cunary denktirler denir ve {A;} ~° {B} ile gosterilir. Eger L = 1 ise kolayca

Wijsman anlaminda asimptotik lacunary denktirler denir (Ulusu and Nuray, 2012).

Tanim 2.46 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizi, Ay, By her x € X i¢in,
d(z, Ax) > 0 ve d(x, B) > 0 esitsizliklerini saglayan X in bog kiimeden farkli kapali

altkiimeleri ve Vo € X igin,

oluyorsa { Ay} ve { By} kiime dizilerine Wijsman anlaminda L kath kuvvetli asimp-
L

totik lacunary denktirler denir ve {A} e {Bg} ile gosterilir. Eger L = 1 ise

kolayca Wijsman anlaminda kuvvetli asimptotik lacunary denktirler denir (Ulusu

and Nuray, 2012).
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Tanim 2.47 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizi, Ay, By her x € X i¢in,
d(z,Ar) > 0ved(z, By) > 0 esitsizliklerini saglayan X in bog kiimeden farkh kapali
altkiimeleri ve her bir x € X ve ¢ > 0 icin,

d(l’,Ak>
s - L > =
{’“” ‘d@s,Bk) L‘—EH !

1
lim —

oluyorsa {A;} ve {By} kiime dizilerine Wijsman anlaminda L kath asimptotik la-
WSk

cunary istatistiksel denktirler denir ve {Az} ~" {By} ile gosterilir. Eger L = 1

ise kolayca Wijsman anlaminda asimptotik lacunary istatistiksel denktirler denir

(Ulusu and Nuray, 2012).

Tanim 2.48 Sonlu kiime veya dogal say1 kiimesi ile eg giiclii olan kiimeye sayilabilir

kiime denir.
Tanim 2.49 Bir X metrik uzayimin bir M alt kiimesi verildiginde, eger
M=X

ise, M kiimesi X’de yogundur denir. Eger, X kiimesi, X de yogun sayilabilir bir alt
kiimeye sahip ise X’e ayrilabilir metrik uzay denir (Pavel Uryson, 1924).
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3 KUME DIZILERIN Z-YAKINSAKLIGI

Bu boliimde daha once reel say1 dizileri igin ¢aligilmig olan Z-yakinsaklik ve Z*-yakin-
saklik kavramlar1 kiime dizileri i¢in tanimlanacaktir. Bu baglamda kiime dizileri
icin Wijsman Z-yakinsaklik ve Wijsman Z*-yakinsaklik kavramlar: tanimlanacak ve
bu kavramlar arasindaki kapsama iligkileri ve diger bazi iligkiler teoremlerle verile-
rek bu teoremler ispatlanacaktir. Nuray and Rhoades (2012) in kiime dizileri igin
tamimladigi Wijsman istatistiksel Cauchy dizisi kavrami ideallere genisletilerek kiime
dizileri i¢in Wijsman ideal Cauchy (Z-Cauchy) dizisi tanimlanacaktir. Bununla bir-
likte Nabiyev vd. (2007) in reel say1 dizileri i¢in tanimladigi Z*-Cauchy dizisi kavrami
kiime dizileri i¢in tanimlanacak ve kiime dizileri i¢in Wijsman Z-Cauchy dizileri ile

Wijsman Z*—Cauchy dizileri arasindaki iligkiler incelenecektir.

Tanim 3.1 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ag, X in bog kiimeden farkl kapal alt
kiimeleri olsun. Z C 2" bir gercek ideal olmak iizere, eger her € > 0 ve her bir x € X
icin

A(x,e) ={keN:|d(z,Ax) —d(z,A)| >} €T
ise {Ax} kiime dizisi A kiimesine Wijsman Z-yakinsaktir denir ve Zyy — lim Ay = A
ile gosterilir.
Wijsman Z-yakinsak dizilerin kiimesini Zyy, ile gosterirsek,

seklinde gosterilir.

Tanim 3.2 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ag, X in bog kiimeden farkh kapal alt

kiimeleri olsun. Z C 2" bir uygun ideal ve

T —limp,oinf Ay, = {x € X : 7 —limg,oosupd(z, Ax) =0}
T —limgosup Ay = {x € X :Z —limy o infd(z, Ay) =0}

olmak ftizere eger
T —limp_ooinf Ay =7 — limy oo SUp Ay, = Z — limy_,oo A = A
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oluyorsa {A;} kiime dizisi A kiimesine Kuratowski Z-yakinsaktir denir ve

Tk — lim Ay = A ile gosterilir.

Tanim 3.3 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ag, X in bog kiimeden farkh kapal alt
kiimeleri olsun. Z C 2% bir uygun ideal olmak iizere, eger her € > 0 ve her bir z € X
icin

A(zye)={keN:sup|d(z,Ay) —d(z,A)| > e} el
ise {Ax} kiime dizisi A kiimesine Hausdorff Z-yakimsaktir denir ve Zy —lim Ay, = A

ile gosterilir.

Ornek 3.4 X = R? olmak uzere,

{(x,y) e R? : 22 + ¢y —2ky =0} |, eger k # n?
{(z,y) eR?: y=—1} , eger k = n?

A =

seklinde {A} kiime dizisi tamimlayalim.
A={(z,y) eR*: y =0}
olmak iizere, k = n? icin

d((x,y) ’Anz) = ‘y+ 1‘ # d((may) vA) = ‘y’

dir. k # n? icin
d((l‘*, y*) 7Ak> - d((l‘*,y*) =A> = |y*|
olur. Gergekten z2+ y? — 2ky = 0 ¢emberinin diginda herhangi bir (z*, y*) noktasim

alalim. Cemberinin merkez noktasi olan (0, k) ile gemberinin digmndaki (z*, y*) nok-

tasindan gecen dogru denklemi

y =k

oldugundan, y = k+=——z dir. Bu degeri 22+1y?—2ky = 0 cember denklemimizde
x

yerine yazarsak;

Vet + @ — k)

Tr =
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elde edilir. £ — oo iken limite gecilirse, x — x*olur. Buldugumuz

Vet + =k

-z denkleminde yerine yazarsak y — 0 (k — oo) dir. Boylece

Tr =

y =k

x*

egitligini y = k+

k # n? icin

A 57) A = /(@ — 2% + (y =y = |y
olur. k # n? icin
d((«",y"), A) = d((z",y7), A) = [y]
elde edilir. k = n? ve k # n? i¢gin {A;} kiime dizisi iki farkh limite sahiptir. Boylece
{A;} kiime dizisi A kiimesine Wijsman yakinsak degildir. Fakat,
{keN:|d((z,y),A) —d((z,y),A)| > e} ={keN:k=n"} C Iy
dir. Ciinkii her € > 0 ve her (x,y) € R? igin

A(z,y,e) ={k e N:|d((z,y), Ax) — d((z,y) , A)| > €}
olsun. k # n? igin
lim [Jd((x,9) . Ax) — d((@,9), A)]| = 0
oldugundan Ve > 0 i¢in dk. € N : Vk > k. igin
|d((z,y), Ax) — d((z,y), A)| <€
olur. Yani k # n? icin sadece k. kadar k lar icin
|d((z,y) , Ax) — d((z,y) , A)| > €
olur. Bu kiimeyi Aj_ (z,y) ile tammlayalim:
Ap, (z,y) == {k € N: [d((z,y), A) — d((z,y) , A)| > €} .
Boylece
A(z,y,e) = Ay (z,y)U{k eN:k=n’}, Ay (z,y) €Iy ve {keN:k=n’}€eT,
oldugundan
A(z,y,e) = {k e N:[d((z,y), Ap) — d((z,y) , A)| = €} € I,

olur (Burada I, = {A: 0 (A) = 0}). Boylece { A} kiime dizisi, A kiimesine Wijsman
Z-yakinsaktir.
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Ornek 3.5 X = R? olmak iizere,

1
y {(x,y)ERQ:OSxSk,OSySE.x} , eger k # n?
k:
{(z,y) eR?:2>0,y=1} , eger k =n?

seklinde {A} kiime dizisi tamimlayalim.
A={(z,y) eR*:2>0,y=0}
olmak tizere,

lim (k< n: |d((z.) . A) — d((z,), A)] > €} =0

n—0
oldugundan {A;} kiime dizisi, A kiimesine Wijsman istatistiksel yakisaktir.
Yani st — limy Ay = A olur. Fakat bu dizi Wijsman yakinsak degildir. Ciinkii
k # n? icin
lim d (2, ), Ay) = d((x, 1) , A)

k—o00

fakat
k=n’i¢in lim d((z,y),Ar) # d((z,y),A)

k—o0

dir. K kiimesini

K =K (z,y,¢) = {k e N:[d((z,y), A) = d((z,y) , A)| = €}

seklinde tanimlayalim. Z ideali olarak Z; ideali alinirsa, Z,; yakinsaklik ile Wijsman

istatistiksel yakinsaklik cakigmaktadir. Gergekten
{k e N:|d((z,y),Ar) —d((z,y),A)| > e} ={keN:k=n’} CI,
saglanir. Boylelikle Z; — limy, Ay = A dir.

Ornek 3.6 X = R olmak lizere,

1 {reR:2<ax <k} , egerk>2k=n?
k:

{1} , diger durumlarda

seklinde {A;} kiime dizisi tammlayalim. Bu dizi Wijsman yakinsak degildir. Fakat
7 = 7, alindiginda ve

lim 1|{k <n:l|d(z,Ay) —d(z,{1})] > e}| < lim vn =0

n—00 , n—oo M

oldugundan {A;} kiime dizisi, A = {1} kiimesine Wijsman Z-yakinsaktir.
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Wijsman topolojisi genelde birinci sayilabilir olmadigindan, eger {Ax} kiime dizisi
A kiimesine Wijsman anlaminda yakinsak ise, {Ay} kiime dizisinin her alt dizisi
A kiimesine Wijsman anlaminda yakimsak olmayabilir. Ama X ayrilabilir ise {Ay}

kiime dizisinin her alt dizisi ayni limite yakinsaktir.

Tanim 3.7 (X, p) ayrilabilir bir metrik uzay, A ve Ag, X in bog kiimeden farkh
kapali alt kiimeleri olsun. Z C 2N bir uygun ideal olmak iizere, eger her ¢ > 0 ve

her bir z € X igin {4} kiime dizisinin,

lim d(z, A, ) = d(z, A)

k—oo
olacak gekilde bir alt dizisinin indeks kiimesi M = {m = (m;) : m; < m;1 , 1 € N} C
N, M € F(Z) yani N \ M € T kiimesi mevcut ise {A;} kiime dizisi A kiimesine

Wijsman Z*-yakinsaktir denir ve Zj;, — lim A, = A ile gosterilir.

Tanim 3.8 (X, p) bir ayrilabilir metrik uzay ve Ay, X in bog kiimeden farkli kapali
alt kiimesi olsun. Z C 2V bir uygun ideal olmak iizere, eger her £ > 0 ve her bir
r € X icin

A(zye)={keN:|d(z,Ax) —d(z,AN)| > c} €T
olacak gekilde N = N (g) mevcut ise {Ay} kiime dizisi Wijsman Z-Cauchy dizisidir

denir.

Tanim 3.9 (X, p) ayrlabilir bir metrik uzay, Ay, X in bog kiimeden farkl kapal
alt kiimesi ve Z C 2N bir uygun ideal olsun. Eger Ay, = {A,,, } alt kiime dizisi X de

Wijsman Cauchy dizisi yani

lim |d(z, Ap,) —d(z,Ap,)| =0

k,p—o0

olacak gekilde M = {m = (m;) : m; <m;y1 ,1 € N} C N, M € F(Z) kiimesi mev-
cut ise {Ax} C X dizisine Wijsman Z*—Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.10 (X, p) ayrilabilir bir metrik uzay, A ve A, X in bog kiimeden farklh
kapal alt kiimeleri ve Z C 2N keyfi uygun bir ideal olsun. Bu durumda, {A;} kiime
dizisi A kiimesine Wijsman Z-yakinsak ise {A;} kiime dizisi Wijsman Z-Cauchy

dizisidir.
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ispat. Kabul edelim ki Zyy — lim A, = A olsun. Bu durumda her € > 0 ve her bir
r € X icin
A(zye)={keN:|d(z,Ax) —d(z,A)| >} €T

olur. Z C 2% keyfi uygun bir ideal oldugundan kg ¢ A (z,¢) olacak sekilde ko € N
mevcuttur.

B(z,e)={keN:|d(x,Ay) —d(z,Ax,)| > 2¢}
olsun. Ucgen esitsizliginden
|d (z, Ay) — d (2, Agy)| < |d(z, A) — d(z, A)| + [d (z, Ay,) — d (z, A)|
olup, eger k € B (z,¢) ise
|d (z, Ay) — d(x, A)| + |d (x, Ag,) — d (x, A)| > 2¢ (3.1)
elde edilir. Diger taraftan kg ¢ A (z, ) oldugundan
|d (z, Ag,) —d (z,A)| < ¢
dir. Ayrica (3.1) esitsizliginden
|d (z, A) — d(z,A)| > ¢

olmasi agiktir, boylece k € A (z,¢) elde edilir. Buradan her £ > 0 ve her bir z € X
icin

B(z,e) C A(z,e) €T
oldugunu gozlemleriz. Bu ise B (x,¢) € Z yani {A;} kime dizisinin Wijsman

Z-Cauchy dizisi oldugu anlamina gelir. O

Teorem 3.11 (X, p) ayrilabilir bir metrik uzay, A ve A, X in bog kiimeden farklh
kapali alt kiimeleri ve Z C 2N bir uygun ideal olsun. Eger {A;} kiime dizisi Wijsman

Z*-Cauchy dizisi ise {Ay} kiime dizisi Wijsman Z-Cauchy dizisidir.

Ispat. {Ay} kiime dizisi Wijsman Z*-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, tammdan

her £ > 0, her bir z € X ve k,p > ky = ko (¢) igin
|d (2, Ap,) — d (2, Ap,)| < €
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olacak sekilde M = {m; <mo < --- <my <---} C N, M € F (Z) kiimesi mevcut-
tur. N = N (¢) = my,41 olsun. Bu durumda her € > 0, her bir x € X ve k > ko
icin

|d(x,Am,) —d(z,An)| <e, k>ko
olacak gekilde N = N (¢) mevcuttur. Simdi H = N \ M ifadesi tanimlansin. Bu

durumda H € 7 oldugu aciktir. Her € > 0 ve my, = N = N (¢) i¢in
A(x,e) ={k e N:|d(z,Ax) —d(x,Ay)| > e} CTHU{my <mgy < ... <my,}

oldugundan kiime dizileri i¢in ideal tanimina gore her ¢ > 0 i¢in A (z,¢) € Z olacak
sekilde N = N (¢) bulunur. Bu ise {4;} C X kiime dizisinin Wijsman Z-Cauchy

dizisi oldugunu verir. O]

Teorem 3.12 (X, p) ayrilabilir bir metrik uzay, A ve Ag, X in bog kiimeden farkh
kapali alt kiimeleri, Z C 2N bir uygun ideal ve Z;;, —lim A;, = A olsun. Bu durumda,

{4} C X kiime dizisi Wijsman Z-Cauchy dizisidir.

Ispat. Kabul edelim ki {A;} kiime dizisisi A kiimesine Wijsman Z*-yakinsak olsun.

Bu durumda

lim d(z, An,) = d(z, A)

k—o0
olacak gekilde M = {m = (m;) : m; < myy1, 1 € N} C N, M € F(Z) kiimesi mev-

cuttur. Bu ise her € > 0, her x € X, ve k > ky icin

\d (2, Ap,) — d (z, A)] <§

olacak gekilde kg € N mevcuttur. Her ¢ > 0, her x € X ve k,p > ko = ko (¢) igin

|d (2, Ap,) — d (2, Ap,)| < |d (2, Amy) —d(z, A)| +|d (z, A,) — d (2, A)|

oldugundan

lim |d(z,An,) —d (z, Ap,)| =0

k,p—o0

elde edilir, yani {Ax} kiime dizisi Wijsman Z*-Cauchy dizisidir. Teorem (3.11) i
kullanarak {4} C X kiime dizisinin Wijsman Z-Cauchy dizisi oldugu elde edilir.
[l
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Simdi ise Wijsman Z-yakinsaklik ile Wijsman Z*-yakinsaklik arasindaki iligkiyi ve-

relim.

Teorem 3.13 (X, p) ayrilabilir bir metrik uzay, A ve Ag, X in bog kiimeden farkh
kapali alt kiimeleri olsun.

(i) Eger Z uygun ideali (AP) ozelligine sahipse keyfi { Ay} C X kiime dizisi igin
Zw — lim Ay = A oldugunda Z}j, — lim A, = A dir.

(17) Keyfi {Ax} C X kiime dizisi i¢in Zy — lim Ay, = A oldugunda ayni zamanda
Zy, — lim Ay, = A oluyorsa Z ideali (AP) o6zelligine sahiptir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki Z ideali (AP) ozelligine sahip ve Zy — lim A, = A olsun.

Ve > 0 i¢in
T(e)={keN:|d(x,Ay) —d(z,A)| >e} €T
yazilabilir.
Ti={keN:|d(z,Ax) —d(z,A)| > 1}
ve k > 2 icin
Ti = {k EN: I <|d(x, A) —d(z, A)| < L}
k E—1

olarak tamimlayalim. Bu durumda ¢ # j icin 7; N 7; = (0 dir. (AP) 6zelliginden
dolay1 j € N i¢in T;AV; sonlu ve V = |J V; € T olacak sekilde bir {V;, Vs, ...}

j=1
sayilabilir ailesi vardir. V = |J V; € Z oldugu diistiniiliirse
j=1

M:N\V:{m:(mz)mz<mz+1,z€N}CN

icin
lim d(z, Ap,) = d(z, A)
k—o0
1
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. n > 0 olsun. £ € N i¢in 1 < 1 segelim.

Bu durumda,
k+1

{keN:|d(x,Ay) —d(x,A)| >n} c | T

j=1
olur. j =1,2,...,k + 1 i¢in T;AV; sonlu oldugundan

<L+jvj>ﬂ{keN:k>ko}:<Ol7'j>ﬂ{keN:k>ko} (3.2)

J=1 Jj=1
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k+1
ifadesini saglayacak sekilde kg € N vardir. Eger k > ko ve k ¢ Vise k ¢ |J V; ve
j=1

k1
(3.2) den k ¢ |J T dir. Fakat

7j=1
ld (z, Ay) — d (2, A)] < —— <1

oldugundan limy_,, d (2, A,,, ) = d (z, A) elde edilir.
(17) {Ax} C X kiime dizisi A kiimesine Wijsman Z-yakinsak olsun. O

zaman Iy — lim Ay = A olacak gekilde bir { Az} C X kiime dizisi vardir ve

o

(1d(x, A%) = d (. )] )

k=1

dizisi sifira azalan bir dizidir. k¥ € N i¢in
|d (z, Ax) — d(z, A)| = e
ve {Aj };ﬂ:l ailesi Z nin bogtan farkh ayrik kiimeler ailesi olsun. k € A; icin
A)={keN:|d(z,An,) —d(z,A)| >} C A UA..UA,

olur. A(0) € T ve
lim d(z, Ap,) = d(z, A)
k—ro0

oldugundan Z;, — lim A, = A elde edilir. Boylece
M:N\B:{m:(ml)ml<mz+1,z€N}CN,

oldugundan

lim d(z, A, ) = d(z, A)

k—o00
olacak sekilde B € 7 kiimesi vardir. B; = A; N B, j € N olsun. Her kicin B; € 7

dir. Ayrica
UB;=Bn (UA]) CB
j=1 j=1

oldugundan |J B; € Z dur.

j=1

lim d(z, A, ) = d(z, A)

k—o0
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oldugundan A; kiimesinin M ile sadece sonlu sayida ortak elemam vardir. Boylece

A; C (A; N B)U{mq, my, ..., my, } olacak sekilde kg € N vardir.
AjABj = Aj \ B C {ml,mg, ...,mko}

ve dolayisiyla A;AB; kiimesi sonlu bir kiime olur. j € N keyfi oldugundan (AP)

ozelligi saglanir. O]

T C 2V (AP) ozelligine sahip bir uygun ideal icin kiime dizileri i¢in Wijsman
Z-yakinsaklik ve Wijsman Z*-yakinsaklik kavramlar: gakigtigini gostermek icin

agagidaki lemmalar kullanilarak farkl bir ispat yapilacaktir.

Lemma 3.14 (Pi)jip Nnin alt kiimelerinin sayilabilir ailesi olmak tizere her : € N
icin P, € F (Z) ve 7 ideali (AP) ozelligine sahip bir uygun ideal olsun. Bu durumda
her i igin P \ P; sonlu bir kiime ve P € F (Z) olacak sekilde bir P C N vardr.

ispat . Burada

A1: N\Pl
Ay = N\ P) \ A
As= (N\ P) \ (AUA)

Am= (N\ Pu) \ (A)UAyU..UAp 1), m=23,..

alinsi. Her P; € F(Z) oldugundan her i i¢cin A, € Z ve i # j igin A;NA; =0

oldugu agiktir. Z C 2V (AP) ozelligine sahip oldugundan her j € N i¢in A;AB;

(7 =1,2,...) sonlu kiime ve B = |J B; € Z olacak sekilde {B;, By, Bs, ..., By, ...}
j=1

sayilabilir kiimeler ailesi mevcuttur. P = N \ B olarak alimirsa P € F (Z) elde

edilir.

Her 7 i¢in P \ P; sonlu bir kiime oldugu gosterilirse lemmanin ispati tamamlanir.
Tersini kabul edelim, yani P \ Pj,nin eleman say1s1 sonsuz olacak sekilde j, € N'nin

var oldugu kabul edelim. Her j € N icin A;AB; sonlu kiimeler oldugundan
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Jo
J=1,2,..,jo icinde A;AB; sonludur. A;AB; sonlu ise bir ky € N'den sonra |J B;
=1

J

Jo
ile |J A;’nin eleman sayist ¢akigir. Yani
i=1

Jo Jo
UBin{keN:k>k}=JAn{keN:k>k} (3.3)

J=1 J=1

Jo
olacak sekilde ky € N mevcuttur. Eger k > ko ve k ¢ B ise k ¢ |J B; ve sonug
j=1

Jo
olarak (3.3) den k ¢ |J A;’dir.
j=1

Jo—1 Jo—1

AJOZ(N\PjO>\UAj ve k¢Ajm k¢ UAJ

oldugundan k > ko i¢in k € Pj,’dir. Diger taraftan P = N \ B oldugundan k > ko
icin £ € P’dir. Bu ise PN P;, da sonsuz eleman var demektir. Bu durumda
P\ Pj;/in ancak sonlu sayida olabilir. Bu ise kabuliimiizle gelisir. Yani, P \ P,

sonlu bir kiimedir. OJ

Lemma 3.15 Z C 2% (AP) o6zelligine sahip bir uygun ideal, (X, p) ayrilabilir bir
metrik uzay, A ve Ai, X in bog kiimeden farkli kapal alt kiimeleri olsun.

Iw — lim A, = Aise klim d(z,A,,) =d(x,A) olacak sekilde;
—00

n—oo

P={p=(p):pi<pit1,i€N}, Pe F(I)
kiimesi mevcuttur.

Ispat. Zyy — klim Ap = A olsun. Bu durumda, Ve > 0 ve Vx € X igin
— 00
A(zye)={keN:|d(z,Ax) —d(z,A)| >} €T

yazilabilir. Her 7 € N icin

P = {keN: 1d (2, Ay) — d (z, A)] < 1}

]

olsun.

1
Hi:N\PZ-:{k:eN: |d(x,Ak)—d(x,A)|zg} s
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oldugundan her ¢ € N igin P, € F (Z) dir. Lemma (3.14) den her ¢ i¢in P \ P; sonlu
bir kiime ve P = {p = (p;) : p; < pi+1 , ¢ € N} olacak gekilde P € F (Z) nin mevcut

oldugunu soyleyebiliriz. Simdi de

Ay ,k’EP
A k¢P

By, =

seklinde tanmimlanan bir {B;} C X dizisini ele alalim. Bu durumda,
limg oo d (2, By) = d(x, A)

ifadesi elde edilir. Boylece
limy oo d (2, 4,,) =d(z,A)

dir. O

Eger T C 2V (AP) ozelligine sahip bir uygun ideal ise Lemma 3.15
den Zy —limA, = A ise I}, — lim A,y = A elde edilir. Boylece Lemma 3.14
ve Lemma 3.15’den Teorem 3.137in diger bir ispati verilmig olur. Sonug¢ olarak

agagidaki Lemmay1 verebiliriz.

Lemma 3.16 Z C 2 (AP) ozelligine sahip bir uygun ideal, (X, p) ayrilabilir bir

metrik uzay, A ve Ag, X in bog kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun.

Tw — klim Ay = A olmasi igin gerek ve yeter kosul klim d(z,Ap,,) = d(z,A) olacak
—00 —00

sekilde P = {p = (p;) : pi < pi+1, @ € N}, P € F(Z) kiimesinin mevcut olmasidir.

Teorem 3.12 ve Lemma 3.16 dan Z C 2% (AP) o6zelligine sahip bir uygun ideal,

(X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in bog kiimeden farkhi kapali alt kiimeleri

olsun. Zy — lim Ay = A olsun. Bu durumda, {4z} C X kiime dizisi Wijsman
n—oo

Z-Cauchy dizisidir.

7 ideali (AP) ozelligine sahip olmadigi durumda da gerceklestigi Teorem 3.10’da

gosterilmigtir.

Teorem 3.17 Eger Z C 2N (AP) ozelligine sahip bir uygun ideal ise Wijsman
Z-Cauchy ile Wijsman Z*-Cauchy dizileri ¢akigiktir.
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Ispat. Z C 2V idealinin (AP) ozelligine sahip olmadigi durumda bir kiime dizisi
Wijsman Z*-Cauchy ise Wijsman Z-Cauchy dizisi oldugu Teorem 3.11°de goste-
rilmigtir. Simdi ise Z C 2~ idealinin (AP) 6zelligine sahip oldugu kabulii altinda
Wijsman Z-Cauchy dizisinin Wijsman Z*-Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz.

{Ax} C X kiime dizisi Wijsman Z-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda tanimdan
A(x,e) ={keN:|d(z,Ax) —d(z,AN)| >} €T

olacak gekilde N = N (¢) mevcuttur. Burada ¢ = 1,2, ... igin m; = N (1) olmak
uzere

Pi={k et a0 - ate An) < )

i
olsun. Her i = 1,2, ... igin P, € F (Z)'dir. Z ideali (AP) 6zelligine sahip oldugundan

Lemma 3.14 den her 7 i¢in P \ P; sonlu ve P € F (Z) olacak sekilde P C N kiimesi

mevcuttur. Simdi P kiimesi tizerinden

limy oo |d (2, Ag) — d (2, Ay)| =0

oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in € > 0 ve j > g olacak gekilde j € N gecelim.

Eger k,m € P ise P \ P; sonlu bir kiimedir. Béylece her k,m > k(j) icin m € P,
ve k € P; olacak sekilde k = k (j) mevcuttur. P; 'nin ifadesinden her k,m > k (j),
her z € X icin

1

‘d(x,Ak) — d(x,Amj)| < 3 ve |d(:1:,Am) — d(:v,Amj)‘ < %

olur. Bu durumda k,m >k (j) icin
|d (z, Ay) — d(x, Ay)| < ‘d(m,Ak) —d (x,Amj){ + |d(x,Am) —d (x,Amj)‘ <e
elde edilir. Boylece her € > 0 ve k,m > k(¢) igin k,m € P € F (Z) ve
|d (z, Ag) —d(x,An)| <e

olacak gekilde k& = k() mevcuttur. Bu ise {Az} C X kiime dizisi Wijsman

T*-Cauchy dizisi oldugunu verir. O

Teorem 3.18 (X, p) bir metrik uzay, A, C X bos kiimeden farkli kapali alt kiimesi
ve T C 2V bir gergek ideal olsun. Eger {4} kiime dizisi A kiimesine Hausdorff

Z-yakinsak ise {Ay} kiime dizisi A kiimesine Wijsman Z-yakinsaktir.
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Ispat. {A;} kiime dizisi A kiimesine Hausdorff Z-yakmsak olsun. Bu durumda, her

x € X ve her € > 0 icin,
{keN:sup|d(z,Ay) —d(z,A)| >} €T
olur.
{keN:|d(x,Ay) —d(x,A)| > e} c{k e N:supld(z, Ar) — d(z, A)| > &}

oldugu dikkate alinirsa sag taraftaki kiime Z idealine ait oldugundan sol taraftaki
kilme de Z idealine aittir. Boylece, {Ay} kiime dizisi A kiimesine Wijsman

T-yakinsaktir. O
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3.1 Kime Dizilerinin Z-limit Kiimeleri ve Z-yigilma Kiime-

leri

Bu bolumde, metrik uzayda kiime dizilerinin Wijsman Z-limit ktimeleri ve Wijsman
Z-yigilma kiimeleri kavramlarini verecegiz. Ayni zamanda Wijsman Z-limit kiimeleri

ve Wijsman Z-yigilma kiimeleri arasindaki kapsama bagintilarini inceleyecegiz.

Tanmim 3.19 (X, p) ayrilabilir bir metrik uzay, Z C 2 uygun ideal, Az, B, C X’in

bos kiimeden farkh kapal alt kiimeleri olsun. {Ax} ve { By} kiime dizileri igin
{keN: A, #B,} e

ise {Ag} ve { By} kiime dizileri Z ya gore hemen hemen her £ igin esittir denir ve

“T — h.h.k. i¢in Ay, = B” yazlr.

Tanim 3.20 (X, p) ayrilabilir bir metrik uzay, Z C 2% uygun ideal ve Ay, X'in bog
kiimeden farkli kapal alt kiimesi olsun. K := {n(j): j € N} olmak tizere K € 7
ise {Ag}, alt kilme dizisine Z-seyrek alt kiime dizisi denir. Eger K ¢ 7 ise {A;},
alt kiime dizisine { Ay} kiime dizisinin Z-seyrek olmayan alt kiime dizisi denir.

(a) M ¢ T ve limy_,ood(x, Ap,) = d(z, A) olacak sekilde bir
M={m=(m;):m;<m,,1€N}CN

kiimesi varsa, A ya {A;} kiime dizisinin Wijsman Z-limit kiimesidir denir ve Zy (Aga,})

ile {A;} kiime dizisinin tiim Wijsman Z-limit kiimelerinin kiimesini gosterecegiz.

(b) Eger her ¢ > 0 igin {k € N: |d(x, Ax) —d(z,A)| <e} ¢ T ise, A ya {Ax}
kiime dizisinin Wijsman Z-y1gilma kiimesidir denir ve Zy (Ija,y) ile {Ax} kiime

dizisinin tim Wijsman Z-yi1gilma kiimelerinin kiimesini gosterecegiz.

Lya,y ile {Ag} kitme dizisinin tiim Wijsman limit kiimelerinin kiimesini gosterecegiz.
Herhangi bir {A;} kiime dizisi icin Zyw (Aga,y) € Lya,y oldugu aciktir. Ciinkii
A € Ty (Aga,y) olmasi

lim d(z, A, ) = d(z, A)

k—o0

anlamina gelir. Bu da A € L4,y oldugunu verir.
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Teorem 3.21 (X, p) ayrilabilir bir metrik uzay, Z C 2% uygun ideal, A ve Ay, X in
bos kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun. Herhangi bir {Ax} C X kiime dizisi
i(;iIl IW(A{Ak}) g II/V(F{Ak}) olur.

Ispat. A€ Tw(Aga,y) olsun. Bu durumda,

lim d(z,An,) =d(z,A) ve M={m=(m;):m;<my,,i€N}}¢&7T

k—o0

olacak sekilde bir M = {m = (m;) : m; < m;41 , i € N} C N kiimesi vardir. Yakin-
saklik tanimi geregince Ve > 0 igin k& > ko oldugunda |d (z, A,,,) —d(z, A)| < €

saglanacak sekilde bir ky € N sayis1 vardir.
{keN:|d(z,An,) —d(z,A)| <e} DM\ {m <my <..<my}
olacagindan ve ifadenin sag tarafi ideale ait olmadigindan
{keN:|d(z,An,) —d(z,A)| <c} ¢TI

elde edilir ki, bu da A€ Zy(Ia,y) olmasi  demektir. Boylece
Ae IW(A{Ak}) CAec IW(F{Ak}) dir. L]

Teorem 3.22 (X, p) ayrilabilir bir metrik uzay, Z C 2" uygun ideal ve 4, C X’in
bos kiimeden farkh kapal alt kiimesi olsun. Herhangi bir {A;} C X kiime dizisi

icin Zyw (I'ga,y) € Lia,y olur.
Ispat. A e Ty (I'ga,y) olsun. Bu durumda her € > 0 igin,
{keN:|d(z,Ay) —d(z,A)| <e} ¢Z

olur. Her n € N igin;

1

Y = {]{GN: ’d(:l?,Ak)—d(agA) ’< E}

[e.o] . . o . o e e 7. .
olarak tanimlansin. {gpk} r—; N'nin sonsuz alt kiimesinin azalan dizisidir. Boylece,

lim d (z, Ag,) = d (z, A)

1—00
olacak sekilde K = {k = (k;) : k; < kip1} ¢ T kilmesi mevcuttur. O halde A € Lgu,y
elde edilir. O
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Teorem 3.23 (X, p) ayrilabilir bir metrik uzay, Z C 2V uygun ideal ve Ay, By,
X'’in bog kiimeden farkh kapali alt kiimeleri olsun. Z — h.h.k. igin Ay = By, ise

IW(F{Ak}) = IW(F{Bk}) ve IW(A{Ak}) = IW(A{Bk}) "dir.

Ispat. T — h.h.k. icin A, = By ve K :={keN:A;+# By} olsun. O halde
K € I'dir. Eger A € Iy (I'(4,3) ise Ve > 0 igin,

{keN:|d(z,Ay) —d(z,A)| <e} ¢Z
ifadesi elde edilir. Z — h.h.k. icin A, = B}, oldugundan
{keN:|d(z,By) —d(z,A)| <ec} ¢TI
ifadesi elde edilir. Béylece A € Zy (I'yp,}) ve sonug olarak
Tw(Tiany) € Zw(TiB,y)
dir. Benzer sekilde
Tw(Tiy) © Zw(Fiayy)
oldugu da kolayca goriilebilir. Sonug olarak
Tw (Tiany) = Zw (Tisy)

elde edilir.

Simdi ise Zy (Aga,y) = Zw (A¢p,}) oldugu gosterilsin. Bunun i¢in
{k) eN: A, #Bk} el ve AEIW(A{Ak})
olsun. Bu durumda,

lim d(z,A,,)=d(xz,A) ve M={m=(m;):m; <m,,i€N}&7T

k—o0

olacak gekilde bir M C N kiimesi vardir. O halde
M:{]{ZZkZGMVGAk#Bk}U{kIkEMVGAk:Bk}

dir. M ¢ Zve{k:ke M ve A, # By} € Z oldugundan {k : k € M ve A, = By} ¢

7 elde edilir. Son kiimeden

lim d(z, By,) = d(z,A)

k—o0
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olacak sekilde P = {p; < p2 < ... < py < ...} ¢ Z kiimesinin mevcut oldugunu gosterir.

Boylece A € Ty (A¢p,}) ve
Tw(Agan) € Tw(Asy)
elde edilir. Benzer sekilde
Tw(ABy) € Tw(Aqa,y)
ifadesi elde edilir. Sonug olarak
Iw(Aayy) = Iw(Asyy)
gosterilmig olur. O

Teorem 3.24 7, (AP) ozelligine sahip uygun ideal, (X, p) ayrilabilir bir metrik
uzay, A ve Ag, X in bog kiimeden farkli kapali alt kiimesi olsun. Herhangi bir

{Ax} C X kiime dizisi igin Zyy — lim Ay = A ise Zy, (F{Ak}) = Zw(A(a,y) = A dir.

Ispat. Zyy — lim A, = A olsun. Z, (AP) ozelligine sahip uygun ideal oldugundan
Tw(Aga,y) = A'dir. Aynica Teorem 3.21°den A € Iy (I'(a,y) elde edilic. B # A

olmak tizere B € Ty, (F{ Ak}) oldugunu kabul edelim.
N:={keN:|d(z,Ax) —d(z,B)| <e} ¢Z
kiimesinde sonsuz sayida eleman oldugundan

lim d(z, Ay) = d(x, B)

k—o00

dir. Bu durumda B € Ty (Aga,y) elde edilir. Zy (Aga,3) = A oldugundan B = A
olmahdir. Bu ise B # A kabulii ile ¢eligir. O halde Zy, (F{ Ak}) = A olur. Boylece,

Iw (Tiay) = Zw(May) = A

elde edilir. O
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4 KUME DIZILERININ ASIMPTOTIK
SE(T)-ISTATISTIKSEL DENKLIGI

Pobyvanets (1980) reel say1 dizilerin asimptotik denklik ve asimptotik regiiler matris
tamimlarini vermistir. Negatif terimli olmayan diziden diziye bir A doniigiimiiniin
asimptotik regular olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar elde etmigtir. Marouf (1993)
ve Li (1997) bu oranlar tizerinde galismiglardir. Patterson (2003) asimptotik istatis-
tiksel denk dizileri tanimlamigtir. Gumus and Connor (2011) reel say1 dizileri igin

asimptotik Z-denkligi tanimlamig ve kavram ile ilgili ozellikleri vermistir.

Mursaleen (2000) A dizileri kullanarak A-istatistiksel yakisakligin tanimini vermistir.
Bu yeni kavrami S, olarak gostermis ve bu yakinsaklik ile istatistiksel
yakinsaklik, [C| 1]-toplanabilme ve [V A]-toplanabilme arasindaki iligkileri incelemis-

tir.

Bu bolumde kiime dizileri i¢in A-istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanacak,
daha once kiime dizileri i¢in tanimladigimiz Z-yakinsaklik kavrami ile bu yakinsaklik
kavrami yardimiyla yeni yakinsaklik kavramlar: verilecek ve kiime dizileri i¢in L kath
T-asimptotik denklik ve kiime dizileri i¢in L kath Z-asimptotik A-istatistiksel denklik

(Wijsman anlaminda) tanimlar verilecek ve ilgili teoremler ifade ve ispat edilecektir.

Tanim 4.1 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ag, X in bog kiimeden farkh kapal alt

kiimeleri olsun. Eger her £ > 0 ve her bir x € X igin,

1
lim —{kel,:|d(x, A) —d(z,A)| >¢c}| =0

n—oo A\,
ise {Ax} kiime dizisi A kiimesine Wijsman A—istatistiksel yakinsaktir denir ve

Sy —limy A = A, yada {Az} = A(WS))

ile gosterilir. Burada I, = [n — A, + 1,n] dir. Tim Wijsman A—istatistiksel yakin-

sak kiime dizilerinin kimesi
WS)\ = {{Ak} : S>\ - hmw Ak = A}
seklinde gosterilir.
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Eger A\, = n ise kiime dizileri i¢in Wijsman A—istatistiksel yakinsaklik ile Wijsman

istatistiksel yakinsaklik cakigmaktadir.

Burada, A = (\,) dizisi A smifina yani azalmayan, sonsuzluga raksak ve
A1 <A +1 ve My=1

kosullarini saglayan, pozitif tamsay1 dizilerinin sinifina ait bir dizidir.

Tanim 4.2 (X, p) bir metrik uzay, A ve A;, X in bog kiimeden farkh kapal alt
kiimeleri olsun. Herbir x € X igin

) 1
lim A—nz |d (z,Ay) —d(z,A)] =0

n—o00
keln

olacak sekilde X in bog kiimeden farkli kapali bir A altkiimesi varsa {A;} dizisi
A kiimesine Wijgsman kuvvetli (V,\) toplanabilirdir denir ve {Ax} — A[V, ] ile

gosterilir.

Eger A\, = n ise, kiime dizileri i¢in Wijsman [V, A]-toplanabilirlik, kiime dizileri i¢in

Wijsman [C, 1]-toplanabilirlige indirgenir.

Teorem 4.3 (X, p) bir metrik uzay ve A € A olsun. A ve A, X in bog kiimeden
farkl kapali alt kiimeleri olsun. Bu durumda,

(1) {Ax} = A[V,A] = {Ax} = A(WS)) ve kiime dizileri igin [V, A\] C (WS))
kapsami gegerlidir.

(17) Eger {Ax} smurh (yani, {Ax} € L) ve {Ar} — A(WS,) ise bu durumda,
{Ag} — A[V, )] dir.

(1i1) WS\ N Lo = [V, \] N Lo dur.

Burada, L. sinirh kiime dizilerinin kiimesini gostermektedir.

Ispat. (i) ¢ > 0 ve {4} — A[V, )] olsun. Bu durumda,

> ld(z, Ay) —d(z, A)| = > |d (z, Ax) — d(z, A)]
hEln |d(z,A lfﬁ? A)|>

> e.{kel,:|d(x,Ay) —d(z,A)] > e}
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elde edilir. Boylece {A} — A[V,\| = {Ax} — A(WS)) saglanir.
Asagidaki 6rnek, kiime dizileri i¢in (WSy) & [V, A] oldugunu gésterir.

{k}, n-— [\//\n] +1<k<nicn
{0}, diger durumlarda,

Ay =

seklinde bir Ay dizisi tamimlayalim. {Ag} ¢ Lo dur. A = {0} olmak tizere ve her

e>0(0<e<1)igin,

)\i]{keln:|d(m,Ak)—d(x,{O})] > ey < {\ﬁm 0, n— oo,

n

saglanir. Yani,

{Ar} = {0} (WSy)

dir. Diger taraftan

,}E&%Z’d@’Ak)_d(x’{o})’ :T}Egoi[\//\_n]([z\//\_n] = :%#O

" kel, "

gerceklegir. Boylece,
{Aky = {0} [V, A]

dar.

(17) Kabul edelim ki, {Ay} smrh ve {Ax} — A(WS,) olsun. Bu durumda, her k
icin
|d (z, Ag) —d(x, A)| < M

saglayan bir M vardir. Verilen € > 0 i¢in

1 1
— 2 ld(z, Ay) —d(z, A)| = — > |d (z, Ay) — d(z, A)]
>‘n kel /\n kel

|d(z,Ap)—d(z,A)|>e

1
b e T @A) -d(na)
n kel,

|d(z,Ak)7d(z,A)|<€

M
< Tk €Ly ld (e, A) —d(w, A) 2 e} +=.
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Yani,

—Z|dm Ap) —d(z, A)| < —]{keI ld(x, Ay) — d(z, A)| > Y| + ¢

" keln
olur. Bu esitsizlikte limite gecilirse,
nh_)m X, Zke] |d(z, Ay) — d(z, A)]
1
< lim <M)\— {k eI, : |dx,Ax) —d(xz, A)| > €} +6>

bulunur. Ay — A(WS)) oldugundan esitsizliginin sag tarafindaki limit degeri ’a

esittir. Boylece,
1
lim — " |d(z, A) — d(z, A)| < e = lim = Z \d(z, Ay) — d(z, A)| =

n—oo n n~>oo

elde ederiz ki, bu

olmasi demektir.
(i) (i) ve (i) birlikte diiglintiliirse
WS\N Ly =[V,A\]N Lg

elde edilir. n

X’in bog kiimeden farkli Ay, By alt kiimeleri icin d (z; Ay, By) yi asagidaki gibi

tanimlayalim;
d(l’, Ak) o .
——=  eger x ¢ A, U By, ise
L ,eger x € Ap U By, ise

Tanim 4.4 (X, p) bir metrik uzay, Ay ve By, her x € X ve her k € N igin, X
in bog kiimeden farkl kapali altkiimeleri ve Z C 2N bir uygun ideal olmak iizere

Ve € X ve Ve > 0 igin
{]{IGNZ |d<JI,Ak,Bk>—L| 28}61

oluyorsa {A} and {Bj} kiime dizilerine Wijsman anlaminda L kath Z-asimptotik
L
denktirler denir ve Ay g4 By, ile gosterilir. Eger L = 1 ise kolayca Wijsman an-

laminda Z-asimptotik denktirler denir.
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Ornek olarak (z,y)-diizleminde ¢emberler ailesinin olusturdugu asagisdaki dizileri

dikkate alalim:

{(z,y) e R? : 22 +y*> + 2ky = 0} , eger k=n?ise
{1,1} , diger durumda

A =

ve
{(z,y) e R*: 22 + y* — 2ky = 0} , eger k=n?ise

{1,1} , diger durumda

By =

kiime dizileri diiginiildiigiinde, eger Z = Z; olarak alinirsa
{k eEN: |d($,Ak,Bk) — 1| > 6} GId

elde edilir. Boylece {Ax} and {By} kiime dizileri Wijsman anlaminda asimptotik
1
7T denktir denir. Yani, A 4 B, dir.

Tanim 4.5 (X, p) bir metrik uzay, A, Ay X in bog kiimeden farkh kapali alt kiimeleri

ve Z C 2V bir uygun ideal olmak iizere, Ve > 0 ve Vo € X icin

{nEN: 26}61

oluyorsa, { Ay} kiime dizisi A kiimesine Wijsman Z-Cesaro toplanabilirdir denir ve

{Ar} — A(Cy (Zyy)) ile gosterilir.

% Z d(x, Ay) — d(z, A)
k=1

Tanim 4.6 (X, p) bir metrik uzay, A, Ay X in bog kiimeden farkli kapal alt kiimeleri

ve Z C 2N bir uygun ideal olmak iizere, Ve > 0 ve Vo € X icin

1 n
{n eN: EZ|d(x,Ak) —d(xz,A)| > 8} €z
k=1

oluyorsa, {Ax} kime dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli Z-Cesaro toplanabilirdir

denir ve {Az} — A(Cy [Zyy]) ile gosterilir.

Tanmim 4.7 (X, p) bir metrik uzay, Ax, B, X in bog kiimeden farklh kapal altkii-

meleri ve Z C 2N bir uygun ideal olmak iizere Yz € X ve Ve > 0 icin

1
{RGNZE E |d([L’,Ak,Bk)—L|Z€}EI
k=1

oluyorsa { A} and { By} kiime dizilerine Wijsman anlaminda L kath kuvvetli Cesaro
L
T-asimptotik denktirler denir ve Ay Giiw] By, ile gosterilir. Eger L = 1 ise kolayca

Wijsman anlaminda kuvvetli Cesaro Z-asimptotik denktirler denir.
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Tanim 4.8 (X, p) bir metrik uzay, Ay, By, X in bog kiimeden farkli kapali altkii-

meleri ve Z C 2" bir uygun ideal olmak iizere Vo € X ve Ve, d > 0 icin
1
{nEN: — Nk <n:|d(z; A, Br) — L| > ¢} 25} el
n

oluyorsa {A} and {Bx} kiime dizilerine Wijsman anlaminda L kath Z-asimptotik

. .. . . SL(T, . . .
istatistiksel denktirler denir ve Ay w) By, ile gosterilir.

1 = Iy i¢in, Wijsman anlaminda L kath Z-asimptotik istatistiksel denklikle Wijsman
anlaminda L kath asimptotik istatistiksel denklik ¢akigmaktadir.

Tanim 4.9 (X, p) bir metrik uzay, A, ve By, X in bog kiimeden farkh kapal
altkiimeleri ve Z C 2V bir uygun ideal olmak iizere Vo € X ve Ve > 0 icin
1
{n eN: /\—nz |d (z; Ay, Bx) — L 25} A
keln
oluyorsa {A;} and {By} kiime dizilerine Wijsman anlaminda L kath kuvvetli

V(T
Az-asimptotik denktirler denir ve A4; * Zw) By, ile gosterilir.

Tanim 4.10 (X, p) bir metrik uzay, Ay, By, X in bog kiimeden farkli kapal altkii-

meleri ve Z C 2N bir uygun ideal olmak iizere V2 € X ve her £,6 > 0 icin
1
{n eN: )\—|{k: €l,:|d(z;Ax,By) — L| > €} > 5} €T

oluyorsa { Ay} and { By} kiime dizilerine Wijsman anlaminda L kath Z-asymptotik

SL(T
M-istatistiksel denktir denir ve Ay, NI By, ile gosterilir.

VT
Teorem 4.11 X € A ve Z, N de bir uygun ideal olsun. Eger A v Zw) By ise
SL
Ak Af(‘\]-iW) Bk dir.

. V(T
Ispat. A, * Zw) By, ve € > 0 olsun. Bu durumda,

> ld(z; Ay, By) — L > > |d (2; Ak, Bx) — L
kel kel
A3 4y, )~ L|>e

Z €|{l€ € [n . ]d(x,Ak,Bk) —L| Z €}|
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saglanir. Boylece,
! E |\d (z; Ak, Bk) L|>1\{k:€I |d (z; Ay, Bg) — L| > €}
— x; — — n o ld(z; Ay, — L >¢
A 2 ; Ak, D, =" ks Dk

olur. Bu durumda, bazi § > 0 i¢in
1
{n e N: )\—|{k €l,:|d(z;Ax,By) — L| > €} >0

1
- {nEN:)\— > |d(x; Ay, By) — L| 25(5}

n kel,
elde edilir. Sag taraftaki kiime Z idealine ait oldugundan sol taraftaki kiime de Z

idealine ait olur. Boylece ispat biter. O]

Teorem 4.12 )\ € A ve Z, N de bir uygun ideal olsun. Eger d(z, Ay,) = O(d(z, By,))
L L

ve A X w) By, ise bu durumda, Ay, W) By, dir.

: 8% (Zw) . .

Ispat. d(z, Ay) = O(d(z, By)) ve Ay *~"" By, olsun. Bu durumda her k i¢in

saglayan M pozitif sayis1 vardir. Her € > 0 i¢in
1 1

2o ld (e Ay, By) = LI = — > |d(#; 4k By) = L
)\n kel, )\TL kely
(w34, By )—L|>e
1
n kely,
|d(x;A,By)—L|<e
1 € €
< M |[{kenld@ AL B - L] 2 “H+3

n

elde edilir. Simdi, agsagidaki gibi

1
Dlz{nGN:)\—Z|d(x;Ak,Bk)—L|25}

" kel,

ve

1
DQZ{HENl)\—n

kiimelerini tanimlayalim. Eger n ¢ D ise

€ €
{k: el, \d(aj,Ak,Bk) L| 2}‘ 5 }

An

(ke llate A By - 112 S} < 5
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dir. Ayni zamanda

1 1
— > |d(x; A, Br) — L] < M)\—

)\n kel, n

g €
: : — > — —

<S4t
2 2

elde edilir. Boylece n ¢ D, dir. Bu durumda,

1
)\'n keln

1 € €
C N:—{k I, : |d(z: A, B —L>—}‘>— 7
_{TLG . € | (x k k) ‘_2 _2M}€
L L
olur. {Ax},{Bx} kiime dizileri igin Ay Sxw) By, oldugundan A, W) By elde
edilir. O

Agagidaki ornek eger {Ay},{ By} smurh degillerse teoremin dogru olmadigini gos-
termektedir.
Ornek 4.13 L =1 olsun ve

{k}7 k= kT_l + 1’ kT‘—l + 27 "'7k7“—l + [V )\n:|
{1}, diger durumda,

Ay =

seklinde bir Ay dizisi tammlayalim. Burada [ - | en biiyiik tamsay1 fonksiyonunu

gostermektedir ve tiim k igin By = {1} olsun. Bu durumda {Ax} smirsizdir.

stz vz
A Ar\(J ) B, dir. Fakat A, Ar\(J ) By, saglanmaz.

vz
Teorem 4.14 X\ € A ve Z , N de bir uygun ideal olsun. Eger Ay v Zw) By, ise

CL
Ak 1gW] Bk dir.

. L
Ispat. Kabul edelim ki A 2 By, ve € > 0 olsun. Bu durumda,

1 n 1 n—>Apn 1
— Z |d({L‘,Ak,Bk) - L| = — Z |d(ZE,Ak,Bk) - L| + — Z |d($,Ak,Bk) - Ll
N =1 n k=1 " kel
1 n2n 1
< +— > ld(@ Ay, By) — LI+ — X |d(x; Ay, B) — L
/\n k=1 >\n kel,
2
< o X (@ Ay, By) — L

/\n kel,
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ve boylece,

£
{”EN Z|dxAk7Bk L|>5}_{”€N Z|d$Ak7Bk |Z§}€I

" kel,
Vi (Zw) Ci [IW]
olur. {Ax}, {Bx} kiime dizileri igin Ay By, oldugundan, A, B;, elde
edilir.
. P,V 9 9 S (T (Tw) w)
Tiim A icin =% smurh oldugunda eger A; By, ise Ak By, oldugu kolayca
n

Y Sh(T . S ( o y . .
goriiliir, Simdi eger Ay w) By iken Ay NIw) By saglandigini gosteren teoremi

verecegiz. O]

An
Teorem 4.15 Eger lim mf — >0ve Ak w) By, ise Ak Bk dir.

. An -
Ispat. Kabul edelim ki liminf — > 0 olsun. Bu durumda yeterince biiyiik n
n

An : : .
degerleri icin — > § saglayan bir § > 0 mevcuttur. Verilen ¢ > 0 igin
n
1 1
n n

dir. Boylece,

1 1
~{k<n:ld(m A B — Ll 2 e} > —[{k € L : |d(w; Ay, By) = L] > €}

A 1
> ;—erf |d<$,Ak,Bk)—L| 28}|
1
> 5)\— {k €1, :|d(x; A, Bx) — L| > €}

saglanir. Bu durumda baz n > 0 icin
1
{nen: Litve il anB) - 112 22 0}
' 1
C {nEN:—|{k§n: \d(x;Ak,Bk)—L]Zzs}]Zné} €7
n

elde edilir. Boylece

An
liminf — >0 ve Ak w)
n

B,

§@w
iken Ak Bk oldugu aciktir. Boylece, ispat tamamlanir. O]
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5 KUME DIZILERININ Z-ASIMPTOTIK
LACUNARY ISTATISTIKSEL DENKLIGI

Bu boliimde, kiime dizilerinin Z-asimptotik lacunary istatistiksel denkligi incelenecek-

tir.

Tanim 5.1 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ag, X in bog kiimeden farkh kapal alt
kiimeleri olsun. Z C 2N bir uygun ideal olmak iizere, eger her ¢ > 0, § > 0 ve her

bir z € X i¢in
1
{n eN: EHI{ <n:l|d(z,Ax) —d(z,A)| > e} > (5} €T

ise {Ax} kiime dizisi A kiimesine Wijsman Z-istatistiksel yakinsak ya da { A} kiime
dizisi A kiimesine S (Zy )-yakinsaktir denir ve Ay — A (S (Zw)) ile gosterilir.

Tim Wijsman Z-istatistiksel yakinsak diziler kiimesi S (Zy,) ile gosterilir.

1 = Iy oldugunda kiime dizileri i¢in Wijsman Z-istatistiksel yakinsaklik ile Wijsman

istatistiksel yakinsaklik ¢akismaktadir.

Tanim 5.2 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizi, A ve A, X in bog kiimeden
farkl kapali alt kiimeleri olsun. Z C 2V bir uygun ideal olmak iizere, eger her € > 0,

0 > 0 ve her bir x € X icin
1
{rGN:h—HkE[T:|d(x,Ak)—d(x,A)| > e} 25} €T

ise {Ay} kiime dizisi A kiimesine Wijsman Z-lacunary istatistiksel yakinsak ya da
{A)} kiime dizisi A kiimesine Sy (Zy) yakmnsaktir denir ve A, — A (Sp (Zw)) ile

gosterilir.
Tim Wijsman Z-lacunary istatistiksel yakinsak diziler kiimesi Sy (Zy) ile gosterilir.

1 = Z; oldugunda kiime dizileri icin Wijsman Z-lacunary istatistiksel yakinsaklk

ile Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaklik ¢akigmaktadir.
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Tanmim 5.3 (X, p) bir metrik uzay, 0 bir lacunary dizi, A ve Ay, X in bog kiimeden
farkl kapal alt kiimeleri olsun. Z C 2" bir uygun ideal olmak iizere, eger her € > 0

ve her bir z € X icin

{reN:hiZu(x,Ak)—d(x,A)\ 25} el

" kel,

ise {Ax} kiime dizisi A kiimesine Wijsman anlaminda kuvvetli Z-lacunary yakinsak
yada {Ay} kiime dizisi A kiimesine Ny (Zy)-yakimsaktir denir ve Ay, — A (Ny (Zy))

ile gosterilir.

Tim Wijsman anlaminda kuvvetli Z-lacunary yakinsak diziler kiimesi Ny (Zy) ile

gosterilir.

Tanmim 5.4 (X, p) bir metrik uzay, € bir lacunary dizi, A, By, X in bog kiimeden
farkli kapal altkiimeleri ve Z C 2% bir uygun ideal olmak iizere Vo € X ve Ve > 0,
Vd > 0 igin

1
{TGN:h—H/{:G_fT:\d(x;Ak,Bk)—L|25}|Z5} el

oluyorsa, {Ax} and {B} kiime dizilerine Wijsman anlaminda L kath Z-asimptotik

& (Tw)

S,
lacunary istatistiksel denktirler denir ve A;, °~ B ile gosterilir ve eger L = 1 ise

kolayca Wijsman anlaminda Z-asimptotik lacunary istatistiksel denktirler denir.

1 = Iy icin, Wijsman anlaminda L kath Z-asimptotik lacunary istatistiksel denklikle

Wijsman anlaminda L kath asimptotik lacunary istatistiksel denklik cakigmaktadir.

Tanmim 5.5 (X, p) bir metrik uzay, € bir lacunary dizi, A, By, X in bog kiimeden
farkli kapal altkiimeleri ve Z C 2% bir uygun ideal olmak iizere Vo € X ve Ve > 0
icin

1
{reN:h—Z\d(x;Ak,Bk)—MZa} el

" kel
oluyorsa, {Ax} and {By} kiime dizilerine Wijsman anlaminda L kath kuvvetli Z-

NI (T
asimptotik lacunary denktirler denir ve Ay o W) By, ile gosterilir.
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Teorem 5.6 (X, p) bir metrik uzay, Ay ve By, X in bos kiimeden farkli kapal alt

kiimeleri, # bir lacunary dizi ve Z C 2% bir uygun ideal olsun.

(i) (a) Eger {4} 7" (B} ise bu durumda {4} S (B} dir.
(b) {Ak} {Bk} olmasi {Ak} {Bk} olmasini gerektirmez.

(ii) Eger d(x Ak) = O(d(z,By)) ve {Ak} {Bk} ise bu durumda,
{Ak} {Bk} dlI‘

NE (IW

Ispat. (i) — (a). € >0 ve {A;} * {Bg} olsun. Bu durumda,

L ld@AeB)~L = Y ld@AuB) - L
kel kel
|d(x;A,Br)—L|>e

> e |{k €l :|d(z; Ay, By) — L| > ¢}

dir. Boylece,

1
By~ L| > - |{k € I : |d (a: A, By) — L] > &}

" kel

olur. Aymi zamanda baz § > 0 i¢in

{reN: ik [{ke i ld(w Ay B) - L 2 2} 2 0}

C {TGNZ,% > |d (x5 Ag, By) — L 26.5} A

kel

elde edilir. Sonug olarak {Ak} {Bk} dir.
(i) — (b) 0 lacunary dizi olsun. {A;} kiime dizisini,

{k}y , eger b,y <k <k._1+[Vh)] r=12,..
{1} , diger durumda.

Ak =

ve { B} kiime dizisini ise ttim k igin, { By} = {1} olarak tammlayahm Bu §ekilde
S Tw) {B} saglanir ama {Ak} {Bk}

saglanmaz.
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L
(it) d(z,Ay) = O(d(z, By)) ve {A} Sollw) {Br} oldugunu kabul edelim.
d(z, A) = O(d(z, By,)) oldugundan, herbir « € X ve her k i¢in

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Buradan € > 0 icin,

1 1
X l@AGB) - Ll = o= Y ld@AnB) - L
hy yei, h, ey

|d(x;Ag,B)—L|>¢

1
T k‘elr
|d(2; Ak, By)—L|<e

M € €
< W {k €l :|d(x; A, By) — L| > 5}’ —|—§
dir. Simdi, agagidaki gibi
1
D, = {r e N: h—TZ|d(x;Ak,Bk) — L Ze}
kel
ve
1 € 3
Do={reN:— {ke],,:yd(x;Ak,Bk)—u z—}‘ > &
h 2 2
kiimelerini tanimlayalim. Eger r ¢ D, ise
— {k;e[ |d (z: A B)—L]>§H<i
h,,,, o y L1k, Dk =9 IM
dir. Aym zamanda
1 M
= Y (@ A B — L < - |{kebild@ A B — L1 = S} + 5
hT kel, hr 2 2
CEeio,
2 2

elde edilir. Boylece r ¢ Dy dir. Sonug olarak,

1
{rEN:h— > |d(x;Ak,Bk)—L|25}

T kel'r

1
Q{TGN:—

€ g
W {ke[r |d (25 Ay, By) — L| > 5}‘ > }ez

= oM

L L
elde edilir. Bu ise {Ay} o) {By} iken {Ax} Nelw) {B} oldugunu gosterir. [
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Teorem 5.7 (X, p) bir metrik uzay, A ve By, X'in bog kiimeden farkli kapal
altkiimeleri ve 6 bir lacunary dizi olsun. Her 6 = {k,} lacunary dizi icin eger

liminf, g, > 1 ise, bu durumda
SE(I S§(Iw)
(A} "B = (A N (B
dir.

ispat. liminf, g. > 1 olsun. O halde yeteri kadar biiytik r i¢in ¢, > 1 + « olacak

sekilde bir a > 0 sayis1 vardir. Bu durumda

kr > 14 N kr—l < 1 -1 kr—l >1 1 N kr_k:r—l > «
r = = (67 >~ - = 1 = =
"= b 1ta k, 1+ k, 1+a
:>kr—k,,,1> « :>hr> «
k, “ 14+ k. — 1+«

L
dir. Eger {Ax} ) {By} ise, bu durumda £ > 0 ve her bir z € X i¢in ve yeteri

kadar biiyiik r i¢in

1 1

a 1
1+ ah,

{k el :|d(x; A, Bx) — L| > ¢}|
elde edilir. Boylece, bazi § > 0 ic¢in,

1
{reN:h—Hk;eL;|d(x;Ak,Bk)—L| > ¢} 25}

T

1 (SO&
C P — < Ky ; —Lf= =

L
dir. {Ax} ) {Bx} oldugundan sag taraftaki kiime ideale ait oldugundan sol

SL
taraftaki kiime de ideale ait olur. Boylece, { Ay} o) {B} dir. O

Simdiki sonug # lacunary dizisinin baz1 C' € F (Z) kiimeleri igin
U{n:kT_l <n<k.,reC}eF (I

kosulunu sagladigi kabul edilecektir.
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Teorem 5.8 (X, p) bir metrik uzay, Ay ve By, X in bog kiimeden farkl kapali alt
kiimeleri ve 6 bir lacunary dizi olsun. Her § = {k, } lacunary dizi i¢in lim sup, ¢, < oo

ise, bu durumda

{Ak} {Bk} - {Ak} {Bk}

dir.

ispat lim sup, ¢, < oo olsun. O zaman, Vr > 1 icin ¢, < M olacak gekilde bir
0 < M < oo sayist vardir. {Ak} ) {Bg} oldugunu kabul edelim ve ¢, d, 6; > 0
icin

1
O:{reN:h—Hk’eIr:|d(:p;Ak,Bk)—L| > el <5}

ve

1
T:{nEN:ﬁ|{k§n:|d(ac;Ak,Bk)—L\25}\<51}.

kiimelerini tamimlayalim. Kabuliimiizden C' € F(Z) dir. Bununla birlikte tiim
j € C i¢in
1
Kj = h—|{]{? € [j . |d($,Ak,Bk) —L| > €}| <0
J
incelensin. n € N, baz1 r € C igin k,_; < n < k, sartin1 saglayan herhangi bir

tamsay1 olsun. O zaman,

1
=k <n:|d(x; Ae, By) — L] = e}
n

Hk <k, :|d(z; Ay, By) — L| > ¢}|

r—1
=7 H{k eI :|d(x; Ay, By) — L| > €}
r—1
+k {k € I : |d(x; Ay, By) — L| > ¢}
r—1
+ot g {k eI, :|d(z; A, By) — L| > €}|
r—1
k1
~ B L ke n: (e AnB) — L] > ¢}
kr 1hl

20



ky — ky 1
- {k € L |d(a: Ay, By) — L| > €}
2

kr—l
kyp — k1 1
————=—{k €I, : |d(x; Ay, By) — L| > ¢}|
k'rfl hr
kl kQ - ]ﬁ kr — kr,l
= K Ko+...+ ——K,
kr—l o kr—l 2 * kr—l

ky
< {supjec Kj} T < M.

r—1

4]

dir. 0y = i olarak segilsin ve C' € F (Z) iken

U{n:kT,1<n§kr,rEC}CT

oldugundan, 6 lacunary dizisi tizerindeki kabulden 7" kiimesi F (Z) siizgecine aittir

ve boylece ispat biter. O]

Yukaridaki Teorem 5.7 ve Teorem 5.8 birlikte disiiniildiigiinde asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 5.9 (X, p) bir metrik uzay, A, By X in bosg kiimeden farkli kapali

altkiimeleri ve @ bir lacunary dizi olsun.
Sk@w) SL(T
A TR B = {Ag TR (B

olmasi igin gerek ve yeter sart 1 < liminf, ¢, < limsup, ¢, < oo saglanmasidir.
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