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HALKALAR ÜZERİNE
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

GENİŞLETİLMİŞ ARMENDARİZ HALKALAR ÜZERİNE

Serhat TOKATÇI

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Fatma KAYNARCA

Bu çalışma üç ana bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm, giriş kısmına ayrılmıştır.

İkinci bölümde, çalışma için gerekli kavramların tanımları ve bazı teoremler ver-

ilmiştir. Üçüncü bölümün birinci kısmında, α-skew Armendariz halkalar tanıtılarak

bir halkanın α-skew Armendariz olması için bazı karakterizasyonlar verilmiştir. İkinci

kısmında, α-skew Armendariz halka sınıfının diğer halka sınıflarıyla olan ilişkileri in-

celenmiştir. Üçüncü kısımda, α-Armendariz halka sınıfı tanıtılarak bazı özellikleri

incelenmiştir. Son olarak dördüncü kısımda α-Armendariz halkaların diğer halka

sınıflarıyla arasındaki ilişkiler araştırılmıştır.

2014, v+80 sayfa

Anahtar Kelimeler : α-skew Armendariz halka, α-Armendariz halka, inmiş halka,

aşikar genişleme, matris halkası, polinom halkası
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ABSTRACT

M. Sc Thesis

ON EXTENDED ARMENDARIZ RINGS

Serhat TOKATÇI

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Asistant Professor Doctor Fatma KAYNARCA

This thesis consists of three basic chapters. The first chapter is devoted to the in-

troduction. The second chapter introduces preliminaries, definitions and necessary

theorems that will be required for later use. In the first part of the third chapter, by

introducing α-skew Armendariz rings some characterizations are given for a ring to be

an α-skew Armendariz ring. In the second part, relationships between α-skew Armen-

dariz rings and other rings are investigated. In the third part, the properties of these

rings are studied by presenting the class of α-Armendariz ring. Finally, the fourth

section is devoted to showing the relationships between α-Armendariz and other rings.

2014, v+80 pages

Key Words : α-skew Armendariz ring, α-Armendariz ring, reduced ring, trivial

extension, matrix ring, polynomial ring.
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SİMGELER DİZİNİ

Simgeler

α R’nin bir endomorfizması

ᾱ R’nin bir α endomorfizmasının genişletilmişi

Eij Matris birimleri

IR R’nin birim endomorfizması

lR(X) X’in sol sıfırlayanı

Mn(R) R üzerindeki n× n tipindeki tüm matrislerin halkası

MR Sağ R modül

rR(X) X’in sağ sıfırlayanı

R Herhangi bir halka

R[x] R üzerindeki polinomlar halkası

R[x;α] R’nin skew polinom halkası

T (R,M) = R⊕M R halkasının M modülü ile aşikar genişlemesi

UTMn(R) R üzerindeki n× n tipindeki üst üçgensel matrislerin halkası

Z Tam sayılar halkası olmak üzere

Zn n modülüne göre tam sayıların kümesi

v



1 GİRİŞ

Armendariz halka kavramı; 1997’de tanımlanmasının ardından pek çok yazar tarafın-

dan günümüze kadar araştırılan, genişletilen popüler bir konu olmuştur. Rege and

Chhawchharia (1997), bu kavramı ilk ortaya atan kişilerdir. R bir halka ve R[x];

R halkası üzerindeki polinomlar halkası olmak üzere R[x]’deki f(x) = a0 + a1x +

. . . + anx
n ve g(x) = b0 + b1x + . . . + bmx

m polinomları için f(x)g(x) = 0 iken her

i, j için aibj = 0 sağlanıyorsa R halkasını Armendariz olarak adlandırmışlardır. Bu

ismi vermelerinin nedeni, 1974’de ilk olarak inmiş (sıfırdan farklı sıfırüslü eleman

bulundurmayan) bir halkanın bu özelliği sağladığını E. P. Armendariz’in göstermiş

olmasıdır. Bu anlamda Armendariz halkalar inmiş halkaların bir genelleştirilmişidir.

Armendariz halka fikri; bir halkanın sıfır bölenleri ile polinom halkasının sıfır bölenleri

arasındaki ilişkinin anlaşılması bakımından önemlidir. Armendariz halkaların değişik

özelliklerinin ve karakterizasyonlarının incelendiği Rege and Chhawchharia (1997),

Anderson and Camillo (1998), Kim and Lee (2000), Huh (2002), Lee and Wong (2003),

Lee and Zhou (2004),... gibi pek çok çalışma yapılmıştır. Bu çalışmalarda; Armendariz

bir R halkasının R[x] polinom halkası, R[x;α] skew polinom halkası, Mn(R) matris

halkası, UTMn(R) üst üçgensel matris halkası, R/I bölüm halkası, T (R,R) aşikar

genişlemesi, Q(R) klasik kesirler halkası ve eRe geniş-lemesi, gibi bazı genişlemelerinin

de Armendariz olup olmadığı ya da hangi koşullar altında Armendariz olduğu farklı

yaklaşımlarla incelenmiştir.

Krempa (1996), a ∈ R olmak üzere bir R halkasının bir α endomorfizmasını; aα(a) = 0

iken a = 0 sağlanıyorsa katı olarak adlandırmıştır. Hong vd. (2000); R halkasının

bir katı α endomorfizması varsa R’yi α-katı olarak adlandırmışlardır. Aynı zamanda

bir halkanın herhangi katı endomorfizmasının bir monomorfizma ve α-katı halkaların

inmiş olduğunu ifade etmişlerdir. α-katı halkaların özellikleri Krempa (1996) ve Hi-

rano (1999) tarafından çalışılmıştır.

Bir α : R → R endomorfizması ile birlikte bir R halkası için, R’nin bir R[x;α] skew

polinom halkası (aynı zamanda endomorfizma tipinin bir Ore genişlemesi); her r ∈ R

için xr = α(r)x biçiminde tanımlanan yeni çarpma işlemi ile birlikte R üzerindeki
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polinomların bir halkası olarak tanımlanır. Bir R halkasının Armendariz olma özelliği

R[x] polinom halkasına taşınırken R[x;α] skew polinom halkasına taşınamamaktadır.

Bundan dolayı Hong vd. (2003); α-katı ve Armendariz halkaların bir genellemesi olan

α-skew Armendariz halka kavramını şöyle tanımlamışlardır: α, bir R halkasının bir

endomorfizması olmak üzere p(x)q(x) = 0 olacak şekilde R[x;α]’daki p(x) =
∑m

i=0 aix
i

ve q(x) =
∑n

j=0 bjx
j polinomları için aiα

i(bj) = 0 (her 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için)

oluyorsa R halkası α endomorfizması ile birlikte bir skew-Armendariz halkadır (ba-

sitçe, bir α-skew Armendariz halkadır). Tez çalışmasının ikinci bölümünde; bu çalışma

için gerekli olan bazı temel kavramların tanımlarına ve bazı özelliklerine yer ver-

ilmesinin ardından üçüncü bölümün birinci kısmında α-skew Armendariz halka sınıfı

tanıtılmış ve tezin hazırlanmasında kullanılan yayınların tarih sırası dikkate alınarak,

α-skew Armendariz halkaların sağladığı bir takım özellikler ayrıntılı bir biçimde in-

celenmiştir. Daha açık bir ifadeyle α-skew Armendariz halkaların alt halkalarının

ve direkt çarpımlarının da α-skew Armendariz olduğu, α-katı halkaların α-skew Ar-

mendariz olduğu (fakat bu ifadenin tersinin doğru olmadığı), α-skew Armendariz

bir halkanın polinom halkasının hangi koşullar altında α-skew Armendariz olduğu,

α-skew Armendariz bir halkanın her homomorfik görüntüsünün α-skew Armendariz

olması gerekmediği (hangi koşullar altında α-skew Armendariz olduğu), α-katı bir

halkanın aşikar genişlemesinin ve bazı özel tipteki matris halkalarının α-skew Armen-

dariz olduğu gösterilmiştir. Ayrıca ᾱ-skew Armendariz olmayan matris halkalarının

(göreceli maksimal) ᾱ-skew Armendariz olan bazı alt halkaları belirlenmiştir. Bun-

dan başka R halkasının α-skew Armendariz olması koşulu ile R halkasının Baer ya da

p.p.-halka olma özelliklerinin R[x;α] skew polinom halkasına taşınabildiği açık olarak

ifade edilerek bu halka sınıfının diğer halka sınıflarıyla aralarındaki ilişkiler de ortaya

konmuştur.

Hong vd. (2006); R[x] polinom halkasındaki polinomlar yerineR[x;α] skew polinomlar

halkasındaki polinomlar üzerinde yeni bir Armendarizlik tanımı vermişlerdir: α, bir

R halkasının bir endomorfizması olmak üzere p(x)q(x) = 0 olacak şekilde R[x;α]’daki

p(x) =
∑m

i=0 aix
i ve q(x) =

∑n
j=0 bjx

j polinomları için aibj = 0 (her 0 ≤ i ≤ m

ve 0 ≤ j ≤ n için) ise R halkasını α-Armendariz olarak adlandırmışlardır(Hong at

al. 2006). α-Armendariz halkalar α-skew Armendariz halkaların, α-katı halkalar da
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α-Armendariz halkaların bir genellemesidir. Hong vd. (2006)’da; Hong vd. (2003)’te

ifade ettikleri “R inmiş α-skew Armendariz bir halka ve α bir monomorfizma iken R

halkası α-katı olur mu?” sorusuna “R’nin α-skew Armendariz” olması yerine “R’yi

α-Armendariz” alarak olumlu cevap vermişlerdir. Ayrıca α-Armendariz halkaların

ve genişlemelerinin özelliklerini incelemişlerdir. Buna ek olarak α-Armendariz bir

R halkası için R ile R[x;α] skew polinom halkasının çeşitli özellikleri ve aralarındaki

güçlü bağlantılar gösterilmiştir. Armendariz halkalarla ilgili daha önceden bilinen bazı

sonuçlar α-Armendariz halkaların özelliklerinden yeniden ifade edilmiştir. Bundan

başka “simetrik olma” “terslenebilir olma” “Baer olma” ve “p.p.-halka olma” gibi bazı

özelliklerin α-Armendariz bir R halkasından R[x;α] skew polinom halkasına taşındığı

gösterilmiştir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez çalışması için gerekli olan temel kavramlar ve bazı özellikler verile-

cek ve sonraki bölümlerde ihtiyaç duyulacak olan bazı halka sınıfları tanıtılacaktır.

Bu bölümde temel kaynak olarak Anderson and Fuller (1992) ve Hungerford (2000)

kullanılacaktır. Bu çalışmada, aksi belirtilmedikçe R birimli bir halkadır. Halkanın

toplamaya göre etkisiz elemanı 0 ve çarpımsal birimi 1 ile gösterilecektir.

2.1 Genel Tanımlar

Tanım 2.1.1 Bir R halkasında sıfırdan farklı bir a elemanına; sırasıyla ab = 0

(ba = 0) olacak şekilde sıfırdan farklı bir b elemanı varsa sırasıyla bir sol (sağ) sıfır

bölen denir. R’nin bir elemanı hem sol hem de sağ sıfır bölen ise bir sıfır bölen olarak

adlandırılır.

Tanım 2.1.2 1R 6= 0R olmak üzere değişmeli ve birimli bir R halkasının sıfır böleni

yoksa R halkası tamlık bölgesi olarak adlandırılır.

Tanım 2.1.3 R halkasının bir I ideali ve bir α endomorfizması için

• r ∈ R olmak üzere r2 ∈ I iken r ∈ I oluyorsa I; bir yarıasal ideal

• α(I) ⊆ I oluyorsa I; bir α-ideal,

• α−1(I) = {a ∈ R : α(a) ∈ I} = I oluyorsa I; bir α-değişmez ideal

olarak adlandırılır.

Uyarı 2.1.4 Her α-değişmez ideal bir α-idealdir. Gerçekten I bir α-değişmez ideal

olsun. b ∈ α(I) alalım. Bu durumda b = α(a) olacak şekilde a ∈ I vardır. I ideali

α-değişmez olduğundan I = α−1(I) ve buradan da a ∈ α−1(I) olup α(a) = b ∈ I

bulunur. Sonuç olarak α(I) ⊆ I olduğundan I bir α-idealdir.

Tanım 2.1.5 Bir R halkasının bir I ideali için R/I = {r + I : r ∈ R} kümesine

R’nin I’ya göre bölüm halkası (ya da R’nin homomorfik görüntüsü) denir.

α bir R halkasının bir endomorfizması ve I; R’nin bir α-ideali ise her a ∈ R için α

endomorfizması; ᾱ(a + I) = α(a) + I ile tanımlanarak bir ᾱ : R/I → R/I endomor-

fizmasına genişletilebilir.
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Tanım 2.1.6 R bir halka ve P , R’nin kendisinden farklı bir ideali olsun. R’nin A,B

idealleri için AB ⊆ P iken A ⊆ P veya B ⊆ P oluyorsa, P ’ye R’nin asal ideali denir.

R’nin tüm asal ideallerinin arakesitine R’nin asal radikali denir.

Tanım 2.1.7 Her bir i ∈ I için Ri birer halka olmak üzere bileşensel toplama ve

çarpma işlemleriyle birlikte

{(ai)i∈I : ai ∈ Ri}

kümesine Ri’lerin direkt çarpımı denir ve
∏

i∈I Ri ile gösterilir.

Her bir i ∈ I için Ri’nin bir αi endomorfizması yardımıyla, her (ai)i∈I ∈
∏

i∈I Ri için

ᾱ((ai)i∈I) = (αi(ai))i∈I ile
∏

i∈I Ri’nin bir ᾱ endomorfizması tanımlanabilir.

Tanım 2.1.8 R bir halka ve RMR bir bimodül olsun. R’nin M ile aşikar genişlemesi

(trivial extension) olarak adlandırılan R⊕M kümesi;

(r1,m1) + (r2,m2) = (r1 + r2,m1 +m2)

(r1,m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 +m1r2)

ile tanımlanan işlemlerle bir halkadır. Bu halka T (R,M) ile gösterilir. Bu halka

aynı zamanda r ∈ R ve m ∈ M olmak üzere

 r m

0 r

 formundaki tüm matrislerin

halkasına izomorftur. Yani

T (R,M) = R(+)M ∼=


 r m

0 r

 : r ∈ R,m ∈M


biçimindedir.

R’nin bir α endomorfizması, her (a, b) ∈ T (R,R) için ᾱ(a, b) = (α(a), α(b)) biçimin-de

tanımlanarak T (R,R)’nin bir ᾱ endomorfizmasına genişletilebilir.

2.2 Polinom Halkaları

R bir halka olmak üzere R üzerindeki f(x) = a0 +a1x+a2x
2 + · · ·+anx

n biçimindeki

tüm polinomların kümesi; polinomların bilinen toplama ve çarpma işlemlerine göre

bir halkadır ve bu halka R[x] ile gösterilir.

R’nin bir α endomorfizması; her
∑m

i=0 aix
i ∈ R[x] için ᾱ(

∑m
i=0 aix

i) =
∑m

i=0 α(ai)x
i

biçiminde tanımlanarak R[x]’in bir ᾱ endomorfizmasına genişletilebilir.
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Tanım 2.2.1 R bir halka olmak üzere

R[x;x−1] =

{
n∑
i=k

aix
i : ai ∈ R (k ve n negatif olabilir)

}

kümesi polinomların bilinen toplama ve çarpma işlemleriyle bir halkadır ve bu halka

Laurent polinomlar halkası olarak adlandırılır.

Tanım 2.2.2 R bir halka ve α : R −→ R bir halka endomorfiması olsun. Bir

δ : R −→ R toplamsal dönüşümü; her a, b ∈ R için

δ(ab) = δ(a)b+ α(a)δ(b)

özelliğini sağlarsa, bu durumda δ dönüşümüne R’nin bir α-türevi (α-derivation) denir.

Tanım 2.2.3 R bir halka; α, R’nin bir endomorfizması ve δ, R’nin bir α-türevi olsun.

R halkasının R[x;α, δ] Ore genişlemesi ; polinomların bilinen toplaması ve herhangi

bir a ∈ R için

xa = α(a)x+ δ(a)

ile tanımlanan yeni çarpma işlemi ile birlikte bir halkadır. Eğer δ, R’nin sıfır endo-

morfizması ise, bu durumda R[x;α, 0] yerine R[x;α] yazılır ve bu halka endomorfizma

tipinin bir Ore genişlemesi (ya da skew polinom halkası) olarak adlandırılır. Diğer bir

ifadeyle R[x;α] kümesi polinomlardaki bilinen toplama işlemi ve

xa = α(a)x

ile tanımlanan çarpma işlemi ile birlikte bir halkadır.

Özel olarak α, R’nin birim endomorfizması ve δ, R’nin sıfır endomorfizması olarak

alınırsa R[x; IR, 0] = R[x] olacağı açıktır.

2.3 Matris Halkaları

Bu bölümde bir R halkasından elde edilen bazı özel tipteki matris halkaları tanıtılacak-

tır.

Tanım 2.3.1 R bir halka olmak üzere R üzerindeki n× n tipindeki tüm matrislerin

kümesi, matrislerin bilinen toplama ve çarpma işlemlerine göre toplamsal birimi
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n × n tipindeki sıfır matrisi, çarpımsal birimi ise n × n tipindeki birim matris olan

bir halkadır. Burada sıfır matrisi O ile birim matrisi ise In ile gösterilecektir. R

üzerindeki n× n tipindeki tüm matrislerin halkası

Mn(R) = {[aij]n×n : aij ∈ R}

ile gösterilecektir. R üzerindeki n × n tipindeki tüm üst üçgensel matrislerin halkası

ise

UTMn(R) = {[aij]n×n : aij ∈ R ve i > j iken aij = 0}

ile gösterilecektir.

R’nin bir α endomorfizması; her [aij]n×n ∈ Mn(R) (ya da her [aij]n×n ∈ UTMn(R))

için ᾱ([aij]n×n) = [α(aij)]n×n biçiminde tanımlanarak Mn(R)’nin ( ya da UTMn(R))

bir ᾱ endomorfizmasına genişletilebilir.

Tanım 2.3.2 Herhangi bir R halkası üzerinde i. satır j. sütunundaki bileşeni 1, diğer

bileşenleri 0 olan matrislere matris birimleri (matrix units) denir ve Eij ile gösterilir.

Örneğin herhangi bir R halkası üzerindeki tüm 2× 2 tipindeki matris birimleri 1 0

0 0

 ,

 0 1

0 0

 ,

 0 0

1 0

 ,

 0 0

0 1


dir.

Tanım 2.3.3 Herhangi bir A ∈ Mn(R) için, RA = {rA : r ∈ R } olsun. n ≥ 2 için

{Ei,j : 1 ≤ i, j ≤ n } matris birimleri kümesi olmak üzere, V =
∑n−1

i=1 Ei,i+1 olsun.

n = 2k ≥ 2 çift sayısı için,

Aen(R) =
k∑
i=1

n∑
j=k+i

REi,j, Be
n(R) =

k+1∑
i=1

n∑
j=k+i−1

REi,j

ve n = 2k + 1 ≥ 3 tek sayısı için,

Aon(R) =
k+1∑
i=1

n∑
j=k+i

REi,j, Bo
n(R) =

k+2∑
i=1

n∑
j=k+i−1

REi,j

olarak tanımlanır. Diğer taraftan

n = 2k için An(R) = RIn +RV + . . .+RV k−1 + Aen(R),

Bn(R) = RIn +RV + . . .+RV k−2 +Be
n(R),

n = 2k + 1 için An(R) = RIn +RV + . . .+RV k−1 + Aon(R),

Bn(R) = RIn +RV + . . .+RV k−2 +Bo
n(R)
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olarak tanımlanır. Örneğin, n = 2k = 4 (k = 2)için

A4(R) =




a1 a2 a b

0 a1 a2 c

0 0 a1 a2

0 0 0 a1

 : a1, a2, a, b, c ∈ R


,

B4(R) =




a1 a b c

0 a1 d r

0 0 a1 s

0 0 0 a1

 : a1, a, b, c, d, r, s ∈ R


ve n = 2k + 1 = 5 (k = 2)için;

A5(R) =





a1 a2 a b c

0 a1 a2 d r

0 0 a1 a2 s

0 0 0 a1 a2

0 0 0 0 a1


: a1, a2, a, b, c, d, r, s ∈ R


,

B5(R) =





a1 a b c d

0 a1 r s t

0 0 a1 u v

0 0 0 a1 w

0 0 0 0 a1


: a1, a, b, c, d, r, s, t, u, v, w ∈ R


şeklindedir (Lee and Zhou 2004).

Tanım 2.3.4 Herhangi bir R halkası için n = 2k ≥ 2 pozitif bir çift tam sayı olmak

üzere

Vn(R) =
k∑
i=1

n∑
j=k+1

REi,j +
k−1∑
j=1

REj,k +RIn

ve n ≥ 2 pozitif bir tam sayı ve k = [n/2] (yani; n = 2k’daki k değeri ve n = 2k+1’deki

k değeri) olmak üzere

Un(R) =
k∑
i=1

n∑
j=k+1

REi,j +
n∑

j=k+2

REk+1,j +RIn
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matris halkaları tanımlıdır.

R’nin bir α endomorfizması; her [aij]n×n ∈ Vn(R) (ya da her [aij]n×n ∈ Un(R) ) için

ᾱ([aij]n×n) = [α(aij)]n×n

biçiminde tanımlanarak Vn(R)’nin (ya da Un(R)’nin) bir ᾱ endomorfizmasına genişle-

tilebilir.

2.4 Klasik Sağ Kesirler Halkası

Tanım 2.4.1 R bir halka olsun. s ∈ R olmak üzere her 0 6= r ∈ R için rs 6= 0 ve

sr 6= 0 ise s’ye düzenli (regular) eleman denir. Başka bir ifadeyle bir r ∈ R için rs = 0

veya sr = 0 iken r = 0 oluyorsa s’ye düzenli (regular) eleman denir.

Bir halkanın birimi düzenli eleman iken sıfırı düzenli eleman değildir. Ayrıca bir R

halkasının tersinir elemanları da düzenlidir. Gerçekten; s ∈ R tersinir olsun. r ∈ R

olmak üzere rs = 0 olduğunu kabul edelim. s tersinir olduğundan rss−1 = 0s−1 olur.

Buradan r = 0 olup s düzenlidir. Fakat bu ifadenin tersi her zaman doğru değildir.

Örneğin Z halkasında 2 düzenli elemandır fakat tersinir değildir. Bundan başka, bir

tamlık bölgesinde sıfırdan farklı her eleman düzenlidir.

Tanım 2.4.2 R bir halka olmak üzere S, R’nin çarpımsal alt monoidi (yani R’deki

çarpma işlemine göre birimli ve birleşmeli olan bir alt kümesi) olmak üzere;

(i) ν : R→ Q homomorfizması her s ∈ S için ν(s) tersinir olacak şekilde vardır.

(ii) Q’nun her elemanı s ∈ S ve r ∈ R için [ν(s)]−1ν(r) formundadır.

özellikleri sağlanırsa Q halkasına R’nin S’ye göre kesirlerinin halkası (quotient ring)

denir.

Lemma 2.4.3 S = {r ∈ R : r düzenli eleman} kümesi R’nin bir çarpımsal kapalı

bir alt monoididir.

İspat r1, r2 ∈ S alalım. r1r2 ∈ S yani r1r2 düzenli olduğunu gösterelim. Kabul

edelim ki r(r1r2) = 0 olsun. R halkası birleşmeli olduğundan (rr1)r2 = 0 olup r2

düzenli eleman olduğundan rr1 = 0’dır. r1 düzenli eleman olduğundan r = 0 bulunur.
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Benzer olarak (r1r2)r = 0 olsun. R halkası birleşmeli olduğundan r1(r2r) = 0 olup

r1 düzenli olduğundan r2r = 0 olur. r2 düzenli eleman olduğundan r = 0 elde edilir.

Sonuç olarak r1r2 ∈ S bulunur. 1R ∈ S ve S’de birleşme özelliği var olduğundan S,

R’nin çarpımsal kapalı alt monoididir.

Tanım 2.4.4 S = {r ∈ R : r düzenli eleman} olmak üzere birebir olan ϕ : R→ Q

dönüşümü varsa Q’ya R’nin klasik sağ kesirler halkası (classical right quotient ring)

denir.

α bir R halkasının bir endomorfizması; b düzenli olmak üzere a, b ∈ R olacak şekildeki

herhangi ab−1 ∈ Q için ᾱ(ab−1) = α(a)α(b)−1 biçimde tanımlanarak Q’nun bir ᾱ

endomorfizmasına genişletilebilir.

Tanım 2.4.5 S, R’nin bir alt monoidi olsun. Bu durumda, aşağıdaki özellikler

sağlanı-yorsa S’ye bir dominator (ya da Ore) küme denir.

(i) Herhangi s1 ∈ S ve r1 ∈ R için s2r1 = r2s1 olacak şekilde s2 ∈ S ve r2 ∈ R

vardır.

(ii) r ∈ R ve s ∈ S için rs = 0 ise s′r = 0 olacak şekilde s′ ∈ S vardır.

Önerme 2.4.6 R, S’ye göre klasik sağ (sol) kesir halkasına sahipse S Ore kümedir.

2.5 Bazı Halka Sınıfları

Bu kısımda Armendariz halkalarla ilişkileri olan bazı halka sınıflarının tanımları ver-

ilecek ve aralarındaki ilişkiler incelenecektir.

Tanım 2.5.1 R bir halka, α; R’nin bir endomorfizması ve a ∈ R olmak üzere

aα(a) = 0 iken a = 0 oluyorsa α bir katı (rigid) endomorfizma olarak adlandırılır

(Krempa 1996). Bir R halkasının bir katı α endomorfizması varsa R halkası α-katı

olarak adlandırılmıştır (Hong et al. 2000).

Tanım 2.5.2 Bir R halkasının bir a elemanı için an = 0 olacak şekilde bir n doğal

sayısı varsa a elemanı sıfırüslü (nilpotent) olarak adlandırılır. Bu özelliği sağlayan

en küçük n doğal sayısına da a elemanının sıfırüslülük göstergesi (nilpotency index)

denir. Bir R halkasının her bir elemanı sıfırüslü olan bir N idealine nil ideal denir

(Anderson and Fuller 1992).
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Tanım 2.5.3 Bir R halkasının sıfırdan farklı sıfırüslü elemanı yoksa veya denk olarak;

a ∈ R için a2 = 0 olması a = 0 olmasını gerektiriyorsa, bu durumda R’ye inmiş

(reduced) halka denir. İnmiş bir halkanın her alt halkasının da inmiş olduğu açıktır.

Uyarı 2.5.4 α bir R halkasının bir endomorfizması olmak üzere R halkası α-katı

ise R halkası inmiştir. Gerçekten; a ∈ R için a2 = 0 olsun. Bu durumda α(a2) = 0

olduğundan 0 = aα(a2)α2(a) = aα(a)α(a)α(α(a))) = aα(a)α(aα(a)) bulunur. R

halkası α-katı olduğundan aα(a) = 0 ve tekrar kabulden a = 0 elde edilir.

Tanım 2.5.5 a, b ∈ R için ab = 0 iken ba = 0 oluyorsa R halkasını sıfır değişmeli

(zero commutative) olarak adlandırmıştır (Habeb 1990). Bu özelliği sağlayan halkaları

terslenebilir (reversible) adı altında incelemiştir (Cohn 1999). Terslenebilir halkalar

aynı zamanda Anderson and Camillo (1998) tarafından sıfır çarpımlar değişir (zero

products commute) özelliğine sahip halkalar olarak ZC2 adı altında çalışılmıştır. Bu

özelliği sağlayan halkalara C0 halka adını vermişlerdir (Krempa and Niewieczerzal

1977). Bu tezde terslenebilir ifadesi kullanılacaktır.

Uyarı 2.5.6 R halkası inmiş ise terslenebilirdir. Gerçekten; R’nin inmiş olduğunu

kabul edelim. R’nin terslenebilir olduğunu gösterelim. Bunun için ab = 0 olsun.

(ba)2 = baba = 0 olup R inmiş olduğundan ba = 0 olur. Dolayısıyla R terslenebilirdir.

Tanım 2.5.7 a, b, c ∈ R için abc = 0 iken acb = 0 oluyorsa R halkası simetrik (sym-

metric) olarak adlandırılır (Lambek 1971). Simetrik halkalar için ZC3 notasyonunu

kullanarak bu halka sınıfının özelliklerini incelemiştir(Anderson and Camillo 1999).

Uyarı 2.5.8 Her inmiş halka simetriktir (Shin 1973). Şimdi bunu gösterelim; a, b, c ∈

R için abc = 0 olsun. Bu eşitlik sağdan b ile çarpılırsa abcb = 0 olur. R terslenebilir

olduğundan bcba = 0 bulunur. Son eşitlik sağdan c ile çarpılırsa bcbac = 0 elde

edilir. R terslenebilir olduğundan cbacb = 0 olur. Bu durumda (cba)2 = cbacba = 0

ve R inmiş olduğundan cba = 0 olup R terslenebilir olduğundan acb = 0 bulunur.

Böylece R simetriktir. Fakat simetrik olup da, inmiş olmayan halka sınıfları da vardır

(Anderson and Camillo 1999).

Uyarı 2.5.9 Değişmeli halkaların simetrik olduğu açıktır. Simetrik halkaların ter-

slenebilir olduğu da kolayca gösterilebilir: a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Buradan 1ab = 0
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olup R simetrik olduğundan 1ba = ba = 0 elde edilir. Fakat bu gerektirmenin tersi

doğru olmayabilir (Anderson and Camillo 1999).

Tanım 2.5.10 a, b ∈ R için ab = 0 iken aRb = 0 oluyorsa R halkası yarıdeğişmeli

(semicommutative) olarak adlandırılır (Shin 1973). Bir R halkasının yarıdeğişmeli

olması için gerek ve yeter koşul her bir a ∈ R için rR(a) sağ sıfırlayan (ya da lR(a) sol

sıfırlayan) kümesinin R’nin bir ideali olmasıdır. Shin yarıdeğişmeli halkalar için SI

özelliğine sahip halkalar adını da kullanmıştır. Yarıdeğişmeli halkalar aynı zamanda

Habep tarafından zero insertive adı altında 1990 yılında çalışılmıştır.

Uyarı 2.5.11 Her terslenebilir halka yarıdeğişmelidir. Gerçekten; a, b ∈ R için ab = 0

olsun. R ters- lenebilir olduğundan ba = 0 olur. Bu eşitlik sağdan herhangi bir r ∈ R

ile çarpılırsa bar = 0 olur. Buradan R terslenebilir olduğundan arb = 0 elde edilir.

Böylece aRb = 0, yani R halkası yarıdeğişmelidir.

Tanım 2.5.12 Bir R halkasının e2 = e özelliğini sağlayan bir e elemanına özüslü

(idempotent) denir. Birimli bir halka her zaman 0 ve 1 özüslü elemanlarına sahiptir.

R halkasının bir e özüslü elemanı R’nin merkezinde ise, yani her a ∈ R için ae =

ea oluyorsa e özüslü elemanı merkezi özüslü (central idempotent) olarak adlandırılır

(Anderson and Fuller 1992).

Tanım 2.5.13 Bir R halkasının tüm özüslü elemanları merkezi ise R halkası abelyan

olarak adlandırılır.

Uyarı 2.5.14 Her yarıdeğişmeli halka abelyan halkadır. Gerçekten: e2 = e ∈ R

olsun. Bu durumda e(1−e) = 0’dır. R halkası yarıdeğişmeli olduğundan eR(1−e) = 0

olur. Bu durumda herhangi bir r ∈ R için er(1− e) = 0 bulunur. Buradan ere = er

elde edilir. Diğer taraftan (1 − e)e = 0’dır. R halkası yarıdeğişmeli olduğundan

(1 − e)Re = 0 olur. Bu durumda herhangi bir r ∈ R için (1 − e)re = 0 bulunur.

Buradan ere = re elde edilir. Sonuç olarak herhangi bir r ∈ R için er = re olduğundan

e özüslü elemanı merkezidir, yani R halkası abelyandır.

Uyarı 2.5.15 Böylece yukarıda tanımları verilen halka sınıfları için aşağıdaki gerek-

tirmeler vardır. Fakat genel olarak bu gerektirmelerin herbirinin tersi doğru değildir.

12



R α-katı⇒ R inmiş⇒ R simetrik⇒ R terslenebilir⇒ R yarıdeğişmeli⇒ R abelyan

Tanım 2.5.16 a ∈ R için aRa = 0 iken a = 0 oluyorsa R halkası yarıasal (semiprime)

olarak adlandırılır. Yarıasal halkaların sınıfının, inmiş halkaların sınıfı tarafından

kapsandığı çok açıktır.

Tanım 2.5.17 R bir halka olmak üzere R’nin boştan farklı her alt kümesinin sağ (ya

da sol) sıfırlayanı bir özüslü eleman tarafından üretiliyorsa, yani her bir ∅ 6= X ⊆ R

alt kümesi için rR(X) = eR (ya da lR(X) = Rf) olacak şekilde bir e2 = e ∈ R (ya da

f 2 = f ∈ R) varsa R halkası Baer olarak adlandırılır (Kaplansky 1968).

Tanım 2.5.18 R bir halka olmak üzere R’nin her bir sağ (ya da sol) ideali bir özüslü

eleman tarafından üretiliyorsa, yani her bir ∅ 6= I E R ideali için rR(I) = eR (ya da

lR(X) = Rf) olacak şekilde bir e2 = e ∈ R (ya da f 2 = f ∈ R) varsa R halkası

quasi-Baer olarak adlandırılır (Clark 1967).

Tanım 2.5.19 R bir halka olmak üzere R’nin her bir temel sağ ideali projektif ya

da denk olarak R’nin her bir elemanının sağ (ya da sol) sıfırlayanı bir özüslü eleman

tarafından üretiliyorsa, yani her bir a ∈ R elemanı için rR(a) = eR (ya da lR(a) = Rf)

olacak şekilde bir e2 = e ∈ R (ya da f 2 = f ∈ R) varsa R halkası sağ p.p (ya da

sol p.p) olarak adlandırılır. R halkası hem sağ p.p hem de sol p.p ise kısaca p.p-halka

olarak adlandırılır.

Tanım 2.5.20 R bir halka olmak üzere R’nin her bir temel sağ (ya da sol) idealinin

sağ (ya da sol) sıfırlayanı bir özüslü eleman tarafından üretiliyorsa, yani ∅ 6= I C R

temel sağ (ya da sol) ideali için rR(I) = eR (ya da lR(I) = Rf) olacak şekilde bir

e2 = e ∈ R (ya da f 2 = f ∈ R) varsa R halkası bir sağ principally quasi-Baer (ya da

kısaca sağ (ya da sol) p.q.-Baer) olarak adlandırılır. R halkası hem sağ p.q-Baer hem

de sol p.q-Baer ise kısaca p.q-Baer halka olarak adlandırılır (Birkenmeier et al. 2001).

Uyarı 2.5.21 Baer halkaların p.p-halka olduğu açıktır. Bundan başka abelyan sağ

(sol) p.p-halkalar inmiş halkalardır.
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3 GENİŞLETİLMİŞ ARMENDARİZ HALKALAR

Bu bölümde ilk olarak Armendariz halka sınıfı tanıtılarak, α-skew Armendariz halka

tanımının yapılmasına neden ihtiyaç duyulduğu açıklanacaktır. Daha sonra α-skew

Armendariz halkaların bazı özellikleri ayrıntılı bir biçimde incelenecektir.

Armendariz halka kavramı ilk olarak Rege and Chhawchharia (1997) tarafından tanıtılmıştır.

Bu halka sınıfına bu ismi vermelerinin nedeni 1974 yılında E. P. Armendariz’in inmiş

bir halkanın bu özelliği sağladığını göstermiş olmasıdır. Dolayısıyla her inmiş halkanın

Armendariz olduğu açıktır. Şimdi Armendariz halka tanımını vererek başlayalım.

Tanım 3.0.1 f(x) = a0 + a1x + . . . + amx
m ve g(x) = b0 + b1x + . . . + bnx

n ∈ R[x]

olmak üzere f(x)g(x) = 0 iken her bir i, j için aibj = 0 oluyorsa R halkası Armendariz

olarak adlandırılır (Rege and Chhawchharia 1997).

Armendariz halka sınıfının özellikleri ve diğer halka sınıflarıyla ilişkileri pek çok yazar

tarafından çalışılmıştır. Bir halkanın Armendariz olma özelliği o halkanın bazı genişlemelerine

(örneğin polinom halkasına) taşınırken Anderson and Camillo (1998) bazı genişlemele-

rine (örneğin skew polinom halkasına) taşınamamaktadır (Hong et al. 2003). Aşağıda

skew polinom halkası Armendariz olmayan bir halka örneği verilmiştir.

Örnek 3.0.2 Bileşensel toplama ve çarpma işlemleriyle Z2 ⊕ Z2 halkasını gözönüne

alalım. R = Z2⊕Z2 diyelim. R’nin değişmeli ve inmiş olduğu açıktır. Bundan dolayı

R Armendariz’dir.

R’nin α((ā, b̄)) = (b̄, ā) ile tanımlı α : R → R endomorfizmasını gözönüne alalım.

α’nın bir otomorfizma olduğu kolayca görülebilir. Şimdi R[x;α]’nın Armendariz ol-

madığını gösterelim. Bunun için f(y) = (1̄, 0̄) + [(1̄, 0̄)x]y, g(y) = (0̄, 1̄) + [(1̄, 0̄)x]y ∈

R[x;α][y] olsun. f(y)g(y) = 0 dır. Gerçekten;

f(y)g(y) =(1̄, 0̄)(0̄, 1̄) + (1̄, 0̄)[(1̄, 0̄)x]y + [(1̄, 0̄)x]y(0̄, 1̄) + [(1̄, 0̄)x]y[(1̄, 0̄)x]y

=(0̄, 0̄) + [(1̄, 0̄)x+ (1̄, 0̄)α(0̄, 1̄)x]y + [(1̄, 0̄)α(1̄, 0̄)x2]y2

=(0̄, 0̄) + [(1̄, 0̄)x+ (1̄, 0̄)(1̄, 0̄)x]y + [(1̄, 0̄)(1̄, 0̄)x2]y2

=(0̄, 0̄) + (0̄, 0̄)xy + (0̄, 0̄)x2y2 = 0

dır. Fakat (1̄, 0̄)[(1̄, 0̄)x] = (1̄, 0̄)x 6= 0’dır. Bundan dolayı R[x;α] Armendariz değildir.

�
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Bu nedenle Armendarizlik özelliğinin sağlanmadığı skew polinom halkasında, yeni bir

tanımın yapılması doğal olarak ortaya çıkmıştır.

3.1 α-Skew Armendariz Halkalar

Bu bölümde ifade edilen bilgilerin çoğu (Hong et al. 2003)’de yer alan sonuçlardır.

Şimdi α-skew Armendariz halka tanımını vererek başlayalım.

Tanım 3.1.1 α bir R halkasının bir endomorfizması olsun. p(x) =
∑m

i=0 aix
i, q(x) =∑n

j=0 bjx
j ∈ R[x;α] için p(x)q(x) = 0 olsun. Her 0 ≤ i ≤ n ve 0 ≤ j ≤ m için

aiα
i(bj) = 0 oluyorsa R’ye α-skew Armendariz halka denir.

Önerme 3.1.2 α bir R halkasının bir endomorfizması ve S; R’nin α(S) ⊆ S olacak

şekilde bir alt halkası olmak üzere R halkası α-skew Armendariz ise S’de α-skew

Armendariz’dir.

İspat S; R’nin α(S) ⊆ S olacak şekildeki bir alt halkası ve R α-skew Armendariz

olsun. p(x)q(x) = 0 olacak şekilde p(x) =
∑m

i=0 aix
i, q(x) =

∑n
j=0 bjx

j ∈ S[x;α]

alalım. S ≤ R olduğundan aynı zamanda p(x) =
∑m

i=0 aix
i, q(x) =

∑n
j=0 bjx

j ∈

R[x;α] olup R halkası α-skew Armendariz olduğundan her 0 ≤ i ≤ n ve 0 ≤ j ≤ m

için aiα
i(bj) = 0 bulunur. Böylece S, α-skew Armendariz’dir. �

Önerme 3.1.3 Her bir i ∈ I için αi; Ri’nin bir endomorfizması olmak üzere, Ri bir

αi-skew Armendariz bir halka ise
∏

i∈I Ri direkt çarpımı da ᾱ-skew Armendariz’dir.

İspat Her bir i ∈ I için αi; Ri’nin bir endomorfizması olmak üzere Ri bir αi-skew

Armendariz bir halka olsun. pq = 0 olacak şekilde p =
∑m

k=0(ai)kx
k, q =

∑n
l=0(bi)lx

l ∈

(
∏

i∈I Ri)[x; ᾱ] alalım. Bu durumda her bir i için (akα
k(bl))i∈I = (0)i∈I olur. Böylece

her 0 ≤ k ≤ m ve 0 ≤ l ≤ n için (ai)kα
k((bi)l) = 0 olduğundan

∏
i∈I Ri direkt çarpımı

da ᾱ-skew Armendarizdir. �

R halkası α-katı iken R’nin inmiş olduğu ikinci bölümde gösterilmişti. Özel olarak

α; R’nin birim endomorfizması olarak alınırsa R’nin IR-katı olması R’nin inmiş ol-

masına denk olur. Bu açıdan IR-katı (yani inmiş) bir R halkası Armendariz olup R’nin

IR-skew Armendariz olduğu açıktır. Fakat bu ifadenin (R IR-katı⇒ R IR-skew Ar-

mendarizdir) karşıtı genelde doğru değildir. Örneğin: n ≥ 2 olacak şekilde bir n ∈ N
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için R = Zn2 olsun. 0̄ 6= n̄ ∈ Zn2 için n̄n̄ = ¯(n)
2

= ¯(n2) = 0̄ olduğundan R = Zn2

inmiş değildir. Dolayısıyla R halkası IR-katı değildir. Fakat R = Zn2 bir değişmeli

Armendariz halkadır. Sonuç olarak R halkası IR-skew Armendariz’dir.

Önerme 3.1.4 α bir R halkasının bir endomorfizması olsun. R’nin α-katı olması için

gerek ve yeter koşul R[x;α]’nın inmiş olmasıdır.

İspat Kabul edelim ki R α-katı olsun. Bu durumda R’nin inmiş olduğu açıktır.

p2 = 0 olacak şekilde p = a0+a1x+...+amx
m ∈ R[x;α] alalım. Buradan a20 = 0 olup R

inmiş olduğundan a0 = 0 bulunur. Bu ifade x2’li terimin katsayısında yerine yazılırsa

a1α(a1) = 0 olur. R α-katı olduğundan a1 = 0 elde edilir. Bu şekilde devam edilirse

a1 = a2 = · · · = am = 0 yani p = 0 bulunur. Sonuç olarak R[x;α] inmiş’tir. Diğer

taraftan R[x;α]’nın inmiş olduğunu kabul edelim. R’nin α-katı olduğunu göstermek

için Hong vd. (2000) α’nın monomorfizma olduğunu göstermemiz yeterli olacaktır.

Kabul edelim ki α monomorfizma olmasın. Bu duurumda α(r) = 0 fakat 0 6= r ∈ R

vardır. O halde (rx)2 = (rx)(rx) = rα(r)x2 = 0 olup R[x;α] inmiş olduğundan

rx = 0 yani r = 0 bulunur. Bu durum kabul ile çelişir. O halde kabul yanlış olup α

monomorfizmadır. Sonuç olarak R α-katı’dır. �

Sonuc. 3.1.5 α, bir R halkasının bir endomorfizması olsun. R α-katı ise, bu durumda

R α-skew Armendariz’dir.

İspat R α-katı olsun. Önerme 3.1.4’ten R[x;α] inmiştir. Bu durumda R[x;α]

Armendariz’dir. Bundan dolayı f(x)g(x) = 0 özelliğini sağlayan R[x;α]’daki f(x) =∑m
i=0 aix

i ve g(x) =
∑n

j = 0 = bjx
j polinomları için R[x;α] Armendariz olduğundan

aiα
i(bj) = 0 olup R α-skew Armendarizdir. �

Aşağıdaki örnek α-skew Armendariz olup ta α-katı olmayan bir R halkasının var

olduğunu gösterir.

Örnek 3.1.6 Z ve Q sırasıyla tam sayılar kümesi ve rasyonel sayılar kümesi olmak

üzere R = T (Z,Q) =


 a t

0 a

 | a ∈ Z, t ∈ Q

 olsun. α : R→ R endomorfizması
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α

 a t

0 a

 =

 a t
2

0 a

 ile tanımlansın. Her

 a t

0 a

 ,

 b s

0 b

 ∈ R için

 a t

0 a

 b s

0 b

 =

 ab as+ tb

0 a

 =

 ba bt+ sa

0 ba

 =

 b s

0 b

 a t

0 a


olduğundan R değişmelidir.

R, α-katı değildir. Gerçekten; 0 t

0 0

α

 0 t

0 0

 =

 0 t

0 0

 0 t
2

0 0

 =

 0 0

0 0



fakat t 6= 0 iken

 0 t

0 0

 6= 0 dır.

Diğer yandan R, α-skew Armendarizdir. Gerçekten; Ai =

 ai ti

0 ai

 ve Bj = bj sj

0 bj

 olmak üzere p = A0+A1x+...+Amx
m, q = B0+B1x+...+Bnx

n ∈ R[x;α]

için pq = 0 olsun. Her 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için Aiα
i(Bj) = 0 olduğunu üç farklı

durumda gösterelim.

1. durum: 0 ≤ k ≤ m olmak üzere A0 = A1 = ... = Ak−1 = 0 ve ak 6= 0 olacak şekilde

0 6= Ak =

 ak tk

0 ak

 var olsun. Eğer ak = 0 olsaydı

 0 tk

0 0

 bj sj

0 bj

 = 0 tkbj

0 0

 = 0 olup buradan Q tamlık bölgesi olduğundan tk = 0 veya bj = 0

bulunurdu ki bu durumda tk = 0 olursa Ak = 0 olması ile çelişirdi. Bundan dolayı

ispat yapılırken çelişki halinin ortaya çıkmaması için ak 6= 0 olarak kabul edilecektir.
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pq = 0 olduğundan

A0B0 =0 (3.1)

A0B1 + A1α(B0) =0 (3.2)

A0B1 + A1α(B1) + A2α
2(B0) =0 (3.3)

...

A0Bk + A1α(Bk−1) + ...+ Ak−1α
k−1(B1) + Akα

k(B0) =0 (3.4)

A0Bk+1 + A1α(Bk) + ...+ Ak−1α
k−1(B2) + Akα

k(B1) + Ak+1α
k+1(B0) =0 (3.5)

eşitlikleri elde edilir. Hipotez gereğince (3.4) eşitliğinden Akα
k(B0) = 0 bulunur. Bu

durumda  ak tk

0 ak

αk

 b0 s0

0 b0

 =

 ak tk

0 ak

 b0 (1
2
)ks0

0 b0


=

 akb0 ak(
1
2
)ks0 + tkb0

0 akb0


=

 0 0

0 0


olur. Buradan akb0 = 0 olup Z tamlık bölgesi olduğundan ak = 0 veya b0 = 0 olur.

Yukarıda açıklanan sebepten dolayı ak 6= 0 olup b0 = 0 olmalıdır. ak(
1
2
)ks0 + tkb0 = 0

eşitliğinde b0 = 0 yerine yazılırsa ak(
1
2
)ks0 = 0 olup Q tamlık bölgesi olduğundan

s0 = 0 olur. Böylece B0 =

 b0 s0

0 b0

 = 0 elde edilir. (3.5) eşitliği kullanılarak

Akα
k(B1) = 0 bulunur. Buradan akb1 = 0 ve ak(

1
2
)ks1 + tkb1 = 0 olup yukarıdakine

benzer olarak b1 = 0 ve buradan da s1 = 0 olur. Böylece B1 =

 b1 s1

0 b1

 = 0

elde edilir. Bu şekilde devam edilirse B0 = B1 = · · · = Bn = 0 olur. Sonuç olarak

0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için Aiα
i(Bj) = 0 elde edilir.

2. durum: 0 ≤ k ≤ n olmak üzere B0 = B1 = ... = Bk−1 = 0 ve 0 6= Bk = bk sk

0 bk

 olacak şekilde 0 6= bk var olsun. bk = 0 olsaydı

 ai ti

0 ai

 0 sk

0 0

 = 0 aisk

0 0

 = 0 olup buradan Q tamlık bölgesi olduğundan ai = 0 veya sk = 0
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bulunurdu ki bu durumda sk = 0 olması Bk 6= 0 olması ile çelişirdi. Bundan dolayı

ispat yapılırken çelişki halinin ortaya çıkmaması için bk 6= 0 olarak kabul edilecektir.

pq = 0 olduğundan

A0B0 =0 (3.6)

A0B1 + A1α(B0) =0 (3.7)

A0B1 + A1α(B1) + A2α
2(B0) =0 (3.8)

...

A0Bk + A1α(Bk−1) + ...+ Ak−1α
k−1(B1) + Akα

k(B0) =0 (3.9)

A0Bk+1 + A1α(Bk) + ...+ Ak−1α
k−1(B2) + Akα

k(B1) + Ak+1α
k+1(B0) =0 (3.10)

elde edilir. Hipotez gereğince (3.9) eşitliğinden A0Bk = 0 bulunur. Bu durumda

0 = A0Bk =

 a0 t0

0 a0

 bk sk

0 bk

 =

 a0bk a0sk + t0bk

0 a0bk


olup a0bk = 0 ve a0sk + t0bk = 0 bulunur. Yukarıda açıklanan sebepten dolayı bk 6= 0

olup a0 = 0 olmalıdır. a0sk + t0bk = 0 eşitliğinde a0 = 0 yerine yazılırsa t0 = 0

yani A0 = 0 elde edilir. Bu şekilde devam edilirse 1.durumdaki metoda benzer olarak

A0 = A1 = . . . = Am = 0 elde edilir. Böylece her 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için

Aiα
i(Bj) = 0 bulunur.

3. durum: Kabul edelim ki 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için Ai =

 0 ti

0 0

 , Bj = 0 sj

0 0

 olsun. Bu durumda Aiα
i(Bj) =

 0 ti

0 0

 0 (1
2
)i

0 0

 =

 0 0

0 0

 = 0

olduğundan ispat tamamlanır.

Yukarıdaki üç durumun sonucu olarak R, α-skew Armendarizdir. �

Aşağıdaki örnekte; Sonuç 3.1.5’in tersinin doğru olmadığını gösteren başka bir halka

örneği yer almaktadır.

Örnek 3.1.7 R=Z2[x] halkasını ve α(f(x)) = f(0) ile tanımlı α : R → R endomor-

fizmasını gözönüne alalım.

(1) R’nin α-skew Armendariz olduğunu gösterelim. pq = 0 olacak şekilde p =

f0 + f1y...+ fmy
m ve q = g0 + g1y + ...+ gny

n ∈ R[y;α] polinomlarını alalım. Kabul
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edelim ki f0 = f1 = . . . = fs−1 = 0 ve fs 6= 0 olacak şekilde 0 ≤ s ≤ m var olsun.

pq = 0 oluğundan xs’li terimin katsayısından

f0gs + f1α(gs−1) + f2α
2(gs−1) + ...+ fs−1α

s−1(g1) + fsα
s(g0) = 0

olup kabulden fsα
s(g0) = 0 bulunur. fs 6= 0 olduğundan αs(g0) = 0’dır. xs+1’li

terimin katsayısından

f0gs+1 + f1α(gs) + f2α
2(gs−1) + ...+ fs−1α

s−1(g2) + fsα
s(g1) + fs+1α

s+1(g0) = 0

olup kabulden ve αs(g0) = 0 olduğundan fsα
s(g1) = 0 bulunur. fs 6= 0 olduğundan

αs(g1) = 0 elde edilir. Böyle devam edilerek her 0 ≤ i ≤ s − 1 için fi = 0 ve her

s ≤ i ≤ m için αi(gj) = 0 olup böylece her 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için fiα
i(gj) = 0

bulunur. Sonuç olarak R α-skew Armendariz’dir.

(2) Şimdi R’nin α-katı olmadığını gösterelim. 0 6= xy ∈ R[y;α] polinomu için α’nın

tanımı kullanılarak

(xy)2 = xyxy = xα(x)y2 = x0y2 = 0

bulunur. Fakat x 6= 0 olduğundan R[y;α] inmiş değildir. Dolayısıyla Önerme 3.1.4

gereğince R’nin α-katı olmadığı açıktır. �

Anderson and Camillo (1998), R’nin IR-skew Armendariz (Armendariz) olması için

gerek ve yeter koşul R[x]’in ĪR-skew Armendariz (Armendariz) olması gerektiğini

göstermiş-lerdir. Fakat Hong vd. (2003) aşağıdaki gibi daha genel bir sonuç elde

etmişlerdir.

Teorem 3.1.8 α bir R halkasının bir endomorfizması olsun. Uygun pozitif bir t

tamsayısı için αt = IR olsun. R’nin α-skew Armendariz olması için gerek ve yeter

koşul R[x]’in ᾱ-skew Armendariz olmasıdır.

İspat Kabul edelim ki R α-skew Armendariz olsun. p(y) = f0 + f1y + . . . +

fmy
m, q(y) = g0 + g1y + . . . + gny

n ∈ (R[x])[y; ᾱ] için p(y)q(y) = 0 olsun. Burada

0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n iken fi(x) = ai0 + ai1x + . . . + aiwi
xwi ve gj(x) = bj0 +

bj1x+ . . .+ bjvjx
vj biçimindedir. R[x]’in ᾱ-skew Armendariz olduğunu göstermek için

0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n iken fiᾱ
i(gj) = 0 olduğunu göstermeliyiz. der kısaltması

R[x]’de herhangi bir polinomun derecesini göstermek ve sıfır polinomunun dercesi 0
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olmak üzere herhangi 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için k > maks{der(fi), der(gj)} olacak

şekilde bir pozitif k tam sayısı alalım.

p(xtk) = f0 + f1x
tk + . . .+ fmx

mtk

q(xtk) = g0 + g1x
tk + . . .+ gnx

ntk

polinomları için fi’nin (sırasıyla gj)’nin katsayılarının kümesi ile p(xtk)’nın (sırasıyla

q(xtk))’nın katsayılarının kümesi eşittir. p(y)q(y) = 0, αtk = IR ve R[x] polinom

halkasında x, R’nin elemanlarıyla yer değiştirdiğinden R[x;α]’da p(xtk)q(xtk) = 0

olur. R α-skew Armendariz olduğundan her bir 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n, 0 ≤ li ≤ wi ve

0 ≤ sj ≤ vj için

aliα
li+ikt(bsj) = aliα

li(bsj) = 0

bulunur. Böylece her 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için fiᾱ
i(gj) = 0 olduğundan R[x]

ᾱ-skew Armendarizdir.

Tersine R[x] polinom halkasının ᾱ-skew Armendariz olduğunu kabul edelim. R,

R[x]’in bir alt halkası olduğundan R’nin α-skew Armendariz olduğu açıktır. �

Uyarı 3.1.9 Teorem 3.1.8’den polinom halkası ᾱ-skew Armendariz olan birR halkasının

α-katı (yani R[x;α]’nın inmiş) olması gerekmez. Gerçekten; Örnek 3.1.7’

deki R = Z2[x] halkasını ve α(f(x)) = f(0) endomorfizmasını gözönüne alalım. R =

Z2[x] halkasının ᾱ-skew Armendariz olduğu önceden gösterilmişti. Teorem 3.1.8’den

R[y] = (Z2[x])[y] ᾱ-skew Armendariz’dir. Fakat R = Z2[x] α-katı değildir.

Aşağıdaki örnek; hem Teorem 3.1.8’deki gibi R α-skew Armendariz ve uygun poz-

itif bir t tamsayısı için αt = IR olacak şekilde R halkasının birimden farklı bir α

otomorfizmasının var olduğunu hem de α-skew Armendariz bir halkanın homomorfik

görüntüsünün ᾱ-skew Armendariz olmadığını gösterir.

Örnek 3.1.10 R =


 a b̄

0 a

 : a ∈ Z, b̄ ∈ Z4

 halkasını ve

α

 a b̄

0 a

 =

 a −b̄

0 a


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ile tanımlı α : R → R endomorfizmasını gözönüne alalım. R α-skew Armendariz’dir.

Gerçekten p(x)q(x) = 0 olacak şekilde R[x;α]’da

p(x) =

 a0 b̄0

0 a0

+

 a1 b̄1

0 a1

x+ . . .+

 am b̄m

0 am

xm

q(x) =

 c0 d̄0

0 c0

+

 c1 d̄1

0 c1

x+ ...+

 cn d̄n

0 cn

xn

polinomlarını alalım. Burada p0(x) = a0+a1x+...+amx
m, p1(x) = b̄0+b̄1x+...+b̄mx

m,

q0(x) = c0 + c1x+ ...+ cnx
n ve q1(x) = d̄0 + d̄1x+ ...+ d̄nx

n olmak üzere

p(x) =

 p0(x) p1(x)

0 q0(x)

 ve q(x) =

 q0(x) q1(x)

0 q0(x)


biçiminde yazılabilir. p(x)q(x) = 0 olduğundan

p0(x)q0(x) =0 (3.11)

p0(x)q1(x) + p1(x)q0(x) =0 (3.12)

eşitlikleri elde edilir. Z tamlık bölgesi olduğundan Z inmiştir. Bundan dolayı Z[x;α]

inmiş ve buradan da terslenebilir olduğundan (3.11) eşitliğinden q0(x)p0(x) = 0 elde

edilir. (3.12) eşitliği sağ taraftan p0(x) ile çarpılırsa p0(x)q1(x)p0(x) = 0 elde edilir,

buradan Z[x;α] inmiş olduğundan p0(x)q1(x) = 0 bulunur. Bu ifade (3.12) eşitliğinde

yerine yazılırsa p1(x)q0(x) = 0 elde edilir. Z[x;α] inmiş olduğundan Z halkası α-katı

olup Önerme 3.1.5 gereğince Z α-skew Armendariz olduğundan;

p0(x)q0(x) = 0 olduğundan aiα
i(cj) = 0

p0(x)q1(x) = 0 olduğundan aiα
i(d̄j) = 0

p1(x)q0(x) = 0 olduğundan b̄iα
i(cj) = 0

elde edilir. Böylece  ai b̄i

0 ai

αi

 cj d̄j

0 cj

 = 0

olup R α-skew Armendariz’dir.

Şimdi R halkasının I =


 a 0̄

0 a

 : a ∈ Z, 0̄ ∈ Z4

 ideali için R/I’nın ᾱ-skew Ar-

mendariz olmadığını gösterelim. R/I ∼=


 ā b̄

0 ā

 : ā, b̄ ∈ Z4

 olduğu gözönüne
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alınırsa R/I, ᾱ-skew Armendariz değildir. Gerçekten (R/I)[x; ᾱ]’da p(x)p(x) = 0

olacak şekildeki

p(x) =

 2̄ 0̄

0 2̄

+

 2̄ 1̄

0 2̄

x

polinomu için

 2̄ 1̄

0 2̄

 ᾱ

 2̄ 0̄

0 2̄

 =

 2̄ 1̄

0 2̄

 2̄ 0̄

0 2̄

 =

 0̄ 2̄

0 0

 6= 0

olduğundan R/I bölüm halkası (ya da R’nin I idealine göre homomorfik görüntüsü)

ᾱ-skew Armendariz değildir. �

Lemma 3.1.11 Bir R halkasının herhangi α endomorfizması için aşağıdakiler bir-

birine denktir:

(i) R α-katıdır.

(ii) a ∈ R için α(a)a = 0 ise a = 0 dır.

İspat (i)⇒ (ii) a ∈ R için α(a)a = 0 olsun. R α-katı olduğundan R inmiş halkadır.

(aα(a))2 = aα(a)aα(a) = 0 olup R inmiş olduğundan aα(a) = 0 ve buradan R α-katı

olduğundan a = 0 olur.

(ii) ⇒ (i) İlk olarak R’nin inmiş olduğunu gösterelim. a ∈ R için a2 = 0 olsun. Bu

durumda

0 = a2 = α(a2) = α2(a)α(a2)a = α(α(a)a)(α(a)a) = 0

olup kabulden α(a)a = 0 ve tekrar kabulden a = 0 elde edilir. Böylece R inmiş

halkadır. Kabul edelim ki aα(a) = 0 olsun. Buradan (α(a)a)2 = α(a)aα(a)a = 0 olup

R inmiş olduğundan α(a)a = 0 ve kabulden a = 0 elde edilir. �

Örnek 3.1.10’dan bir R halkasının homomorfik görüntüsü α-skew Armendariz değildir.

Fakat Hong vd. (2003) aşağıdaki önermeyi ispatlayarak R[x] polinom halkası-

nın bir homomorfik görüntüsünün ᾱ-skew Armendariz olması için bir karakterizasyon

vermiş-lerdir(Hong et al. 2003).

Önerme 3.1.12 α, R halkasının α(1) = 1 olacak şekildeki bir monomorfizması olsun.

Bu durumda R’nin α-katı olması için gerek ve yeter koşul 〈x2〉, R[x]’in x2 tarafından

üretilen ideali olmak üzere R[x]/〈x2〉 bölüm halkasının ᾱ-skew Armendariz olmasıdır.
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İspat R α-katı olsun. Bu durumda Önerme 3.1.4’ten R[x;α] inmiş halkadır.

R[x]/〈x2〉’de bir h̄ elemanını h = a0 + a1x + · · · + amx
m ∈ R[x] olmak üzere h̄ =

h + 〈x2〉 = a0 + a1x + · · · + amx
m + 〈x2〉 = a0 + a1x + 〈x2〉 = a0 + a1x̄ ∈ R[x]/〈x2〉

biçiminde yazabiliriz. Burada x̄ = x + 〈x2〉 dir. Şimdi R[x]/〈x2〉’nin ᾱ-skew Armen-

dariz olduğunu gösterelim. p̄ = f̄0 + f̄1y + · · · + f̄my
m, q̄ = ḡ0 + ḡ1y + · · · + ḡny

n ∈

(R[x]/〈x2〉)[y; ᾱ] için p̄q̄ = 0 olsun. Burada her bir 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için

ai0 , ai1 , bj0 , bj1 ∈ R olmak üzere x̄2 = 0 olduğundan f̄i = ai0 + ai1x̄, ḡj = bj0 + bj1x̄

yazılabilir. Ayrıca α(1) = 1 olduğu kullanılarak yx̄ = y(x + 〈x2〉) = ᾱ(x + 〈x2〉)y =

(α(x) + 〈x2〉)y = (x+ 〈x2〉)y = x̄y olduğu görülür. Diğer taraftan herhangi bir a ∈ R

için ax̄ = x̄a olur. Böylece

h0 =
m∑
i=0

ai0y
i, h1 =

m∑
i=0

ai1y
i, k0 =

n∑
j=0

bj0y
j, k1 =

n∑
j=0

bj1y
j ∈ R[y]

olmak üzere p̄ = h0 + h1x̄, q̄ = k0 + k1x̄ yazılır. p̄q̄ = 0 ve x̄2 = 0̄ olduğundan

0̄ = p̄q̄ = h0k0 + (h0k1 + h1k0)x̄+ h1k1x̄
2 = h0k0 + (h0k1 + h1k0)x̄

elde edilir. Böylece R[y;α]’da h0k0 = 0 ve h0k1 + h1k0 = 0 bulunur. R[y;α](∼=

R[x;α]) inmiş olduğundan k0h0 = 0 ve 0 = k0(h0k1 + h1k0)h1 = (k0h1)
2 olur. Böylece

k0h1 = 0 ve buradan h1k0 = 0 dır. Sonuç olarak h0k1 = 0 olur. Sonuç 3.1.5’ten

R α-skew Armendarizdir. Böylece her 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için ai0α
i(bj0) =

0, ai0α
i(bj1) = 0, ai1α

i(bj0) = 0 olur. Buna göre 0 = ai0α
i(bj0) + [ai0α

i(bj1) +

ai1α
i(bj0)]x̄+[ai1α

i(bj1)]x̄
2 = (ai0 +ai1x̄)ᾱi(bj0 +bj1x̄) = f̄iᾱ

i(ḡj) olduğundan R[x]/〈x2〉

ᾱ-skew Armendarizdir.

Tersine R[x]/〈x2〉 ᾱ-skew Armendariz olsun. Şimdi R’nin α-katı olduğunu

Lemma 3.1.11’i kullanarak gösterelim. a ∈ R için α(a)a = 0 olsun. x̄ = x + 〈x2〉 ∈

R[x]/〈x2〉 olmak üzere (α(a)−x̄y), (a+x̄y) ∈ (R[x]/〈x2〉)[y; ᾱ] polinomlarını gözönüne

alalım. (R[x]/〈x2〉)[y; ᾱ]’da α(a)x̄ = x̄α(a) olduğundan (α(a)− x̄y)(a+ x̄y) = α(a)a+

[α(a)x̄−x̄α(a)]y−α(1)x̄2y2 = 0̄ ve R[x]/〈x2〉 ᾱ-skew Armendariz olduğundan α(a)x̄ =

0 olur. Bu durumda α(a) = 0 ve α bir monomorfizma olduğundan a = 0 elde edilir.

Böylece R α-katıdır. �

Hong vd. (2003), tarafından aşağıdaki önermede bir halkanın homomorfik görüntü-

sünün hangi koşullar altında ᾱ-skew Armendariz olduğu incelenmiştir.
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Önerme 3.1.13 α, bir R halkasının bir endomorfizması ve α(I) ⊆ I olacak biçimde

I, R’nin bir ideali olsun. Eğer I ideali

(∗) a ∈ R için aα(a) ∈ I iken a ∈ I

koşulunu sağlarsa, R/I bölüm halkası ᾱ-skew Armendariz’dir.

İspat İlk olarak, a ∈ R olmak üzere a2 ∈ I ise a ∈ I (yani I, R’nin yarıasal

ideali) olduğunu iddia ediyoruz. Gerçekten; a2 ∈ I olsun. Kabulden α(a2) ∈ I

ve buradan aα(a2)α2(a) = aα(a)α(a)α(α(a)) = aα(a)α(aα(a)) ∈ I olup (∗)’dan

aα(a) ∈ I ve tekrar (∗)’dan a ∈ I dır. Şimdi R/I’nın ᾱ-katı olduğunu gösterelim.

r+I ∈ R/I elemanı için (r+I)ᾱ(r+I) = I olsun. Bu durumda I = (r+I)ᾱ(r+I) =

(r + I)(α(r) + I) = rα(r) + I olup rα(r) ∈ I bulunur. (∗)’dan dolayı r ∈ I olur. O

halde r + I = I yani R/I ᾱ-katıdır. Sonuç 3.1.5’ten R/I ᾱ-skew Armendariz’dir. �

Uyarı 3.1.14 Önerme 3.1.13’deki (∗) koşulu fazladan bir koşul değildir. Gerçekten

Örnek 3.1.10’daki I =


 a 0̄

0 a

 : a ∈ Z, 0̄ ∈ Z4

 idealini gözönüne alalım.

 2 0̄

0 2

α

 2 0̄

0 2

 =

 2 0̄

0 2

 2 −0̄

0 2

 =

 0 0̄

0 0

 ∈ I

fakat

 2 0̄

0 2

 /∈ I olduğundan I, (∗) koşulunu sağlamaz. Bundan dolayı

Örnek 3.1.10’daki R halkası için R/I bölüm halkası ᾱ-skew Armendariz değildir.

Önerme 3.1.15 R bir tamlık bölgesi olsun. R’nin herhangi bir α endomorfizması

için R α-skew Armendariz’dir.

İspat R bir tamlık bölgesi olsun. p(x)q(x) = 0 olacak şekilde R[x;α]’da p(x) =∑m
i=0 aix

i ve q(x) =
∑n

j=0 bjx
j polinomlarını alalım. Kabul edelim ki 0 ≤ s ≤ m

olmak üzere a0 = a1 = . . . = as−1 = 0 ve as 6= 0 olsun. p(x)q(x) = 0 olduğundan xs’li

terimin katsayısından

a0bs + a1α(bs−1) + . . .+ as−1α
s−1(b1) + asα

s(b0) = 0
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elde edilir. Kabulden asα
s(b0) = 0 olur. R tamlık bölgesi ve as 6= 0 olduğundan

αs(b0) = 0 bulunur. xs+1’li terimin katsayısından

a0bs+1 + a1α(bs) + . . .+ as−1α
s−1(b2) + asα

s(b1) + as+1α
s+1(b0) = 0

olup kabulden ve αs(b0) = 0 olduğundan asα
s(b1) = 0 elde edilir. Bu şekilde devam

edilerek αs(b0) = αs(b1) = · · · = αs(bn) = 0 bulunur. 0 ≤ i ≤ s − 1 için ai = 0 ve

her s ≤ i ≤ m için αi(bj) = 0 olduğundan her 0 ≤ i ≤ m ve her bir 0 ≤ j ≤ n için

aiα
i(bj) = 0 elde edilir. Sonuç olarak R α-skew Armendariz’dir. �

Uyarı 3.1.16 Özel olarak herhangi bir R halkasının bir P asal ideali için R/P tamlık

bölgesi olduğundan Önerme 3.1.15 gereğince R/P ᾱ-skew Armendariz olur.

Uyarı 3.1.17 Aşağıdaki örnekte görüleceği gibi: R; halkası abelyan fakat α-skew Ar-

mendariz değil, P (R); Önerme 3.1.13’deki (∗) koşulunu sağlayan R halkasının yarıasal

ve α-skew Armendariz olan asal radikali veR/P (R); ᾱ-skew Armendariz olacak şekilde

R’nin bir α otomorfizması vardır.

Örnek 3.1.18

R =


 a c

0 b

 : a− b ≡ c (mod 2), a, b, c ∈ Z


halkasını ve

α

 a c

0 b

 =

 a −b

0 c


ile tanımlı α : R→ R endomorfizmasını gözönüne alalım .Bu durumda;

P (R) =


 0 c

0 0

 : c ≡ 0 (mod 2)


asal radikali yarıasaldır. Gerçekten;

 a c

0 b

 ∈ R için

 a c

0 b

2

=

 a c

0 b

 a c

0 b

 =

 a2 ac+ cb

0 b2

 ∈ P (R)
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olsun. Bu durumda a2 = 0 ve b2 = 0 olup Z tamlık bölgesi olduğundan a = 0 ve b = 0

bulunur. Bu durumda

 a c

0 b

 =

 0 c

0 0

 ∈ P (R) elde edilir. Ayrıca P (R)’nin

elemanlarının özelliği gereğince P (R)’nin α-skew Armendariz olduğu açıktır.

R’nin özüslü elemanları sadece

 0 0

0 0

 ve

 1 0

0 1

 dir. Bundan dolayı R’nin

abelyan olduğu açıktır. Ayrıca α(P (R)) = P (R) dir. Bundan başka P (R)’nin Önerme

3.1.13’teki (∗) koşulunu sağladığı da açıktır.

R/P (R) =


 a c

0 b

+ P (R) : a, b, c ∈ Z ve a− b ≡ c (mod 2)


=


 a 0

0 b

 : a− b ≡ 0 (mod 2)


halkasının elemanlarının formundan dolayı inmiş olduğu kolayca görülür. Diğer taraf-

tan α; R/P (R) üzerinde birim dönüşüm olur. Bundan dolayı R/P (R) bölüm halkası

α-katıdır. Önerme- 3.1.5 gereğince R/P (R), ᾱ-skew Armendarizdir.

Fakat R α-skew Armendariz değildir. Gerçekten; p(x)q(x) = 0 olacak şekildeki

R[x;α]’daki

p(x) =

 2 2

0 0

+

 0 2

0 0

x

q(x) =

 0 2

0 −2

+

 0 2

0 0

x

polinomları için; 0 2

0 0

α

 0 2

0 −2

 =

 0 2

0 0

 0 −2

0 −2

 =

 0 −4

0 0

 6= 0

olur. �

Diğer yandan aşağıdaki örnek I α-skew Armendariz, R/I ᾱ-skew Armendariz fakat

R α-skew Armendariz olmayacak şekilde R’nin bir I ideali ve birimden farklı bir

otomorfizmasının var olduğunu gösterir.
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Örnek 3.1.19 F bir cisim olmak üzere R =

 F F

0 F

 ve α

 a b

0 c


=

 a −b

0 c

 olsun. pq = 0 olacak biçimde R[x;α]’daki

p =

 1 0

0 0

+

 1 1

0 0

x ve q =

 0 0

0 −1

+

 0 1

0 1

x

polinomları için 1 1

0 0

α

 0 0

0 −1

 =

 1 1

0 0

 0 0

0 −1

 =

 0 −1

0 0

 6= 0

olduğundan dolayı R α-skew Armendariz değildir.

Şimdi R’nin herhangi sıfırdan farklı bir I ideali için I’nın α-skew Armendariz ve

R/I’nın ᾱ-skew Armendariz olduğunu gösterelim. R’nin sıfırdan farklı öz idealleri

sadece  F F

0 0

 ,

 0 F

0 F

 ve

 0 F

0 0


formundadır.

Öncelikle I =

 F F

0 0

 idealini gözönüne alalım. R/I ∼= F olduğundan R/I bir

tamlık bölgesi olur. Önerme 3.1.15 gereğince R/I ᾱ-skew Armendariz’dir. Şimdi

I’nın α-skew Armendariz olduğunu gösterelim: Her 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için

Ai =

 ai bi

0 0

, Bj =

 cj dj

0 0

 ∈ I olmak üzere I[x;α]’da

p = A0 + A1x+ ...+ Amx
m

q = B0 +B1x+ ...+Bnx
n

polinomları için pq = 0 olsun. Bu durumda sabit terimin katsayısından A0B0 = 0

elde edilir. Kabul edelim ki A0 6= 0 ve B0 6= 0 olsun. Bu durumda

A0B0 =

 a0 b0

0 0

 c0 d0

0 0

 =

 a0c0 a0d0

0 0

 =

 0 0

0 0


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olup buradan a0c0 = 0 = a0d0 bulunur. F tamlık bölgesi olduğundan a0 = 0 veya

c0 = 0 olmalıdır. a0 6= 0 olursa c0 = 0 = d0 olur ki bu durum B0 =

 c0 d0

0 0

 6= 0

olması ile çelişir. O halde a0 = 0 olmalıdır. Böylece her 0 ≤ j ≤ n için

A0Bj =

 0 b0

0 0

 cj dj

0 0

 = 0

bulunur. Bu ifade x’li terimin katsayısında kullanılarak

0 = A1α(B0) =

 a1 b1

0 0

 c0 −d0
0 0

 =

 a1c0 −a1d0
0 0


elde edilir. Buradan a1c0 = 0 = a1d0 bulunur. a1 6= 0 olursa c0 = 0 = d0 olur ki bu

durum B0 =

 c0 d0

0 0

 6= 0 olması ile çelişir. Dolayısıyla a1 = 0 olmalıdır. Böylece

her 0 ≤ j ≤ n için A1α(Bj) = 0 elde edilir. Bu şekilde devam edilirse her 0 ≤ i ≤ m

ve 0 ≤ j ≤ n için Aiα
i(Bj) = 0 olur. Sonuç olarak I α-skew Armendariz’dir.

Şimdi J =

 0 F

0 F

 idealini gözönüne alalım. R/J ∼= F olduğundan R/J ’nin ᾱ-

skew Armendariz olduğu açıktır. İddia ediyoruz ki J ideali α-skew Armendarizdir.

Gerçekten; 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için Ai =

 0 ai

0 bi

, Bj =

 0 cj

0 dj

 olmak

üzere ∈ J [x;α]’da

p = A0 + A1x+ ...+ Amx
m

q = B0 +B1x+ ...+Bnx
n

polinomları için pq = 0 olsun. A0 6= 0 ve B0 6= 0 olduğunu kabul edelim. pq = 0

olduğundan 0 = A0B0 =

 0 a0

0 b0

 0 c0

0 d0

 =

 0 a0d0

0 b0d0

 olup a0d0 = 0 =

b0d0 elde edilir. d0 6= 0 olursa a0 = 0 = b0 elde edilir ki bu ifade A0 6= 0 olması ile

çelişir, dolayısıyla d0 = 0 olmalıdır. Böylece A1α(B0) =

 0 a1

0 b1

 0 −c0
0 0

 = 0 0

0 0

 elde edilir. Böyle devam edilerek her 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için

Aiα
i(Bj) = 0 bulunur. Yani J , α-skew Armendariz’dir.
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Son olarak K =

 0 F

0 0

 olsun. Bu durumda

R/K =


 a 0

0 c

+K : a, c ∈ F


biçimindedir. Ayrıca ᾱ; R/K üzerindeki birim dönüşüm olur. R/K halkasının inmiş

(yani IR/K-katı) olduğu açıktır. Böylece R/K ᾱ-skew Armendariz’dir. K’nın eleman-

larının formundan dolayı K’nın α-skew Armendariz olduğu açıktır. �

Rege and Chhawchharia (1997), bir R halkası üzerindeki n × n tipindeki matris

halkasının IR-skew Armendariz olmadığı gösterilmiştir. Aynı zamanda aşağıdaki örnekte

de görüleceği gibi n × n tipinde üst üçgensel matris halkası da IR-skew Armendariz

olmak zorunda değildir.

Örnek 3.1.20 R = Mat2(Z3) halkasını ve α

 a b

c d

 =

 a −b

−c d

 ile

tanımlı α : R→ R endomorfizmasını gözönüne alalım. R[x, α]’daki

p =

 1 0

0 0

+

 1 1

0 0

x

q =

 0 0

0 −1

+

 0 1

0 1

x

polinomları için pq = 0 dır. Fakat 1 1

0 0

α

 0 0

0 −1

 =

 1 1

0 0

 0 0

0 −1

 =

 0 −1

0 0

 6= 0

olduğundan R α-skew Armendariz değildir. Benzer olarak Z3 üzerindeki 2×2 tipindeki

üst üçgensel matrislerin UTM2(Z3) =


 a b

0 c

 : a, b, c ∈ Z3

 halkası da α-skew

Armendariz değildir. �

Aşağıdaki örnekte de görüleceği gibi, α-skew Armendariz bir R halkasının (R inmiş

ya da α birim dönüşüm olsa bile) T (R,R) aşikar genişlemesinin ᾱ-skew Armendariz

olmak zorunda olmadığı gösterilmiştir (Hong et al. 2003) .
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Örnek 3.1.21 (1) R = Z4 olsun. IR, R’nin birim dönüşümü olmak üzere R halkası

IR-skew Armendariz’dir. p(x) =

 2 0

0 2

 +

 2 1

0 2

x ∈ T (R,R)[x;α] polinomu

için p(x)2 = 0 dır fakat;

 2 1

0 2

 ĪR

 2 0

0 2

 =

 0 2

0 0

 6= 0 olduğundan

T (R,R) aşikar genişlemesi ĪR-skew Armendariz değildir.

(2) Örnek 3.1.6’daki α-skew Armendariz olan R =


 a t

0 a

 : a ∈ Z, t ∈ Q


halkasını ve α

 a t

0 a

 =

 a t/2

0 a

 ile tanımlı α endomorfizmasını gözönüne

alalım. R’nin aşikar genişlemesi S = T (R,R) =


 A B

0 A

 : A,B ∈ R

 olmak

üzere S[x; ᾱ]’daki pq = 0 olacak şekildeki

p =



 0 1/2

0 0

  0 0

0 0

 0 0

0 0

  0 1/2

0 0



+



 0 1/2

0 0

  −1 0

0 −1

 0 0

0 0

  0 1/2

0 0



x

ve

q =



 0 1

0 0

  0 0

0 0

 0 0

0 0

  0 1

0 0



+



 0 1

0 0

  1 0

0 1

 0 0

0 0

  0 1

0 0



x

polinomları için

 0 1/2

0 0

  −1 0

0 −1

 0 0

0 0

  0 1/2

0 0



 ᾱ





 0 1

0 0

  0 0

0 0

 0 0

0 0

  0 1

0 0





 6= 0

olduğundan S, ᾱ-skew Armendariz değildir.

(3) Örnek 3.1.7’deki α-skew Armendariz olan R = Z2[x] halkasını ve α(f(x)) = f(0)

ile tanımlı α endomorfizmasını gözönüne alalım. T (R,R) ᾱ-skew Armendariz değildir.
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Gerçekten T (R,R)[x; ᾱ] ∼= T (R[x;α], R[x;α]) olduğu gözönüne alınarak 0 1

0 0

+

 x x

0 x

 y

2

= 0

dır. Fakat;

 x x

0 x

 ᾱ

 0 1

0 0

 =

 x x

0 x

 0 1

0 0

 =

 0 x

0 0

 6= 0 dır.

�

Hong vd. (2003), bir halkanın aşikar genişlemesinin ᾱ-skew Armendariz olması için

aşağıdaki gibi bir karakterizasyon verilmiştir.

Önerme 3.1.22 α bir R halkasının bir endomorfizması olsun. R α-katı ise, bu du-

rumda T (R,R) ᾱ-skew Armendariz’dir.

İspat R’nin α-katı olduğunu kabul edelim. Bu durumda Önerme 3.1.5 gereğince

R[x;α] inmiştir. p =
∑m

i=0(ai, bi)x
i, q =

∑n
j=0(cj, dj)x

j ∈ T (R,R)[x; ᾱ] için pq = 0

olsun.

p0 =
m∑
i=0

aix
i, p1 =

m∑
i=0

bix
i, q0 =

n∑
j=0

cjx
j, q1 =

n∑
j=0

djx
j

olmak üzere p = (p0, p1), q = (q0, q1) biçiminde yazılabilir. pq = 0 olduğundan

p0q0 = 0 ve p0q1 + p1q0 = 0 elde edilir. R[x;α] inmiş olduğundan q0p0 = 0 olup ikinci

eşitlik sağdan p0 ile çarpılırsa p0q1p0 = 0 bulunur. R[x;α] inmiş olduğundan p0q1 = 0

dır. Bu ifade p0q1 + p1q0 = 0 eşitliğinde yerine yazılırsa p1q0 = 0 olur. Önerme 3.1.4

gereğince R’nin α-skew Armendariz olduğu kullanılarak

p0q0 = 0 olduğundan aiα
i(cj) = 0

p0q1 = 0 olduğundan aiα
i(dj) = 0

p1q0 = 0 olduğundan biα
i(cj) = 0

bulunur. Böylece (ai, bi)ᾱ
i((cj, dj)) = (aiα

i(cj), aiα
i(dj) + biα

i(cj)) = 0 olur. Dolayısı

ile T (R,R) ᾱ-skew Armendariz’dir. �

Uyarı 3.1.23 Yukarıdaki önermede de görüldüğü gibi α-katı bir R halkası için,

T (R,R) aşikar genişlemesi ᾱ-skew Armendariz’dir. Fakat T (R,R)’nin α-katı olması

gerekmez. Örneğin; R cismini ve IR birim endomorfizmasını göz önüne alalım. R cisim
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olduğundan tamlık bölgesi olup R inmiş yani R IR-katıdır. Bundan dolayı T (R,R),

ĪR-skew Armendariz’dir. Fakat (0, 1)ĪR((0, 1)) = (0, 0) iken (0, 1) 6= (0, 0) olduğundan

T (R,R), ĪR-katı değildir.

Uyarı 3.1.24 Önerme 3.1.22’de “R’nin α-katı”olma şartı yerine Örnek 3.1.21(2)’den

“R’nin α-skew Armendariz” olma şartı getirilemez.

Aşağıdaki örnek T (R,R) aşikar genişlemesi ᾱ-skew Armendariz olmayacak şekilde

inmiş bir R halkasının bir α otomorfizmasının var olduğunu gösterir.

Örnek 3.1.25 Değişmeli ve inmiş (dolayısıyla Armendariz) olan R = Z2⊕Z2 halkasını

ve α((a, b)) = (b, a) ile tanımlı α otomorfizmasını gözönüne alalım. pq = 0 olacak

şekilde T (R,R)[x;α] daki

p =

 (1, 0) (0, 0)

(0, 0) (1, 0)

+

 (1, 0) (0, 0)

(0, 0) (1, 0)

x

q =

 (0, 1) (0, 0)

(0, 0) (0, 1)

+

 (1, 0) (0, 0)

(0, 0) (1, 0)

x

polinomları için;

 (1, 0) (0, 0)

(0, 0) (1, 0)

 ᾱ

 (0, 1) (0, 0)

(0, 0) (0, 1)

 =

 (1, 0) (0, 0)

(0, 0) (1, 0)

 6=
0 olduğundan T (R,R), ᾱ-skew Armendariz değildir. �

Bir R halkasının T (R,R) aşikar genişlemesi bir

S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 : a, b, c, d ∈ R


halkasına genişletebilir. R halkasının bir α endomorfizması da ᾱ((aij)) = (α(aij)) ile

tanımlanarak S3(R)’nin bir ᾱ endomorfizmasına genişletilebilir. Örnek 3.1.25’deki R

halkası inmiştir fakat S3(R) halkası ᾱ-skew Armendariz değildir.

Önerme 3.1.22’nin ispatına benzer metodla R halkası α-katı iken S3(R)’nin ᾱ-skew

Armendariz olduğu aşağıdaki gibi gösterilebilir.
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Önerme 3.1.26 α, R’nin endomorfizması olsun. R, α-katı ise, bu durumda

S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 : a, b, c, d ∈ R


ᾱ-skew Armendariz’dir.

İspat S3(R)’nin


a1 b1 c1

0 a1 d1

0 0 a1

 ve


a2 b2 c2

0 a2 d2

0 0 a2

 elemanlarını sırasıyla

(a1, b1, c1, d1) ve (a2, b2, c2, d2) ile gösterelim. Buna göre S3(R)’deki toplama ve çarpma

işlemleri:

(a1, b1, c1, d1) + (a2, b2, c2, d2) = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2, d1 + d2)

(a1, b1, c1, d1)(a2, b2, c2, d2) = (a1a2, a1b2 + b1a2, a1c2 + b1d2 + c1a2, a1d2 + d1a2)

biçiminde olur. Bundan dolayı pi ∈ R[x;α] olmak üzere her p ∈ S3(R)[x;α] için

p = (p0, p1, p2, p3) ile gösterilebilir. p = (p0, p1, p2, p3), q = (q0, q1, q2, q3) ∈ S3(R)[x; ᾱ]

için pq = 0 olsun. Bu durumda;

p0q0 = 0 (3.13)

p0q1 + p1q0 = 0 (3.14)

p0q2 + p1q3 + p2q0 = 0 (3.15)

p0q3 + p3q0 = 0 (3.16)

eşitlikleri elde edilir. Önerme 3.1.5’ten R[x;α] inmiş olduğundan (3.13) eşitliğinden

q0p0 = 0 olup (3.14) eşitliği sağdan p0 ile çarpılırsa p0q1 = 0 elde edilir. Bu ifade

(3.14)’te yerine yazılırsa p1q0 = 0 bulunur. (3.16) eşitliği sağdan p0 ile çarpılırsa

p0q3 = 0 elde edilir ve (3.16)’da yerine yazılırsa p3q0 = 0 olur. (3.15) eşitliği sağdan p0

ile çarpılarak p0q2 = 0 bulunur ki, bu durum (3.15)’te yerine yazılarak p1q3 +p2q0 = 0

bulunur. Bu eşitlik sağdan p1 ile çarpılırsa p1q3 = 0 olup, buradan p2q0 = 0 elde edilir.

p0 =
m∑
i=0

aix
i, p1 =

m∑
i=0

bix
i, p2 =

m∑
i=0

cix
i, p3 =

m∑
i=0

dix
i

q0 =
n∑
j=0

ajx
j, q1 =

n∑
j=0

bjx
j, q2 =

n∑
j=0

cjx
j, q3 =

n∑
j=0

djx
j
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olmak üzere, R’nin α-skew Armendariz olduğu kullanılarak

p0q0 = 0 olduğundan aiα
i(a

′

j) = 0

p0q1 = 0 olduğundan aiα
i(b

′

j) = 0

p1q0 = 0 olduğundan biα
i(a

′

j) = 0

p0q2 = 0 olduğundan aiα
i(c

′

j) = 0

p1q3 = 0 olduğundan biα
i(d

′

j) = 0

p2q0 = 0 olduğundan ciα
i(a

′

j) = 0

p0q3 = 0 olduğundan aiα
i(d

′

j) = 0

p3q0 = 0 olduğundan diα
i(a

′

j) = 0

bulunur. Buradan her i, j için
ai bi ci

0 ai di

0 0 ai

 ᾱi




a
′
j b

′
j c

′
j

0 a
′
j d

′
j

0 0 a
′
j


 = 0

olup S3(R) ᾱ-skew Armendariz’dir. �

α, R’nin bir endomorfizması olmak üzere R α-katı bir halka olsun. n pozitif bir tam

sayı olmak üzere

Sn(R) =





a a12 a13 · · · a1n

0 a a23 · · · a2n

0 0 a · · · a3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · a


: a, aij ∈ R


olsun. Önerme 3.1.26’dan n ≥ 4 için Sn(R)’nin ᾱ-skew Armendariz olmasından şüphe

edilebilir. Fakat aşağıdaki örnek bu olasılığı ortadan kaldırır.

Örnek 3.1.27 α, R’nin bir endomorfizması olmak üzere R α-katı ve

S4(R) =




a a12 a13 a14

0 a a23 a24

0 0 a a34

0 0 0 a

 : a, aij ∈ R


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olsun. Dikkat edilirse R α-katı bir halka iken e2 = e ∈ R için α(e) = e olur. eij’ler

S4(R)’deki matris birimleri olmak üzere p = e12 + (e12− e13)x, q = e34 + (e24 + e34)x ∈

S4(R)[x; ᾱ] polinomları için pq = 0 dır, fakat (e12 − e13)ᾱ(e34) 6= 0 olduğundan S4(R)

ᾱ-skew Armendariz değildir. Benzer olarak n ≥ 5 için Sn(R)’nin ᾱ-skew Armendariz

olmadığı gösterilebilir. �

3.2 α-Skew Armendariz Halkaların Diğer Halka Sınıflarıyla

İlişkisi

Bundan sonraki kısımda R halkasının α-skew Armendariz olması durumunda R’nin

Baer olma ve p.p.-halka olma özelliklerininR[x;α]’ya taşınıp taşınamadığı incelenecek-

tir. Hirano (1999), α-katı olan bir R halkası için, α; R’nin bir otomorfizması olmak

üzere R[x;α]’daki tüm tersinir elemanların kümesinin R’deki tüm tersinir eleman-

ların kümesine eşit olduğu gösterilmiştir. Fakat Hong vd. (2003)’te α-skew Armen-

dariz bir R halkası için bu durumun geçerli olmadığı şu örnek verilerek gösterilmiştir:

Örnek 3.1.6’

daki α-skew Armendariz olan R = T (Z,Q) halkası ve α

 a t

0 a

 =

 a t/2

0 a


ile tanımlı α otomorfizması için; pq =

 1 0

0 1

 = qp olduğundan

p =

 1 0

0 1

+

 0 1

0 0

x ve q =

 1 0

0 1

−
 0 1

0 0

x

polinomları R[x;α]’da tersinir elemanlardır. Fakat p, q /∈ R’dir.

Hong vd. (2003), α-skew Armendariz olan bir R halkası için, R[x;α]’nın tüm özüslü

elemanlarının kümesi ile R’nin tüm özüslü elemanlarının kümesinin çakışık olduğu

aşağıdaki lemmada gösterilmiştir.

Lemma 3.2.1 R bir α-skew Armendariz halka olsun. e(x) = e0 + e1x + · · · + enx
n

olmak üzere e2(x) = e(x) ∈ R[x;α] ise e = e0 dır.

İspat e(x) = e0 + e1x + · · · + enx
n olmak üzere e2(x) = e(x) ∈ R[x;α] olduğunu

kabul edelim. e(x) polinomu R[x;α]’da bir özüslü eleman olduğundan

e(x)(1− e(x)) = 0 = (1− e(x))e(x)

36



dır. Bu durumda (e0 + e1x+ ...+ enx
n)((1− e0)− e1x− ...− enxn) = 0 ve ((1− e0)−

e1x − ... − enxn)(e0 + e1x + ... + enx
n) = 0 olur. R α-skew Armendariz olduğundan

e0(1 − e0) = 0 olup buradan e20 = e0 yani e0, R’de bir özüslü elemandır. Ayrıca R

α-skew Armendariz olduğundan 1 ≤ i ≤ n için e0ei = 0 ve (1 − e0)ei = 0 bulunur.

Buradan (1 − e0)ei = ei − e0ei = ei − 0 = ei = 0 olur. Böylece 1 ≤ i ≤ n için ei = 0

olduğundan e(x) = e0 ∈ R’dir. �

Önerme 3.2.2 R α-skew Armendariz olsun. R[x;α]’nın abelyan olması için gerek ve

yeter koşul e2 = e ∈ R için α(e) = e olmasıdır.

İspat Kabul edelim ki R α-skew Armendariz, R[x;α] abelyan ve e2 = e ∈ R olsun.

R halkası R[x;α]’nın bir alt halkası olarak düşünülürse e2 = e ∈ R[x;α] olur. R[x;α]

abelyan olduğundan e merkezidir. Yani her f(x) ∈ R[x;α] için ef(x) = f(x)e dir.

Özel olarak f(x) = x ∈ R[x;α] için ex = xe = α(e)x dir. Böylece α(e) = e dir.

Karşıt olarak e2 = e ∈ R için α(e) = e olsun. R[x;α]’nın abelyan olduğunu gösterelim.

Bunun için öncelikle R’nin abelyan olduğunu göstermeliyiz.

İddia ediyoruz ki e, f ∈ R özüslü elemanları için efR ∩ (1 − f)(1 − e)α(R) = 0

dır. Kabul edelim ki efR ∩ (1 − f)(1 − e)α(R) 6= 0. Bu durumda; 0 6= a ∈ efR ∩

(1 − f)(1 − e)α(R) dır. Buradan 0 6= a ∈ efR ve 0 6= a ∈ (1 − f)(1 − e)α(R)

dir. Böylece 0 6= a = ef(−t) = (1 − f)(1 − e)α(s) olacak biçimde t, s ∈ R vardır.

Şimdi R[x;α]’daki P (x) = e + (1 − f)x ve Q(x) = (1 − e)s + ftx polinomlarını göz

önüne alalım. P (x)Q(x) = (e + (1 − f)x)((1 − e)s + ftx) = e(1 − e)s + (eft + (1 −

f)(1−e)α(s))x+(1−f)fα(t)x2 = 0 olur. R α-skew Armendariz olduğundan eft = 0

olmalıdır. Bu durum ef(−t) 6= 0 ile çelişir. O halde kabulümüz yanlış olup e, f ∈ R

özüslü elemanları için efR ∩ (1− f)(1− e)α(R) = 0 dır.

Ayrıca fe = 0 iken ef = 0’dır. Gerçekten fe = 0 olsun.

ef = (1− f)(1− e)(−f) = (1− f)(1− e)(−α(f)) ∈ efR ∩ (1− f)(1− e)α(R) = 0

olur. Herhangi e ∈ R özüslü elemanı ve herhangi r ∈ R için g = e + er(1 − e) bir
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özüslü elemandır. Gerçekten;

g2 =[e+ er(1− e)][e+ er(1− e)]

=e+ er(1− e) + er(1− e)e+ er(1− e)er(1− e)

=e+ er − ere+ ere− ere+ erer − erere− erer + erere

=e+ er(1− e)

=g

Ayrıca (1− e)g = (1− e)[e+ er(1− e)] = (1− e)e+ (1− e)er(1− e) = 0 olduğundan

0 = g(1− e) = [e+ er(1− e)](1− e) = e(1− e) + er(1− e) = 0 olup er(1− e) = 0’dan

er = ere elde edilir. Benzer olarak h = (1 − e) + (1 − e)re’nin R’de eh = 0 olacak

şekilde bir özüslü eleman olduğu görülür. Böylece he = 0 olmasından re = ere

bulunur. Böylece herhangi r ∈ R için er = re olduğundan R abelyandır. Şimdi iddia

ediyoruz ki R[x;α] abelyandır. e2 = e ∈ R[x;α] alalım. Lemma 3.2.1’den e, R’de bir

özüslü elemandır. p(x) = a0x
k + a1x

k+1 + ...+ amx
k+m ∈ R[x;α] olmak üzere

pe =(a0x
k + a1x

k+1 + ...+ amx
k+m)e

=a0α
k(e)xk + a1α

k+1(e)xk+1 + ...+ amα
k+m(e)xk+m

=a0ex
k + a1ex

k+1 + ...+ amex
k+m

=e(a0x
k + a1x

k+1 + ...+ amx
k+m)

=ep

olduğundan R[x;α] abelyandır. �

Hong vd. (2003) bir R halkasının Baer olma ya da p.p-halka olma özelliklerinin R α-

skew Armendariz iken R[x;α] skew polinom halkasına taşındığı aşağıdaki iki teoremde

ifade edilmiştir.

Teorem 3.2.3 Herhangi e2 = e ∈ R için α(e) = e olacak şekilde α’nın R’nin bir

otomorfizması olduğunu kabul edelim. R halkası α-skew Armendariz ise, R’nin Baer

olması için gerek ve yeter koşul R[x;α]’nın Baer olmasıdır.

İspat Kabul edelim ki R halkası α-skew Armendariz ve Baer olsun. A, R[x;α]’nın

boştan farklı bir alt kümesi ve A∗, A’daki elemanların tüm katsayılarının kümesi olsun.
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Bu durumda ∅ 6= A∗ ⊆ R olup R Baer olduğundan rR(A∗) = eR (yani e = e1 ∈ eR =

rR(A∗) olup A∗e = 0) olacak şekilde bir e2 = e ∈ R vardır. Buradan e ∈ rR[x;α](A)

olduğu (yani Ae = 0) açıktır. Böylece her ef(x) ∈ eR[x;α] için Aef(x) = 0 olup

ef(x) ∈ rR[x;α](A) ve buradan da eR[x;α] ⊆ rR[x;α](A) elde edilir. Diğer yandan

0 6= g = b0+b1x+...+btx
t ∈ rR[x;α](A) alalım. Bu durumda Ag = 0 dır. Yani herhangi

f ∈ A için fg = 0 olur. f = a0x
k + a1x

k+1 + ... + asx
k+s ∈ R[x;α] olsun. R, α-skew

Armendariz olduğundan aiα
i(bj) = 0 dır. Buradan αk(b0), α

k+1(b1), ..., α
k+s(bt) ∈

rR(A∗) = eR dir. Bu durumda α(e) = e (dolayısıyla αk+j(e) = e) ve α’nın bir otomor-

fizma (dolayısıyla örten) olduğu gözönüne alınarak 0 ≤ j ≤ t olmak üzere αk+j(bj) ∈

eR olmasından αk+j(bj) = αk+j(ecj) olacak şekilde (α’nın birebir olmasından dolayı)

bj = ecj ∈ R vardır. Böylece g = ec0+ec1x+...+ectx
t = e(c0+c1x+...+ctx

t) ∈ eR[x;α]

olacak şekilde c0, c1, ..., ct ∈ R var olduğundan rR[x;α](A) ⊆ eR[x;α] elde edlir. Sonuç

olarak rR[x;α](A) = eR[x, α] olacak şekilde e2 = e ∈ R[x;α] var olduğundan R[x;α]

Baerdir.

Karşıt olarak R[x;α] Baer olsun. B, R’nin boştan farklı bir alt kümesi olmak üzere

∅ 6= B ⊆ R[x;α] olup kabulden rR[x;α](B) = eR[x;α] olacak şekilde e2 = e ∈ R[x;α]

vardır. Bu eşitliğin her iki tarafının R ile arakesiti alınıp Lemma 3.2.1 kullanılarak

rR(B) = rR[x;α](B)∩R = eR[x;α]∩R = eR olacak şekilde e2 = e ∈ R var olduğundan

R’nin Baer olduğu görülür. �

Teorem 3.2.4 Herhangi e2 = e ∈ R için α(e) = e olmak üzere α, R’nin bir otomor-

fizması olsun. R, α-skew Armendariz ise R’nin p.p.-halka olması için gerek ve yeter

koşul R[x;α]’nın p.p.-halka olmasıdır.

İspat Kabul edelim ki R halkası α-skew Armendariz ve p.p. halka olsun. p =

a0 + a1x+ ...+ amx
m ∈ R[x;α] alalım. Bu durumda her bir i için ai ∈ R olup R p.p.

halka olduğundan, rR(ai) = eiR (yani aiei = 0) olacak şekilde e2i = ei ∈ R vardır.

e = e0e1...em diyelim. e2 = e ∈ R için α(e) = e olduğundan Önerme 3.2.2 gereğince

R[x;α] abelyan ve dolayısıyla R abelyan olduğundan
⋂m
i=0 rR(ai) = eR (yani aie = 0)

olur. O halde α(e) = e olduğundan pe = a0e + a1α(e)x + ... + amα
m(e)xm = a0e +

a1ex+ ...+ame
m = 0 olur. Buradan her ef ∈ eR[x;α] için pef = 0 olup ef ∈ rR[x;α](p)

yani eR[x;α] ⊆ rR[x;α](p) elde edilir. Diğer yandan q = b0 + b1 + ...+ bnx
n ∈ rR[x;α](p)

alalım. pq = 0 dır. R, α-skew Armendariz olduğundan aiα
i(bj) = 0 olur. Böylece
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αi(bj) ∈ rR(ai) = eiR dir. Herbir 0 ≤ i ≤ m için bj ∈ eiR dir. Her 0 ≤ j ≤ n için

bj ∈ eR =
⋂m
i=0 rR(ai) dir. Buradan q ∈ eR[x;α] dır. Buradan rR[x;α](p) ⊆ eR[x;α]

elde edilir. Sonuç olarak rR[x;α](p) = eR[x;α] olacak şekilde e2 = e ∈ R[x;α] var

olduğundan R[x;α] p.p.-halkadır.

Tersine R[x;α] p.p.-halka olsun. a ∈ R alalım. Bu durumda a ∈ R[x;α] olup kabulden

rR[x;α](a) = eR[x;α] olacak şekilde e2 = e ∈ R[x;α] vardır. Bu eşitliğin her iki

tarafının R ile arakesiti alınarak ve Lemma 3.2.1 kulanılarak rR(a) = rR[x;α](a)∩R =

eR[x;α] ∩R = eR olacak şekilde e2 = e ∈ R var olduğundan R p.p.-halkadır. �

Uyarı 3.2.5 Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.2.4’teki α’nın bir otomorfizma olması koşulu

Örnek 3.1.7’den fazladan bir koşul değildir. Gerçekten Örnek 3.1.7’deki R = Z2[x]

halkası Baer’dir bundan dolayı sağ p.p.-halkadır. Fakat α(f(x)) = f(0) ile tanımlı α

endomorfizması (birebir olmadığından) bir otomorfizma değildir. Böylece R[x;α] hem

Baer hem de p.p.-halka değildir.

Uyarı 3.2.6 α, bir R halkasının bir endomorfizması olsun. Kabul edelim ki R’nin

Q(R) klasik sağ kesirler halkası var olsun. R’nin α-katı olması için gerek ve yeter

koşul Q(R)’nin ᾱ-katı olmasıdır. Böylece R halkası α-katı iken Q(R) klasik sağ kesirler

halkası ᾱ-katı olup Önerme 3.1.5 gereğince Q(R) ᾱ-skew Armendariz’dir. Fakat R’nin

inmiş olması durumunda bu ifade geçerli değildir. Çünkü Örnek 3.0.2’den Q(R) klasik

sağ kesirler halkası ᾱ-skew Armendariz olmayan inmiş bir R = Z2⊕Z2 halkası vardır.

Hong vd. (2003); Önerme 3.1.4’ün bir sonucu olarak Sonuç 3.1.5’te “R halkası α-

katı iken R’nin α-skew Armendariz”olduğu gösterilmiştir. Aynı zamanda bu ifadenin

karşıtı hangi koşullar altında doğru olur anlamına gelen “α, (değişmeli) inmiş bir R

halkasının bir monomorfizması (ya da otomorfizması) ve R α-skew Armendariz

iken R α-katı olur mu?”

problemini ortaya atmışlardır. Chen and Tong (2005), bu soruya olumlu cevap veril-

erek aşağıdaki teorem ispatlanmıştır.

Teorem 3.2.7 R inmiş bir halka α, R’nin bir monomorfizması ve R α-skew Armen-

dariz olsun. Bu durumda R α-katıdır.

İspat R inmiş ve α-skew Armendariz bir halka olmak üzere α, R’nin bir monomor-

fizması olsun. Kabul edelim ki R α-katı olmasın. Yani, aα(a) = 0 fakat a 6= 0 olacak
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şekilde bir a ∈ R var olsun. O halde

0 = α(0) = α(aα(a)) = α(a)α2(a)

bulunur. Aynı zamanda aα(a) = 0 olup R inmiş (reversible) olduğundan α(a)a =

0’dır. a 6= 0 ve α monomorfizma olduğundan α(a) 6= 0 olur. Ayrıca

(∗) a 6= 0 iken α(a) 6= 0 ve R inmiş olduğundan (α(a))2 6= 0

Şimdi p(x) = a0 + a1x, q(x) = b0 + b1x ∈ R[x;α] için;

p(x)q(x) = a0b0 + (a0b1 + a1α(b0))x+ a1α(b1)x
2

olup; özel olarak a0 = α(a),a1 = α(a), b0 = a, b1 = −α(a) alınırsa;

p(x)q(x) = α(a)a+ (−α2(a) + α2(a))x− α(a)α2(a)x2 = 0

olup R α-skew Armendariz olduğundan; a0b1 = −(α(a))2 = 0 olmalıdır. Bu durum

(*) ifadesi ile çelişir. Böylece R α-katı’dır. �

Sonuc. 3.2.8 R’nin α-katı olması için gerek ve yeter koşul α’nın monomorfizma,

R’nin inmiş ve α-skew Armendariz olmasıdır.

İspat R halkası α-katı iken R’nin inmiş ve α’nın monomorfizma olduğu Hong vd.

(2000)’den açıktır. Ayrıca Önerme 3.1.5 gereğince R’nin α-skew Armendariz olduğu

da açıktır. Tersi Teorem 3.2.7’den açıktır. �

Sonuc. 3.2.9 R inmiş bir halka ve α, R’nin bir monomorfizması olmak üzere aşağıdaki

ifadeler birbirine denktir:

(1) R[x;α] inmiştir.

(2) R, α-skew Armendarizdir.

(3) R, α-katıdır.

Chen and Tong (2005)’te; Hong vd. (2003)’te ispatlanan Önerme 3.1.22 ve Önerme 3.1.26,

Teorem 3.2.7’nin sonucu olarak aşağıdaki biçimde yeniden ifade edilmiştir.
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Sonuc. 3.2.10 α bir R halkasının bir endomorfizması olsun. α bir monomorfima ve R

inmiş bir α-skew Armendariz halka ise, bu durumda R’nin T (R,R) aşikar genişlemesi

ᾱ-skew Armendariz’dir.

Sonuc. 3.2.11 α bir R halkasının bir endomorfizması olsun. α bir monomorfima ve

R inmiş bir α-skew Armendariz halka ise, bu durumda

S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 : a, b, c, d ∈ R


ᾱ-skew Armendariz’dir.

Anderson and Camillo (1998), “R’nin Armendariz olması için gerek ve yeter koşulun

R[x]’in Armendariz olması”olduğu gösterilmiştir. Hong vd. (2003), Teorem 3.1.8’-de

α-skew Armendariz halkalar için benzer bir sonuç elde edilmiştir. Chen and Tong

(2005), aşağıdaki önerme ifade edilerek R’nin α-skew Armendariz olma özelliğinin

hangi koşullar altındaR[x] polinom halkasına taşındığı farklı bir biçimde gösterilmiştir.

Önerme 3.2.12 R inmiş bir halka ve α, R’nin bir monomorfizması olsun. R’nin

α-skew Armendariz olması için gerek ve yeter koşul R[x]’in α-skew Armendariz ol-

masıdır.

İspat R inmiş bir halka, α; R’nin bir monomorfizması ve R α-skew Armen-

dariz olsun. Bu durumda Teorem 3.2.7’den R α-katıdır. Aynı zamanda R[x]’de

α-katıdır. Gerçekten; f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ R[x] için, f(x)α(f(x)) = 0

olsun. Bu durumda (a0 + a1x + · · · + anx
n)(α(a0) + α(a1)x + · · · + α(an)xn)) = 0

olur. Buradan a0α(a0) = 0 ve R α-katı olduğundan a0 = 0 bulunur. Böylece

(a1x + · · · + anx
n)(α(a1)x + · · · + α(an)xn)) = 0 olup, benzer biçimde a1α(a1) = 0

ve R α-katı olduğundan a1 = 0 elde edilir. Bu şekilde devam edilerek a0 = a1 =

· · · = an = 0 yani f(x) = 0 bulunur. Böylece Sonuç 3.2.9 gereğince R[x] ᾱ-skew

Armendarizdir. Tersine, R[x] α-skew Armendariz olsun. R’nin R[x]’in bir alt halkası

olduğu düşünüldüğünde R’nin α-skew Armendariz olduğu açıktır. �

Chen and Tong (2005), Hong vd. (2003)’te ispatladıkları Teorem 3.1.8’in ispatında

bir yanlışlık olduğunu iddia edip aşağıda bu teoremin doğru bir ispatını vermişlerdir.
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Önerme 3.2.13 Uygun bir pozitif t tam sayısı için αt = IR olacak şekilde α; R’nin

bir endomorfizması olsun. R’nin α-skew Armendariz olması için gerek ve yeter koşul

R[x]’in α-skew Armendariz olmasıdır.

İspat Kabul edelim ki R α-skew Armendariz olsun. fi(x) = ai0 + ai1x + · · · +

aisix
si , gj(x) = bj0 + bj1x + · · · + bjwj

xwj ∈ R[x] olmak üzere p(y) = f0(x) + f1(x)y +

· · ·+fm(x)ym, q(y) = g0(x)+g1(x)y+ · · ·+gn(x)yn ∈ R[y;α] için, p(y)q(y) = 0 olsun.

Her 0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için R[x]’de fi(x)αi(gj(x)) = 0 olduğunu göstermeliyiz.

der; R[x]’de bir polinomun derecesini göstermek ve sıfır polinomunun derecesi 0 olmak

üzere k > der(f0(x)) + der(f1(x)) + · · ·+ der(fm(x)) + der(g0(x)) + der(g1(x)) + · · ·+

der(gn(x)) seçelim. R[x][y;α]’da p(y)q(y) = 0 olduğundan R[x]’de;

f0(x)g0(x) = 0

f0(x)g1(x) + f1(x)α(g0(x)) = 0

· · ·

fmα
m(gn(x)) = 0

(∗)

elde edilir. Şimdi

f(x) =f0(x
t) + f1(x

t)xtk+1 + f2(x
t)x2tk+2 + · · ·+ fm(xt)xmtk+m

g(x) =g0(x
t) + g1(x

t)xtk+1 + g2(x
t)x2tk+2 + · · ·+ gm(xt)xmtk+m

(∗∗)

alalım. R[x;α]’da;

f(x)g(x) = f0(x
t)g0(x

t) + [f0(x
t)g1(x

t) + f1(x
t)α(g0(x

t))]xtk+1

+ · · ·+ [fm(xt)αm(gn(xt))]x(m+n)(tk+1)

olduğu görülür. (∗)’daki eşitlikler ve αt = IR olduğu kullanılarak f(x)g(x) = 0 elde

edilir. Diğer taraftan (**)’daki eşitlikler kullanılarak f(x)g(x) = (a00 + a01x
t + · · ·+

a0s0x
s0t+a10x

tk+1+a11x
tk+t+1+· · ·+a1s1x

tk+s1t+· · ·+am0x
mtk+m+am1x

mtk+t+m+· · ·+

amsmx
mtk+smt+m)(b00 +b01x

t+ · · ·+b0w0x
w0t+b10x

tk+1b11x
tk+t+1 + · · ·+b1w1x

tk+w1t+1 +

· · ·+bn0xntk+n+bn1x
ntk+t+n+· · ·+bnwnx

ntk+wnt+n) = 0 bulunur. R α-skew Armendariz

ve αt = IR olduğundan tüm 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n ve u ∈ 0, 1, · · · , s0, · · · , sm, v ∈

0, 1, · · · , w0, · · · , wn için aiuα
i(bjv) = aiuα

itk+ut+i(bjv) = 0 olur. Bundan dolayı her

0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için R[x]’de fi(x
t)αi(gj(x

t)) = 0 elde edilir. Böylece her
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0 ≤ i ≤ m ve 0 ≤ j ≤ n için fi(x)αi(gj(x)) = 0 olduğu kolayca görülür. Sonuç olarak

R[x] polinom halkası α-skew Armendariz’dir. �

Chen and Tong (2007), Teorem 3.2.7 ile ilişkili olarak α bir monomorfizma olmayacak

şekilde inmiş olmayan α-skew Armendariz bir R halkasının var olduğunu aşağıdaki

örnekte göstermişlerdir.

Örnek 3.2.14 F bir cisim ve n ≥ 2 olmak üzere Mn(F )’nin bir alt halkası olan

R =





a a12 a13 · · · a1n

0 a a23 · · · a2n

0 0 a · · · a3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · a


: a, aij ∈ F


halkasını ve R’nin

α :



a a12 a13 · · · a1n

0 a a23 · · · a2n

0 0 a · · · a3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · a


7→



a 0 0 · · · 0

0 a 0 · · · 0

0 0 a · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · a


ile tanımlı α endomorfizmasını göz önüne alalım.

α’nın bir monomorfizma olmadığı açıktır. Ayrıca R inmiş bir halka değildir. Şimdi

R’nin α-skew Armendariz olduğunu gösterelim. Bunun için f(x)g(x) = 0 olacak

şekilde f(x) = A0 + A1x + · · · + Anx
n, g(x) = B0 + B1x + · · · + Bmx

m ∈ R[x;α]

polinomlarını alalım. Her i ve j için Aiα
i(Bj) = 0 olduğunu göstermemiz gerekir.

α2 = α olduğundan her i, j ≥ 1 için Aiα
i(Bj) = 0 olduğunu göstermemiz yeterlidir.

1. durum. A0 terslenebilir ise: f(x)g(x) = 0 olduğundan sabit terimin katsayısının 0

olması kullanılarak B0 = 0 bulunur. Her j ≤ n için Bj = 0 olduğunu iddia ediyoruz.

Eğer B0 = B1 = · · · = Bk−1 = 0 fakat Bk 6= 0 olacak şekilde en az bir k ≥ 1

olsaydı f(x)g(x) = 0 eşitliğinde xk’lı terimin katsayısından A0Bk + A1α(Bk−1) +

· · · + Akα(B0) = 0 olup kabulden A0Bk = 0 bulunurdu. A0 terslenebilir olduğundan

Bk = 0 elde edilirdi. Bu ise kabulümüz ile çelişirdi. Sonuç olarak her 0 ≤ j ≤ n için

Bj = 0’dır.
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2. durum. B0 terslenebilir ise: birinci durumdakine benzer olarak her 0 ≤ i ≤ m için

Ai=0 elde edilir.

3. durum. A0 ve B0 terslenemez ise: A0 6= 0 olduğu durumda her j için α(Bj) = 0

olduğunu iddia ediyoruz. Kabul edelim ki α(Bj) 6= 0 olacak şekilde en az bir j var

olsaydı f(x)g(x) = 0 eşitliğinde xj’li terimin katsayısından A0Bj +A1α(Bj−1) + · · ·+

Ajα(B0) = 0 olup kabulden A0Bj = 0 bulunurdu. α(Bj) 6= 0 iken Bj terslenebilir

olup buradan A0 = 0 olurdu ki bu durum A0 6= 0 olması ile çelişirdi. O halde her j

için α(Bj) = 0 elde edilir. Diğer yandan A0 = 0 olduğu durumda iddia ediyoruz ki ya

her Ai = 0 veya her α(Bj) = 0’dır. Kabul edelim ki Ai 6= 0 veya her α(Bj) 6= 0 olacak

şekilde en küçük i ve j var olsun. f(x)g(x) = 0 eşitliğinde xi+j’li terimin katsayısından

A0Bi+j + · · ·+ Ai−1α(Bj+1) + Aiα(Bj) + Ai+1α(Bj−1) + · · ·+ Ai+jα(B0) = 0

olup kabulden Aiα(Bj) = 0 olur. Diğer yandan α(Bj) 6= 0 olması α(Bj)’nin ter-

slenebilirdir olmasını gerektirdiğinden Ai = 0 olur ki bu durum Ai 6= 0 olması ile

çelişir.

Sonuç olarak yukarıdaki bütün durumlar gözönüne alındığında her i, j için Aiα
i(Bj) =

0 olduğundan R α-skew Armendariz’dir. �

Lemma 3.2.15 R bir halka ve α, R’nin bir endomorfizması olsun. Bu durumda

Mn(R[x;α]) ∼= Mn(R)[x; ᾱ]

sağlanır.

İspat (
∑m

k=0 a
k
ijx

k) 7→
∑m

k=0(a
(k)
ij )xk ile tanımlı φ : Mn(R[x;α])→Mn(R)[x; ᾱ] endo-

morfizmasını gözönüne alalım. φ’nin 1−1 ve örten olduğu kolayca görülebilir. Ayrıca

φ’nin toplamayı koruduğu açıktır. Şimdi φ’nin çarpmayı koruduğunu gösterelim.

A = (
∑m

k=0 a
(k)
ij x

k), B = (
∑m

l=0 b
(l)
ij x

l) ∈Mn(R[x;α]) alalım.

AB = (
m∑
k=0

a
(k)
ij x

k)(
m∑
l=0

b
(l)
ij x

l) = (fij(x))
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olup burada;

fij(x) =(
m∑
k=0

a
(k)
i1 x

k)(
m∑
l=0

b
(l)
1j x

l) + (
m∑
k=0

a
(k)
i2 x

k)(
m∑
l=0

b
(l)
2j x

l)

+ · · ·+ (
m∑
k=0

a
(k)
in x

k)(
m∑
l=0

b
(l)
njx

l)

=
2m∑
s=0

∑
k+l=s

a
(k)
i1 α

k(b
(l)
1j )xs +

2m∑
s=0

∑
k+l=s

a
(k)
i2 α

k(b
(l)
2j )xs

+ · · ·+
2m∑
s=0

∑
k+l=s

a
(k)
in α

k(b
(l)
nj)x

s

=
2m∑
s=0

∑
k+l=s

a
(k)
i1 α

k(b
(l)
1j ) +

2m∑
s=0

∑
k+l=s

a
(k)
i2 α

k(b
(l)
2j ) + · · ·+ a

(k)
in α

k(b
(l)
nj)x

s ∈ R[x;α]

dir. Böylece

φ(AB) =
2m∑
s=0

∑
k+l=s

(
a
(k)
i1 α

k(b
(l)
1j ) + a

(k)
i2 α

k(b
(l)
2j ) + · · ·+ a

(k)
in α

k(b
(l)
nj)
)
xs

elde edilir. Diğer yandan

φ(A)φ(B) =(
m∑
k=0

a
(k)
ij x

k)(
m∑
l=0

b
(l)
ij x

l)

=
2m∑
s=0

∑
k+l=s

(a
(k)
ij )(ᾱk(b

(l)
ij ))xs

=
2m∑
s=0

∑
k+l=s

(
a
(k)
i1 α

k(b
(l)
1j ) + a

(k)
i2 α

k(b
(l)
2j ) + · · ·+ a

(k)
in α

k(b
(l)
nj)
)
xs

bulunur. Sonuç olarak φ(AB) = φ(A)φ(B) olduğundan ispat tamamlanmış olur. �

Aşağıdaki örnekte Chen and tong (2007), verilen α-skew Armendariz olmayan matris

halkaları yer almaktadır.

Örnek 3.2.16 R bir halka ve α, R’nin herhangi endomorfizması olsun.

(1) n = 2k ≥ 2 için Be
n(R), ᾱ-skew Armendariz değil.

(2) n = 2k + 1 ≥ 3 için B0
n(R), ᾱ-skew Armendariz değil.

(3) n ≥ 2 için Bn(R), ᾱ-skew Armendariz değil.
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Lemma 3.2.17 R bir inmiş halka olsun. Her n = 2k + 1 ≥ 3 için S = An(R) ve

her n = 2k ≥ 4 için S = An(R) + RE1k olsun. A = (aij), B = (bij) ∈ S olmak üzere

AB = 0 ise [AB]ij = 0 dır (Lee and Zhou 2004).

Teorem 3.2.18 R, α-katı bir halka ve α, R’nin bir endomorfizması olsun. Bu

durumda aşağıdakiler sağlanır:

(1) ∀n = 2k + 1 ≥ 3 için An(R) ᾱ-skew Armendariz.

(2) ∀n = 2k ≥ 4 olduğunda An(R) + RE1k ᾱ-skew Armendariz (Chen ve Tong,

2007).

İspat n = 2k+ 1 ≥ 3 iken S = An(R) ve n = 2k ≥ 4 iken S = An(R) +RE1k olmak

üzere α(x) = A0 + A1(x) + · · · + Amx
m, β(x) = B0 + B1x + · · · + Bmx

m ∈ S[x;α]

için α(x)β(x) = 0 olduğunu kabul edelim. Her k, s için Akᾱ
k(Bs) = 0 olduğunu

göstermeliyiz. l = 0, 1, · · · ,m için a
(l)
ij ve b

(l)
ij sırasıyla Al ve Bl matrislerinin bileşenleri

olmak üzere fij(x) = a
(0)
ij +a

(1)
ij x+· · ·+a(m)

ij xm ve gij(x) = b
(0)
ij +b

(1)
ij x+· · ·+b(n)ij x

n olsun.

Lemma 3.2.15 gereğince φ : Mn(R[x;α])→Mn(R)[x; ᾱ] izomorfizması kullanılarak

φ(fij(x)) = φ(
m∑
l=0

a
(l)
ij x

l) =
m∑
l=0

(a
(l)
ij )xl = α(x)

φ(gij(x)) = φ(
m∑
l=0

b
(l)
ij x

l) =
m∑
l=0

(b
(l)
ij )xl = β(x)

olacak biçimde n = 2k + 1 ≥ 3 iken An(R[x;α])’da n = 2k ≥ 4 iken An(R[x;α]) +

R[x;α]E1k’da fij, gij matrisleri vardır. Burada

(fij) =


f11(x) f12(x) · · · f1n(x)

f21(x) f22(x) · · · f2n(x)
...

...
. . .

...

fn1(x) fn2(x) · · · fnn(x)

 , (gij) =


g11(x) g12(x) · · · g1n(x)

g21(x) g22(x) · · · g2n(x)
...

...
. . .

...

gn1(x) gn2(x) · · · gnn(x)


biçimindedir. Ayrıca α(x)β(x) = 0 olduğundan φ((fij))φ((gij)) = 0 olup buradan

φ homomorfizma olduğundan φ((fij)(gij)) = 0 olur. Ayrıca φ birebir olduğundan

(fij)(gij) = 0 bulunur. R halkası α-katı olduğundan Önerme 3.1.4 gereğince R[x;α]

inmiştir. Bu durumda Lemma 3.2.17’den her i, j için [(fij)(gij)]ij = 0 bulunur. R

halkası α-katı olduğundan Sonuç 3.1.5 gereğince R α-skew Armendarizdir. Bundan

47



dolayı l = 1, 2, · · · , n için filgli = (a
(0)
il +a

(1)
il x+· · ·+a(m)

il xm)(b
(0)
lj +b

(1)
lj x+· · ·+b(m)

lj xm) =

0 olup R α-skew Armendariz olduğundan her i, j, k, l, s için a
(k)
il α

k(b
(s)
lj ) = 0 bulunur.

Böylece Akᾱ
k(Bs) = 0 olup S α-skew Armendariz’dir. �

Sonuc. 3.2.19 R α-katı olsun. Bu durumda Vn(R) = RIn +RV +RV 2 + · · ·+RV n−1

bir ᾱ-skew Armendariz halkadır.

İspat Her n için Vn(R); An(R)’nin α(Vn(R)) ⊆ Vn(R) olacak biçimde bir alt halkası

olduğundan ispat açıktır. �

Teorem 3.2.18’de α = IR alınırsa aşağıdaki sonuç verilebilir.

Sonuc. 3.2.20 R inmiş bir halka olsun. Bu durumda aşağıdakiler sağlanır:

(1) Her n = 2k + 1 ≥ 3 için, An(R) Armendariz’dir.

(2) Her n = 2k ≥ 4 için, An(R) +REik Armendariz’dir (Lee and Zhou, 2004).

Lee ve Wong (2003); bir R halkasının inmiş olması için gerek ve yeter şartın T (R,R)

aşikar genişlemesinin Armendariz olduğunu Rege and Chhawchharia (1997), sonucu

geliştirerek göstermişlerdir. Ayrıca Hong vd. (2003),R halkası α-katı iken T (R,R) ve

S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 : a, b, c, d ∈ R

 halkasının ᾱ-skew Armendariz olduğunu

ifade etmişlerdir. Daha sonra Chen ve Tong (2007), yılında aşağıdaki teoremi ispat-

layarak bu önermelerin terslerinin de doğru olduğunu göstermişlerdir.

Teorem 3.2.21 R bir halka α R’nin bir endomorfizması olsun. R’nin α-katı olması

için gerek ve yeter koşul S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 : a, b, c, d ∈ R

 halkasının

ᾱ-skew Armendariz olmasıdır.

İspat (⇒) Önerme 3.1.26’den açıktır.

(⇐) Kabul edelim ki S3(R) halkası ᾱ-skew Armendariz olsun. İddia ediyoruz ki α bir

monomorfizmadır. Kabul edelim ki α monomorfizma olmasın. Bu durumda α(a) = 0

olacak şekilde 0 6= a ∈ R vardır. Buradan;
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


0 0 1

0 0 0

0 0 0

+


−a −a −a

0 −a −a

0 0 −a

x





0 0 1

0 0 0

0 0 0

+


a a a

0 a a

0 0 a

x

 =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 şeklinde olur fakat,


0 0 1

0 0 0

0 0 0




a a a

0 a a

0 0 a

 =


0 0 a

0 0 0

0 0 0

 6= 0

olur ki bu S3(R)’nin ᾱ-skew Armendariz olması ile çelişir. O halde kabulümüz yanlış

olup α bir monomorfizmadır. Şimdi R’nin α-katı olduğunu gösterelim. Kabul edelim

ki R α-katı olmasın. Bu durumda Lemma 3.1.11’den α(a)a = 0 fakat a 6= 0 olacak

şekilde bir a ∈ R vardır. α bir monomorfizma olduğundan α(a) 6= 0’dır. b = α(a)

olsun.


b 0 0

0 b 0

0 0 b

+


0 0 1

0 0 0

0 0 0

x





a 0 0

0 a 0

0 0 a

+


0 0 −1

0 0 0

0 0 0

x

 =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 olur fakat,


b 0 0

0 b 0

0 0 b




0 0 −1

0 0 0

0 0 0

 =


0 0 −b

0 0 0

0 0 0

 6= 0 olması

S3(R)’nin ᾱ-skew Armendariz olması ile çelişir. Sonuç olarak kabulümüz yanlış olup

R halkası α-katıdır. �

Teorem 3.2.21’de α = IR alınması durumunda, Kim and Lee (2000), ifade edilen

sonucun tersinin de doğru olduğu aşağıdaki sonuçta gösterilmiştir.

Sonuc. 3.2.22 R bir halka olsun. R’nin inmiş olması için gerek ve yeter koşul

S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 : a, b, c, d ∈ R


halkasının Armendariz olmasıdır (Chen and Tong 2007).

Chen ve Tong (2007), Teorem 3.2.21’in bir sonucu olarak aşağıdaki teoremi ispat-

lamışlardır.

Teorem 3.2.23 R bir halka ve α, R’nin bir endomorfizması olsun. R’nin α-katı

olması için gerek ve yeter koşul T (R,R) aşikar genişlemesinin ᾱ-skew Armendariz

olmasıdır.
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İspat (⇒) Önerme 3.1.22’den açıktır.

(⇐) İspatı Teorem 3.2.21’e benzer olarak yapılır. �

Sonuc. 3.2.24 R bir halka olsun. R’nin inmiş olması için gerek ve yeter koşul T (R,R)

aşikar genişlemesinin Armendariz olmasıdır (Lee and Wong 2003).

Teorem 3.2.18 ve Sonuç 3.2.19 kullanılarak Teorem 3.2.21’in ispatına benzer olarak

aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Teorem 3.2.25 α bir R halkasının bir endomorfizması olmak üzere aşağıdaki ifadeler

birbirine denktir:

(1) R, α katıdır.

(2) n = 2k + 1 ≥ 3 için An(R) ᾱ-skew Armendarizdir.

(3) n = 2k ≥ 4 için An(R) +RE1k ᾱ-skew Armendarizdir.

(4) n ≥ 2 için Vn(R) ᾱ-skew Armendarizdir.

Sonuc. 3.2.26 R bir halka olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R, inmiş halkadır.

(2) n = 2k + 1 ≥ 3 için An(R) Armendarizdir.

(3) n = 2k ≥ 4 için An(R) +RE1k Armendarizdir.

(4) n ≥ 2 için Vn(R) Armendarizdir.

Lemma 3.2.27 α, bir R halkasının bir endomorfizması ve σ : R ∼= S bir halka

izomorfizması olmak üzere, R, α-skew Armendariz ise S halkası da σασ−1-skew Ar-

mendariz’dir.

İspat Kabul edelim ki σ : R→ S bir halka izomorfizması ve R, α-skew Armendariz

olsun. f(x)g(x) = 0 olacak şekilde f(x) =
∑m

i=0 aix
i, g(x) =

∑n
j=0 bjx

j ∈ S[x;σασ−1]

polinomlarını gözönüne alalım. Her i ve j için ai(σασ
−1)i(bj) = 0 olduğunu göstermeli-

yiz. σ : R→ S izomorfizması yardımıyla σ(a0 +a1x+ · · ·+amx
m) = σ(a0) +σ(a1)x+
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· · · + σ(am)xm ile tanımlanan bir σ : R[x] → S[x] izomorfizması vardır. σ örten

olduğundan

f(x) = σ(f1(x)) = σ(a
′

0 + a
′

1x+ · · ·+ a
′

mx
m) = σ(a

′

0) + σ(a
′

1)x+ · · ·+ σ(a
′

m)xm

g(x) = σ(g1(x)) = σ(b
′

0 + b
′

1x+ · · ·+ b
′

nx
n) = σ(b

′

0) + σ(b
′

1)x+ · · ·+ σ(b
′

n)xn

olacak şekilde f1(x) =
∑m

i=0 a
′
ix
i, g1(x) =

∑n
j=0 b

′
jx
j ∈ R[x;α] vardır. İddia ediyoruz

ki R[x;α]’da f1(x)g1(x) = 0 dır. Gerçekten; S[x;σασ−1] da f(x)g(x) = 0 olduğundan

herhangi 0 ≤ k ≤ m için xk’lı terimin katsayısından

a0bk + a1(σασ
−1)(bk−1) + · · ·+ ak(σασ

−1)k(b0) = 0

elde edilir. ai = σ(a
′
i) ve bj = σ(b

′
j) olduğu gözönüne alınarak herhangi 0 ≤ k ≤ m

için

σ(a
′

0)σ(b
′

k) + σ(a
′

1)σασ
−1(σ(b

′

k−1)) + · · ·+ σ(a′k)(σασ
−1)k(σ(b

′

0)) = 0

bulunur. (σασ−1)t = σαtσ−1 olduğu ve σ’nın birebir olduğu kullanılarak R[x;α]’da

xk’lı terim

a
′

0b
′

k + a
′

1α(b
′

k−1) + · · ·+ a′kα
k(b

′

0) = 0

olduğundan R[x;α]’da f1(x)g1(x) = 0 ve buradan R α-skew Armendariz olduğundan

a
′
iα
i(b

′
j) = 0’dır. a′i = σ−1(ai) ve b′j = σ−1(bj) olduğuna dikkat edilerek

0 = a
′

iα
i(b

′

j) = σ−1(ai)α
i(σ−1(bj)) = σ−1(ai)σ

−1(σαi(σ−1(bj)) = σ−1(aiσα
iσ−1(bj))

bulunur. Bu durumda ai(σα
iσ−1)(bj) = ai(σασ

−1)i(bj) = 0 elde edilir ve ispat tamam-

lanır. �

Teorem 3.2.28 α, bir R halkasının endomorfizması olsun. n ≥ 2 ve 〈xn〉, xn

tarafından üretilen R[x]’in bir ideali olmak üzere R[x]/〈xn〉 ᾱ-skew Armendariz olması

için gerek ve yeter şart R’nin α-katı olmasıdır.

İspat R[x]/〈xn〉 ᾱ-skew Armendariz olsun. θ(r0In+ r1V + r2V
2 + · · ·+ rn−1V

n−1) =

r0 +r1x+ · · ·+rn−1x
n−1 + 〈xn〉 olacak şekilde θ : Vn(R) = RIn+RV + · · ·+RV n−1 →
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R[x]/〈xn〉 bir halka izomorfizmasıdır. Lemma 3.2.27 gereğince Vn(R) θ−1ᾱθ-skew

Armendarizdir. Her r0In + r1V + · · ·+ rn−1V
n−1 ∈ Vn(R) için

θ−1ᾱθ(r0In + r1V + · · ·+ rn−1V
n−1) =θ−1ᾱ(r0 + r1x+ · · ·+ rn−1x

n−1 + 〈xn〉

=θ−1(α(r0) + α(r1)x+ · · ·+ α(rn−1)x
n−1 + 〈xn〉)

=α(r0)In + α(r1)V + · · ·+ α(rn−1)V
n−1

=ᾱ(r0In + r1V + · · ·+ rn−1V
n−1)

olduğundan Vn(R) ᾱ-skew Armendarizdir. Böylece Teorem 3.2.25’ten R α-katıdır.

Diğer taraftan R α-katı olsun. Teorem 3.2.25’ten Vn(R) ᾱ-skew Armendariz’dir.

Lemma

3.2.27’e göre R[x]/〈xn〉, θᾱθ−1-skew Armendariz’dir. Böylece yukarıdaki paragrafın

ispatına benzer olarak R[x]/〈xn〉’in ᾱ-skew Armendariz olduğu görülür. �

Hong vd. (2003) ispatlanan Önerme 3.1.12, Teorem 3.2.28’in bir sonucu olarak Chen

and Tong (2007), aşağıdaki gibi verilmiştir.

Sonuc. 3.2.29 α, bir R halkasının monomorfizması olsun. Bu durumda 〈x2〉, x2

tarafından üretilen R[x]’in bir ideali olmak üzere R[x]/〈x2〉 ∼= T (R,R)’nin ᾱ-skew

Armendariz olması için gerek ve yeter şart R’nin α-katı olmasıdır.

Bir R halkasının aşikar genişlemesinin ᾱ-skew Armendariz olması için aşağıdaki gibi

yeni bir karakterizasyon vermişlerdir (Chen and Tong 2007).

Teorem 3.2.30 R, bir halka ve α, R’nin bir endomorfizması olsun. Bu durumda

T (R,R)’nin ᾱ-skew Armendariz olması için gerek ve yeter koşul aşağıdakilerin sağlan-

masıdır:

(1) R, α-skew Armendariz’dir.

(2) R[x;α]’da f(x)g(x) = 0 ise f(x)R[x;α] ∩R[x;α]g(x) = 0’dır.

İspat (⇒) Kabul edelim ki; T (R,R), ᾱ-skew Armendariz olsun.

(1) p(x)q(x) = 0 olacak şekilde p(x) =
∑m

i=0 aix
i, q(x) =

∑m
j=0 bjx

j ∈ R[x;α] alalım.

Bu durumda T (R[x;α], R[x;α])’da p(x) 0

0 p(x)

 q(x) 0

0 q(x)

 =

 0 0

0 0


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olur. Lemma 3.2.15’ten T (R,R)[x;α]’da a0 0

0 a0

+

 a1 0

0 a1

x+ · · ·+

 am 0

0 am

xm


 b0 0

0 b0

+

 b1 0

0 b1

x+ · · ·+

 bm 0

0 bm

xm

 =

 0 0

0 0


bulunur. T (R,R), ᾱ-skew Armendariz olduğundan her i, j için; ai 0

0 ai

 ᾱi

 bj 0

0 bj

 = 0

olur. Böylece aiα
i(bj) = 0 olduğundan R, α-skew Armendariz’dir.

(2) T (R,R), ᾱ-skew Armendariz olduğundan Teorem 3.2.23’ten R, α-katıdır. Böylece

Lemma 3.1.4’ten R[x;α] inmiştir. Sonuç 3.2.24’ten T (R[x;α], R[x;α]) Armendarizdir.

R[x;α]’da f(x)g(x) = 0 olsun. Kabul edelimki f(x)R[x;α]
⋂
R[x;α]g(x) 6= 0 olsun.

Bu durumda R[x;α]’da f(x)s(x) = −t(x)g(x) 6= 0 olacak şekilde s(x) ve t(x) eleman-

ları vardır. T (R[x;α], R[x;α])[y]’de f(x) 0

0 f(x)

+

 0 t(x)

0 0

 y

 g(x) 0

0 g(x)

+

 0 s(x)

0 0

 y

 = 0 0

0 0

 fakat;

 f(x) 0

0 f(x)

 0 s(x)

0

 =

 0 f(x)s(x)

0 0

 6= 0 olur. Bu

durum T (R[x;α], R[x;α])’nın Armendariz olması ile çelişir. O halde kabulümüz yanlış

olup f(x)R[x, α]
⋂
R[x;α]g(x) = 0 olmalıdır.

(⇐) Tersine (1) ve (2) doğru olsun. T (R,R)’nin ᾱ-skew Armendariz olduğunu göstere-

lim. T (R,R)[x; ᾱ]’da

p(x) =

 a0 c0

0 a0

+

 a1 c1

0 a1

x+ · · ·+

 am cm

0 am

xm

q(x) =

 b0 d0

0 b0

+

 b1 d1

0 b1

x+ · · ·+

 bm dm

0 bm

xm

polinomları için p(x)q(x) = 0 olsun. Her i, j için

 ai ci

0 ai

 ᾱi

 bj dj

0 bj

 = 0

olduğunu göstermeliyiz. Lemma 3.2.15’ten f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m, g(x) = b0 +
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b1x+ · · ·+bmxm, s(x) = c0+c1x+ · · ·+cmxm, t(x) = d0+d1x+ · · ·+dmxm olmak üzere f(x) s(x)

0 f(x)

 g(x) t(x)

0 g(x)

 =

 f(x)g(x) f(x)t(x) + s(x)g(x)

0 f(x)g(x)

 =

 0 0

0 0


bulunur. Buradan f(x)g(x) = 0 ve f(x)t(x) + s(x)t(x) = 0 bulunur. f(x)g(x) = 0 ve

R, α-skew Armendariz olduğundan her i, j için aiα
i(bj) = 0 olur. f(x)t(x)+s(x)t(x) =

0 olduğundan f(x)t(x) = −s(x)g(x) ∈ f(x)R[x;α] ∩ R[x;α]g(x) = 0 ve R, α-skew

Armendariz olduğundan aiα
i(dj) = 0 ve ciα

i(bj) = 0’dır. Böylece ai ci

0 ai

 ᾱi

 bj dj

0 bj

 aiα
i(bj) aiα

i(dj) + ciα
i(bj)

0 aiα
i(bj)

 = 0

olur. Sonuç olarak T (R,R), ᾱ-skew Armendariz’dir. �

Chen ve Tong 82007); (tez çalışmasının buraya kadar olan kısmının kısa bir özetini

içeren) α-skew Armendariz halkalar kullanılarak α-katı halkaların bazı karakterizasy-

onları aşağıdaki teoremde ispatsız olarak verilmiştir.

Teorem 3.2.31 R bir halka ve α, R’nin bir endomorfizması olsun. Aşağıdaki ifadeler

birbirine denktir:

(1) R, α-katıdır.

(2) a ∈ R için α(a)a = 0 ise a = 0 olur.

(3) R[x;α] inmiş halkadır.

(4) R inmiş ve R’nin her minimal P asal ideali için α−1(P ) ⊆ P sağlanır.

(5) R inmiş, α monomorfizma ve R’nin her minimal P asal ideali için α−1(P ) ⊆ P

olur.

(6) R inmiş, α monomorfizma ve R’de sağ sıfırlayanlar korunur.

(7) α monomorfizma, R inmiş ve α-skew Armendariz bir halkadır.

(8) R inmiş ve R[x;α]’da herhangi f(x) =
∑n

i=0 aix
i, g(x) =

∑m
j=0 bjx

j için

f(x)g(x) = 0 olması için gerek ve yeter koşul her i, j için aibj = 0 olmasıdır.

(9) T (R,R), ᾱ-skew Armendariz’dir.
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(10) S3(R), ᾱ-skew Armendariz’dir.

(11) n = 2k + 1 ≥ 3 için An(R), ᾱ-skew Armendariz’dir.

(12) n = 2k ≥ 4 için An(R) +RE1k, ᾱ-skew Armendariz’dir.

(13) n ≥ 2 için Vn(R), ᾱ-skew Armendariz’dir.

(14) n ≥ 2 için R[x]/(xn), ᾱ-skew Armendariz’dir.

(15) R α-skew Armendariz ve R[x;α]’da f(x)g(x) = 0 ise f(x)R[x;α]
⋂
R[x;α]g(x)

= 0 sağlanır.

Lee and Zhou (2004), inmiş halkalar üzerindeki (Armendariz olmayan) matris hal-

kalarının bazı “göreceli maksimal”Armendariz alt halkaları incelenmiştir. Önerme-

3.1.26’-da α-katı olan bir R halkası üzerinde S3(R)’nin ᾱ-skew Armendariz olduğu

gösterilmişti. Fakat Örnek 3.1.27’de n ≥ 4 için Sn(R)’nin ᾱ-skew olmadığı belir-

tilmişti. Yang vd. (2010) R halkası α-katı ve n ≥ 2 iken UTMn(R)’nin (göreceli

maksimal olan) ᾱ-skew Armendariz alt halkalarını bulmak için; üst üçgensel matris

halkalarının özel bir alt halkası olan Un(R) matris halkaları kullanılmıştır. Ayrıca

n = 3 durumunda R halkası α-katı iken U3(R) = S3(R)’nin ᾱ-skew Armendariz

olduğu açıktır.

Lemma 3.2.32 α : R→ R bir halka endomorfizması olsun. Bu durumda k = [n/2]

olmak üzere herhangi l ∈ {1, 2, · · · , k − 1} ve her n ≥ 4 için Un(R) + RE1,k ᾱ-skew

Armendariz değildir.

İspat Un(R) + RE1,k’nın bir halka olduğu açıktır. (Un(R) + RE1,k)[x; ᾱ]’da f =

El,k + (El,k − El,k+1)x ve g = Ek+1,k+2 + (Ek,k+2 + Ek+1,k+2)x polinomları gözönüne

alındığında fg = 0 olduğu açıktır. Fakat (El,k − El,k+1)ᾱ(Ek+1,k+2) 6= 0’dır. Böylece

Un(R) +RE1,k ᾱ-skew Armendariz değildir.

Lemma 3.2.33 α : R → R bir halka endomorfizması olsun. Bu durumda R halkası

α-katı iken her n = 2k + 1 ≥ 3 için Un(R) ᾱ-skew Armendarizdir.

İspat R halkasının α-katı olduğunu kabul edelim. Her n = 2k+1 ≥ 3 için Un(R)’nin

ᾱ-skew Armendariz olduğunu gösterelim. i = 0, 1, · · · , s için Ai = (a
(i)
uv) ∈ Un(R)
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ve j = 0, 1, · · · , t için Bj = (b
(j)
uv ) ∈ Un(R) olmak üzere Ai, Bj ∈ Un(R), f =∑s

i=0Aix
i, g =

∑t
j=0Bjx

j ∈ Un(R)[x; ᾱ] için fg = 0 olsun. İdda ediyoruz ki her

i,j için Aiᾱ
i(Bj) = 0’dır. u = v için (a

(i)
uv) ve (b

(j)
uv ) yerine sırasıyle a(i) ve b(j) kullanılır.

u 6= v ve 1 ≤ u ≤ k+ 1 ≤ v ≤ 2k+ 1 için fuu =
∑s

i=0 a
(i)xi, fuv =

∑s
i=0 a

(i)
u.vxi, guu =∑t

j=0 b
(j)xj, guv =

∑t
j=0 b

(j)
u,vxj olsun. Diğer tüm fuv, guv’ler sıfırdır. f0 = fuv ve

g0 = guv olmak üzere herhangi p, q ∈ {1, 2, · · · , k} için

f0g0 = 0 (3.17)

f0gp,k+1 + fp,k+1g0 = 0 (3.18)

f0gp,k+1+q + fp,k+1gk+1,k+1+q + fp,k+1+qg0 = 0 (3.19)

f0gk+1+q + fk+1,k+1+qg0 = 0 (3.20)

elde edilir. Her i, j için (3.17) eşitliğinden a(i)α(i)(b(j)) = 0 elde edilir. Önerme 3.1.5

ten dolayı R α-skew Armendariz’dir. Aynı zamanda g0f0 = 0 olup Önerme 3.1.4’den

R[x;α] inmiştir. (3.18) eşitliğini soldan g0 ile çarparsak p = 1, 2, · · · , k için g0f0gp,k+1+

g0fp,k+1g0 = 0 olup g0fp,k+1g0 = 0 olur, R[x;α] inmiş olduğundan p = 1, 2, · · · , k

için fp,k+1g0 = 0 (bu nedenle g0fp,k+1 = 0) ve dolayısıyla f0gp,k+1 = 0 (bu nedenle

gp,k+1f0 = 0) elde edilir. p = 1, 2, · · · , k ve R α-skew Armendariz olduğundan tüm i, j

için aip,k+1α
i(b(j)) = 0 ve a(i)αi(b

(j)
p,k+1) = 0 elde edilir. Benzer şekilde (3.20) eşitliği

içinde aynı yöntem kullanılarak q = 1, 2, · · · , k için f0gk+1,k+1+q = gk+1,k+1+qf0 = 0

ve fk+1,k+1+qg0 = g0fk+1,k+1+q = 0 olur. Böylece q = 1, 2, · · · , k ve tüm i, j için

a(i)αi(b
(j)
k+1,k+1+q) = a

(i)
k+1,k+1+qα

i(b(j)) = 0 elde edilir. (3.19) eşitliği soldan g0 ile

çarpılırsa

g0f0gp,k+1+q + g0fp,k+1gk+1,k+1+q + g0fp,k+1+qg0 = g0fp,k+1+qg0

elde edilir. Herhangi p, q ∈ 1, 2, · · · , k için fp,k+1+qg0 = 0 olup R α-skew Armendariz

olduğundan p, q ∈ 1, 2, · · · , k ve tüm i, j için aik+1+qα
i(b(j)) = 0 olup bundan dolayı

herhangi p, q ∈ 1, 2, · · · , k için

f0gp,k+1+q + fp,k+1gk+1,k+1+q = 0

eşitliği elde edilir. Bu eşitliği sağdan f0 ile çarparsak herhangi p, q ∈ {1, 2, · · · , k} için

f0gp,k+1+qf0 + fp,k+1gk+1,k+1+qf0 = f0gp,k+1+qf0
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elde edilir. R[x;α] inmiş oldğundan f0gp,k+1+q = 0 olup R α-skew Armendariz

olduğundan p, q ∈ {1, 2, · · · , k} ve tüm i, j için a(i)αi(bjp,k+1+q) = 0 bulunur. Aynı

zamanda herhangi p, q ∈ {1, 2, · · · , k} için fp,k+1gk+1,k+1+q = 0 elde edilir. R α-skew

Armendariz olduğundan p, q ∈ {1, 2, · · · , k} ve tüm i, j için a
(i)
p,k+1α

i(bjk+1,k+1+q) = 0

elde edilir. Şimdi tüm i = 0, 1, · · · , s ve j = 0, 1, · · · , t için Aiᾱ
i(Bj) = 0 olduğu

kolayca görülür. Dolayısıyla her n = 2k + 1 ≥ 3 için Un(R), ᾱ-skew Armendariz

halkadır.

Lemma 3.2.34 α : R → R bir halka endomorfizması olsun. Bu durumda R halkası

α-katı iken her n = 2k ≥ 2 için Un(R) ᾱ-skew Armendarizdir.

İspat Lemma 3.2.33’ün ispatına benzer olarak yapılır.

Yang vd. (2010), aşağıdaki iki teoremi ispatlayarak Hong vd. (2003), ispatladıkları

Önerme 3.1.26’ü genelleştirmişlerdir.

Teorem 3.2.35 α, bir R halkasının bir endomorfizması olsun. Bu durumda aşağıdaki

ifadeler birbirine denktir:

(1) R halkası α-katıdır.

(2) Her n ≥ 2 için Un(R) halkası ᾱ-skew Armendarizdir.

İspat (1)⇒ (2) Lemma 3.2.33 ve Lemma 3.2.34’ten açıktır.

(2) ⇒ (1) Her n ≥ 2 için Un(R) halkası ᾱ-skew Armendariz olsun. Kabul edelim

ki R α-katı olmasın. Bu durumda aα(a) = 0 olan bir 0 6= a ∈ R elemanı vardır.

Un(R)[x; ᾱ]’daki f = E1,n + aInx ve g = E1,n − aInx polinomları için fg = 0 olur.

Un(R) ᾱ-skew Armendariz olduğundan E1,naIn = 0 olmalıdır. Bu ise 0 6= a olması ile

çelişir. O halde kabulümüz yanlış olup R halkası α-katıdır.

İnmiş halkalar Armendariz (yani IR-skew Armendariz) olduğundan aşağıdaki sonuç

Kim and Lee (2000), elde edilen sonucu genelleştirerek n ≥ 2 için UTMn(R)’nin

Armendariz olan bazı alt halkalarının belirlenmesini sağlar.

Sonuc. 3.2.36 R halkası inmiş ise, her n ≥ 2 için Un(R) Armendarizdir.
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Teorem 3.2.37 α, bir R halkasının bir endomorfizması olsun. R α-katı ise, bu

durumda k = [n/2] olmak üzere Un(R); Un(R) + RE1,k’nın bir maksimal ᾱ-skew

Armendariz alt halkasıdır.

İspat k = [n/2] olmak üzere uygun n ≥ 4 ve l ∈ {1, 2, · · · , k− 1} için Un(R)’nin bir

maksimal ᾱ-skew Armendariz alt halka olmadığını kabul edelim. Bu durumda (Teo-

rem 3.2.35 gereğince) Un(R) ᾱ-skew Armendariz olduğundan Un(R)’yi öz olarak kap-

sayacak şekilde ᾱ-skew Armendariz olan bir W alt halkası vardır. Buradan 0 6= aEl,k ∈

REl,k olacak şekilde bir 0 6= a ∈ R vardır. Şimdi W [x; ᾱ]’da f = aEl,k + a(El,k −

El,k+1)x ve g = Ek+1,k+2+(Ek,k+2+Ek+1,k+2)x polinomlarını gözönüne alalım. fg = 0

olduğu açıktır. Fakat a(El,k − El,k+1)ᾱ(Ek+1,k+2) = aEl,k+2 6= 0 olduğundan çelişki

durumu sözkonusudur. O halde kabulümüz yanlış olup Un(R); Un(R) +RE1,k’nın bir

maksimal ᾱ-skew Armendariz alt halkasıdır.

Uyarı 3.2.38 α bir R halkasının bir endomorfizması olsun.

(1) Herhangi l ∈ {k + 2, k + 3, · · · , n} ve her n = 2k ≥ 4 için Vn(R); Vn(R) +

REk+1,l’nin bir maksimal ᾱ-skew Armendariz alt halkasıdır.

(2) Herhangi l ∈ {k + 3, k + 4, · · · , n} ve her n = 2k + 1 ≥ 5 için Un(R); Un(R) +

REk+2,l’nin bir maksimal ᾱ-skew Armendariz alt halkasıdır.

3.3 α-Armendariz Halkalar

Armendariz ve α-katı halkaların bir genelleştirmesi olan α-Armendariz halkalar Hong

vd.(2006), tarafından aşağıdaki gibi tanımlanmış ve özellikleri incelenmiştir. Bu no-

tasyon sayesinde; Hong vd, (2003)’te ortaya atılan sorunun bir cevabı olarak α-katı

halkaların bir karakterizasyonu verilebilir.

Tanım 3.3.1 α, bir R halkasının bir endomorfizması olsun. pq = 0 olacak şekilde

R[x;α]’daki p =
∑m

i=0 aix
i ve q =

∑n
j=0 bjx

j polinomları için 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n

olmak üzere aibj = 0 oluyorsa R halkası α-Armendariz olarak adlandırılır.

Hong vd. (2000), bir halkanın katı bir α endomorfizması için, α-Armendarizlik özelliği

ile α-skew Armendarizlik özelliği birbirine denk olduğundan her α-katı halkanın (Teo-

rem 3.1.5 gereğince) α-Armendariz olduğu açıktır. Bir R halkasının IR birim endomor-

fizması için, R’nin Armendariz, IR-skew Armendariz ve IR-Armendariz olması denktir.
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İnmiş halkalar her zaman IR-Armendariz’dir. Fakat Örnek 3.3.12’den görüleceği gibi

α 6= IR olmak üzere α-Armendariz olmayan bir inmiş α-skew Armendariz R halkası

vardır. Ayrıca α-Armendariz bir halkanın her alt halkasının da α-Armendariz olduğu

kolayca görülebilir.

Genelde; yukarıdaki α-Armendarizlik tanımının ters gerektirmesi aşağıdaki örnekte

de görüleceği gibi doğru değildir.

Örnek 3.3.2 R = Z2 ⊕ Z2 olsun. α((ā, b̄)) = (b̄, ā) ile tanımlanan α : R → R en-

domorfizmasını gözönüne alalım. p = (1̄, 0̄)x, q = (0̄, 1̄)x ∈ R[x;α] için (1̄, 0̄)(0̄, 1̄) =

0’dır fakat

pq = (1̄, 0̄)x(0̄, 1̄)x = (1̄, 0̄)α((0̄, 1̄))x2 = (1̄, 0̄)(1̄, 0̄)x2 = (1̄, 0̄)x2 6= 0

olur. Ayrıca R α-Armendariz değildir. Gerçekten; R[x;α]’daki p = (1̄, 0̄) + (1̄, 0̄)x ve

q = (0̄, 1̄) + (1̄, 0̄)x polinomları için

pq =[(1̄, 0̄) + (1̄, 0̄)x][(0̄, 1̄) + (1̄, 0̄)x]

=(1̄, 0̄)(0̄, 1̄) + [(1̄, 0̄)(1̄, 0̄) + (1̄, 0̄)α((0̄, 1̄))]x+ [(1̄, 0̄)α((1̄, 0̄))]x2

=(0̄, 0̄) + [(1̄, 0̄) + (1̄, 0̄)]x+ [(1̄, 0̄)(0̄, 1̄)]x2

=(0̄, 0̄)

=0

fakat (1̄, 0̄)(1̄, 0̄) = (1̄, 0̄) 6= (0, 0) = 0’dır. �

Önerme 3.3.3 Her bir i ∈ I için αi; Ri’nin bir endomorfizması olmak üzere Ri bir

αi-Armendariz bir halka ise,
∏

i∈I Ri direkt çarpımı da ᾱ-Armendarizdir.

İspat Her bir i ∈ I için αi; Ri’nin bir endomorfizması olmak üzere Ri bir αi-

Armendariz bir halka olsun. pq = 0 olacak şekilde p =
∑m

k=0(ai)kx
k, q =

∑n
l=0(bi)lx

l ∈

(
∏

i∈I Ri)[x; ᾱ] alalım. Bu durumda her bir i için (akbl)i∈I = (0)i∈I olur. Böylece her

0 ≤ k ≤ m ve 0 ≤ l ≤ n için (ai)k(bi)l = 0 olduğundan
∏

i∈I Ri direkt çarpımı da

ᾱ-Armendarizdir. �

Önerme 3.3.4 R bir α-Armendariz halka olsun. a, b ∈ R için aşağıdakiler sağlanır.

(1) ab = 0 ise herhangi pozitif n tamsayısı için αn(a)b = 0
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(2) Herhangi pozitif m tamsayısı için aαm(b) = 0 ise ab = 0

İspat (1) Kabul edelim ki ab = 0 olsun. n = 1 için α(a)b = 0 olduğunu göstermemiz

yeterlidir. R[x;α]’daki p = α(a)x ve q = bx polinomları için olsun. pq = [α(a)x][bx] =

α(a)α(b)x2 = α(ab)x2 = 0 olur. R α-Armendariz olduğundan α(a)b = 0 bulunur.

(2) Bir pozitif m tamsayısı için aαm(b) = 0 alalım. p = axm, q = bx ∈ R[x;α] olsun.

Bu durumda pq = (axm)(bx) = aαm(b)xm+1 = 0 olup R α-Armendariz olduğundan

ab = 0 elde edilir. �

Uyarı 3.3.5 (1) R bir α-Armendariz halka ise, α bir monomorfizmadır. Gerçekten;

R’nin α-Armendariz olduğunu ve α(a) = 0 olduğunu kabul edelim. R[x;α]’daki p(x) =

x ve q(x) = a polinomları için p(x)q(x) = xa = α(a)x = 0x = 0 olup R, α-Armendariz

olduğundan 1.a = a = 0 bulunur. Başka bir ifadeyle Önerme 3.3.4 (2)’de de a = 1 ve

m = 1 alınırsa α(b) = 0 iken b = 0 olacağından α monomorfizma olur.

(2) Ayrıca a, b ∈ R için aα(b) = 0 ise Önerme 3.3.4 (2)’den ab = 0 olup Önerme 3.3.4

(1)’den α(a)b = 0 elde edilir.

Sonuc. 3.3.6 R halkası α-Armendariz olsun. Bu durumda aşağıdakiler sağlanır.

(1) 1, R’nin birimi olmak üzere α(1) = 1’dir. Bu durumda e2 = e ∈ R için α(e) = e

olur.

(2) R[x;α] abelyandır.

İspat (1) (1 − α(1))α(1) = 0 olduğundan Önerme 3.3.4 (1) gereğince α(1 −

α(1))α(1) = 0 olur. Böylece α(1)−α(α(1))α(1) = 0 olduğundan α(1) = α(α(1)) olup

α monomorfizma olduğundan α(1) = 1 bulunur. Şimdi e2 = e ∈ R olsun. e(1−e) = 0

olduğundan Önerme 3.3.4 (1)’den α(e)(1 − e) = 0 olur. Böylece α(e) = α(e)e’dir.

Benzer şekilde (1 − e)e = 0 olduğundan Önerme 3.3.4 (1)’den α(1 − e)e = 0 olur.

Böylece α(1)e− α(e)e = 0 ve buradan e = α(e)e olup sonuç olarak α(e) = e bulunur.

(2) e2 = e ∈ R[x;α] özüslü elemanını alalım. R α-Armendariz olduğundan R α-

skew Armendarizdir. Lemma 3.2.1 gereğince e2 = e ∈ R olur. Sonuç 3.3.6 gereğince

α(e) = e bulunur. Böylece Önerme 3.2.2’den R[x;α] abelyandır.
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Örnek 3.3.2’deki R halkası ve α endomorfizması için e2 = e ∈ R olmak üzere α(e) 6= e

olmasına rağmen R abelyan halkası abelyandır. Gerçekten;

R = Z2 ⊕ Z2 = {(0̄, 0̄), (0̄, 1̄), (1̄, 0̄), (1̄, 1̄)}

ve α((ā, b̄)) = (b̄, ā) olmak üzere R’nin tüm özüslü elemanları (0̄, 0̄), (0̄, 1̄), (1̄, 0̄), (1̄, 1̄)

dir ve her özüslü eleman merkezi olduğu için R abelyandır. Fakat

α((0̄, 1̄)) = (1̄, 0̄) 6= (0̄, 1̄)

olur.

Aşağıdaki önermede; Hong vd. (2006) abelyan bir R halkasının α-Armenda-riz olması

için halkanın özüslü elemanlarının kullanıldığı bir karakterizasyon vermişler-dir.

Önerme 3.3.7 Herhangi e2 = e ∈ R özüslü elemanı için α(e) = e olmak üzere R bir

abelyan halka olsun. Bu durumda aşağıdakiler birbirine denktir:

(1) R α-Armendariz’dir.

(2) Herhangi e2 = e ∈ R için eR ve (1− e)R α-Armendariz’dir.

(3) Uygun e2 = e ∈ R için eR ve (1− e)R α-Armendariz’dir.

İspat Herhangi e2 = e ∈ R özüslü elemanı için α(e) = e olmak üzere R halkasının

abelyan olduğunu kabul edelim. α-Armendariz bir halkanın alt halkası da α-Armenda-

riz olduğundan (1)⇒ (2), (1)⇒ (3) ve (2)⇒ (3) ispatları açık olup sadece (3)⇒ (1)

ispatını göstermemiz yeterlidir.

(3) ⇒ (1) p =
∑m

i=0 aix
i, q =

∑n
j=0 bjx

j ∈ R[x;α] için pq = 0 olsun. Bu durumda

e2 = e ∈ R uygun bir özüslü eleman olmak üzere ep, eq ∈ (eR)[x;α] ve (1− e)p, (1−

e)q ∈ ((1 − e)R)[x;α] polinomları için (ep)(eq) = 0 ve ((1 − e)p)((1 − e)q) = 0 olur.

Kabulden eR ve (1 − e)R α-Armendariz olduğundan her 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için

eaiebj = eaibj = 0 ve (1 − e)ai(1 − e)bj = (1 − e)aibj = 0 olur. Böylece aibj =

eaibj + (1− e)aibj = 0 + 0 = 0 bulunur. Sonuç olarak R α-Armendariz’dir. �

Hong vd. (2006) aşağıdaki örneği vererek α-katı olmayan değişmeli bir α-Armen-dariz

halkanın var olduğunu göstermişlerdir.
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Örnek 3.3.8 R = T (Z,Q) olsun. Her (a1, x1), (a2, x2) ∈ R için

(a1, x1)(a2, x2) = (a1a2, a1x2 + x1a2) = (a2a1, a2x1 + x2a1) = (a2, x2)(a1, x1)

olduğundan R değişmelidir. R’nin bir α endomorfizması α((a, s)) = (a, s/2) ile

tanımlansın. Bu durumda α; R’nin bir otomorfizmasıdır. R α-katı değildir. Gerçekten

(0, 1) ∈ R için

(0, 1)α((0, 1)) = (0, 1)(0, 1/2) = (0, 0)

iken (0, 1) 6= (0, 0) dır. İddia ediyoruz ki R α-Armendariz’dir. Gerçekten; 0 ≤ i ≤ m

ve 0 ≤ j ≤ n iken Ai = (ai, si) ve Bj = (bj, tj) ∈ R için p =
∑m

i=0Aix
i, q =∑n

j=0Bjx
j ∈ R[x;α] alalım. Kabul edelim ki pq = 0 olsun. p0 =

∑m
i=0 aix

i ∈ Z[x] ve

p1 =
∑m

i=0 six
i ∈ Q[x] olmak üzere p = (p0, p1) biçiminde yazılabilir. Benzer olarak

q0 =
∑n

j=0 bjx
j ∈ Z[x] ve q1 =

∑n
j=0 tjx

j ∈ Q[x] olmak üzere q = (q0, q1) yazılır.

pq = (p0, p1)(q0, q1) = (p0, q0, p0q1 + p1q0) = (0, 0)

olup buradan p0q0 = 0 bulunur. Z[x] tamlık bölgesi olduğundan p0 = 0 veya q0 = 0

olmalıdır. Eğer p0 = 0 ise her i için ai = 0 ve buradan p1q0 = 0 elde edilir. Q[x]

tamlık bölgesi olduğundan p1 = 0 veya q0 = 0 dır. Böylece her i, j için AiBj = 0 elde

edilir. Eğer q0 = 0 ise her j için bj = 0 ve buradan p0q1 = 0 bulunur. Q[x] tamlık

bölgesi olduğundan p0 = 0 ya da q1 = 0 dır. Böylece her i, j için AiBj = 0 elde edilir.

Sonuç olarak R α-Armendariz’dir. �

Hong vd. (2006) inmiş α-Armendariz halkalar için aşağıdaki gibi bir karakterizasyon

vermişlerdir.

Önerme 3.3.9 R’nin α-katı olması için gerek ve yeter şart R’nin inmiş α-Armendariz

olmasıdır.

İspat Önermenin gerek koşulunun ispatı açıktır. Şimdi R inmiş ve α-Armendariz

iken R’nin α-katı olduğunu gösterelim. a ∈ R için aα(a) = 0 olsun. p = ax, q =

a ∈ R[x;α] için pq = (ax)a = aα(a)x = 0x = 0 dır. R α-Armandariz olduğundan

aa = a2 = 0 olup R inmiş olduğundan a = 0 bulunur. Böylece R α-katıdır. �

Teorem 3.3.10 R bir α-Armandariz halka ise R α-skew Armendariz’dir.
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İspat R’nin α-Armendariz olduğunu kabul edelim. pq = 0 olacak şekilde p =∑m
i=0 aix

i, q =
∑n

j=0 bjx
j ∈ R[x;α] alalım. R α-Armendariz olduğundan her 0 ≤ i ≤

m, 0 ≤ j ≤ n için aibj = 0 olur. İddia ediyoruz ki her 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için

aiα
i(bj) = 0 dır.

0 =pq

=(a0 + a1x+ · · ·+ amx
m)(b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n)

= a0(b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n)︸ ︷︷ ︸

0

+(a1x+ a2x
2 + · · ·+ amx

m)(b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n)

=(a1x+ a2x
2 + · · ·+ amx

m)(b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n)

=(a1 + a2x+ · · ·+ amx
m−1)x(b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n)

=(a1 + a2x+ · · ·+ amx
m−1)(α(b0)x+ α(b1)x

2 + · · ·+ α(bn)xn+1)

p1 = a1+a2x+ · · ·+amx
m−1, q1 = α(b0)x+α(b1)x

2+ · · ·+α(bn)xn+1 ∈ R[x;α] alınırsa

p1q1 = 0 olur. R α-Armendariz olduğundan her 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için aiα(bj) = 0

bulunur. Böylece;

0 =p1q1

=(a1 + a2x+ · · ·+ amx
m−1)(α(b0)x+ α(b1)x

2 + · · ·+ α(bn)xn+1)

= a1(α(b0)x+ · · ·+ α(bn)xn+1)︸ ︷︷ ︸
0

+(a2x+ · · ·+ amx
m−1)(α(b0)x+ · · ·+ α(bn)xn+1)

=(a2x+ a3x
2 + · · ·+ amxm−1)(α(b0)x+ α(b1)x

2 + · · ·+ α(bn)xn+1)

=(a2 + a3x+ · · ·+ amxm−2)x(α(b0)x+ α(b1)x
2 + · · ·+ α(bn)xn+1)

=(a2 + a3x+ · · ·+ amxm−2)(α2(b0)x
2 + α2(b1)x

3 + · · ·+ α2(bn)xn+2)

p2 = a2 + a3x + · · · + amx
m, q2 = α2(b0)x

2 + α2(b1)x
3 + · · · + α2(bn)xn+2 ∈ R[x;α]

alınırsa p2q2 = 0 olur. R α-Armendariz olduğundan her 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için

aiα
2(bj) = 0 bulunur. Bu şekilde devam edilirse her 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için

aiα
i(bj) = 0 bulunur. Böylece R α-skew Armendariz’dir. �

Uyarı 3.3.11 Hong vd. (2006) verilen aşağıdaki örnek; Teorem 3.3.10’un tersinin

genelde doğru olmadığını gösterir. Ayrıca Önerme 3.3.9’daki “R bir α-Armendariz

halka”şartının “R bir α-skew Armendariz halka”şartı ile değiştirileme-yeceğini de

gösterir.
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Örnek 3.3.12 R = Z2[x] olsun. f(x) = ā0 + ā1x + ā2x
2 + · · · + āmx

m ∈ R için α

endomorfizması α(f(x)) = f(0) olarak tanımlansın. R halkası α-skew Armendariz’dir.

Gerçekten; R[y;α] = Z2[x][y;α] gözönüne olsun. pq = 0 olacak şekilde p = f0 + f1y+

· · · + fmy
m, q = g0 + g1y + · · · + gny

n ∈ R[y;α] alalım. Kabul edelim ki 0 ≤ s ≤ m

olmak üzere f0 = f1 = · · · = fs−1 = 0 ve fs 6= 0 var olsun. pq = 0 olduğundan; xs ve

xs+1’li terimlerin katsayılarından

f0gs + f1α(gs−1) + f2α
2(gs−2) + · · ·+ fs−1α

s−1(g1) + fsα
s(g0) = 0

(3.21)

f0gs+1 + f1α(gs) + f2α
2(gs−1) + · · ·+ fs−1α

s−1(g2) + fsα
s(g1) + fs+1α

s+1(g0) = 0

(3.22)

olup (3.21) eşitliğinde kabul gereğince fsα
s(g0) = 0 elde edilir. Z2[x] tamlık bölgesi

ve fs 6= 0 olduğundan αs(g0) = 0 elde edilir. Bu durum (3.22) eşitliğinde kullanılarak

yukarıdakine benzer şekilde αs(g1) = 0 elde edilir. Bu şekilde devam edilirse her

0 ≤ i ≤ m için αi(gj) = 0 ve her 0 ≤ i ≤ s−1 için fi = 0 olduğundan tüm 0 ≤ i ≤ m,

0 ≤ j ≤ n için fiα
i(gj) = 0 elde edilir. Sonuç olarak R, α-skew Armendariz’dir.

Uyarı 3.3.5’te R α-Armendariz ise α’nın monomorfizma olduğu ifade edilmişti. Fakat

α(f(x)) = f(0) endomorfizması monomorfizma olmadığından R α-Armendariz değil-

dir. �

Uyarı 3.3.13 Önerme 3.1.15’de R bir tamlık bölgesi ise, R’nin herhangi α endomor-

fizması için R’nin α-skew Armendariz olduğu gösterilmişti. Örnek 3.3.12 gereğince ise

keyfi bir α endomorfizması için R, α-Armendariz olmayabilir. Fakat α monomorfizma

ise bunun doğru olduğu gösterilebilir. Teorem 3.3.10’da R α-Armendariz ise R α-skew

Armendariz olduğu gösterildi. Bu ifadenin tersi R bir tamlık bölgesi ve α monomor-

fizma iken doğrudur. Yani R tamlık bölgesi, α-skew Armendariz ve α monomorfizma

iseR α-Armendariz. Gerçekten; p =
∑m

i=0 aix
i, q =

∑n
j=0 bjx

j ∈ R[x;α] için pq = 0 ol-

sun. R α-skew Armendariz olduğundan aiα
i(bj) = 0 olup R tamlık bölgesi olduğundan

ai = 0 veya αi(bj) = 0 bulunur. Buradan α monomorfizma olduğundan ai = 0 veya

bj = 0 elde edilir. Böylece her i, j için aibj = 0 olduğundan R, α-Armendarizdir.

Hong vd (2006), aşağıdaki örneği vererek α-Armendariz bir halkanın homomorfik

görüntüsünün ᾱ-Armendariz olması gerekmediğini göstermişlerdir.
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Örnek 3.3.14 R = T (Z,Z4) =


 a s̄

0 a

 : a ∈ Z, s̄ ∈ Z4

 halkasını ve

α

 a s̄

0 a

 =

 a s̄

0 a


ile tanımlı α endomorfizmasını gözönüne alalım. pq = 0 olacak şekilde p0, q0 ∈ Z[x] ve

p1, q1 ∈ Z4[x] olmak üzere p =

 p0 p1

0 p0

 , q =

 q0 q1

0 q0

 ∈ R[x;α] polinomlarını

alalım. pq = 0 olduğundan p0q0 = 0 ve p0q1 + p1q0 = 0 elde edilir. Z[x]’de p0q0 = 0

olup Z[x] tamlık bölgesi olduğundan p0 = 0 veya q0 = 0 bulunur.

1.durum. p0 = 0 (yani her i için ai = 0) ise: p1q0 = 0 olup buradan s̄ibj = 0 olur.

Böylece her bir i, j için; ai s̄i

0 ai

 bj t̄j

0 bj

 =

 0 s̄i

0 0

 bj t̄j

0 bj

 =

 0 s̄ibj

0 0

 = 0

olup R α-Armendariz’dir.

2.durum. q0 = 0 (yani her j için bj = 0) ise: p0q1 = 0 olup Z4[x] Armendariz

olduğundan ait̄j = 0 elde edilir. Böylece her bir i, j için; ai s̄i

0 ai

 bj t̄j

0 bj

 =

 ai s̄i

0 0

 0 t̄j

0 0

 =

 0 ait̄j

0 0

 = 0

olduğundan R α-Armendariz’dir.

I =


 ai s̄i

0 ai

 : a ∈ 4Z, s̄ ∈ Z4

 idealini gözönüne alalım. α−1(I) = I olduğun-

dan I R’nin bir α-değişmez idealidir. Bundan dolayı I α-idealdir.

R/I =


 a s̄

0 a

+ I : a ∈ Z, s̄ ∈ Z4

 ∼= {(ā, b̄) : ā, b̄ ∈ Z4}
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olup (R/I) ᾱ-Armendariz değildir. Gerçekten; p = (2̄, 0̄) + (2̄, 1̄)x ∈ (R/I)[x; ᾱ]

polinomu için, ᾱ((2̄, 0̄)) = (2̄, 0̄) ve ᾱ((2̄, 1̄)) = (2̄, 3̄) olmak üzere

p2 =[(2̄, 0̄) + (2̄, 1̄)x][(2̄, 0̄) + (2̄, 1̄)x]

=(2̄, 0̄)(2̄, 0̄) + [(2̄, 0̄)(2̄, 1̄) + (2̄, 1̄)ᾱ(2̄, 0̄)]x+ [(2̄, 1̄)ᾱ(2̄, 1̄)]x2

=(0̄, 0̄) + [(0̄, 2̄) + (2̄, 1̄)(2̄, 0̄)]x+ [(2̄, 1̄)(2̄, 3̄)]x2

=(0̄, 0̄) + (0̄, 0̄)x+ (0̄, 0̄)x2

=0

elde edilir. Fakat; (2̄, 0̄)(2̄, 1̄) = (0̄, 2̄) 6= (0̄, 0̄) olduğundan R/I bölüm halkası ᾱ-

Armendariz değildir.

Önerme 3.3.15 Bir R halkasının bir I α-ideali için aşağıdakiler birbirine denktir:

(1) I α-katı (yani a ∈ R için aα(a) ∈ I iken a ∈ I).

(2) I yarıasal ve R/I ᾱ-Armendariz.

İspat (1) ⇒ (2) Kabul edelim ki I α-katı olsun. Öncelikle I’nın yarıasal olduğunu

gösterelim. r2 ∈ R olmak üzere r2 ∈ I olsun. α(r2) ∈ α(I) ⊆ I ve I ideal olduğundan

rα(r2)α2(r) = rα(r)α(rα(r)) ∈ I olup I α-katı olduğundan rα(r) ∈ I ve buradan r ∈

I elde edilir. Sonuç olarak I yarıasaldır. Şimdi R/I’nın ᾱ-katı olduğunu gösterelim.

Kabul edelim ki r + I ∈ R/I olmak üzere (r + I)ᾱ(r + I) = I olsun. Buradan;

(r + I)ᾱ(r + I) = I ⇒(r + I)(α(r) + I) = I

⇒rα(r) + I = I

⇒rα(r) ∈ I

⇒r ∈ I

⇒r + I = I

olduğundan R/I ᾱ-katıdır. Önerme 3.3.9’dan R/I ᾱ-Armendariz’dir.

(2) ⇒ (1) Kabul edelim ki I yarıasal ve R/I ᾱ-Armendariz olsun. I’nın α-katı

olduğunu gösterelim. Bunun için a ∈ R olmak üzere aα(a) ∈ I olsun. p = āx =
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(a+ I)x ∈ (R/I)[x;α] polinomunu gözönüne alalım.

p2 =(āx)(āx)

=[(a+ I)x][(a+ I)x]

=[(a+ I)ᾱ(a+ I)]x2

=[(a+ I)(α(a) + I)]x2

=[(aα(a) + I)]x2

=I

R/I ᾱ-Armendariz olduğundan (a + I)(a + I) = I olup a2 ∈ I elde edilir. I yarıasal

olduğundan a ∈ I’dır. Sonuç olarak I α-katıdır.

Hong vd. (2006), I ideali α-Armendariz ve R/I bölüm halkası ᾱ-Armendariz olan

fakat R halkası α-Armendariz olmayan bir örnek aşağıdaki gibi verilmiştir.

Örnek 3.3.16 F bir cisim olmak üzere R =

 F F

0 F

 =


 a b

0 c

 : a, b, c ∈ F


halkasını ve α

 a b

0 c

 =

 a −b

0 c

 ile tanımlı α endomorfizmasını gözönüne

alalım. e2 =

 1 −1

0 0

 1 −1

0 0

 = e olduğundan e =

 1 −1

0 0

 ∈ R özüslü

bir elemandır. α(e) = α

 1 −1

0 0

 =

 1 1

0 0

 6=
 1 −1

0 0

 = e olduğundan

Sonuç 3.3.6 gereğince R α-Armendariz değildir.

I =

 F F

0 0

 =


 a b

0 0

 : a, b ∈ F


J =

 0 F

0 F

 =


 0 b

0 c

 : b, c ∈ F


K =

 0 F

0 0

 =


 0 b

0 0

 : b ∈ F


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ideallerini gözönüne alalım. I’nın α-katı olduğunu gösterelim.

 a b

0 c

 ∈ R için a b

0 c

α

 a b

0 c

 ∈ I olsun. Buradan

 a b

0 c

α

 a b

0 c

 =

 a b

0 c

 a −b

0 c

 =

 a2 −ab+ bc

0 c2

 ∈ I
olup buradan c2 = 0 olmalıdır. F cisim olduğundan c = 0 bulunur. Böylece a b

0 0

 ∈ I olduğundan I α-katıdır. Benzer şekilde J ve K’nın α-katı olduğu

gösterilebilir. Böylece Önerme 3.3.15 gereğince R/I, R/J, R/K ᾱ-Armendariz olur.

K’nın elemanlarının formatından dolayı K’nın α-Armendariz olduğu açıktır.

Şimdi I’nın α-Armendariz olduğunu gösterelim.

Ai =

 ai bi

0 0

 , Bj =

 cj dj

0 0

 ∈ I olmak üzere p = A0+A1x+· · ·+Amxm, q =

B0 +B1x+ · · ·+Bnx
n ∈ I[x;α] için pq = 0 olsun. Buradan;

A0B0 =0 (3.23)

A0B1 + A1α(B0) =0 (3.24)

A0B2 + A1α(B1) + A2α
2(B0) =0 (3.25)

...

A0Bm + A1α(Bm−1) + ...+ Am−1α
m−1(B1) + Anα

n(B0) =0 (3.26)

eşitlikleri elde edilir. Kabul edelim ki A0 6= 0 ve B0 6= 0 olsun.

A0B0 =

 a0 b0

0 0

 c0 d0

0 0

 =

 a0c0 a0d0

0 0

 = 0 olduğundan a0c0 = 0 = a0d0

olup a0 6= 0 ve F cisim olduğundan (a0’ın tersi var) c0 = 0 = d0 bulunur. Buradan

B0 =

 c0 d0

0 0

 0 0

0 0

 = 0 olması B0 6= 0 olması ile çelişir. O halde a0 = 0

olmalıdır. Böylece her 0 ≤ j ≤ n için A0Bj =

 0 b0

0 0

 cj dj

0 0

 = 0 bulunur.

Böylece (3.24) eşitliğinden A1α(B0) = 0 bulunur. Yani;

A1α(B0) =

 a1 b1

0 0

α

 c0 d0

0 0

 =

 a1c0 −a1d0
0 0

 = 0
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olur. Buradan a1c0 = 0 = a1d0 bulunur. a1 6= 0 ise F cisim olduğundan (a1’in

tersi vardır) c0 = 0 = d0 elde edilir. Böylece B0 =

 c0 d0

0 0

 =

 0 0

0 0

 = 0

olması B0 6= 0 olması ile çelişir. O halde a1 = 0 olmalıdır. Böylece her 0 ≤ j ≤ n

için A1Bj =

 0 b1

0 0

 cj dj

0 0

 = 0 elde edilir. Bu şekilde devam edilirse her

0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için AiBj = 0 bulunur. Sonuç olarak I α-Armendariz’dir.

Benzer şekilde J ’nin de α-Armendariz olduğu gösterilebilir. �

Uyarı 3.3.17 α, bir R halkasının bir endomorfizması olsun. Kabul edelim ki R’nin

Q(R) klasik sağ kesirler halkası var olsun. R’nin α-katı olması için gerek ve yeter koşul

Q(R)’nin ᾱ-katı olmasıdır. Böylece R halkası α-katı iken Q(R) klasik sağ kesirler

halkası ᾱ-katı olup Önerme 3.3.9 gereğince Q(R), ᾱ-Armendariz’dir. Fakat R’nin

inmiş olması durumunda bu ifade geçerli değildir. Çünkü Örnek 3.0.2’den Q(R) klasik

sağ kesirler halkası ᾱ-Armendariz olmayan inmiş bir R = Z2 ⊕ Z2 halkası vardır.

Önerme 3.3.18 α, bir R halkasının bir endomorfizması olsun. R α-katı ise

S3(R) =




a b c

0 a d

0 0 a

 : a, b, c, d ∈ R


halkası ᾱ-Armendariz’dir.

İspat S3(R)’nin


a1 b1 c1

0 a1 d1

0 0 a1

 ve


a2 b2 c2

0 a2 d2

0 0 a2

 elemanlarını sırasıyla

(a1, b1, c1, d1) ve (a2, b2, c2, d2) ile gösterelim. Buna göre S3(R)’de toplama ve çarpma

işlemleri:

(a1, b1, c1, d1) + (a2, b2, c2, d2) = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2, d1 + d2)

(a1, b1, c1, d1)(a2, b2, c2, d2) = (a1a2, a1b2 + b1a2, a1c2 + b1d2 + c1a2, a1d2 + d1a2)

biçiminde olur. Dolayısıyla pq = 0 olacak şekildeki

p =
m∑
i=0


ai bi ci

0 ai di

0 0 ai

xi, q =
n∑
j=0


aj bj cj

0 aj dj

0 0 aj

xi ∈ S[x; ᾱ]
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polinomları için pi, qj ∈ R[x;α] ve

p0 =
m∑
i=0

aix
i, p1 =

m∑
i=0

bix
i, p2 =

m∑
i=0

cix
i, p3 =

m∑
i=0

dix
i

q0 =
n∑
j=0

ajx
j, q1 =

n∑
j=0

bjx
j, q2 =

n∑
j=0

cjx
j, q3 =

n∑
j=0

djx
j

olmak üzere

p =


p0 p1 p2

0 p1 p3

0 0 p1

 = (p0, p1, p2, p3)

ve

q =


q0 q1 q2

0 q1 q3

0 0 q1

 = (q0, q1, q2, q3)

biçiminde yazılabilir. Bu durumda;

p0q0 = 0 (3.27)

p0q1 + p1q0 = 0 (3.28)

p0q2 + p1q3 + p2q0 = 0 (3.29)

p0q3 + p3q0 = 0 (3.30)

eşitlikleri elde edilir. Önerme 3.1.4 gereğince R halkası α-katı olduğundan R[x;α]

inmiştir. Böylece (3,27) eşitliğinden q0p0 = 0 elde edilir. (3.28) eşitliği sağdan p0 ile

çarpılırsa p0q1 = 0 elde edilir. Bu ifade (3.28) eşitliğinde yerine yazılırsa p1q0 = 0

olur. Ayrıca (3.30) eşitliği sağdan p0 ile çarpılırsa p0q3 = 0 olup bu ifade (3.30) da

yerine yazılırsa p3q0 = 0 elde edilir. (3.29) eşitliği sağdan p0 ile çarpılırsa p0q2 = 0

olup (3.29) eşitliğinde yerine yazılırsa p1q3 + p2q0 = 0 elde edilir. Bu eşitlik sağdan

p1 ile çarpılırsa p1q3 = 0 elde edilir ve bu ifade yerine yazılırsa p2q0 = 0 elde edilir.

R α-katı olduğundan Önerme 3.3.9 gereğince R α-Armendariz olur. Böylece R[x;α]’da

p0q0 = 0 olduğundan aia
′

j = 0

p0q1 = 0 olduğundan aib
′

j = 0

p1q0 = 0 olduğundan bia
′

j = 0

70



p0q2 = 0 olduğundan aic
′

j = 0

p1q3 = 0 olduğundan bid
′

j = 0

p2q0 = 0 olduğundan cia
′

j = 0

p0q3 = 0 olduğundan aid
′

j = 0

p3q0 = 0 olduğundan dia
′

j = 0

elde edilir. Böylece her i, j için
ai bi ci

0 ai di

0 0 ai




a
′
j b

′
j c

′
j

0 a
′
j d

′
j

0 0 a
′
j

 = 0

olup S3(R) ᾱ-Armendariz’dir. �

Önerme 3.3.18’in bir sonucu olarak aşağıdaki karakterizasyon verilebilir.

Sonuc. 3.3.19 R’nin α-katı olması için gerek ve yeter şart T (R,R)’nin ᾱ-Armendariz

olmasıdır (Hong et al. 2006).

İspat Önerme 3.3.18’deki S3(R) ᾱ-Armendariz olduğundan S3(R)’nin


a b 0

0 a 0

0 0 0

 : a, b ∈ R

 alt halkası ᾱ-Armendariz’dir. T (R,R) bu halkaya

izomorf olduğundan T (R,R) ᾱ-Armendariz’dir. �

Bir halkanın aşikar genişlemesinin Armendarizlik özelliği (Lee ve Zhou, 2004)’te de-

taylı bie şekilde çalışılmıştır. Sonuç 3.3.19’da “R’nin α-katı olması ”koşulu “R’nin

inmiş halka olması ”ya da “R’nin α-Armendariz olması ”koşulu ile değiştirilemez.

Çünkü; Teorem 3.3.10’dan R α-Armendariz ise R’nin α-skew Armendariz olduğu

biliniyor. Buna göre; Sonuç 3.3.19’da “R α-katı”yerine “R α-Armendariz”yazılsaydı;

R α-skew Armendariz olur fakat Örnek 3.1.21 gereğince T (R,R), ᾱ-skew Armendariz

değil ve dolayısıyla T (R,R), ᾱ-Armendariz olmazdı. Eğer Sonuç 3.3.19’da “R α-

katı”yerine “R (değişmeli) inmiş”yazılsaydı Örnek 3.1.25 gereğince T (R,R) α-skew

Armendariz değil ve dolayısıyla T (R,R) ᾱ-Armendariz olmazdı.
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Önerme 3.3.20 α; uygun bir t tamsayısı için αt = IR olacak şekilde R’nin bir

endomorfizması olsun. R’nin α-Armendariz olması için gerek ve yeter şart R[x]’in

α-Armendariz olmasıdır.

İspat R, α Armendariz olsun. p = f0 +f1y+ · · ·+fmy
m, q = g0 +g1y+ · · ·+gny

n ∈

(R[x])[y;α] için pq = 0 olsun. ai0 , ai1 , · · · , awi
, bj0 , bj1 , · · · , bvj ∈ R olmak üzere her

0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için fi = ai0 +ai1x+ · · ·+awi
xwi , gj = bj0 + bj1x+ · · ·+ bvix

vi ∈

R[x] olsun. Herhangi 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için k > max{der(fi), der(gi)} olacak

şekilde bir pozitif k tamsayısı alalım. p(xtk) = f0 + f1x
tk + · · · + fmx

mtk, q(xtk) =

g0 + g1x
tk + · · · + gnx

ntk ∈ R[x]’dir. fi(gj)’lerin katsayılarının kümesi (p(xtk) q(xtk))

katsayılarının kümesine eşittir. pq = 0 olduğundan x, R[x]’deki polinomlarda R’nin

elemanları ile yer değiştirir ve αtk = IR olduğundan (p(xtk) q(xtk))=0 ∈ R[x;α]’dır.

R α Armendariz olduğundan alibsj = 0 olup buradan her 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için

figj = 0 bulunur. Dolayısıyla R[x] α-Armendariz’dir. Tersine R[x], α-Armendariz

olsun. R halkası R[x]’in alt halkası olduğundan R α-Armendariz’dir. �

Önerme 3.3.21 R bir halka olsun. Aşağıdakiler birbirine denktir:

(1) R, α-katıdır.

(2) Uygun bir pozitif n tam sayısı için αn(a)a = 0 ise a = 0 olur.

(3) R[x]/〈x2〉 bölüm halkası ᾱ-Armendariz’dir.

İspat (1)⇒ (2) R α-katı olsun. Önerme 3.3.9’dan R inmiştir. αn(a)a = 0 olduğunu

kabul edelim. R inmiş olduğundan aαn(a) = 0’dır. Önerme 3.3.4 (2)’den a2 = 0 ve R

inmiş olduğundan a = 0 bulunur.

(2)⇒ (1) Öncelikle R’nin inmiş olduğunu gösterelim. a ∈ R için a2 = 0 olsun.

α(α(a)a) α(a)a = α2(a) α(a2)a olup kabulden α(a)a = 0 bulunur, yine kabulden a = 0

elde edilir. Böylece R inmiştir. r ∈ R için rα(r) = 0 olsun. R inmiş olduğundan

α(r)r = 0 olup kabulden r = 0 elde edilir. Sonuç olarak R α-katıdır.

(1) ⇒ (3) R α-katı olsun. h̄ = h + 〈x2〉 = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + amx

m + 〈x2〉 ∈

R[x]/〈x2〉 için h̄ = a0 + a1x + 〈x2〉 yazılır. p̄ = f̄0 + f̄1y + · · · + f̄my
m, q̄ =
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ḡ0 + ḡ1y + · · · + ḡny
n ∈ (R[x]/〈x2〉)[y;α] için p̄q̄ = 0̄ olsun. Buradan f̄i = ai0 + ai1x̄,

ḡj = bj0 + bj1x̄ ∈ R[x]/〈x2〉’dir. R α-katı olduğundan Önerme 3.3.9’dan R α-

Armendariz’dir. Sonuç 3.3.6 (1)’den α(1) = 1’dir. x̄y = (x + 〈x2〉)y = xy +

〈x2〉 = yx + 〈x2〉 = y(x + 〈x2〉) = yx̄ olduğunu gösterelim. Herhangi a ∈ R

için ax̄ = a(x + 〈x2〉) = ax + 〈x2〉 = xa + 〈x2〉 = (x + 〈x2〉)a = x̄a şeklindedir.

Böylece h0 =
∑m

i=0 ai0y
i, h1 =

∑m
i=0 ai1y

i, k0 =
∑n

j=0 bj0y
j, k1 =

∑n
j=0 bj1y

j ∈

R[y] olup p̄ = h0 + h1x̄ ve q̄ = k0 + k1x̄ olur. p̄q̄ ve x̄2 = 0̄ olduğundan 0̄ =

p̄q̄ = h0k0 + (h0k1 + h1k0)x̄ + h1k1x̄2 = h0k0 + (h0k1 + h1k0)x̄ olup h0k0 = 0 ve

h0k1 + h1k0 = 0’dır. Hong vd. (2003), R[y, α] inmiş olduğundan k0h0 = 0’dır. Bu-

radan 0 = k0(h0k1 + h1k0)h1 = k0h0k1h1 + k0h1k0h1 , yani (k0h1)
2 = 0 elde edilir.

Dolayısıyla k0h1 = 0 ve h1k0 = 0 bulunur. Buradan h0k1 = 0’dır. Böylece R α-

Armendariz olduğundan her 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için a0ib0j = 0, a0ib1j = 0 ve

a1ib0j = 0’dır. Böylece f̄iḡj = 0̄ bulunur. Sonuç olarak R[x]/〈x2〉, ᾱ-Armendariz’dir.

(3) ⇒ (1) R[x]/〈x2〉, ᾱ-Armendariz olsun. Sonuç 3.3.6 (1)’den ᾱ(1̄) = 1̄’dir. ᾱ(1̄) =

ᾱ(1+〈x2〉) = α(1)+〈x2〉 = 1+〈x2〉 = 1̄ olduğundan α(1) = 1’dir. a ∈ R için α(a)a = 0

olsun. p = α(a)− x̄y, q = a+ x̄y ∈ (R[x]/〈x2〉)[y, α] için pq = (α(a)− x̄y)(a+ x̄y) =

α(a)a + (α(a)x̄ − x̄α(a))y − α(1)x̄2y2 = 0 olup R[x]/〈x2〉 ᾱ-Armendariz olduğundan

x̄a = (x+ 〈x2〉)a = xa+ 〈x2〉 = 〈x2〉 = 0̄ olduğundan a = 0 olup R α-katı halkadır.�

3.4 α-Armendariz Halkaların Diğer Halka Sınıflarıyla İlişkisi

Lemma 3.4.1 R bir α-Armendariz halka ise, R[x;α]’daki tüm özüslü elemanların

kümesi, R’deki tüm özüslü elemanların kümesi ile aynıdır.

İspat R α-Armendariz halka ve e2 = e ∈ R[x;α] olmak üzere e = e0+e1x+· · ·+enxn

özüslü elemanını alalım. Bu durumda e(1− e) = 0 = (1− e)e olduğundan,

e(1− e) = 0 ise (e0 + e1x+ · · ·+ enx
n)((1− e0)− e1x− · · · − enxn) = 0

(1− e)e = 0 ise ((1− e0)− e1x− · · · − enxn)(e0 + e1x+ · · ·+ enx
n) = 0

şeklindedir. R α-Armendariz olduğundan e0(1− e0) = 0’dır. Buradan 0 ≤ i ≤ n için

(1 − e0)ei = 0 ve e0ei = 0 elde edilir. Böylece 1 ≤ i ≤ n için ei = 0’dır. Dolayısıyla
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e = e0 ∈ R özüslüdür. �

Aşağıdaki sonuçlar Hong vd. (2000), sonuçlarıyla kısmen aynıdır. Ayrıca Kim and

Lee (2000), sonuçların genişlemesidir.

Teorem 3.4.2 R α-Armendariz olsun. R’nin Baer (quasi-Baer, p.q. Baer) halka

olması için gerek ve yeter şart R[x;α]’nın Baer (quasi-Baer, p.q. Baer) halka olmasıdır.

İspat R Baer halka olsun. A, R[x;α]’nın boştan farklı bir alt kümesi ve A∗, A’daki

elemanların tüm katsayılarının kümesi olsun. Bu durumda A∗, R’nin boştan farklı

alt kümesidir. R Baer olduğundan rR(A∗) = eR olacak şekilde e2 = e ∈ R özüslü

elemanı vardır. Sonuç 3.3.6 (1)’den e ∈ rR[x;α](A) olduğundan eR[x;α] ⊆ rR[x;α](A)

elde edilir.

Diğer taraftan, 0 6= q = b0 + b1x + · · · + btx
t ∈ rR[x;α](A) olsun. Bu durumda Aq =

0’dır. Herhangi p ∈ A için pq = 0’dır. R α-Armendariz olduğundan herbir i, j

için aibj = 0’dır. ai ∈ A∗ olduğundan b0, b1, · · · , bt ∈ rR(A∗) = eR’dir. Böylece

q = ec0 + ec1x + · · · + ectx
t = e(c0 + c1x + · · · + ctx

t) ∈ eR[x;α] olacak şekilde

c0, c1, · · · , ct ∈ R vardır. Buradan rR[x;α](A) ⊆ eR[x;α] elde edilir. Sonuç olarak

rR[x;α](A) = eR[x;α] olacak şekilde e2 = e ∈ R[x;α] özüslü elemanı var olduğundan

R[x;α] Baer halkadır.

Tersine R[x;α] Baer halka olsun. B, R’nin boştan farklı bir alt kümesi olsun. Bu

durumda Lemma 3.4.1’den rR[x;α](B) = eR[x;α] olacak şekilde e2 = e ∈ R özüslü

elemanı vardır. Böylece rR(B) = rR[x;α](B)
⋂
R = eR[x;α]

⋂
R = eR olduğundan R

Baer halkadır. Quasi-Baer ve p.q.-Baer’lik için ispatlar benzer şekildde yapılır. �

Teorem 3.4.3 R α-Armendariz olsun. R’nin p.p-halka olması için gerek ve yeter

şart R[x;α]’nın p.p-halka olmasıdır.

İspat R p.p-halka olsun. p = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m ∈ R[x;α] alalım. Bu durumda

R p.p-halka olduğundan her bir i = 0, 1, · · · ,m için rR(ai) = eiR olacak şekilde

ei ∈ R özüslü elemanları vardır. e = e0, e1, · · · , em olsun. Sonuç 3.3.6 (2)’den R α-

Armendariz olduğundan R[x;α] abelyandır. Buradan R Abelyan olduğundan e2 =

e ∈ R ve eR =
⋂m
i=0 rR(ai)’dir. Gerçekten; y = eR alalım. Ohalde y = er olacak

şekilde r ∈ R vardır. Burada e yerine yazılırsa y = e0e1 · · · emr elde edilir. Bu eşitlik
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soldan a0 ile çarpılırsa a0y = a0e0e1 · · · emr = 0 olup her i = 0, 1, · · · ,m için y ∈ rR(ai)

elde edilir. Buradan y ∈
⋂m
i=0 rR(ai) ise Her i = 0, 1, · · · ,m için y ∈ rR(ai) = eiR

olup buradan Her i = 0, 1, · · · ,m için y ∈= eiR olur. y = eiri olacak şekilde ri ∈ R

vardır. y = e0r0 ise e0y = e0r0 = y olup e0y = y elde edlilir. Aynı şekilde y = e1r1 ise

e1y = y olup e0e1y = y elde edilir. Böyle devam edilerek y ∈ R elde edilir.

Sonuç 3.3.6 (1)’den α(e) = e olduğundan pe = a0e + a1α(e)x + · · · + amα
m(e)xm =

a0e + a1ex + · · · + amex
m = 0 olup, böylece eR[x;α] ⊆ rR[x;α](P ) elde edilir. Diğer

taraftan q = b0 + b1x + · · · + bnx
n ∈ rR[x;α](p) olsun. Bu durumda pq = 0’dır. R α-

Armendariz olduğundan her 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için aibj = 0 olur. Böylece her

bir 0 ≤ i ≤ m ve her j = 0, 1, · · · , n için bj ∈ eR’dir. Buradan q ∈ eR[x;α] için

rR[x;α](P ) ⊆ eR[x;α] elde edilir. Sonuç olarak R[x;α], p.p-halkadır.

Tersine R[x;α], p.p-halka olsun. a ∈ R için Lemma 3.4.1’den rR[x;α](a) = eR[x;α]

olacak şekilde e ∈ R[x;α] yani e ∈ R özüslü elemanı vardır. Böylece rR(a) = eR

olduğundan R p.p-halkadır.

Yukarıdaki iki teoremin bir sonucu olarak, Kim and Lee (2000)’de ispatlanan teorem-

ler, aşağıda ispatsız olarak verilmiştir.

Sonuc. 3.4.4 (1) R α-katı olsun. R’nin Baer olması için gerek ve yeter şart R[x;α]’nın

Baer olmasıdır. Ayrıca R’nin p.p-halka olması için gerek ve yeter şart R[x;α]’nın p.p-

halka olmasıdır.

(2) R Armendariz olsun. R’nin Baer olması için gerek ve yeter şart R[x]’in Baer

olmasıdır. Ayrıca R’nin p.p-halka olması için gerek ve yeter şart R[x]’in p.p-halka

olmasıdır (Kim and Lee 2000).

Uyarı 3.4.5 Örnek 3.3.2 ve Örnek 3.3.12 ile karşılaştırıldığında; Teorem 3.4.2 ve

Teorem 3.4.3’deki “R’nin α-Armendariz olması”koşulunun fazladan olmadığı görülür.

Aşağıda, R α-Armendariz ikenR halkasının veR[x;α] skew polinom halkasının simetrik

olma ve terslenebilir olma özellikleri arasındaki ilişki incelenecektir. Örnek- 3.3.2’de

R = Z2 ⊕ Z2 değişmeli halkası simetriktir. Fakat α((a, b)) = (b, a) ile tanımlı R’nin

α otomorfizmasını gözönüne alındığında R[x;α] skew polinom halkası terslenebilir

değildir. Gerçekten; p = (1, 0), q = (0, 1)x ∈ R[x;α] için pq = (1, 0)(0, 1)x = 0

fakat qp = (0, 1)x(1, 0) = (0, 1)α((1, 0))x = (0, 1)(0, 1)x = (0, 1)x 6= (0, 0)’dır. “Her
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simetrik halka terslenebilir ”olup bu ifadenin karşıt tersi gereğince R[x;α] simetrik

değildir.

Lemma 3.4.6 R α-Armendariz olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikler sağlanır.

(1) p1p2 · · · pn = 0 olmak üzere p1, p2, · · · , pn ∈ R[x;α] için herbir i için ai, pi’nin

herhangi katsayısı olmak üzere a1a2 · · · an = 0.

(2) R terslenebilir ise a, b ∈ R için ab = 0 olması için gerek ve yeter şart herhangi

pozitif n tamsayısı için aαn(b) = 0’dır.

İspat (1) p1p2 · · · pn = 0 olsun. ai, pi’nin herhangi katsayısı olsun. p1p2 · · · pn = 0

ise p1(p2p3 · · · pn) = 0 olup R α-Armendariz olduğundan a1b = 0 (b, p2p3 · · · pn’in

herhangi katsayısı) elde edilir. Böylece (a1p2)(p3 · · · pn) = 0 olup R α-Armendariz

olduğundan (a1a2)c = 0 olur. Buradan a1a2p3 · · · pn = 0 elde edilir. Böyle devam

edilirse a1a2 · · · an = 0 elde edilir.

(2) R terslenebilir olduğundan Önerme 3.3.4’den açıktır.

Teorem 3.4.7 R α-Armendariz olsun.

(1) R’nin simetrik olması için gerek ve yeter şart R[x;α]’nın simetrik olmasıdır.

(2) R’nin terslenebilir olması için gerek ve yeter şart R[x;α]’nın terslenebilir ol-

masıdır.

İspat (1) R simetrik olsun. p =
∑m

i=0 aix
i, q =

∑n
j=0 bjx

j, h =
∑t

k=0 ckx
k ∈ R[x;α]

için pqh = 0 olsun. Bu durumda Lemma 3.4.6 (1)’den her 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n,

0 ≤ k ≤ t için aibjck = 0’dır. R simetrik olduğundan aickbj = 0’dır. Negatif

olmayan herhangi s tamsayısı için; aickbj = 0 ise aiα
s(ckbj) = 0 olup buradan

aiα
s(ck)α

s(bj) = 0 bulunur. Lemma 3.4.6 (2)’den her i, j, k ve herhangi t ≥ s için

aiα
s(ck)α

t(bj) = 0’dır. Böylece pqh = 0 iken phq = 0’dır. Sonuç olarak R[x;α]

simetriktir.

(2) p =
∑m

i=0 aix
i, q =

∑n
j=0 bjx

j ∈ R[x;α] için pq = 0 olsun. R α-Armendariz

olduğundan her 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için aibj = 0’dır. R terslenebilir olduğundan
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bjai = 0’dır. Lemma 3.4.6 (2)’den her i, j ve negatif olmayan herhangi s tamsayısı için

bjα
s(ai) = 0’dır. Böylece R[x;α]’da qp = 0’dır. Sonuç olarak R[x;α] terslenebilirdir.

Buradan aşağıdaki sonuç elde edilebilir.

Sonuc. 3.4.8 R Armendariz halka olsun.

(1) R’nin simetrik olması için gerek ve yeter şart R[x]’in simetrik olmasıdır.

(2) R’nin terslenebilir olması için gerek ve yeter şart R[x]’in terslenebilir olmasıdır.
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