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OZET

Yiksek Lisans Tezi
GENISLETILMIS ARMENDARIZ HALKALAR UZERINE

Serhat TOKATCI
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dal
Danigman: Yrd. Do¢. Dr. Fatma KAYNARCA

Bu caligma ii¢ ana boltimden olugmaktadir. Birinci boliim, girig kismina ayrilmigtir.
Ikinci boliimde, calisma icin gerekli kavramlarmm tanimlari ve baz teoremler ver-
ilmigtir. Ugiincii boliimiin birinci kisminda, o-skew Armendariz halkalar tamtilarak
bir halkanin a-skew Armendariz olmasi i¢in baz karakterizasyonlar verilmistir. Ikinci
kisminda, a-skew Armendariz halka sinifinin diger halka simiflariyla olan iligkileri in-
celenmistir. Uclincil kisimda, a-Armendariz halka smifi tanitilarak baz 6zellikleri
incelenmistir. Son olarak dordiincii kissmda a-Armendariz halkalarin diger halka

siiflariyla arasindaki iligkiler aragtirilmigtir.

2014, v+80 sayfa
Anahtar Kelimeler : a-skew Armendariz halka, a-Armendariz halka, inmig halka,

agikar genigleme, matris halkasi, polinom halkasi



ABSTRACT

M. Sc Thesis
ON EXTENDED ARMENDARIZ RINGS

Serhat TOKATCI
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Asistant Professor Doctor Fatma KAYNARCA

This thesis consists of three basic chapters. The first chapter is devoted to the in-
troduction. The second chapter introduces preliminaries, definitions and necessary
theorems that will be required for later use. In the first part of the third chapter, by
introducing a-skew Armendariz rings some characterizations are given for a ring to be
an a-skew Armendariz ring. In the second part, relationships between a-skew Armen-
dariz rings and other rings are investigated. In the third part, the properties of these
rings are studied by presenting the class of a-Armendariz ring. Finally, the fourth

section is devoted to showing the relationships between a-Armendariz and other rings.
2014, v+4-80 pages

Key Words : a-skew Armendariz ring, a-Armendariz ring, reduced ring, trivial

extension, matrix ring, polynomial ring.
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SIMGELER DIZINI

Simgeler
o R’nin bir endomorfizmasi
a R’nin bir a endomorfizmasinin genisletilmisi
E;; Matris birimleri
Ir R’nin birim endomorfizmasi
[r(X) X'in sol sifirlayani
M,(R) R tizerindeki n x n tipindeki tiim matrislerin halkas:
Mg Sag R modil
rr(X) X’in sag sifirlayam
R Herhangi bir halka
Rlx] R iizerindeki polinomlar halkas
Rx; o R’nin skew polinom halkasi
T(R,M)=R®M R halkasinin M modiilii ile agikar geniglemesi
UTM,(R) R iizerindeki n x n tipindeki iist tiggensel matrislerin halkasi
Z Tam sayilar halkasi olmak tizere
L, n modiiliine gore tam sayilarin kiimesi




1 GIRIS

Armendariz halka kavrami; 1997°de tanimlanmasinin ardindan pek ¢ok yazar tarafin-
dan giintimtize kadar arastirilan, genigletilen popiiler bir konu olmugtur. Rege and
Chhawchharia (1997), bu kavrami ilk ortaya atan kisilerdir. R bir halka ve R|x];
R halkasi tizerindeki polinomlar halkasi olmak iizere R[z|'deki f(z) = ag + a1z +
oo+ ax™ ve g(x) = by + bix + ... + bya™ polinomlarn igin f(x)g(z) = 0 iken her
i,7 i¢in a;b; = 0 saglaniyorsa R halkasim1 Armendariz olarak adlandirmiglardir. Bu
ismi vermelerinin nedeni, 1974’de ilk olarak inmisg (sifirdan farkh sifiriisli eleman
bulundurmayan) bir halkanin bu ozelligi sagladigini E. P. Armendariz’in gostermis
olmasidir. Bu anlamda Armendariz halkalar inmig halkalarin bir genellegtirilmisidir.
Armendariz halka fikri; bir halkanin sifir bolenleri ile polinom halkasinin sifir bolenleri
arasindaki iligkinin anlagilmasi bakimindan onemlidir. Armendariz halkalarin degisik
ozelliklerinin ve karakterizasyonlarmin incelendigi Rege and Chhawchharia (1997),
Anderson and Camillo (1998), Kim and Lee (2000), Huh (2002), Lee and Wong (2003),
Lee and Zhou (2004),... gibi pek ¢ok galigma yapilmistir. Bu galigmalarda; Armendariz
bir R halkasimin R[z] polinom halkasi, R[z;«a] skew polinom halkasi, M, (R) matris
halkasi, UT'M,(R) tst liggensel matris halkasi, R/I boliim halkasi, T'(R, R) agikar
geniglemesi, Q(R) klasik kesirler halkasi ve e Re genig-lemesi, gibi baz1 geniglemelerinin
de Armendariz olup olmadig1 ya da hangi kosullar altinda Armendariz oldugu farkl

yaklagimlarla incelenmigtir.

Krempa (1996), a € R olmak iizere bir R halkasinin bir o endomorfizmasini; aa(a) = 0
iken a = 0 saglaniyorsa kat: olarak adlandirmigtir. Hong vd. (2000); R halkasinin
bir kat1 o endomorfizmasi varsa R’yi a-kat: olarak adlandirmiglardir. Ayni1 zamanda
bir halkanin herhangi kat1 endomorfizmasinin bir monomorfizma ve a-kati halkalarin
inmig oldugunu ifade etmislerdir. a-kati halkalarin 6zellikleri Krempa (1996) ve Hi-

rano (1999) tarafindan ¢ahgilmigtir.

Bir @ : R — R endomorfizmasi ile birlikte bir R halkas i¢in, R'nin bir R[z;«| skew
polinom halkasy (aym zamanda endomorfizma tipinin bir Ore genislemesi); her r € R

icin xr = «(r)z bigiminde tanimlanan yeni ¢arpma iglemi ile birlikte R tizerindeki



polinomlarin bir halkasi olarak tanimlanir. Bir R halkasinin Armendariz olma 6zelligi
R|x] polinom halkasina tagimirken R[z; ] skew polinom halkasina taginamamaktadir.
Bundan dolay1 Hong vd. (2003); a-kat1 ve Armendariz halkalarim bir genellemesi olan
a-skew Armendariz halka kavramini goyle tanimlamiglardir: «, bir R halkasinin bir
endomorfizmasi olmak tizere p(x)g(x) = 0 olacak sekilde R[z; o daki p(x) = Y ", ;"
ve q(x) = Y7o bja’ polinomlart i¢in a;a’(b;) = 0 (her 0 <4 < m ve 0 < j < n igin)
oluyorsa R halkas1 « endomorfizmasy ile birlikte bir skew-Armendariz halkadir (ba-
sitce, bir a-skew Armendariz halkadir). Tez ¢alismasinin ikinci boliimiinde; bu galigma
icin gerekli olan bazi temel kavramlarin tanimlarina ve bazi ozelliklerine yer ver-
ilmesinin ardindan ti¢lincti boliimiin birinci kisminda a-skew Armendariz halka sinifi
tanitilmig ve tezin hazirlanmasinda kullanilan yayinlarin tarih sirasi dikkate alinarak,
a-skew Armendariz halkalarin sagladigi bir takim 6zellikler ayrintili bir bicimde in-
celenmigtir. Daha acik bir ifadeyle a-skew Armendariz halkalarin alt halkalariin
ve direkt ¢arpimlarinin da a-skew Armendariz oldugu, a-kat1 halkalarin a-skew Ar-
mendariz oldugu (fakat bu ifadenin tersinin dogru olmadigi), a-skew Armendariz
bir halkanin polinom halkasinin hangi kosullar altinda a-skew Armendariz oldugu,
a-skew Armendariz bir halkanin her homomorfik goriintiisiiniin a-skew Armendariz
olmasi gerekmedigi (hangi kogullar altinda a-skew Armendariz oldugu), a-kati bir
halkanin agikar geniglemesinin ve bazi 6zel tipteki matris halkalarinin a-skew Armen-
dariz oldugu gosterilmistir. Ayrica a-skew Armendariz olmayan matris halkalarinin
(goreceli maksimal) a-skew Armendariz olan bazi alt halkalari belirlenmigtir. Bun-
dan bagka R halkasinin a-skew Armendariz olmasi kogulu ile R halkasinin Baer ya da
p.p.-halka olma 6zelliklerinin R[x; o] skew polinom halkasina tagimabildigi agik olarak
ifade edilerek bu halka sinifinin diger halka siniflariyla aralarindaki iligkiler de ortaya
konmustur.

Hong vd. (2006); R[z] polinom halkasindaki polinomlar yerine R[z; «| skew polinomlar
halkasindaki polinomlar {izerinde yeni bir Armendarizlik tanimi vermislerdir: «, bir
R halkasimin bir endomorfizmasi olmak tizere p(z)q(z) = 0 olacak sekilde R[x; ] daki
p(x) = Ytgaa’ ve q(x) = Y0 bz’ polinomlart i¢in a;b; = 0 (her 0 < i < m
ve 0 < j < nigin) ise R halkasini a-Armendariz olarak adlandirmiglardir(Hong at

al. 2006). a-Armendariz halkalar a-skew Armendariz halkalarin, a-kati halkalar da



a-Armendariz halkalarin bir genellemesidir. Hong vd. (2006)’da; Hong vd. (2003)’te
ifade ettikleri “R inmis a-skew Armendariz bir halka ve o bir monomorfizma iken R
halkas1 a-kat1 olur mu?” sorusuna “R’nin a-skew Armendariz” olmasi yerine “R’yi
a-Armendariz” alarak olumlu cevap vermiglerdir. Ayrica a-Armendariz halkalarin
ve geniglemelerinin Ozelliklerini incelemiglerdir. Buna ek olarak a-Armendariz bir
R halkasi igin R ile R|x; ] skew polinom halkasimin cesitli 6zellikleri ve aralarindaki
gliclii baglantilar gosterilmistir. Armendariz halkalarla ilgili daha 6nceden bilinen bazi
sonuclar a-Armendariz halkalarin 6zelliklerinden yeniden ifade edilmistir. Bundan
bagka “simetrik olma” “terslenebilir olma” “Baer olma” ve “p.p.-halka olma” gibi bazi
ozelliklerin a-Armendariz bir R halkasindan R|x; «] skew polinom halkasina tagindig

gosterilmigtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez caligmasi igin gerekli olan temel kavramlar ve bazi ozellikler verile-
cek ve sonraki boliimlerde ihtiyag duyulacak olan bazi halka simiflar1 tamitilacaktir.
Bu béliimde temel kaynak olarak Anderson and Fuller (1992) ve Hungerford (2000)
kullanilacaktir. Bu caligmada, aksi belirtilmedikce R birimli bir halkadir. Halkanin

toplamaya gore etkisiz eleman1 0 ve carpimsal birimi 1 ile gosterilecektir.

2.1 Genel Tanimlar

Tanim 2.1.1 Bir R halkasinda sifirdan farkli bir a elemanina; sirasiyla ab = 0
(ba = 0) olacak sekilde sifirdan farkli bir b elemam varsa sirasiyla bir sol (sag) sifer
bolen denir. R'nin bir eleman1 hem sol hem de sag sifir bolen ise bir sifsr bolen olarak

adlandirilir.

Tanim 2.1.2 1x # O olmak iizere degigmeli ve birimli bir R halkasinin sifir boleni

yoksa R halkas1 tamlik bolgesi olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.3 R halkasinin bir [ ideali ve bir a endomorfizmasi igin

e 7 € R olmak iizere r* € I iken r € I oluyorsa I; bir yarasal ideal

e a(l) C I oluyorsa I; bir a-ideal,

e a'(I)={a€R : aa) € I} = I oluyorsa I; bir a-degismez ideal
olarak adlandirilir.

Uyar: 2.1.4 Her a-degismez ideal bir a-idealdir. Gercekten I bir a-degismez ideal
olsun. b € «(I) alalim. Bu durumda b = «(a) olacak gekilde a € I vardir. [ ideali
a-degismez oldugundan I = a~*(I) ve buradan da a € o *(I) olup a(a) = b € I

bulunur. Sonug olarak a(l) C I oldugundan I bir a-idealdir.

Tamim 2.1.5 Bir R halkasiin bir I ideali i¢in R/I = {r +1 : r € R} kiimesine
R'nin I’ya gére bélim halkas (ya da R ’nin homomorfik gérintisi) denir.

a bir R halkasinin bir endomorfizmasi ve I; R'nin bir a-ideali ise her a € R i¢in «
endomorfizmasi; a(a + 1) = a(a) + I ile tanimlanarak bir & : R/I — R/I endomor-

fizmasina genisletilebilir.



Tanim 2.1.6 R bir halka ve P, R’nin kendisinden farkli bir ideali olsun. R’nin A, B
idealleri igin AB C P iken A C P veya B C P oluyorsa, P’ye R'nin asal ideali denir.

R’nin tim asal ideallerinin arakesitine R'nin asal radikali denir.

Tanim 2.1.7 Her bir ¢ € [ i¢gin R; birer halka olmak iizere bilegensel toplama ve

carpma iglemleriyle birlikte
{(ai)ier = a; € R;}
kiimesine R;’lerin direkt carpimi denir ve [[,.; R; ile gosterilir.

Her bir 7 € I i¢in R;'nin bir o; endomorfizmasi yardimiyla, her (a;)icr € [],c; Ri igin

a((a;)ier) = (a4(a;))ier ile J],c; Ri'nin bir & endomorfizmasi tanimlanabilir.

Tanim 2.1.8 R bir halka ve g My bir bimodiil olsun. R’nin M ile asikar genislemesi

(trivial extension) olarak adlandirilan R & M kiimesi;
(r1,m1) + (r2,ma) = (11 + 712, M1 + M)

(r1,mq)(re, me) = (1172, rima + myrs)

ile tamimlanan iglemlerle bir halkadir. Bu halka T'(R, M) ile gosterilir. Bu halka

rm

ayni zamanda r € R ve m € M olmak tizere formundaki tiim matrislerin
0 r
halkasina izomorftur. Yani
rom
T(R,M)=R(+)M = :reR,me M
0 r

bi¢imindedir.
R’nin bir a endomorfizmasi, her (a,b) € T'(R, R) i¢in a(a, b) = (a(a), a(b)) bigimin-de

tanimlanarak T'(R, R)'nin bir & endomorfizmasina genisletilebilir.

2.2 Polinom Halkalar:

R bir halka olmak tizere R iizerindeki f(z) = ag+ ax + asx® + - - - + a,x™ bigimindeki
tiim polinomlarin kiimesi; polinomlarin bilinen toplama ve ¢arpma iglemlerine gore
bir halkadir ve bu halka R|x] ile gosterilir.

R'nin bir @ endomorfizmasi; her > 7" a;2" € Rlz] igin a3 ", ax’) = Y 10, ala;)z’

bigiminde tanimlanarak R[z|'in bir & endomorfizmasina genigletilebilir.
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Tanim 2.2.1 R bir halka olmak tizere

Rlz;o71) = {Z a;x" s a; € R (k ve n negatif olabilir)}
i=k

kiimesi polinomlarin bilinen toplama ve ¢arpma iglemleriyle bir halkadir ve bu halka

Laurent polinomlar halkas: olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.2 R bir halka ve a : R — R bir halka endomorfimasi olsun. Bir

0 : R — R toplamsal doniisiimi; her a,b € R igin
d(ab) = d(a)b+ a(a)o(b)
ozelligini saglarsa, bu durumda ¢ déniigiimiine R'nin bir a-tirevi (a-derivation) denir.

Tanim 2.2.3 R bir halka; a;, R'nin bir endomorfizmasi ve §, R’'nin bir a-tiirevi olsun.
R halkasmin R[z;«,d] Ore genislemesi; polinomlarin bilinen toplamasi ve herhangi
bir a € R igin

za = ala)r + d(a)
ile tanimlanan yeni ¢arpma iglemi ile birlikte bir halkadir. Eger §, R’nin sifir endo-
morfizmasi ise, bu durumda R[z; o, 0] yerine R[z; «] yazilir ve bu halka endomorfizma
tipinin bir Ore genislemesi (ya da skew polinom halkasi) olarak adlandirilir. Diger bir

ifadeyle R[z; ] kiimesi polinomlardaki bilinen toplama islemi ve
zra = ala)x
ile tanimlanan carpma iglemi ile birlikte bir halkadir.

Ozel olarak «, R’nin birim endomorfizmasi ve 9, R’nin sifir endomorfizmasi olarak

alimirsa R[x; I, 0] = R[x] olacag aciktir.

2.3 Matris Halkalar:

Bu boliimde bir R halkasindan elde edilen baz1 6zel tipteki matris halkalar: tanitilacak-

tir.

Tanim 2.3.1 R bir halka olmak tizere R tizerindeki n x n tipindeki tiim matrislerin

kiimesi, matrislerin bilinen toplama ve carpma iglemlerine gore toplamsal birimi

6



n x n tipindeki sifir matrisi, ¢arpimsal birimi ise n X n tipindeki birim matris olan
bir halkadir. Burada sifir matrisi O ile birim matrisi ise [, ile gosterilecektir. R

uizerindeki n x n tipindeki tiim matrislerin halkasi
My (R) = {[aijlaxn * a; € R}

ile gosterilecektir. R tizerindeki n X n tipindeki tiim st tiggensel matrislerin halkasi
ise

UTM,(R) = {[aijlnxn = @ij € R ve i>j iken a;; =0}
ile gosterilecektir.
R'nin bir o endomorfizmasi; her [a;j]nxn € M, (R) (ya da her [a;j]nxn € UTM,(R))
icin @([@ijlnxn) = [@(aij)]nxn biciminde tanimlanarak M, (R)nin ( ya da UTM,(R))

bir & endomorfizmasina genisletilebilir.

Tanim 2.3.2 Herhangi bir R halkasi iizerinde ¢. satir j. stitunundaki bileseni 1, diger
bilegenleri 0 olan matrislere matris birimleri (matrix units) denir ve E;; ile gosterilir.

Ornegin herhangi bir R halkas1 tizerindeki tiim 2 x 2 tipindeki matris birimleri

dir.

Tanim 2.3.3 Herhangi bir A € M, (R) i¢in, RA={rA : r€ R } olsun. n > 2 i¢in
{E;;: 1<4,j7 <n } matris birimleri kiimesi olmak tizere, V =", ', Ji+1 olsun.

n = 2k > 2 ¢ift sayis1 i¢in,

k n k+1 n
=Y > RE; Bi(R=) > RE,
i=1 j=k+ti i=1 j=k+i—1
ve n = 2k 4+ 1 > 3 tek sayisi igin,
k+1 n k+2 n
=Y > REy;  BYR)=>_ Y RE;
i=1 j=k+ti i=1 j=k+i—1

olarak tamimlanir. Diger taraftan

n =2k icin A.(R)=RI, + RV + ...+ RV¥1 + A¢(R),
B.(R) = RI,+ RV + ...+ RV¥"2 4+ B¢(R),
n=2k+1 icin A,(R)=RI,+ RV +...+ RVF1 4+ A°(R),
B.(R) = RI, 4+ RV + ...+ RV"*? + BJ(R)



olarak tanimlamir. Ornegin, n = 2k = 4 (k = 2)igin

( 3\
a; ay a b

0 ag ay ¢

A4(R) = { . ap,ag,a, b,C €ER 5
0 0 ap as

> 0 0 0 a J
aa a b ¢
0 ap d r

B4(R) = :ay,a,bc,d,r,s € R
0 0 a; s

\ 0 0 0 a )

ven =2k+1=>5 (k= 2)igin;

(

ap ay a b ¢
0 a aa d r
As(R) = 0 0 a ay s | @ a,a,a,bc,dr,s€ER,
0 0 0 a1 ao
> 0 0 0 0 a ) \
aa a b ¢ d
0 ag r» s t
Bs(R) = 0 0 a u v Day,a,bedr s, tu,v,w € R
0 0 0 a w
0

0 0 0

\ Vs

seklindedir (Lee and Zhou 2004).

Tanim 2.3.4 Herhangi bir R halkasi i¢in n = 2k > 2 pozitif bir ¢ift tam say1 olmak

uzere i -
Vo(R)=>_ > RE;;+» RE;;+RI,
i=1 j=k+1 j=1
ve n > 2 pozitif bir tam say1 ve k = [n/2] (yani; n = 2k’daki k degeri ve n = 2k+1’deki

k degeri) olmak iizere

k n n
UdR)=>_ Y RE;+ > REju;+RI,

i=1 j=k+1 j=k+2



matris halkalar: tanimlidir.

R'nin bir a endomorfizmasi; her [a;j]nxn € Vi (R) (ya da her [a;j]nxn € Up(R) ) icin
a([aij]nxn) = [a(aij)lnxn

bi¢iminde tanimlanarak V,,(R)nin (ya da U, (R)nin) bir & endomorfizmasima genisle-

tilebilir.

2.4 Klasik Sag Kesirler Halkasi

Tanim 2.4.1 R bir halka olsun. s € R olmak iizere her 0 # r € R i¢in rs # 0 ve
sr # 0 ise s'ye duzenli (reqular) eleman denir. Bagka bir ifadeyle bir r € R i¢in rs = 0

veya sr = 0 iken 7 = 0 oluyorsa s’ye diizenli (regular) eleman denir.

Bir halkanin birimi diizenli eleman iken sifir1 diizenli eleman degildir. Ayrica bir R
halkasinin tersinir elemanlar1 da diizenlidir. Gergekten; s € R tersinir olsun. r € R
olmak iizere rs = 0 oldugunu kabul edelim. s tersinir oldugundan rss=! = 0s~! olur.
Buradan r = 0 olup s diizenlidir. Fakat bu ifadenin tersi her zaman dogru degildir.
Ornegin Z halkasinda 2 diizenli elemandir fakat tersinir degildir. Bundan bagka, bir

tamlik bolgesinde sifirdan farkl her eleman diizenlidir.

Tanim 2.4.2 R bir halka olmak tizere S, R’'nin ¢arpimsal alt monoidi (yani R’deki

garpma iglemine gore birimli ve birlesmeli olan bir alt kiimesi) olmak iizere;
(i) v: R — @ homomorfizmasi her s € S i¢in v(s) tersinir olacak gekilde vardur.
(i) @mun her elemani s € S ve r € R igin [v(s)]'v(r) formundadir.

ozellikleri saglanirsa @) halkasma R’nin S’ye gore kesirlerinin halkas: (quotient ring)

denir.

Lemma 2.4.3 S = {r € R : r diizenli eleman} kiimesi R'nin bir ¢arpimsal kapal

bir alt monoididir.

ispat ri,ro € S alalm. riry € S yani riry diizenli oldugunu gosterelim. Kabul
edelim ki r(r;rs) = 0 olsun. R halkasi birlesmeli oldugundan (rry)ry = 0 olup

diizenli eleman oldugundan rr; = 0’dir. r; diizenli eleman oldugundan r» = 0 bulunur.
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Benzer olarak (r1re)r = 0 olsun. R halkasi birlesmeli oldugundan r(ryr) = 0 olup
ry1 diizenli oldugundan ror = 0 olur. ry diizenli eleman oldugundan r = 0 elde edilir.
Sonug olarak riry € S bulunur. 1z € S ve S’de birlesme 06zelligi var oldugundan S,

R’nin carpimsal kapali alt monoididir.

Tamim 2.4.4 S = {r € R : r diizenli eleman} olmak iizere birebir olan ¢ : R — @
doniigiimii varsa Q’ya R'nin klasik sag kesirler halkasi (classical right quotient ring)
denir.

a bir R halkasinin bir endomorfizmasi; b diizenli olmak iizere a,b € R olacak sekildeki
herhangi ab™' € @ i¢in a(ab™') = a(a)a(b)™ bigimde tamimlanarak @nun bir &

endomorfizmasina genisletilebilir.

Tanim 2.4.5 S, R’nin bir alt monoidi olsun. Bu durumda, asagidaki ozellikler

saglani-yorsa S’ye bir dominator (ya da Ore) kiime denir.

(i) Herhangi s; € S ve r; € R igin ser; = rys; olacak sekilde sy € S ve ry € R

vardir.
(ii) » € Rve s € S igin rs = 0 ise s'r = 0 olacak gekilde s’ € S vardur.

Onerme 2.4.6 R, S’ye gore klasik sag (sol) kesir halkasina sahipse S Ore kiimedir.

2.5 Bazi1 Halka Siniflar:

Bu kisimda Armendariz halkalarla iliskileri olan bazi halka simiflarinin tanimlar: ver-

ilecek ve aralarindaki iligkiler incelenecektir.

Tanim 2.5.1 R bir halka, o; R'nin bir endomorfizmas: ve a € R olmak {izere
aa(a) = 0 iken a = 0 oluyorsa « bir kate (rigid) endomorfizma olarak adlandirilir
(Krempa 1996). Bir R halkasinin bir kat1 @ endomorfizmasi varsa R halkasi a-kat

olarak adlandirilmistir (Hong et al. 2000).

Tanim 2.5.2 Bir R halkasinin bir a elemani i¢in @™ = 0 olacak sekilde bir n dogal
say1st varsa a elemani sifirisli (nilpotent) olarak adlandirihr. Bu ozelligi saglayan
en kii¢iik n dogal sayisina da a elemanimin sifirislilik gostergesi (nilpotency index)
denir. Bir R halkasinin her bir elemani sifiriislii olan bir N idealine nil ideal denir

(Anderson and Fuller 1992).
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Tanim 2.5.3 Bir R halkasinin sifirdan farkl sifiriislii elemani yoksa veya denk olarak;

2

a € R icin a© = 0 olmasi a = 0 olmasini gerektiriyorsa, bu durumda R’ye inmis

(reduced) halka denir. inmi@ bir halkanin her alt halkasinin da inmis oldugu agiktir.

Uyar1 2.5.4 « bir R halkasinin bir endomorfizmasi olmak tizere R halkasi a-kati
ise R halkasi inmistir. Gergekten; a € R i¢in a®> = 0 olsun. Bu durumda a(a?) = 0
oldugundan 0 = aa(a?)a?(a) = aala)a(a)a(a(a))) = aa(a)a(aa(a)) bulunur. R

halkas1 a-kat1 oldugundan aa(a) = 0 ve tekrar kabulden a = 0 elde edilir.

Tanim 2.5.5 a,b € R icin ab = 0 iken ba = 0 oluyorsa R halkasi sifir degismeli
(zero commutative) olarak adlandirmigtir (Habeb 1990). Bu 6zelligi saglayan halkalar
terslenebilir (reversible) adi altinda incelemistir (Cohn 1999). Terslenebilir halkalar
ayn1 zamanda Anderson and Camillo (1998) tarafindan sifir carpimlar degisir (zero
products commute) 6zelligine sahip halkalar olarak ZC5 adi altinda ¢aligilmigtir. Bu
ozelligi saglayan halkalara Cy halka adimi vermiglerdir (Krempa and Niewieczerzal

1977). Bu tezde terslenebilir ifadesi kullanilacaktir.

Uyar: 2.5.6 R halkasi inmig ise terslenebilirdir. Gergekten; R’nin inmis oldugunu
kabul edelim. R’nin terslenebilir oldugunu gosterelim. Bunun icin ab = 0 olsun.

(ba)? = baba = 0 olup R inmis oldugundan ba = 0 olur. Dolayisiyla R terslenebilirdir.

Tanim 2.5.7 a,b,c € R i¢in abe = 0 iken achb = 0 oluyorsa R halkas1 simetrik (sym-
metric) olarak adlandirihr (Lambek 1971). Simetrik halkalar i¢in ZC3 notasyonunu

kullanarak bu halka smifinin 6zelliklerini incelemigtir(Anderson and Camillo 1999).

Uyar1 2.5.8 Her inmig halka simetriktir (Shin 1973). Simdi bunu gosterelim; a, b, ¢ €
R i¢in abc = 0 olsun. Bu esitlik sagdan b ile ¢arpilirsa abcb = 0 olur. R terslenebilir
oldugundan bcba = 0 bulunur. Son esitlik sagdan c ile carpilirsa becbac = 0 elde
edilir. R terslenebilir oldugundan cbach = 0 olur. Bu durumda (cba)? = cbacba = 0
ve R inmig oldugundan cba = 0 olup R terslenebilir oldugundan acb = 0 bulunur.
Boylece R simetriktir. Fakat simetrik olup da, inmig olmayan halka siniflar1 da vardir

(Anderson and Camillo 1999).

Uyar: 2.5.9 Degismeli halkalarin simetrik oldugu aciktir. Simetrik halkalarin ter-

slenebilir oldugu da kolayca gosterilebilir: a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Buradan lab =0
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olup R simetrik oldugundan 1ba = ba = 0 elde edilir. Fakat bu gerektirmenin tersi

dogru olmayabilir (Anderson and Camillo 1999).

Tanim 2.5.10 a,b € R ic¢in ab = 0 iken aRb = 0 oluyorsa R halkas1 yaridegismeli
(semicommutative) olarak adlandirilir (Shin 1973). Bir R halkasimin yaridegismeli
olmasi igin gerek ve yeter kosul her bir a € R igin rg(a) sag sifirlayan (ya da lg(a) sol
sifirlayan) kiimesinin R'nin bir ideali olmasidir. Shin yaridegismeli halkalar i¢in ST
ozelligine sahip halkalar adin1 da kullanmigtir. Yaridegismeli halkalar ayni zamanda

Habep tarafindan zero insertive adi altinda 1990 yilinda ¢aligilmigtir.

Uyar1 2.5.11 Her terslenebilir halka yaridegismelidir. Gergekten; a,b € R icin ab = 0
olsun. R ters- lenebilir oldugundan ba = 0 olur. Bu esitlik sagdan herhangi bir r € R
ile carpilirsa bar = 0 olur. Buradan R terslenebilir oldugundan arb = 0 elde edilir.

Boylece aRb = 0, yani R halkas1 yaridegismelidir.

Tamim 2.5.12 Bir R halkasinin e = e ozelligini saglayan bir e elemanina 6ziislii
(idempotent) denir. Birimli bir halka her zaman 0 ve 1 6ziislii elemanlarina sahiptir.
R halkasinin bir e 0ztislii eleman1 R'nin merkezinde ise, yani her ¢ € R igin ae =
ea oluyorsa e oziisli elemam merkezi 6zisli (central idempotent) olarak adlandirihr

(Anderson and Fuller 1992).

Tanim 2.5.13 Bir R halkasinin tiim o6ziislii elemanlar: merkezi ise R halkas1 abelyan

olarak adlandirilir.

Uyar:1 2.5.14 Her yandegismeli halka abelyan halkadir. Gercekten: e? = e € R
olsun. Bu durumda e(1—e) = 0’dir. R halkas: yaridegismeli oldugundan eR(1—e) = 0
olur. Bu durumda herhangi bir € R igin er(1 — e¢) = 0 bulunur. Buradan ere = er
elde edilir. Diger taraftan (1 — e)e = 0’dir. R halkasi yaridegismeli oldugundan
(1 —e)Re = 0 olur. Bu durumda herhangi bir » € R i¢in (1 — e)re = 0 bulunur.
Buradan ere = re elde edilir. Sonug olarak herhangi bir r € R igin er = re oldugundan

e ozusli eleman1 merkezidir, yani R halkas1 abelyandir.

Uyar1 2.5.15 Boylece yukarida tanimlari verilen halka simiflari i¢in agagidaki gerek-

tirmeler vardir. Fakat genel olarak bu gerektirmelerin herbirinin tersi dogru degildir.
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R a-kati= R inmis= R simetrik= R terslenebilir= R yaridegismeli= R abelyan

Tanim 2.5.16 a € Ri¢in aRa = 0 iken a = 0 oluyorsa R halkas1 yariasal (semiprime)
olarak adlandirilir. Yariasal halkalarin siifinin, inmis halkalarin simifi tarafindan

kapsandig1 ¢cok agiktir.

Tanim 2.5.17 R bir halka olmak iizere R'nin bogtan farkh her alt kiimesinin sag (ya
da sol) sifirlayani bir 6ziislii eleman tarafindan tiretiliyorsa, yani her bir ) # X C R
alt kiimesi icin rz(X) = eR (ya da [z(X) = Rf) olacak sekilde bir ¢ = ¢ € R (ya da
f? = f € R) varsa R halkas1 Baer olarak adlandirihr (Kaplansky 1968).

Tamim 2.5.18 R bir halka olmak tizere R'nin her bir sag (ya da sol) ideali bir 6zisli
eleman tarafindan tiretiliyorsa, yani her bir ) # I < R ideali i¢in rg(I) = eR (ya da
Ir(X) = Rf) olacak sekilde bir ¢> = ¢ € R (ya da f? = f € R) varsa R halkasi
quasi-Baer olarak adlandirihr (Clark 1967).

Tanim 2.5.19 R bir halka olmak iizere R'nin her bir temel sag ideali projektif ya
da denk olarak R'nin her bir elemanimin sag (ya da sol) sifirlayan bir éziisli eleman
tarafindan iiretiliyorsa, yani her bir a € R elemani igin rg(a) = eR (ya dalg(a) = Rf)
olacak sekilde bir €2 = ¢ € R (ya da f> = f € R) varsa R halkas1 sag p.p (ya da
sol p.p) olarak adlandirihr. R halkasi hem sag p.p hem de sol p.p ise kisaca p.p-halka

olarak adlandirilir.

Tanmim 2.5.20 R bir halka olmak tizere R'nin her bir temel sag (ya da sol) idealinin
sag (ya da sol) sifirlayam bir 6zusli eleman tarafindan tiretiliyorsa, yani ) # I < R
temel sag (ya da sol) ideali i¢in 7r(I) = eR (ya da lg(I) = Rf) olacak sekilde bir
e?=e € R (yada f2= f € R) varsa R halkas1 bir sag principally quasi-Baer (ya da
kisaca sag (ya da sol) p.q.-Baer) olarak adlandirilir. R halkasi hem sag p.g-Baer hem
de sol p.g-Baer ise kisaca p.q-Baer halka olarak adlandirilir (Birkenmeier et al. 2001).

Uyar1 2.5.21 Baer halkalarin p.p-halka oldugu aciktir. Bundan bagka abelyan sag
(sol) p.p-halkalar inmis halkalardir.
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3 GENISLETILMIS ARMENDARIZ HALKALAR

Bu boliimde ilk olarak Armendariz halka sinifi tanitilarak, a-skew Armendariz halka
taniminin yapilmasina neden ihtiya¢ duyuldugu agiklanacaktir. Daha sonra a-skew
Armendariz halkalarin baz 6zellikleri ayrintili bir bicimde incelenecektir.

Armendariz halka kavrami ilk olarak Rege and Chhawchharia (1997) tarafindan tanitilmigtir.
Bu halka simifina bu ismi vermelerinin nedeni 1974 yilinda E. P. Armendariz’in inmis

bir halkanin bu ozelligi sagladigini gostermis olmasidir. Dolayisiyla her inmis halkanin

Armendariz oldugu aciktir. Simdi Armendariz halka tanimini vererek baglayalim.

Tamim 3.0.1 f(z) =ap+ a1z + ...+ apx™ ve g(x) = by + byx + ... + ba" € R|x]
olmak tizere f(x)g(z) = 0 iken her bir 4, j i¢in a;b; = 0 oluyorsa R halkas1 Armendariz

olarak adlandirilir (Rege and Chhawchharia 1997).

Armendariz halka sinifinin 6zellikleri ve diger halka simiflariyla iligkileri pek ¢ok yazar
tarafindan ¢aligilmigtir. Bir halkanin Armendariz olma 6zelligi o halkanin baz geniglemelerine
(6rnegin polinom halkasina) tagimirken Anderson and Camillo (1998) baz1 geniglemele-
rine (6rnegin skew polinom halkasina) taginamamaktadir (Hong et al. 2003). Asagida

skew polinom halkasi Armendariz olmayan bir halka 6rnegi verilmigtir.

Ornek 3.0.2 Bilegensel toplama ve carpma iglemleriyle Zs & Zy halkasini gozoniine
alalm. R = Zy & Zs diyelim. R'nin degigmeli ve inmig oldugu aciktir. Bundan dolay:
R Armendariz’dir.

Rmin «a((a,b)) = (b,a) ile tammh o : R — R endomorfizmasini gozoniine alalim.
a’nin bir otomorfizma oldugu kolayca goriilebilir. Simdi R|x; )'nin Armendariz ol-
madigini gosterelim. Bunun i¢in f(y) = (1,0) + [(1,0)z]y, g(y) = (0,1) + [(1,0)z]y €
R[z; a[y] olsun. f(y)g(y) = 0 dir. Gergekten;

(1,0)
=(0,0) + [(L,0)z + (1,0)a(0, D)z]y + (1, 0)ar(1, 0)a*]y?
:(67 6) + [(L (_))IB + (L 6)(1 G)x]y + [(L 6)(17 O)xQ]yz
=(0,0) + (0,0)zy + (0,0)z%*y* =0

g
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Bu nedenle Armendarizlik 6zelliginin saglanmadigi skew polinom halkasinda, yeni bir

tanimin yapilmasi dogal olarak ortaya ¢ikmigtir.

3.1 «o-Skew Armendariz Halkalar

Bu béliimde ifade edilen bilgilerin ¢ogu (Hong et al. 2003)’de yer alan sonuglardir.

Simdi a-skew Armendariz halka tanimini vererek baglayalim.

Tamm 3.1.1 « bir R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. p(z) = 31" a;z’, q(z) =
> i_objr’ € Rlz;al icin p(r)g(z) = 0 olsun. Her 0 < i < nve 0 < j < m igin

a;a'(bj) = 0 oluyorsa R’ye a-skew Armendariz halka denir.

Onerme 3.1.2 a bir R halkasinm bir endomorfizmasi ve S; R’nin a(S) C S olacak
sekilde bir alt halkasi olmak iizere R halkasi a-skew Armendariz ise S’de a-skew

Armendariz’dir.

Ispat S; R'nin a(S) C S olacak sekildeki bir alt halkas: ve R a-skew Armendariz
olsun. p(x)q(z) = 0 olacak sekilde p(x) = > 27" a’, q(x) = Y77 _bja? € S[w;a]
alahm. S < R oldugundan aym zamanda p(z) = >3 aa’,q(x) = Y77 bz’ €
R[z; a] olup R halkasi a-skew Armendariz oldugundan her 0 <i <nve 0 <j<m

i¢in a;a’(b;) = 0 bulunur. Boylece S, a-skew Armendariz’dir. O

Onerme 3.1.3 Her biri € [ i¢in ay; R;'nin bir endomorfizmasi olmak tizere, R; bir

a;-skew Armendariz bir halka ise [[,.; R; direkt ¢arpimi da a-skew Armendariz’dir.

i€l
Ispat Her bir i € I icin o;; R;’nin bir endomorfizmasi olmak iizere R; bir o;-skew
Armendariz bir halka olsun. pg = 0 olacak sekilde p = > "\° (a;)x2*, ¢ = >, (bi)iz! €
(IT;c; Ri)[z; @) alahm. Bu durumda her bir i igin (apa®(b;))ier = (0)ser olur. Boylece
her 0 <k <mve0 <1 <nicn (a;)p”((b;);) = 0 oldugundan [],_; R; direkt carpim

da a-skew Armendarizdir. O

R halkasi a-kat1 iken R’nin inmis oldugu ikinci boliimde gosterilmisti. Ozel olarak
«; R’'nin birim endomorfizmasi olarak alinirsa R'nin Ig-kat1 olmasi R’nin inmis ol-
masina denk olur. Bu agidan Ig-kati (yani inmig) bir R halkas1 Armendariz olup R'nin
Ir-skew Armendariz oldugu agiktir. Fakat bu ifadenin (R Ig-kati= R Ir-skew Ar-

mendarizdir) karsit1 genelde dogru degildir. Ornegin: n > 2 olacak sekilde bir n € N
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icin R = Z,» olsun. 0 # @ € Z,» icin in = (n)> = (n2) = 0 oldugundan R = Z,:
inmig degildir. Dolayisiyla R halkas1 Ip-kat1 degildir. Fakat R = Z,2 bir degismeli

Armendariz halkadir. Sonug olarak R halkasi Ig-skew Armendariz’dir.

Onerme 3.1.4 « bir R halkasinn bir endomorfizmasi olsun. R’nin a-kat1 olmast icin

gerek ve yeter kogul R|x; «]'nin inmis olmasidir.

Ispat Kabul edelim ki R a-kat1 olsun. Bu durumda R’nin inmis oldugu aciktir.
p? = 0 olacak sekilde p = ag+a,7+...+a,z™ € R[x;a] alahm. Buradan a2 = 0 olup R
inmis oldugundan ag = 0 bulunur. Bu ifade 2?’li terimin katsayisinda yerine yazilirsa
aja(a;) = 0 olur. R a-kati oldugundan a; = 0 elde edilir. Bu sekilde devam edilirse
a; = as = -++ = a, = 0 yani p = 0 bulunur. Sonug olarak R[z;«] inmig’tir. Diger
taraftan R[z; a]'mn inmig oldugunu kabul edelim. R’nin a-kati oldugunu géstermek
icin Hong vd. (2000) o’nin monomorfizma oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir.
Kabul edelim ki v monomorfizma olmasin. Bu duurumda «(r) = 0 fakat 0 #r € R
vardir. O halde (rz)? = (rz)(rz) = ra(r)z®> = 0 olup R[z;a] inmig oldugundan
rx = 0 yani » = 0 bulunur. Bu durum kabul ile ¢eligir. O halde kabul yanlg olup «

monomorfizmadir. Sonug olarak R a-kati’dir. 0

Sonuc 3.1.5 «, bir R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. R a-kat1 ise, bu durumda

R a-skew Armendariz’dir.

Ispat R a-kat1 olsun. Onerme M’ten Rlz;a] inmistir. Bu durumda R[z; ]
Armendariz’dir. Bundan dolay1 f(z)g(xz) = 0 6zelligini saglayan R[x;«]'daki f(x) =

>oimgair’ ve g(x) = Y77 = 0 = bja’ polinomlar i¢in R[z;a] Armendariz oldugundan

a;a’(b;) = 0 olup R a-skew Armendarizdir. O

Asgagidaki ornek a-skew Armendariz olup ta a-kati1 olmayan bir R halkasinin var

oldugunu gosterir.

Ornek 3.1.6 Z ve Q sirasiyla tam sayilar kiimesi ve rasyonel sayilar kiimesi olmak

a t
tizere R =T(Z,Q) = |a €Z,t €Qp olsun. a: R — R endomorfizmasi

16



a t a % a t b s

a = ile tanimlansin. Her , € R igin
0 a 0 a 0 a 0 b

a b s ab as—+tb ba bt + sa b s a

0 a 0 b 0 a 0 ba 0 b 0 a

oldugundan R degigmelidir.
R, a-kat1 degildir. Gercekten;

0 ¢ 0 t 0 ¢ (I 0 0
« — =
00 0 0 00 0 0 00
0 t
fakat t # 0 iken # 0 dir.
0 0
a; tl
Diger yandan R, a-skew Armendarizdir. Gergekten; A; = ve B; =
0 a;
b; )
olmak tizere p = Ao+ Ajz+...+ A, 2™, g = Bo+ Bix+...4+ B,a" € R[x; o
0 b,

igin pg = 0 olsun. Her 0 <7 < m ve 0 < j < n igin 4;0/(B;) = 0 oldugunu iig farkls

durumda gosterelim.

1. durum: 0 < k < m olmak tizere Ag = A; = ... = A;_1 = 0 ve a; # 0 olacak sekilde
ap 1 0t b; s,
0# A, = " var olsun. Eger a; = 0 olsaydi g T =
0 ap 0 0 0 b,
0 tb;

= 0 olup buradan @Q tamhk bolgesi oldugundan t; = 0 veya b; = 0
0 0

bulunurdu ki bu durumda ¢, = 0 olursa Ay = 0 olmasi ile geligirdi. Bundan dolay1

ispat yapilirken celigki halinin ortaya ¢ikmamasi i¢in a; # 0 olarak kabul edilecektir.
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pq = 0 oldugundan

AOBl + Al(l/(Bo) =0 (32)
A()Bl + Ala(Bl) + A2@2(Bo) =0 (33)

AoBk + AlOé(Bk,1> + ...+ Ak,lakfl(Bl) + AkOék(Bo) =0 (34)

AOBk+1 + Aloz(Bk) + ...+ Ak_lak_l(Bg) + Akak(Bl) + Ak+1ak+1 (Bo) =0 (35)

esitlikleri elde edilir. Hipotez geregince (3.4) esitliginden A,a*(By) = 0 bulunur. Bu

durumda

ag bo S0 ag bo (3)Fso

0 Qg O bg 0 Qg 0 bo
akbo ak(%)k50+tkbo

0 akbo

olur. Buradan agby = 0 olup Z tamlik bolgesi oldugundan a; = 0 veya by = 0 olur.
Yukarida agiklanan sebepten dolay1 ai # 0 olup by = 0 olmalidir. ak(%)kso +tbp =0

esitliginde by = 0 yerine yazilirsa ak(%)kso = 0 olup Q tamlik bolgesi oldugundan

by s
so = 0 olur. Boylece By = 7] = 0 elde edilir. (3.5) esitligi kullanilarak
0 bo
Ara®(By) = 0 bulunur. Buradan azb; = 0 ve ak(%)’“sl + t1.b; = 0 olup yukaridakine
. bi s
benzer olarak b; = 0 ve buradan da s; = 0 olur. Boylece B; = =0
0 b
elde edilir. Bu sekilde devam edilirse By = B; = --- = B,, = 0 olur. Sonug olarak
0<i<mve0<j<nign A;a'(B;) =0 elde edilir.
2. durum: 0 < k < n olmak tlizere By = B; = ... = B4 = 0ve 0 # B, =
bi Sk , a; t; 0 Sk
olacak gekilde 0 # b var olsun. by = 0 olsaydi =
0 by 0 a; 0 O
0 a;sg . )
= 0 olup buradan Q tamlik bolgesi oldugundan a; = 0 veya s = 0
0 0
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bulunurdu ki bu durumda s; = 0 olmasi By # 0 olmasi ile ¢eligirdi. Bundan dolay1
ispat yapilirken celigki halinin ortaya ¢ikmamasi igin b, # 0 olarak kabul edilecektir.

pq = 0 oldugundan

AOBl + AlOé(Bo) =0 (37)
A()Bl + AlOé(Bl) + A2&2(Bo) =0 (38)

AoBy + Ara(By_1) + ... + A1 1(By) + Apd®(By) =0 (3.9)

AoBiy1 + Ara(By) + ... + A 10" (By) + Apd®(By) + App1a"(By) =0 (3.10)
elde edilir. Hipotez geregince (3.9) esitliginden AyBy = 0 bulunur. Bu durumda

OonBk: ag to bk Sk _ aobk a08k+tobk
0 ap 0 bk 0 agbk

olup agbr = 0 ve agsg + tobr = 0 bulunur. Yukarida agiklanan sebepten dolay1 by # 0
olup ap = 0 olmalidir. agsy + toby = 0 esitliginde ay = 0 yerine yazilirsa t5 = 0
yani Ag = 0 elde edilir. Bu sekilde devam edilirse 1.durumdaki metoda benzer olarak
Ay = A1 = ... = A, = 0 elde edilir. Boylece her 0 < i < m ve 0 < j < n igin
A;a’(B;) = 0 bulunur.

0 t
3. durum: Kabul edelim ki 0 < ¢ < mve 0 < j < nign 4; = ,Bj =
0 0
0 Sj . 0 ti % 0
olsun. Bu durumda A;a’(B;) =
0 0 0 0 0
oldugundan ispat tamamlanir.
Yukaridaki ti¢ durumun sonucu olarak R, a-skew Armendarizdir. U

Asgagidaki ornekte; Sonug [3.1.5[in tersinin dogru olmadigini gosteren bagka bir halka

ornegi yer almaktadir.

Ornek 3.1.7 R=7,[z] halkasi ve a(f(z)) = f(0) ile tammh a : R — R endomor-
fizmasimi gézoniine alalim.
(1) R'min a-skew Armendariz oldugunu gosterelim. pg = 0 olacak sekilde p =

fo+ fiye. + fmy™ ve g = go + g1y + ... + goy™ € R[y; o] polinomlarmi alalim. Kabul
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edelim ki fo = fi = ... = fs—1 = 0 ve fs # 0 olacak sekilde 0 < s < m var olsun.

pq = 0 olugundan x*’li terimin katsayisindan

fogs + fra(gs—1) + f2a2(gsfl) + ot fomr@® (1) + fs®(g0) = 0

olup kabulden f,a®(go) = 0 bulunur. f, # 0 oldugundan a®(gy) = 0’'dir. z*TVli

terimin katsayisindan

fogst1 + fra(gs) + f2042<gs—1) + ot fom10” H (g2) + foo(g1) + fer1a®(go) =0

olup kabulden ve a®(gy) = 0 oldugundan f;a®(g;) = 0 bulunur. f; # 0 oldugundan
a®(g1) = 0 elde edilir. Béyle devam edilerek her 0 < i < s — 1 i¢in f; = 0 ve her
s <1< migin a'(g;) = 0 olup boylece her 0 < i <m ve 0 < j < nigin fia'(g;) =0
bulunur. Sonug olarak R a-skew Armendariz’dir.

(2) Simdi R’'nin a-kat1 olmadigini gosterelim. 0 # xy € R[y; «] polinomu i¢in o’'nin
tanimi kullanilarak

(ry)? = ayzy = va(r)y® = 20y® = 0

bulunur. Fakat = # 0 oldugundan Rl[y; o] inmis degildir. Dolayisiyla Onerme m

geregince R'nin a-kat1 olmadigr aciktir. OJ

Anderson and Camillo (1998), R'nin [z-skew Armendariz (Armendariz) olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul R[r]’in Ir-skew Armendariz (Armendariz) olmasi gerektigini
gostermig-lerdir. Fakat Hong vd. (2003) asagidaki gibi daha genel bir sonug elde

etmislerdir.

Teorem 3.1.8 « bir R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. Uygun pozitif bir ¢
tamsayisi i¢in o = Iy olsun. R’nin a-skew Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul R[z]'in a-skew Armendariz olmasidir.

Ispat  Kabul edelim ki R a-skew Armendariz olsun. p(y) = fo + fiy + ... +
fmy™q(y) = go + g1y + ... + gay™ € (Rlz])[y; @] i¢in p(y)q(y) = 0 olsun. Burada
0<i<mve0<j<mniken fi(r) = aj, +anv + ... + a;, 2 ve g;(r) = bj, +
bj @+ ... +bj, 7 bi¢imindedir. R[z])'in a-skew Armendariz oldugunu gostermek igin
0<i<mve0<j<niken f;a'(g;) = 0 oldugunu gostermeliyiz. der kisaltmas

R[z])’de herhangi bir polinomun derecesini géstermek ve sifir polinomunun dercesi 0
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olmak {izere herhangi 0 <i <m ve 0 < j < n icin k > maks{der(f;), der(g;)} olacak

sekilde bir pozitif £ tam sayis1 alalim.

p(l’tk) — f0+fll'tk 4. +fmxmtk

q(xtk) = go —|-91517tk 4. +gn$”tk

polinomlari i¢in f;'nin (swrasiyla g;)'nin katsayilarmmn kiimesi ile p(z™)nin (sirasiyla
q(z'))'nm katsayilarmin kiimesi esittir. p(y)q(y) = 0, o'* = Ig ve R[z] polinom
halkasinda z, R'nin elemanlariyla yer degistirdiginden R[z;a]da p(z*)q(2™) = 0
olur. R a-skew Armendariz oldugundan her bir 0 <¢<m,0<7<n,0<I[; <w; ve
0 <s; <wjicin

ar, o't (by ) = a0l (by,) = 0

7

bulunur. Boylece her 0 < i < m ve 0 < j < n igin f;a'(g;) = 0 oldugundan R[z]
a-skew Armendarizdir.
Tersine R[z] polinom halkasinin a-skew Armendariz oldugunu kabul edelim. R,

R[z)’in bir alt halkasi oldugundan R’nin a-skew Armendariz oldugu agiktir. 0

Uyar1 3.1.9 Teorem[3.1.8/den polinom halkasi @-skew Armendariz olan bir R halkasinin
a-kat1 (yani R[z;)'min inmis) olmasi gerekmez. Gercekten; Ornek ’

deki R = Zs[z] halkasim ve a(f(z)) = f(0) endomorfizmasinm gézoniine alahm. R =
Zs[x] halkasinin a-skew Armendariz oldugu 6nceden gosterilmisti. Teorem ’den
Rly] = (Zs[z])[y] a-skew Armendariz’dir. Fakat R = Zs[z] a-kat1 degildir.

Asgagidaki ornek; hem Teorem |3.1.8/deki gibi R a-skew Armendariz ve uygun poz-
itif bir ¢ tamsayis1 i¢cin o' = Iy olacak sekilde R halkasimn birimden farkh bir «
otomorfizmasinin var oldugunu hem de a-skew Armendariz bir halkanin homomorfik

gorlintiistiniin a-skew Armendariz olmadigini gosterir.

b

. a _
Ornek 3.1.10 R = ca € Z,be Zy p halkasim ve
0 a
a b a —b
« =
0 a 0 a
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ile tamimh o : R — R endomorfizmasini gozoniine alahm. R a-skew Armendariz’dir.

Gergekten p(z)g(z) = 0 olacak sekilde R[x; a]'da

Qo bo aq b1 (07 bm
p(x) = + r+...+ ™
0 ag 0 o 0 am
Co dO &1 dl Cn, dn
q(z) = + T+ ..+ z"
0 co 0 0 c,

polinomlarini alalim. Burada po(z) = ag+aiz+...+amz™, pi(x) = bo+biz+...+byz™,

qo(7) = co+ 12+ ... + " ve qi(x) = dy + dix + ... + d, 2" olmak iizere

p(z) = po(x) pi(z) ve qa) = Qw(T) q(r)
0 QO<5C> 0 QO(QT)

bigiminde yazilabilir. p(z)g(z) = 0 oldugundan
po(2)qo(z) =0 (3.11)
po(x)q1(x) + p1(z)go(x) =0 (3.12)
esitlikleri elde edilir. Z tamhk bolgesi oldugundan Z inmistir. Bundan dolay1 Z[x; ]
inmis ve buradan da terslenebilir oldugundan (3.11)) esitliginden go(z)po(x) = 0 elde
edilir. (3.12) esitligi sag taraftan po(x) ile garpilirsa po(x)qi(x)po(z) = 0 elde edilir,
buradan Z[z; o] inmis oldugundan py(x)q;(z) = 0 bulunur. Bu ifade (3.12) esitliginde
yerine yazilirsa p1(x)qo(z) = 0 elde edilir. Z[z; ] inmig oldugundan Z halkasi a-kat
olup Onerme m geregince Z a-skew Armendariz oldugundan;
po(7)qo(z) = 0 oldugundan a;a'(c;) =0
po(7)q1(z) = 0 oldugundan a;a’(d;) =0
p1(7)qo(z) =0 oldugundan b;a’(c;) = 0

elde edilir. Boylece

a; bz . c; d;
o ] —0
0 a; 0 Cj
olup R a-skew Armendariz’dir.
a 0 _
Simdi R halkasinin [ = ca € 7,0 € Zy p ideali igin R/I'nin a-skew Ar-
0 a
a b

b€ Zy » oldugu gozoniine

Ql

mendariz olmadigim gosterelim. R/ =

e}
S
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alimrsa R/I, a-skew Armendariz degildir. Gergekten (R/I)[x;a]'da p(x)p(x) = 0
olacak sekildeki

2 0 2 1
p(z) = ]+ )=
0 2 0 2
2 1 2 0 2 1 2 0 0 2
polinomu i¢in | a - = - | = # 0
0 2 0 2 0 2 0 2 00
oldugundan R/I boliim halkasi (ya da R'nin I idealine gére homomorfik goriintiisii)

a-skew Armendariz degildir. O

Lemma 3.1.11 Bir R halkasinin herhangi a endomorfizmas: icin asagidakiler bir-

birine denktir:
(i) R a-katidir.
(ii) a € Ri¢in a(a)a =0 ise a = 0 dur.

Ispat (i) = (i) a € R icin a(a)a = 0 olsun. R a-kat1 oldugundan R inmisg halkadr.
(aa(a))? = aa(a)ac(a) = 0 olup R inmis oldugundan ac(a) = 0 ve buradan R a-kat
oldugundan a = 0 olur.

(ii) = (i) Ik olarak R’nin inmis oldugunu gosterelim. a € R icin a®> = 0 olsun. Bu

durumda

olup kabulden a(a)a = 0 ve tekrar kabulden a = 0 elde edilir. Boylece R inmig
halkadir. Kabul edelim ki ac(a) = 0 olsun. Buradan (a(a)a)? = a(a)aa(a)a = 0 olup
R inmis oldugundan a(a)a = 0 ve kabulden a = 0 elde edilir. O

Ornek[3.1.10/dan bir R halkasmin homomorfik goriintiisii a-skew Armendariz degildir.
Fakat Hong vd. (2003) agagidaki énermeyi ispatlayarak R[z] polinom halkasi-
nin bir homomorfik goriintiisiiniin a-skew Armendariz olmasi i¢in bir karakterizasyon

vermig-lerdir(Hong et al. 2003).

Onerme 3.1.12 o, R halkasmm a(1) = 1 olacak sekildeki bir monomorfizmas: olsun.
Bu durumda R’nin a-kat1 olmasi igin gerek ve yeter kogul (z?), R[z]'in ? tarafindan

tiretilen ideali olmak tizere R[z]/{x?) boliim halkasimin a-skew Armendariz olmasidir.
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Ispat R a-kati olsun. Bu durumda Onerme [3.1.47ten R[z;a] inmis halkadir.
R[z]/{(z?)’de bir h elemanmm h = ag + a1z + --- + a,,2™ € R[z] olmak iizere h =
h+ {(2?) = ag + a1z + -+ + apa™ + (2%) = ag + a1 + (2?) = ap + a7 € R[x]/(2?)
bi¢iminde yazabiliriz. Burada z = x + (z?) dir. Simdi R[z]/(z?) nin a-skew Armen-
dariz oldugunu gosterelim. p = fo + fiy + -+ fot™ G= Go + Gy + - + Guy™ €
(R[z]/{z*))]y; @] i¢in pg = 0 olsun. Burada her bir 0 < ¢ < m ve 0 < j < n igin
Qigs Wiys bjo, bj; € R olmak tlizere z2 = 0 oldugundan fi = ai, + a7, gi = bj, +b;%
yazilabilir. Ayrica a(1) = 1 oldugu kullanilarak yz = y(x + (2%)) = a(z + (22))y =
(a(x) + (2?))y = (z + (x?))y = Ty oldugu goriiliir. Diger taraftan herhangi bir a € R

i¢in ax = Za olur. Boylece

ho =Y aiy', hi=> ayy', ko= by’, kv =Y by’ € Ry
i=0 i=0 =0 =0

olmak iizere p = hy + h1Z, § = ko + k17 yazilir. pg = 0 ve 2 = 0 oldugundan
0 = pg = hoko + (hok1 + hiko)ZT + hik17* = hoko + (hok1 + hiko)Z

elde edilir. Boylece R[y;al'da hokg = 0 ve hoky + hikp = 0 bulunur. Rly;a](=
R[z; a]) inmis oldugundan kohg = 0 ve 0 = ko(hok1 + hiko)hy = (kohy)? olur. Boylece
kohy = 0 ve buradan hijky = 0 dir. Sonug olarak hok; = 0 olur. Sonug [3.1.5ten
R a-skew Armendarizdir. Boylece her 0 < i < m ve 0 < j < n igin a;,,a’(b;,) =
0, ai,a'(b;) = 0, a;a'(b;,) = 0 olur. Buna gore 0 = a;,a’(bj,) + [a,a(bj,) +
ai, o (b)) Z+[aiy, o (b;))])2% = (ai, +ai, T)ai (bj, +b;,7) = f:a'(g;) oldugundan R[z]/({z?)
a-skew Armendarizdir.

Tersine R[z]/{x?) a-skew Armendariz olsun. Simdi R'nin a-kat1 oldugunu

Lemma [3.1.11]i kullanarak gosterelim. a € R icin a(a)a = 0 olsun. z = z + (2?) €
R[z]/{x?) olmak tizere (a(a)—zy), (a+zy) € (R[z]/(x?))]y; a] polinomlarini gozoniine
alahm. (R[z]/(z*))[y;a]’'da a(a)Z = Ta(a) oldugundan (a(a)—Zy)(a+zy) = ala)a+
[a(a)z—za(a)ly—a(l)z?y* = 0 ve R[z]/{x?) a-skew Armendariz oldugundan a(a)z =
0 olur. Bu durumda «(a) = 0 ve a bir monomorfizma oldugundan a = 0 elde edilir.

Boylece R a-katidir. O

Hong vd. (2003), tarafindan asagidaki 6nermede bir halkanin homomorfik goriintii-

siiniin hangi kogullar altinda a-skew Armendariz oldugu incelenmistir.
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Onerme 3.1.13 o, bir R halkasimn bir endomorfizmasi ve a(I) C I olacak bicimde

I, R’'nin bir ideali olsun. Eger [ ideali
(*) a€ R i¢in aafa) € I iken a €l
kogulunu saglarsa, R/I boliim halkas1 a-skew Armendariz’dir.

Ispat Ilk olarak, a € R olmak iizere a2 € [ ise a € [ (yani /, R’nin yariasal
ideali) oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten; a? € I olsun. Kabulden «a(a?) € I
ve buradan aa(a?)a?(a) = aa(a)a(a)a(ala)) = aala)a(aala)) € I olup (x)dan
aa(a) € I ve tekrar (x)’dan @ € I dir. Simdi R/I'nin a-kati oldugunu gosterelim.
r+1 € R/I eleman: igin (r+1)a(r+1) = I olsun. Budurumda I = (r+1)a(r+1) =
(r+ I)(a(r) + I) = ra(r) + I olup ra(r) € I bulunur. (x)'dan dolay1 r € I olur. O
halde  + I = I yani R/I a-katidir. Sonug [3.1.5/ten R/I a-skew Armendariz’dir. [

Uyar: 3.1.14 Onerme [3.1.13[deki (%) kosulu fazladan bir kogul degildir. Gergekten

. a 0 _
Ornek [3.1.10[daki I = ca € 2,0 € Zy ) idealini gozoniine alalim.
0 a
2 0 2 0 2 0 2 -0 0 0
0 2 0 2 0 2 0 2 0 0
2 0
fakat ¢ I oldugundan I, (%) kogulunu saglamaz. Bundan dolay:
0 2

Ornek [3.1.10/daki R halkas: i¢in R/I bolim halkasi a-skew Armendariz degildir.

Onerme 3.1.15 R bir tamhk bolgesi olsun. R'nin herhangi bir av endomorfizmasi

icin R a-skew Armendariz’dir.

Ispat R bir tamlik bolgesi olsun. p(z)q(xz) = 0 olacak sekilde R[z;a]'da p(zx) =
Yo ai’ ve q(x) = 377 bja’ polinomlarmi alalim. Kabul edelim ki 0 < s < m
olmak iizere ap = a; = ... = as—1 = 0 ve as # 0 olsun. p(z)g(z) = 0 oldugundan z*’li

terimin katsayisindan

aobs + ara(bs_1y + ... + as_10°"H(b1) + asa®(by) = 0
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elde edilir. Kabulden asa®(by) = 0 olur. R tamlik bolgesi ve a; # 0 oldugundan

a®(by) = 0 bulunur. z*TVli terimin katsayisindan
aobsy1 + ara(by) + ...+ as_1a° (b)) + agaf (by) + agp1at T (by) = 0

olup kabulden ve a®(by) = 0 oldugundan asa®(b;) = 0 elde edilir. Bu sekilde devam
edilerek a®(by) = a*(by) = -+ = a®(b,) = 0 bulunur. 0 < i < s—1i¢in a; = 0 ve
her s < i < m i¢in o(b;) = 0 oldugundan her 0 < ¢ < m ve her bir 0 < j < n i¢in

a;ca'(b;) = 0 elde edilir. Sonug olarak R a-skew Armendariz’dir. 0

Uyar1 3.1.16 Ozel olarak herhangi bir R halkasinin bir P asal ideali i¢cin R/P tamlk
bolgesi oldugundan Onerme [3.1.15| geregince R/P a-skew Armendariz olur.

Uyar1 3.1.17 Asagidaki 6rnekte goriilecegi gibi: R; halkasi abelyan fakat a-skew Ar-
mendariz degil, P(R): Onerme|[3.1.13/deki (%) kogulunu saglayan R halkasin yariasal
ve a-skew Armendariz olan asal radikali ve R/ P(R); a-skew Armendariz olacak sekilde

R’nin bir o otomorfizmas: vardir.

Ornek 3.1.18
a ¢
R= ca—b=c (mod2),a,b,c€Z
0 b
halkasini ve
a ¢ a —=b
(8% g
0 b 0 c

ile tanimli o : R — R endomorfizmasini gozoniine alalim .Bu durumda,;

P(R) = :c= 0 (mod 2)
00
a c
asal radikali yariasaldir. Gergekten; € R i¢in
0 b
2
a c a c a c a’ ac+ch
= = € P(R)
0 b 00 00 0 b
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olsun. Bu durumda a? = 0 ve b? = 0 olup Z tamlik bolgesi oldugundan a = 0 ve b = 0

a c 0 c
bulunur. Bu durumda = € P(R) elde edilir. Ayrica P(R)nin
00 00
elemanlarinin 6zelligi geregince P(R)nin a-skew Armendariz oldugu agiktir.
0 0 10
R’nin oziisli elemanlar1 sadece ve dir. Bundan dolay1 R'nin
0 0 01

abelyan oldugu aciktir. Ayrica o P(R)) = P(R) dir. Bundan bagka P(R)nin Onerme
3.1.13[teki (x) kogulunu sagladigi da aciktir.

o

a
R/P(R) = + P(R):a,b,c € Z ve a—b=c (mod 2)

0
= :a—b=0 (mod 2)

(a]
S

halkasinin elemanlarinin formundan dolay1 inmis oldugu kolayca gortiliir. Diger taraf-
tan «; R/P(R) tizerinde birim déniigiim olur. Bundan dolay1 R/P(R) boliim halkas
a-katidir. Onerme- geregince R/P(R), a-skew Armendarizdir.

Fakat R a-skew Armendariz degildir. Gergekten; p(z)g(z) = 0 olacak sekildeki
R|x; o]’ daki

2 2 0 2
p(z) = + x
0 0 0 0
0 2 0 2
q(z) = + x
0 —2 00
polinomlari igin;
0 2 0 2 0 2 0 -2 0 —4
00 0 -2 0 0 0 -2 0 0
olur. O

Diger yandan agagidaki 6rnek I a-skew Armendariz, R/I a-skew Armendariz fakat
R a-skew Armendariz olmayacak sekilde R’nin bir [ ideali ve birimden farkli bir

otomorfizmasinin var oldugunu gosterir.
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Ornek 3.1.19 F bir cisim olmak {izere R = ve «
0 F 0 ¢
a —b
= olsun. pg = 0 olacak bi¢imde R[z;«| daki
0 ¢
10 11 0 O 0 1
p= + T ve q= + z
0 0 0 0 0 —1 0 1
polinomlari i¢in
11 0 O 11 0 O 0 -1
0 0 0 -1 0 0 0 -1 0 0

oldugundan dolay1 R a-skew Armendariz degildir.
Simdi R'nin herhangi sifirdan farkli bir [ ideali i¢in I'min a-skew Armendariz ve

R/I'min a-skew Armendariz oldugunu gosterelim. R'nin sifirdan farkl 6z idealleri

sadece

FF 0 F 0 F

: ve

0 0 0 F 0 0
formundadur.
. FF
Oncelikle I = idealini gozoniine alalhm. R/I = F oldugundan R/I bir

0 0

tamlk bolgesi olur. Onerme [3.1.15| geregince R/I a-skew Armendariz’dir. Simdi

I'min a-skew Armendariz oldugunu gosterelim: Her 0 < i < m ve 0 < j < n i¢in

ai b ¢; dj .
A; = , Bj = € I olmak tizere I[z; o) da
0 0 0 0

p=Ag+ Aix+ ...+ A, 2™

q=By+ Biz + ...+ B,x"

polinomlar: i¢in pg = 0 olsun. Bu durumda sabit terimin katsayisindan AqBy = 0

elde edilir. Kabul edelim ki Ay # 0 ve By # 0 olsun. Bu durumda

ag b co d apCo  aod, 00
A By = 0o bo 0o Qo _ 0Co  GpQg _

0 0 0 0 0o 0 0 0
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olup buradan agcy = 0 = agdy bulunur. F' tamlik bolgesi oldugundan ay = 0 veya

co d
co = 0 olmalidir. ag # 0 olursa ¢y = 0 = dq olur ki bu durum By = 070 #0
0 O

olmasi ile geligir. O halde ag = 0 olmahdir. Boylece her 0 < 5 < n icin

0 b ¢ dj
R P B

bulunur. Bu ifade 2’li terimin katsayisinda kullanilarak

a; b co —d ajcg —aqd
0 = Aya(Bo) = 1 b1 0 0 _ 1Co 100
0 0 0 0 0 0

elde edilir. Buradan a;cy = 0 = aydy bulunur. a; # 0 olursa ¢g = 0 = dy olur ki bu

co d
durum By = o # 0 olmast ile geligir. Dolayisiyla a; = 0 olmalidir. Boylece

0 0
her 0 < j <nicin Aja(B;) = 0 elde edilir. Bu sekilde devam edilirse her 0 <i < m

ve 0 < j < nigin A;a'(B;) = 0 olur. Sonug olarak I a-skew Armendariz’dir.

F
Simdi J = idealini gozoniine alalm. R/J = F oldugundan R/J'nin a-
0 F

skew Armendariz oldugu aciktir. Iddia ediyoruz ki J ideali a-skew Armendarizdir.

. . .. 0 a; 0 ¢
Gergekten; 0 <7 <mve 0 < j <nign A; = , Bj = olmak
0 b 0 d;

tizere € J[z;a)'da

p=Ag+ Aix+ ...+ A, z™

polinomlar: i¢in pg = 0 olsun. Ay # 0 ve By # 0 oldugunu kabul edelim. pg = 0

. 0 ag 0 ¢ 0 aody
oldugundan 0 = AgBy = = olup agdy = 0 =
0 bO 0 d() 0 bodo

body elde edilir. dy # 0 olursa ag = 0 = by elde edilir ki bu ifade Ay # 0 olmasi ile

. . 0 ay 0 —Cp
gelisir, dolayisiyla dy = 0 olmahdir. Boylece Aja(By) = =

0 b 0 0
0

0 0
A;a'(B;) = 0 bulunur. Yani J, a-skew Armendariz’dir.

elde edilir. Boyle devam edilerek her 0 < ¢ < m ve 0 < 7 < n igin
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Son olarak K = olsun. Bu durumda

a 0
R/K = +K : acelF
0 ¢

bigimindedir. Ayrica a; R/K iizerindeki birim doniigiim olur. R/K halkasimin inmig
(vani I k-kat1) oldugu agiktir. Boylece R/K a-skew Armendariz’dir. K'nin eleman-

larinin formundan dolayr K’'nin a-skew Armendariz oldugu aciktir. ([l

Rege and Chhawchharia (1997), bir R halkasi iizerindeki n x n tipindeki matris
halkasimin Iz-skew Armendariz olmadigi gosterilmistir. Ayni zamanda asagidaki 6rnekte
de goriilecegi gibi n X n tipinde tist tiggensel matris halkas1 da Ir-skew Armendariz

olmak zorunda degildir.

. a b a —b
Ornek 3.1.20 R = Maty(Z3) halkasin ve « = ile
c d —c d
tanimh o : R — R endomorfizmasini gézontine alahm. R[z, «]’daki
10 11
p= + x
0 0 0 0
0 0 01
q= + x
0 -1 01
polinomlari i¢in pg = 0 dir. Fakat
11 0 O 11 0 O 0 -1
0 0 0 —1 0 0 0 -1 0 O

oldugundan R a-skew Armendariz degildir. Benzer olarak Zs iizerindeki 2 x 2 tipindeki

a b
tist iiggensel matrislerin UT My (Z3) = . a,b,c € Zs p halkas1 da a-skew

0 ¢

Armendariz degildir.

Asgagidaki 6rnekte de goriilecegi gibi, a-skew Armendariz bir R halkasinin (R inmis
ya da « birim déntigiim olsa bile) T'(R, R) asikar geniglemesinin a-skew Armendariz

olmak zorunda olmadigr gosterilmistir (Hong et al. 2003) .
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Ornek 3.1.21 (1) R = Z, olsun. Ig, R’nin birim déniigiimii olmak iizere R halkasi

2 0 2 1
Ir-skew Armendariz’dir. p(z) = + z € T(R, R)[z; a] polinomu
0 2 0 2
2 1 _ 2 0 0 2
icin p(z)? = 0 dir fakat; I = # 0 oldugundan
0 2 0 2 0 0
T(R, R) asikar geniglemesi [z-skew Armendariz degildir.
.. a t
(2) Ornek [3.1.6[daki a-skew Armendariz olan R = ca€Z,teQ
0 a
a t a t/2
halkasini ve « = ile tanimhi o endomorfizmasini gozoniine
0 a 0 a
A B
alahm. R’nin agikar geniglemesi S = T'(R, R) = : A, B € R, olmak
0 A
tizere S[x;a@l'daki pg = 0 olacak gekildeki
0 1/2 00 0 1/2 1 0
0 0 0 0 0 0 0 —1
p= + *
00 0 1/2 00 0 1/2
00 0 0 0 0 0 0
ve
0 1 0 0 01 10
0 0 00 0 0 01
q = + T
0 0 01 0 0 01
00 00 0 0 00
polinomlari icin
0 1/2 1 0 01 00
0 0 0 —1 00 00
a #0
0 0 0 1/2 0 0 01
00 0 0 00 0 0

oldugundan S, a-skew Armendariz degildir.
(3) Ornek [3.1.7[deki a-skew Armendariz olan R = Zj[z] halkasim ve a(f(z)) = £(0)

ile tamml @ endomorfizmasini gozéniine alahm. T'(R, R) a-skew Armendariz degildir.
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Gergekten T(R, R)[z; a] = T(R[z; o], R[z; a]) oldugu gbzoniine alinarak

2

01 T x
+ yl| =0
00 0 =z
r x 01 T x 01 0 x
dir. Fakat; o) = = # 0 dir.
0 =z 0 0 0 z 0 0 0 0

Hong vd. (2003), bir halkanin agikar geniglemesinin a-skew Armendariz olmasi igin

agsagidaki gibi bir karakterizasyon verilmigtir.

Onerme 3.1.22 o bir R halkasinm bir endomorfizmas: olsun. R a-kat1 ise, bu du-

rumda T (R, R) a-skew Armendariz’dir.

Ispat  R’nin a-kat1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda Onerme geregince
Rlz;a] inmistir. p = Y37 (@i, bi)2',q = >0 (¢j,dj)a? € T(R, R)[z;a] igin pg = 0

olsun.
m m n n
Po = E aix, p1 = E biz', qo = E !, ¢ = E djx’
i=0 i=0 §=0 §=0

olmak tizere p = (po,p1), ¢ = (qo,q1) bigiminde yazlabilir. pg = 0 oldugundan
Pogo = 0 ve poq1 + p1go = 0 elde edilir. R[z; ] inmig oldugundan gopy = 0 olup ikinci
esitlik sagdan pg ile ¢arpilirsa ppgipo = 0 bulunur. R|z;«] inmig oldugundan pyg; = 0
dir. Bu ifade pog; + p1go = 0 esitliginde yerine yazilirsa p;qy = 0 olur. Onerme m

geregince R’'nin a-skew Armendariz oldugu kullanilarak
Pogo = 0 oldugundan a;a’(c;) =0

poqi = 0 oldugundan a;a’(d;) = 0
p1go = 0 oldugundan b;a’(c;) = 0
bulunur. Béylece (a;, b;)a'((¢;, d;)) = (a:0'(¢;), aia’(d;) + bia'(¢;)) = 0 olur. Dolaysi

ile T(R, R) a-skew Armendariz’dir. O

Uyar: 3.1.23 Yukarnidaki onermede de gorildigii gibi a-kat1 bir R halkas: i¢in,
T(R, R) agikar geniglemesi a-skew Armendariz’'dir. Fakat T'(R, R)'nin a-kati olmasi

gerekmez. Ornegin; R cismini ve I birim endomorfizmasini goz ontine alalim. R cisim
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oldugundan tamlik bolgesi olup R inmig yani R Ig-katidir. Bundan dolay1 T'(R, R),
Ir-skew Armendariz’dir. Fakat (0,1)Ir((0,1)) = (0,0) iken (0, 1) # (0, 0) oldugundan
T(R, R), Iz-kat1 degildir.

Uyar: 3.1.24 Onerme|3.1.22/de “R’nin a-kat1”olma sart1 yerine Ornek 3.1.21(2)’den

“R’nin a-skew Armendariz” olma sart1 getirilemez.

Asagidaki 6rnek T'(R, R) agikar geniglemesi a-skew Armendariz olmayacak sekilde

inmig bir R halkasinin bir o otomorfizmasinin var oldugunu gosterir.

Ornek 3.1.25 Degigmeli ve inmis (dolayisiyla Armendariz) olan R = Zy@®Z, halkasini
ve a((a,b)) = (b,a) ile tammh « otomorfizmasini gézoniine alalm. pg = 0 olacak

sekilde T'(R, R)[x; ] daki

1,0) (0,0 (1,0) (0,0
p= + T
(0,0) (1,0) (0,0) (1,0)
0,1) (0,0) (1,0) (0,0
q= + x
(0,0) (0,1) (0,0) (1,0)
() 00 ) ({01 ©o (1.0) (0,0)
polinomlar1 i¢in; Q = =+
(0,0) (1,0) (0,0) (0,1) (0,0) (1,0)
0 oldugundan T'(R, R), a-skew Armendariz degildir. O

Bir R halkasinin T'(R, R) asikar geniglemesi bir

a b c
S3(R) = 0 ad| :abcdeR
0 0 «a

halkasina genigletebilir. R halkasimin bir o endomorfizmas: da a((a;;)) = (a(a;j)) ile
tanimlanarak Ss(R)’nin bir @ endomorfizmasma genisletilebilir. Ornek deki R
halkasi inmigtir fakat S3(R) halkas1 a-skew Armendariz degildir.

Onerme ’nin ispatina benzer metodla R halkasi a-kati iken S3(R)'nin a-skew

Armendariz oldugu asagidaki gibi gosterilebilir.
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Onerme 3.1.26 «, R'nin endomorfizmasi olsun. R, a-kat1 ise, bu durumda

a b c
Ss(R)=<| 0 a d | :abecdeR
00 a
a-skew Armendariz’dir.
ap b o as by ¢
Ispat Ss(R)’nin 0 a, dy | ve 0 ay dy | elemanlarimi sirasiyla
0 0 aq 0 0 Q9

(a1, b1, c1,dy) ve (ag, ba, co, dy) ile gosterelim. Buna gore S3(R)’deki toplama ve garpma

islemleri:
(al7 b17 (1, dl) + (CLQ, b?u Ca, d2) = (CLl + a2, bl + b27 C1 + Ca, dl + d2)
(ay,b1,¢1,dy)(ag, by, ca,ds) = (aras, arby + bias, aycs + bids + cras, ards + dyas)

bigiminde olur. Bundan dolay1 p; € R[z;a] olmak tizere her p € S3(R)[x; ] i¢in

b= (p07p17P27P3) ile gosterilebilir. p = (P07P1>P2>P3)> q= (CIO,Q1,C]2,(13) € SS(R)V’; 54]

icin pqg = 0 olsun. Bu durumda;

Pogo =0 (3.13)

Poqi +p1go =0 (3.14)

Pod2 +P1Gs + p2go = 0 (3.15)
(3.16)

3.16

Pogq3 + p3qo = 0

esitlikleri elde edilir. Onerme ten R[z; ] inmig oldugundan (3.13) esitliginden
qopo = 0 olup (3.14) esitligi sagdan pg ile garpilirsa pog; = 0 elde edilir. Bu ifade
(3.14)’te yerine yazilirsa p;go = 0 bulunur. (3.16) esitligi sagdan pg ile ¢arpilirsa
pogs = 0 elde edilir ve (3.16)’da yerine yazlirsa p3go = 0 olur. (3.15) esitligi sagdan py
ile garpilarak poge = 0 bulunur ki, bu durum (3.15)’te yerine yazilarak p;qs + pago = 0
bulunur. Bu esitlik sagdan p; ile ¢arpilirsa p;q3 = 0 olup, buradan psqy = 0 elde edilir.

m m m m
pozg Clﬂ?;pl:E bﬂyPQIE Ci$7p3:E d;x
i=0 i=0 i=0 i=0

n n n n
qo = g aj$j7 q1 = g bjﬂﬁj, G2 = E le"], qs = g djx]
j=0 j=0 j=0 j=0
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olmak tizere, R'nin a-skew Armendariz oldugu kullanilarak

/

pogo = 0 oldugundan C%'Oéi(aj) -0
pog1 = 0 oldugundan aiai(b;.) =0
p1go = 0 oldugundan bio/(a;) =0

pog2 = 0 oldugundan a;a’(c;) = 0

p1q3 = 0 oldugundan bio/(d;.) =0
p2go = 0 oldugundan c;a'(a;) = 0

pogs = 0 oldugundan aio/(d;) =0

p3qo = 0 oldugundan diozi(a;.) =0

bulunur. Buradan her ¢, 7 icin

a; bz C; CL;» bj C;
0 0 a 0 0 a
olup S3(R) a-skew Armendariz’dir. O

a, R’nin bir endomorfizmasi olmak iizere R a-kati bir halka olsun. n pozitif bir tam

say1 olmak iizere

a a2 a3 - Qip
0 a 93 --- 0dgp

Sp(R) = 0 0 a - ag, | @ ,a; €R
0 0 o --- a

\ Vs

olsun. Onerme(3.1.26[dan n > 4 icin S,,(R)’nin a-skew Armendariz olmasindan siiphe
edilebilir. Fakat agagidaki ornek bu olasiligl ortadan kaldirir.

Ornek 3.1.27 «, R’nin bir endomorfizmasi olmak tizere R a-kat1 ve
( )

a ap2 a13 diq

Si(R) 0 o a0 a,a;; € R
4 = : y Wij
0 0 a asq ’

0 0 0 a
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olsun. Dikkat edilirse R a-kat1 bir halka iken e? = e € R igin a(e) = e olur. e;;’ler
S4(R)’deki matris birimleri olmak {izere p = €15+ (€12 — €13), ¢ = €34+ (€24 +€34)T €
S4(R)[z; &) polinomlar i¢in pg = 0 dir, fakat (ej5 — e13)@(esq) # 0 oldugundan Sy(R)
a-skew Armendariz degildir. Benzer olarak n > 5 icin S, (R)'nin a-skew Armendariz

olmadig1 gosterilebilir. ([l

3.2 «a-Skew Armendariz Halkalarin Diger Halka Simiflariyla
Tliskisi

Bundan sonraki kisimda R halkasinin a-skew Armendariz olmasi durumunda R’nin

Baer olma ve p.p.-halka olma 6zelliklerinin R[x; o]’ya taginip taginamadigi incelenecek-

tir. Hirano (1999), a-kat1 olan bir R halkasi i¢in, a; R’nin bir otomorfizmasi olmak

tizere R|x;a)’daki tiim tersinir elemanlarin kiimesinin R’deki tiim tersinir eleman-

larin kiimesine egit oldugu gosterilmistir. Fakat Hong vd. (2003)’te a-skew Armen-

dariz bir R halkasi i¢cin bu durumun gegerli olmadig1 su ornek verilerek gosterilmistir:

Ornek ’

' ' a t a t/2
daki a-skew Armendariz olan R = T'(Z, Q) halkas: ve « =
0 a 0 a
1
ile tamimli o otomorfizmasi igin; pg = = ¢p oldugundan
1
10 0 1 10 0 1
p= + r ve q= - T
0 1 00 01 0 0

polinomlart R[x; o]'da tersinir elemanlardir. Fakat p,q ¢ R’dir.
Hong vd. (2003), a-skew Armendariz olan bir R halkasi i¢in, R[z;a]nin tiim 6zisli
elemanlarinin kiimesi ile R'nin tiim 0zisli elemanlarinin kiimesinin gakigik oldugu

agagidaki lemmada gosterilmigtir.

Lemma 3.2.1 R bir a-skew Armendariz halka olsun. e(z) = ey + e12 + - - - + e, a"

olmak iizere ¢*(z) = e(x) € R[x;q] ise e = ¢q dur.

Ispat e(z) = ey + €1z 4 - - - + e,2" olmak iizere €*(z) = e(z) € Rlx; ] oldugunu

kabul edelim. e(z) polinomu R[z;a]’da bir 6ziislii eleman oldugundan

e(x)(1 —e(x)) = 0= (1 —e(z))e(x)
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dir. Bu durumda (eg +e1z + ... + e,2")((1 —eg) —e1z — ... —e,z™) = 0 ve ((1 —eg) —
er — ... —epx")(eg + e1x + ... + e,2™) = 0 olur. R a-skew Armendariz oldugundan
eo(1 — eg) = 0 olup buradan e = ¢y yani ey, R'de bir 6ziislii elemandir. Ayrica R
a-skew Armendariz oldugundan 1 < ¢ < n igin ege; = 0 ve (1 — eg)e; = 0 bulunur.
Buradan (1 — eg)e; = e; — ege; = e; — 0 = e; = 0 olur. Boylece 1 < i < n igin ¢; =0

oldugundan e(z) = eg € R’dir. O

Onerme 3.2.2 R a-skew Armendariz olsun. R[z; a)'nin abelyan olmasi i¢in gerek ve

yeter kogul € = e € R igin a(e) = e olmasidir.

2 = ¢ € R olsun.

Ispat Kabul edelim ki R a-skew Armendariz, R[z; a] abelyan ve e
R halkas1 R[x;a)'nin bir alt halkasi olarak diigiiniiliirse e = e € R[x; a] olur. R[z;q]
abelyan oldugundan e merkezidir. Yani her f(z) € R[z;a] icin ef(z) = f(x)e dir.
Ozel olarak f(z) = z € R[z; o] icin ex = ze = a(e)x dir. Boylece a(e) = e dir.
Kargit olarak e? = ¢ € R igin a(e) = e olsun. R[z;a]'nin abelyan oldugunu gosterelim.
Bunun icin oncelikle R'nin abelyan oldugunu gostermeliyiz.

Iddia ediyoruz ki e, f € R ziislii elemanlar icin efR N (1 — f)(1 — e)a(R) = 0
dir. Kabul edelim ki efRN (1 — f)(1 — e)a(R) # 0. Bu durumda; 0 # a € ef RN
(1 —f)(1 —e)a(R) dir. Buradan 0 # a € efRve 0 # a € (1 — f)(1 — e)a(R)
dir. Boylece 0 # a = ef(—t) = (1 — f)(1 — e)a(s) olacak bigimde ¢,s € R vardir.
Simdi R[z;a)'daki P(x) = e+ (1 — f)x ve Q(x) = (1 — e)s + ftx polinomlarini goz
oniine alalm. P(z)Q(x) = (e+ (1 — f)x)((1 —e)s + ftz) = e(l —e)s + (eft + (1 —
H—=e)a(s)z+(1—f)fa(t)z? = 0 olur. R a-skew Armendariz oldugundan eft = 0
olmahdir. Bu durum ef(—t) # 0 ile geligir. O halde kabuliimiiz yanlig olup e, f € R
oziislii elemanlar igin ef RN (1 — f)(1 — e)a(R) = 0 dur.

Ayrica fe =0 iken ef = 0’dir. Gergekten fe = 0 olsun.

ef =(1=NH=e)(=f) =0 =N =e)(=a(f)) cefRNA = f)(1 —e)a(R) =0

olur. Herhangi e € R 6ziislii elemani ve herhangi » € R i¢gin ¢ = e + er(l — e) bir
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oziislii elemandir. Gergekten;

g* =[e +er(l —e)]le+er(l—e)

=e+er(l—e)+er(l—e)e+er(l—e)er(l—e)

=e+er —ere—+ere —ere—+ erer — erere — erer + erere

=e+er(l —e)

=9
Ayrica (1—e)g=(1—e)le+er(l—e)]=(1—e)e+ (1 —e)er(l —e) =0 oldugundan
0=g(l—e)=let+er(l—e)](l—e)=e(l—e)+er(l—e)=0olup er(l—e)=0'dan
er = ere elde edilir. Benzer olarak h = (1 —e) + (1 — e)re’nin R’'de eh = 0 olacak
sekilde bir oziisli eleman oldugu goriiliir. Boylece he = 0 olmasindan re = ere
bulunur. Boylece herhangi r € R ic¢in er = re oldugundan R abelyandir. Simdi iddia

ediyoruz ki R[z;a] abelyandir. ¢ = ¢ € R[z; a] alahm. Lemma [3.2.1/den e, R’de bir

oziislii elemandir. p(z) = apx® + a12** + ... + a,,2""™ € R|x; a] olmak iizere

pe =(apr® + a1z 4 .+ apa™e
=apa®(e)z” + ajaf T (e)a" T + L 4 ot () k™
—agex” + ajex™t + .+ aextt™

—e(apr® + a1 + 4 apatt™)

:ep
oldugundan R[z;«] abelyandir. O

Hong vd. (2003) bir R halkasimin Baer olma ya da p.p-halka olma ozelliklerinin R a-
skew Armendariz iken R|x; o] skew polinom halkasina tagindigr agagidaki iki teoremde

ifade edilmistir.

Teorem 3.2.3 Herhangi e = e € R icin a(e) = e olacak sekilde a’nin R'nin bir
otomorfizmasi oldugunu kabul edelim. R halkasi a-skew Armendariz ise, R'nin Baer

olmasi igin gerek ve yeter kogul R[z;a]nin Baer olmasidir.

Ispat Kabul edelim ki R halkasi a-skew Armendariz ve Baer olsun. A, R[z; o)'mn

bostan farkl bir alt kiimesi ve A*, A’daki elemanlarin tiim katsayilarinin kiimesi olsun.
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Bu durumda () # A* C R olup R Baer oldugundan rg(A*) = eR (yani e = el € eR =
rr(A*) olup A*e = 0) olacak sekilde bir e = e € R vardir. Buradan e € rgj;q)(A)
oldugu (yani Ae = 0) agiktir. Boylece her ef(z) € eR|x;q] i¢in Aef(x) = 0 olup
ef(z) € rga(A) ve buradan da eR[zr;a] C 7pgpa(A) elde edilir. Diger yandan
0# g =bo+bix+...+ba" € rgp(A) alahm. Bu durumda Ag = 0 dir. Yani herhangi
f e Aigin fg =0olur. f=apx®+ ayz** + ... + a2 € R[z;a] olsun. R, a-skew
Armendariz oldugundan a;a’(b;) = 0 dir. Buradan o*(by), &**1(by), ..., a*5(b;) €
rr(A*) = eR dir. Bu durumda a(e) = e (dolayisiyla a®*7(e) = e) ve a’nin bir otomor-
fizma (dolayisiyla érten) oldugu gozoniine alimarak 0 < j < ¢ olmak {izere o7 (b;) €
eR olmasindan o (b;) = a**(ec;) olacak sekilde (a’nin birebir olmasindan dolay1)
bj = ec; € Rvardir. Boylece g = eco+eciz+...+ecx’ = e(co+cjz+..4cat) € eR[z; o
olacak sekilde co, c1,...,¢; € R var oldugundan rg;.)(A) € eR[z; o] elde edlir. Sonug
olarak rg[z;a](A) = eR[z,a] olacak sekilde e* = e € R[z; ] var oldugundan R[z; ]
Baerdir.

Kargit olarak R[x;«] Baer olsun. B, R'nin bostan farkl bir alt kiimesi olmak {izere
0 # B C Rx;a] olup kabulden rgj;.o)(B) = eR[z; o] olacak sekilde e* = e € R[z;
vardir. Bu esitligin her iki tarafinin R ile arakesiti alimip Lemma kullanilarak
rr(B) = rRiza)(B)NR = eR[z; o] N R = eR olacak sekilde e* = e € R var oldugundan

R’nin Baer oldugu goriiliir. ([l

Teorem 3.2.4 Herhangi e? = e € R icin a(e) = e olmak {izere a, R'nin bir otomor-
fizmasi olsun. R, a-skew Armendariz ise R'nin p.p.-halka olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul R[z;a)nin p.p.-halka olmasidir.

ispat Kabul edelim ki R halkasi a-skew Armendariz ve p.p. halka olsun. p =
ap+ a1z + ... + ap2™ € Rlz; o alahm. Bu durumda her bir 7 igin a; € R olup R p.p.
halka oldugundan, rg(a;) = e;R (yani a;e; = 0) olacak sekilde e? = ¢; € R vardir.
e = epey...e, diyelim. € = ¢ € R igin a(e) = e oldugundan Onerme m geregince
R[z; a] abelyan ve dolayisiyla R abelyan oldugundan (", rg(a;) = eR (yani a;e = 0)

olur. O halde a(e) = e oldugundan pe = age + a1(e)x + ... + a,a™(e)z™

= ap€ +
aex+...+anme™ = 0 olur. Buradan her ef € eR[z; o] igin pef = 0 olup ef € 7pa](P)
yani eR[z; a| C rgiza)(p) elde edilir. Diger yandan ¢ = by + by + ... + 0,2" € TRwa] (D)

alalm. pg = 0 dir. R, a-skew Armendariz oldugundan a;a’(b;) = 0 olur. Boylece
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a'(b;) € rr(a;) = ;R dir. Herbir 0 < i < m igin b; € ;R dir. Her 0 < j < n igin
bj € eR =" ,rr(a;) dir. Buradan ¢ € eR[z;a] dir. Buradan rgj;..(p) C eR[z; ]
elde edilir. Sonug olarak 7gp.a(p) = eR[x;a] olacak sekilde e* = e € R[x;a] var
oldugundan R[z;«] p.p.-halkadir.

Tersine R[x; o p.p.-halka olsun. a € R alahm. Bu durumda a € R[z; «| olup kabulden
TRisa)(@) = eR[z;a] olacak sekilde e* = e € R[z;a] vardir. Bu esitligin her iki
tarafinin R ile arakesiti alinarak ve Lemma kulamlarak 7g(a) = rgrze(a) VR =
eR[x;a] N R = eR olacak sekilde €2 = e € R var oldugundan R p.p.-halkadir. O

Uyar1 3.2.5 Teorem [3.2.3] ve Teorem [3.2.4/teki a’nin bir otomorfizma olmasi kogulu
Ornek ’den fazladan bir kosul degildir. Gercekten Ornek deki R = Zs[x]
halkas1 Baer’dir bundan dolay1 sag p.p.-halkadir. Fakat o(f(x)) = f(0) ile tammh «
endomorfizmasi (birebir olmadigindan) bir otomorfizma degildir. Béylece R[x; o] hem

Baer hem de p.p.-halka degildir.

Uyar1 3.2.6 «, bir R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. Kabul edelim ki R’nin
Q(R) Kklasik sag kesirler halkasi var olsun. R’nin a-kat1 olmasi igin gerek ve yeter
kogul Q(R)’nin a-kati olmasidir. Béylece R halkasi a-kat1 iken Q(R) klasik sag kesirler
halkas1 G-kat1 olup Onerme geregince Q(R) a-skew Armendariz’dir. Fakat R'nin
inmis olmas1 durumunda bu ifade gecerli degildir. Ciinkii Ornek ’den Q(R) klasik

sag kesirler halkasi a-skew Armendariz olmayan inmis bir R = Zy ® Zs halkas1 vardir.

Hong vd. (2003); Onerme [3.1.4[iin bir sonucu olarak Sonug [3.1.5[te “R halkasi a-
kat1 iken R'nin a-skew Armendariz”oldugu gosterilmigtir. Ayni zamanda bu ifadenin
kargit1 hangi kogullar altinda dogru olur anlamina gelen “«, (degismeli) inmig bir R
halkasinin bir monomorfizmas: (ya da otomorfizmasi) ve R a-skew Armendariz
iken R a-kat1 olur mu?”

problemini ortaya atmiglardir. Chen and Tong (2005), bu soruya olumlu cevap veril-

erek agagidaki teorem ispatlanmigtir.

Teorem 3.2.7 R inmig bir halka a;, R'nin bir monomorfizmasi ve R a-skew Armen-

dariz olsun. Bu durumda R a-katidir.

ispat R inmisg ve a-skew Armendariz bir halka olmak iizere v, R'nin bir monomor-

fizmas olsun. Kabul edelim ki R a-kat1 olmasim. Yani, aa(a) = 0 fakat a # 0 olacak
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sekilde bir a € R var olsun. O halde
0 = a(0) = a(aa(a)) = a(a)a*(a)

bulunur. Aym zamanda aa(a) = 0 olup R inmig (reversible) oldugundan a(a)a =

0’dir. a # 0 ve o« monomorfizma oldugundan a(a) # 0 olur. Ayrica
(*) @ # 0 iken a(a) # 0 ve R inmis oldugundan (a(a))® # 0
Simdi p(z) = ag + a1z, q(x) = by + bix € R|x;a] igin;
p(x)q(x) = agho + (aohr + ara(by))z + ara(by)a?
olup; 6zel olarak ag = a(a),a; = a(a), by = a, by = —a(a) alinirsa;
p(2)q(z) = ala)a + (—a*(a) + o*(a))z — a(a)a?(a)z® = 0

olup R a-skew Armendariz oldugundan; agb; = —(a(a))? = 0 olmahdir. Bu durum

(*) ifadesi ile geligir. Boylece R a-kati’dir. O

Sonuc 3.2.8 R'nin a-kat1 olmasi igin gerek ve yeter kosul a’nin monomorfizma,

R’nin inmis ve a-skew Armendariz olmasidir.

ispat R halkas1 a-kat1 iken R’'nin inmig ve a’nin monomorfizma oldugu Hong vd.
(2000)’den agiktir. Ayrica Onerme m geregince R'nin a-skew Armendariz oldugu
da aciktir. Tersi Teorem [3.2.7[den aciktir. ]

Sonuc 3.2.9 R inmis bir halka ve o, R'nin bir monomorfizmasi olmak iizere asagidaki

ifadeler birbirine denktir:
(1) R|x; o inmigtir.
(2) R, a-skew Armendarizdir.

(3) R, a-katidir.

Chen and Tong (2005)’te; Hong vd. (2003)’te ispatlanan Onerme|3.1.22|ve Onerme|3.1.26

Teorem [3.2.7/nin sonucu olarak asagidaki bicimde yeniden ifade edilmistir.
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Sonuc 3.2.10 « bir R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. « bir monomorfima ve R
inmig bir a-skew Armendariz halka ise, bu durumda R'nin T'(R, R) asikar geniglemesi

a-skew Armendariz’dir.

Sonuc 3.2.11 « bir R halkasmin bir endomorfizmas olsun. a bir monomorfima ve

R inmig bir a-skew Armendariz halka ise, bu durumda

a b c
S3(R) = 0 a d a,b,c,d € R
0 0 a

a-skew Armendariz’dir.

Anderson and Camillo (1998), “R’nin Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun
R[z)'in Armendariz olmasi”oldugu gosterilmigtir. Hong vd. (2003), Teorem [3.1.8[-de
a-skew Armendariz halkalar i¢in benzer bir sonug elde edilmigtir. Chen and Tong
(2005), agagidaki onerme ifade edilerek R'nin a-skew Armendariz olma &zelliginin

hangi kogullar altinda R[z]| polinom halkasina tagindig: farkl bir bigimde gésterilmistir.

Onerme 3.2.12 R inmig bir halka ve «, R’nin bir monomorfizmasi olsun. R’nin
a-skew Armendariz olmasi igin gerek ve yeter kosul R[x]'in a-skew Armendariz ol-

masidir.

ispat R inmis bir halka, a; R’nin bir monomorfizmasi ve R a-skew Armen-
dariz olsun. Bu durumda Teorem [B.2.7den R a-katidir. Aym zamanda R[z]'de
a-katidir. Gergekten; f(z) = ag + a1z + -+ + a,2" € Rlx] i¢in, f(x)a(f(x)) =0
olsun. Bu durumda (ag + ayz + - -+ + a,2™)(a(ap) + aar)x + - - + a(a,)z™)) = 0
olur. Buradan apa(ag) = 0 ve R a-kati oldugundan ay = 0 bulunur. Boylece
(a1 + -+ + apa™)(a(ar)x + - -+ + afa,)x™)) = 0 olup, benzer bigimde a;a(a;) = 0
ve R a-kat1 oldugundan a; = 0 elde edilir. Bu sekilde devam edilerek ag = a; =

- = a, = 0 yani f(z) = 0 bulunur. Bdéylece Sonug geregince R[zr| a-skew
Armendarizdir. Tersine, R[z] a-skew Armendariz olsun. R'nin R[z]’in bir alt halkas

oldugu distiniildiigiinde R’nin a-skew Armendariz oldugu aciktir. O

Chen and Tong (2005), Hong vd. (2003)’te ispatladiklar1 Teorem [3.1.8[in ispatinda

bir yanlighk oldugunu iddia edip asagida bu teoremin dogru bir ispatini vermislerdir.
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Onerme 3.2.13 Uygun bir pozitif ¢ tam sayisi i¢in of = I olacak sekilde a; R'nin
bir endomorfizmasi olsun. R’nin a-skew Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

R[z)'in a-skew Armendariz olmasidir.

Ispat  Kabul edelim ki R a-skew Armendariz olsun. filz) = ajy + ajx + -+ +
a;,, ™, gj(x) = bj, + bjyx + - +bj, 2" € R[z] olmak lizere p(y) = fo(z) + f1(2)y +
e (@)Y a(y) = go(x) + g1 (2)y+- -+ ga(2)y" € Rly; o] iin, p(y)q(y) = 0 olsun.
Her 0 <i<mve0<j<nign R[z]de fi(z)a'(g;(z)) = 0 oldugunu gostermeliyiz.
der; R[z]de bir polinomun derecesini géstermek ve sifir polinomunun derecesi 0 olmak
tizere k > der(fo(x)) +der(fi(z))+ - +der(fm(x)) +der(go(z)) +der(gi(z)) +- -+
der(gn(z)) segelim. R[z|[y; o]'da p(y)q(y) = 0 oldugundan R[z]'de;

(fol@)gole) = 0
f0($)91<x) + fl(w)a(go(m)) =0

| fm @™ (gn(2)) = 0

elde edilir. §imdi
f(@) =fo(z") + fi(a")a™ 4 fo(a) 2?2 oo g o (ah)am T
g(:v) :go(xt) + gl(l,t)l,tk—&—l + gg(xt)thk+2 4+ 4 gm(xt)l,mtk—i-m

alalim. R[z;a]’da;

F@)g(@) = fola")go(@") + [fo(a")gr (") + fi(z")a(go(a")) ]

+ o A (@) a™ (g (xh))] M ER+D)

oldugu goriiliir. (x)’daki egitlikler ve of = Iy oldugu kullamlarak f(x)g(xz) = 0 elde
edilir. Diger taraftan (**)’daki esitlikler kullanilarak f(z)g(z) = (ago + ama® + -+ +
Q. 0+ argz T fay @ T ay, e g a T gt
sy T EFSMIETY (B it e b 2708 b by gL Ly gtk
oo bR b gt b, iR Fenttny — () bulunur. R a-skew Armendariz
ve o' = Iz oldugundan tim 0 < i <m, 0<j<nveuec0,1,--+,80, "+ ,8n, UE
0,1, ,wp, -+ , Wy, iGin a;,a*(bjy) = a4+ (h; ) = 0 olur. Bundan dolay1 her

0<i<m,0<j<nign Rz)de fi(x")a'(g;(z")) = 0 elde edilir. Boylece her
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0<i<mve0<j<nign fi(zr)a'(g;(z)) = 0 oldugu kolayca goriiliir. Sonug olarak

R|x] polinom halkas1 a-skew Armendariz’dir. O

Chen and Tong (2007), Teorem ile iligkili olarak o bir monomorfizma olmayacak
sekilde inmig olmayan a-skew Armendariz bir R halkasinin var oldugunu asagidaki

ornekte gostermiglerdir.

Ornek 3.2.14 F bir cisim ve n > 2 olmak iizere M,,(F)'nin bir alt halkas: olan

\

a apiz a3 - Aaip

0 a Qag3 -+ A2p
R = 0 0 a --- Qasp . a,aij€F>

0 0 0 a

\ J
halkasin1 ve R’nin

a ayg ais QA1 a 0 0 0
0 a Qg3 Aop, 0 a O 0
o 0 0 a asy, — 0 0 a 0
0 0 o --- a 000 - a

ile tanmimli o endomorfizmasini goz ontine alalim.

a’nin bir monomorfizma olmadigr agiktir. Ayrica R inmis bir halka degildir. Simdi
R'nin a-skew Armendariz oldugunu gosterelim. Bunun igin f(z)g(z) = 0 olacak
sekilde f(z) = Ao + Az + -+ + A2, g(x) = By + Bix + - -+ + B,a™ € Rx;q]
polinomlarimi alalim. Her i ve j i¢in A;a'(B;) = 0 oldugunu gostermemiz gerekir.
o® = a oldugundan her i, j > 1 igin A;a’(B;) = 0 oldugunu gostermemiz yeterlidir.
1. durum. Ap terslenebilir ise: f(z)g(x) = 0 oldugundan sabit terimin katsayisinin 0
olmas1 kullanilarak By = 0 bulunur. Her j < n i¢in B; = 0 oldugunu iddia ediyoruz.
Eger B = By = --- = By_1 = 0 fakat By # 0 olacak sekilde en az bir £ > 1
olsaydi f(z)g(x) = 0 esitliginde 2%l terimin katsayisimdan AgBy + Aja(By_1) +
-+« + Apa(By) = 0 olup kabulden AyBy = 0 bulunurdu. A terslenebilir oldugundan
By, = 0 elde edilirdi. Bu ise kabuliimiiz ile celigirdi. Sonug olarak her 0 < 7 < n i¢in
B; = 0’dir.
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2. durum. By terslenebilir ise: birinci durumdakine benzer olarak her 0 < ¢ < m i¢in
A;=0 elde edilir.

3. durum. Ay ve By terslenemez ise: Ay # 0 oldugu durumda her j i¢gin a(B;) = 0
oldugunu iddia ediyoruz. Kabul edelim ki «(B;) # 0 olacak sekilde en az bir j var
olsaydi f(z)g(x) = 0 esitliginde z7’1i terimin katsayisimdan AgB; + Aja(Bj_1)+ -+
A;a(By) = 0 olup kabulden AyB; = 0 bulunurdu. «(B;) # 0 iken B; terslenebilir
olup buradan Ay = 0 olurdu ki bu durum Ay # 0 olmasi ile geligirdi. O halde her j
icin a(B;) = 0 elde edilir. Diger yandan Ay = 0 oldugu durumda iddia ediyoruz ki ya
her A; = 0 veya her a(B;) = 0’dir. Kabul edelim ki A; # 0 veya her a(B;) # 0 olacak

sekilde en kiiciik 7 ve j var olsun. f(z)g(x) = 0 esitliginde x**’li terimin katsayisindan
AoBiyj+ -+ Aisra(Bj) + Aia(B;)) + Aipra(Bj1) + -+ + Aigja(By) = 0

olup kabulden A;a(B;) = 0 olur. Diger yandan «(B;) # 0 olmasi «(B;)nin ter-
slenebilirdir olmasimi gerektirdiginden A; = 0 olur ki bu durum A; # 0 olmas ile
celigir.

Sonug olarak yukaridaki biitiin durumlar gozontine alindiginda her , j igin A;o'(B;) =

0 oldugundan R a-skew Armendariz’dir. (]
Lemma 3.2.15 R bir halka ve «, R'nin bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda

My (Rlz; a]) = My (R)[z; ]
saglanir.

Ispat (31, aka) — Z;”:O(agf))xk ile tammli ¢ : M, (R[z; a]) = M, (R)[z; a] endo-
morfizmasini gozoniine alalim. ¢’'nin 1 — 1 ve orten oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica
¢’'nin toplamay1 korudugu aciktir. Simdi ¢’nin ¢arpmay1 korudugunu gosterelim.
A=0"0, ag?)xk), B=0"", bg-)xl) € M,(R[z;a]) alahm.

m m

AB = (Y a3 b)at) = (fi(2))

k=0 =0

45



olup burada;

fij(x) = zm:a z* Zb(l) ! Za22 x Zb(l) !

k=0
+o Ol bl
k=0 =0
2m 2m
= oy o Nt + > al ok (0f))
s=0 k+l=s s=0 k+Il=s
2m
ek Y D aaf )
s=0 k+l=s
2m 2m
=33 PO+ N aPa 08 + -+ al) o (00)2" € Rlw;al
s=0 k+l=s s=0 k+l=s
dir. Boylece
2m
l k [ k l s
S(AB) =D 3" (ala () + al ok (B5)) + - + all aF (b))
s=0 k+l=s

s(A)p(B) =3 al e (Y blat)
k=0 =0
2m
k _ [ s

=3 @)@k ed))e
s=0 k+l=s

= Z Z allf)ak CLEQ)Oé (b(l)) +- 4 agz)ak(bg}-))x&
s=0 k+l=s

bulunur. Sonug olarak ¢p(AB) = ¢(A)p(B) oldugundan ispat tamamlanmig olur. [J

Asgagidaki 6rnekte Chen and tong (2007), verilen a-skew Armendariz olmayan matris

halkalar1 yer almaktadir.

Ornek 3.2.16 R bir halka ve «, R'nin herhangi endomorfizmasi olsun.
(1) n =2k > 2igin B5(R), a-skew Armendariz degil.
(2) n=2k+1> 3 igin BY(R), a-skew Armendariz degil.

(3) n > 2igin B,(R), a-skew Armendariz degil.
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Lemma 3.2.17 R bir inmig halka olsun. Her n = 2k 4+ 1 > 3 i¢in S = A,(R) ve
her n = 2k > 4 i¢in S = A,(R) + REy;, olsun. A = (a;;), B = (b;;) € S olmak iizere
AB = 0ise [AB]J;; = 0 dir (Lee and Zhou 2004).

Teorem 3.2.18 R, a-kat1 bir halka ve o, R’nin bir endomorfizmasi olsun. Bu

durumda agagidakiler saglanir:
(1) Vn =2k+1 > 3 icin A, (R) a-skew Armendariz.

(2) Vn = 2k > 4 oldugunda A, (R) + RE,), a-skew Armendariz (Chen ve Tong,
2007).

Ispat n=2k+1>3iken S = A,(R) ve n = 2k > 4 iken S = A,(R) + RE}, olmak
tizere a(z) = Ag+ Ai(x) + -+ + Apa™, B(x) = By + Bix + -+ - + Bpa™ € Sx; o
icin a(z)B(z) = 0 oldugunu kabul edelim. Her k,s i¢in Aya®(B,) = 0 oldugunu
gostermeliyiz. [ =0,1,--- ,m icin a(l-) ve b(l-) sirasiyla A; ve B; matrislerinin bilegenleri
olmak iizere f;;(x) = ( )—l—a( V4 +a( )2 ve gij(x) = bg?)+b§;)x+- : ~+b§?)x” olsun.
Lemma geregince ¢ : M, (R[z;a]) — M,(R)[x; @] izomorfizmas: kullamlarak

m
E .QT_CY

=0

o) = 6> ai)

o(gij(@ Zb Z ))afl = ()

olacak bigimde n = 2k + 1 > 3 iken A, (R[z;a])’da n = 2k > 4 iken A, (R[z;a]) +

R[z;a)Eyy da fij, g;; matrisleri vardir. Burada

fll(x) f12($) fln(flf) 911(95) 912(1’) gln(l’)
gy = | P T ey | ) b))
fur (@) fa2(@) - fan(2) 91 () gn2(®) -+ gun(2)

bigimindedir. Ayrica a(z)fB(xz) = 0 oldugundan ¢((f;;))¢((gi;)) = 0 olup buradan
¢ homomorfizma oldugundan ¢((fy;)(gi;)) = 0 olur. Ayrica ¢ birebir oldugundan
(fi/)(gi;) = 0 bulunur. R halkasi a-kat1 oldugundan Onerme m geregince R[z;a
inmistir. Bu durumda Lemma [3.2.17den her i, i¢in [(fi;)(gi;)];; = 0 bulunur. R

halkasi a-kat1 oldugundan Sonug [3.1.5| geregince R a-skew Armendarizdir. Bundan
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dolay1l =1,2,--- ,nigin fyg,; = (a gl)—{—a(l)x—i— +all )y )(b(o —|—b Vot +by; (m) ) =
0 olup R a-skew Armendariz oldugundan her i, j, k., [, s igin a( )a (b(s)) = 0 bulunur.

Béylece Apa*(B,) = 0 olup S a-skew Armendariz’dir. O

Sonuc 3.2.19 R a-kati olsun. Bu durumda V,,(R) = RI,+ RV + RV?*+ .-+ RV !

bir a-skew Armendariz halkadir.

Ispat Her n icin V,(R); A,(R)nin oV, (R)) C V,,(R) olacak bi¢imde bir alt halkas:
oldugundan ispat aciktir. O

Teorem [3.2.18/de o« = [ alimirsa agagidaki sonug verilebilir.

Sonuc 3.2.20 R inmis bir halka olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:
(1) Her n =2k + 1 > 3 igin, A,,(R) Armendariz’dir.

(2) Her n =2k > 4 igin, A,,(R) + RE;; Armendariz’'dir (Lee and Zhou, 2004).

Lee ve Wong (2003); bir R halkasinin inmis olmasi igin gerek ve yeter sartin 7'(R, R)
agikar geniglemesinin Armendariz oldugunu Rege and Chhawchharia (1997), sonucu

geligtirerek gostermiglerdir. Ayrica Hong vd. (2003),R halkasi a-kat1 iken T'(R, R) ve

a b c

S3(R) = 0 a d . a,b,c,d € R} halkasinin a-skew Armendariz oldugunu

0 0 a
ifade etmiglerdir. Daha sonra Chen ve Tong (2007), yilinda agagidaki teoremi ispat-

layarak bu 6nermelerin terslerinin de dogru oldugunu gostermislerdir.

Teorem 3.2.21 R bir halka o R’nin bir endomorfizmasi olsun. R’nin a-kati olmasi
a b c

icin gerek ve yeter kogul S3(R) = 0 a d . a,b,c,d € R } halkasiin

0 0 a
a-skew Armendariz olmasidir.

Ispat (=) Onerme [3.1.26[den aciktir.
(<) Kabul edelim ki S3(R) halkasi @-skew Armendariz olsun. Iddia ediyoruz ki o bir
monomorfizmadir. Kabul edelim ki & monomorfizma olmasm. Bu durumda a(a) =0

olacak sekilde 0 # a € R vardir. Buradan;
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[ 0 0 1 —a —a —a 0 01 a a a
000 |+ 0 —a —a |z 000 (|+]0aal|x =
i 000 0 0 —a 000 0 0 a
0 0O 0 0 1 a a a 0 0 a
00 0 seklinde olur fakat, 000 0 a a = 00 0 #£0
000 000 0 0 a 0 00

olur ki bu S3(R)'nin a-skew Armendariz olmasi ile geligir. O halde kabuliimiiz yanlg
olup a bir monomorfizmadir. §Jimdi R’nin a-kati oldugunu gosterelim. Kabul edelim
ki R a-kati olmasm. Bu durumda Lemma [3.1.11{den «(a)a = 0 fakat a # 0 olacak

sekilde bir @ € R vardir. « bir monomorfizma oldugundan a(a) # 0'dir. b = «(a)

Isun.
b 0 0 001 a 0 0 00 -1
0O b0 |+ 0O0O0[|=x 0O a O+ 00 0 |z=
I 000 0 00 0 0 a 00 O
000 b 0 0 00 -1 00 —b
0 0 0 | olur fakat, | 0 b 0 00 O0/|l=1]100 0] #0olmas
0 00 00 b 00 O 00 O
S3(R)’nin a-skew Armendariz olmasi ile geligir. Sonug olarak kabuliimiiz yanlg olup
R halkasi a-katidir. O

Teorem [3.2.21[de o = [Ir alinmasi durumunda, Kim and Lee (2000), ifade edilen
sonucun tersinin de dogru oldugu agagidaki sonugta gosterilmistir.
Sonuc 3.2.22 R bir halka olsun. R'nin inmis olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

a b ¢
S3(R) = 0 a d s abe,de R
0 0 «a

halkasinin Armendariz olmasidir (Chen and Tong 2007).

Chen ve Tong (2007), Teorem [3.2.21fin bir sonucu olarak agagidaki teoremi ispat-

lamaglardir.

Teorem 3.2.23 R bir halka ve a, R’nin bir endomorfizmasi olsun. R’nin a-kati
olmasi igin gerek ve yeter kosul T'(R, R) asikar geniglemesinin a-skew Armendariz

olmasidir.
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Ispat (=) Onerme [3.1.22/den agiktur.
(«<=) Ispat1 Teorem [3.2.21]e benzer olarak yapilir. O

Sonuc 3.2.24 R bir halka olsun. R’nin inmis olmas: i¢in gerek ve yeter kogul T'(R, R)

agikar geniglemesinin Armendariz olmasidir (Lee and Wong 2003).

Teorem [3.2.18) ve Sonug [3.2.19 kullanilarak Teorem [3.2.21]in ispatina benzer olarak

agagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 3.2.25 « bir R halkasinin bir endomorfizmasi olmak tlizere agagidaki ifadeler

birbirine denktir:
(1) R, o katidur.
(2) n=2k+1 > 3icin A,(R) a-skew Armendarizdir.
(3) n =2k >4igin A,(R) + RE; a-skew Armendarizdir.
(4) n > 2 igin V,,(R) a-skew Armendarizdir.
Sonuc 3.2.26 R bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) R, inmis halkadr.
(2) n=2k+1>3igin A,(R) Armendarizdir.
(3) n =2k >4igin A,(R) + RE; Armendarizdir.
(4) n > 2 ig¢in V,,(R) Armendarizdir.

Lemma 3.2.27 «, bir R halkasinin bir endomorfizmasi ve ¢ : R = S bir halka
izomorfizmas: olmak iizere, R, a-skew Armendariz ise S halkas1 da coo~!-skew Ar-

mendariz’dir.

ispat Kabul edelim ki ¢ : R — S bir halka izomorfizmasi ve R, a-skew Armendariz
olsun. f(x)g(z) = 0 olacak sekilde f(x) = Y a;ix’, g(x) = 37 bja’ € S[z;0007"]
polinomlarii gézoniine alalm. Her i ve j igin a;(cao™1)!(b;) = 0 oldugunu gostermeli-

yiz. 0 : R — S izomorfizmasi yardimiyla o(ag+ a;x+- - -+ a,,x™) = o(ag) + o(ar)x +
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-+« 4 o(ay,)z™ ile tammlanan bir ¢ : R[x] — S[x] izomorfizmasi vardir. o orten

oldugundan
f(x) = o(fi(x)) = olag + arz + - + a,a™) = o(ag) + olay)a + - + o(a,,)a™

g(z) = o(gi(x)) = by + by + - -+ b,2") = o(by) + o(b))x + - - + (b, )"

olacak sekilde fi(z) = 327" a;a*, g1(x) = Y7_ bja’ € R[z;a] vardwr. Iddia ediyoruz

ki Rlx;a]'da fi(z)gi(x) = 0 dir. Gergekten; S[z;cac™] da f(z)g(x) = 0 oldugundan

herhangi 0 < k < m icin 2%l terimin katsayisindan
aoby + ay(cac ) (be_1) + - - - + ar(cac™)*(by) = 0

elde edilir. a; = o(a;) ve b; = a(b;) oldugu gozoniine alinarak herhangi 0 < k£ < m

icin
o(ay)a(by) +o(ay)oac (o (b)) + - + o(ds)(oac™") (o (b)) = 0

! oldugu ve o’nin birebir oldugu kullamlarak R[z;a]da

bulunur. (cac™)! = galo™
2%l terim

az)b;i + alla(b;c_l) +oe a’kak(bg) =0

oldugundan R[z;a)’da fi(x)g(x) = 0 ve buradan R a-skew Armendariz oldugundan

a;a’(b;) = 0°dur. a = 07 (a;) ve b; = 07! (b;) olduguna dikkat edilerck

/ N !

0= dai(8) = o a)al (07 (b)) = 0 a)o o0 (07} (8))) = 0 (woa’o (b))

(3

bulunur. Bu durumda a;(ca’o™1)(b;) = a;(cac™1)"(b;) = 0 elde edilir ve ispat tamam-

lanir. O

Teorem 3.2.28 «, bir R halkasinin endomorfizmasi olsun. n > 2 ve (a"), z"
tarafindan iiretilen R[z]'in bir ideali olmak iizere R[z|/{x™) a-skew Armendariz olmasi

i¢in gerek ve yeter sart R'nin a-kati olmasidir.

Ispat R[z]/(z") a-skew Armendariz olsun. 0(rol, +mV +rV2 441, V1) =
ro+riz+- - +r,_1x" 1 4 (2 olacak sekilde 6 : V,,(R) = RI,+ RV +---+ RV ! —
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R[z]/{z™) bir halka izomorfizmasidir. Lemma [3.2.27| geregince V,,(R) 0~'af-skew
Armendarizdir. Her rol,, + 7V + -+ 7, V" ! € V,(R) igin
9710_46(7“0]71 + 7’1V + -+ Tnflvnil) :97166(7’0 +rx+---+ Tnflaj‘nil + <xn>
=0 (aro) + alr)z + -+ a(r,_1)a" " + (™))
:(I(To)]n + oz(rl)V + -+ Oé(Tn_l)Vn_l
=a(rol, +rV + - +r, V"
oldugundan V,,(R) a-skew Armendarizdir. Béylece Teorem (3.2.25[ten R a-katidir.
Diger taraftan R o-kat1 olsun. Teorem [3.2.25[ten V,,(R) a-skew Armendariz’dir.
Lemma

3.2.27e gore R[z]/(z"), Oaf~'-skew Armendariz’dir. Boylece yukaridaki paragrafin

ispatina benzer olarak R[z|/(x")'in a-skew Armendariz oldugu goriiliir. O

Hong vd. (2003) ispatlanan Onerme [3.1.12 Teorem [3.2.28/in bir sonucu olarak Chen
and Tong (2007), agsagidaki gibi verilmistir.

Sonuc 3.2.29 «, bir R halkasinin monomorfizmasi olsun. Bu durumda (z?), z?
tarafindan iiretilen R[x]’in bir ideali olmak iizere R[z]/(z*) = T(R, R)'nin a-skew

Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter sart R'nin a-kati olmasidir.

Bir R halkasinin asikar genislemesinin a-skew Armendariz olmasi i¢in agagidaki gibi

yeni bir karakterizasyon vermiglerdir (Chen and Tong 2007).

Teorem 3.2.30 R, bir halka ve «, R’nin bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda
T (R, R)'nin a-skew Armendariz olmasi igin gerek ve yeter kogul agagidakilerin saglan-

masidir:
(1) R, a-skew Armendariz’dir.
(2) Rlz;alda f(z)g(x) =0 ise f(z)R[z;a] N Rlx; alg(x) = 0’dur.

Ispat (=) Kabul edelim ki; T(R, R), a-skew Armendariz olsun.
(1) p(x)q(x) = 0 olacak sekilde p(z) = 3" @iz’ q(x) = 37" bja? € Rlz;a] alalm.
Bu durumda T'(R[z; o], R[z; a])'da



olur. Lemma [3.2.15[ten T'(R, R)[x; o]'da

ag O a; O am 0
+ T4+ ™
0 ao 0 ay 0 an
bp O by O b, 0 0 0
+ T4+ -4+ x| =
0 by 0 b 0 b, 0 0

bulunur. T'(R, R), a-skew Armendariz oldugundan her i, j igin;

a; 0 . bj 0

@Z

OCLZ‘ Obj

=0

olur. Boylece a;a'(b;) = 0 oldugundan R, a-skew Armendariz’dir.

(2) T(R, R), a-skew Armendariz oldugundan Teorem [3.2.23ten R, a-katidir. Boylece
Lemma[3.1.4ten R[z; o] inmigtir. Sonug[3.2.24/ten T'(R[z; a], R[z; a]) Armendarizdir.
Rlz;a)da f(x)g(x) = 0 olsun. Kabul edelimki f(z)R|[x; o] R]x; a]g(x) # 0 olsun.
Bu durumda R[z;a)'da f(z)s(z) = —t(x)g(z) # 0 olacak sekilde s(z) ve t(x) eleman-
lar1 vardir. T'(R|x; o], R[z; a)[y]’de

T 0 0 t(z T 0 0 s(x
I > NERECAWIIEE NEECAWE
f(x) 0 0 g(x) 0 0
0 0 0 s(x 0 x)s(x
fz (@) ) _ f()() £ 0 olur. Bu
0 0 0
durum T'(R al, Rlz; a])'nn Armendarlz olmasi ile gehgu‘ O halde kabuliimiiz yanlhg
olup f(z)R [ ;o] R[x; a]g(x) = 0 olmalidir.

(<) Tersine (1) ve (2) dogru olsun. T'(R, R)'nin a-skew Armendariz oldugunu gostere-

lim. T'(R, R)[z; a@]'da

ap Co a; ¢ Am  Cm
p(z) = + T+t ™
0 ao 0 aq O Am,
bO dO bl dl bm dm
0 by 0 b 0 bm
. - oo ;G [ b d;
polinomlar i¢in p(z)q(x) = 0 olsun. Her 4,j igin a' =0
0 a; 0 bj
oldugunu gostermeliyiz. Lemma [3.2.15[ten f(z) = ag + a1z + - - -+ apx™, g(x) = by +
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bix+- - +bpr™, s(x) = cotcx+- - +epr™ t(x) = doy+diz+- - -+ d,x™ olmak lizere
f(z)  s(z) g(z) tx) | ()(iﬁ) f@)t(@) +s(z)g(z) \ [0 0

0 f(z) 0 g(x) 0 f(x)g() 00
bulunur. Buradan f(x)g(z) = 0 ve f(x)t(x) + s(z)t(xz) = 0 bulunur. f(x)g(xz) =0 ve

R, a-skew Armendariz oldugundan her ¢, j i¢in a;a’(b;) = O olur. f(z)t(z)+s(x)t(x) =
0 oldugundan f(x)t(x) = —s(x)g(z) € f(z)R[z;a] N R[z;alg(z) = 0 ve R, a-skew

Armendariz oldugundan a;a'(d;) = 0 ve ¢;a*(b;) = 0’dir. Boylece

a; ¢C; i bj dj aiai(bj) a;xx (d ) + ¢ (b ) 0
a =
0 a; 0 bj 0 (Zi&l(bj)
olur. Sonug olarak T'(R, R), a-skew Armendariz’dir. O

Chen ve Tong 82007); (tez ¢aligmasmin buraya kadar olan kisminin kisa bir 6zetini
iceren) a-skew Armendariz halkalar kullanmlarak a-kat1 halkalarin bazi karakterizasy-

onlar1 agagidaki teoremde ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem 3.2.31 R bir halka ve o, R’nin bir endomorfizmasi olsun. Asagidaki ifadeler

birbirine denktir:
(1) R, a-katidur.
(2) a € R i¢in a(a)a =0 ise a = 0 olur.
(3) R[z;a] inmig halkadir.
(4) R inmis ve R'nin her minimal P asal ideali igin o~ !(P) C P saglanir.

(5) R inmis, @ monomorfizma ve R’nin her minimal P asal ideali i¢in a~}(P) C P

olur.
(6) R inmis, @ monomorfizma ve R’de sag sifirlayanlar korunur.
(7) o monomorfizma, R inmis ve a-skew Armendariz bir halkadur.

(8) R inmig ve R[z;a]'da herhangi f(x) = Y77 a;x’, g(x) = 377" bja! igin
f(z)g(x) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her 4, j i¢in a;b; = 0 olmasidur.

(9) T(R, R), a-skew Armendariz’dir.
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(10) S3(R), a-skew Armendariz’dir.

(11) n=2k+1 > 3 igin A,(R), a-skew Armendariz’dir.
(12) n =2k >4 i¢in A,,(R) + RE, a-skew Armendariz’dir.
(13) n > 2 igin V,,(R), a-skew Armendariz’dir.

(14) n > 2 igin R[z]/(x"™), a-skew Armendariz’dir.

(15) R a-skew Armendariz ve R[z;a)'da f(x)g(z) = 0ise f(z)R[z;a] () Rlx; alg(x)

= 0 saglanir.

Lee and Zhou (2004), inmis halkalar {izerindeki (Armendariz olmayan) matris hal-
kalarimin bazi “goreceli maksimal” Armendariz alt halkalar1 incelenmistir. Onerme-
3.1.26]-da a-kat1 olan bir R halkasi tizerinde S3(R)nin a-skew Armendariz oldugu
gosterilmisti.  Fakat Ornek de n > 4 i¢in S,(R)'nin a-skew olmadigr belir-
tilmigti. Yang vd. (2010) R halkas1 a-kati ve n > 2 iken UT'M,,(R) nin (goreceli
maksimal olan) a-skew Armendariz alt halkalarim bulmak igin; tist tiggensel matris
halkalarimin 6zel bir alt halkasi olan U, (R) matris halkalar1 kullanilmigtir. Ayrica
n = 3 durumunda R halkasi a-kati iken U3(R) = S3(R)'nin a-skew Armendariz

oldugu agiktir.

Lemma 3.2.32 o : R — R bir halka endomorfizmasi olsun. Bu durumda k = [n/2]
olmak tizere herhangi [ € {1,2,--- .k — 1} ve her n > 4 i¢in U,(R) + RE} a-skew

Armendariz degildir.

Ispat  U,(R) + RE;;nmn bir halka oldugu aciktir. (U, (R) + RE;)[z;a]’da f =
Eip + (Bip — Ergy1)r ve g = Eppipge + (Brrge + Ergipg2)r polinomlart gozoniine
alindiginda fg = 0 oldugu aciktir. Fakat (Ejx — Ejgy1)0(Egi1k+2) 7 0'dir. Boylece
Un(R) + RE) j, a-skew Armendariz degildir.

Lemma 3.2.33 o : R — R bir halka endomorfizmasi olsun. Bu durumda R halkas:

a-kat1 iken her n = 2k +1 > 3 i¢in U, (R) a-skew Armendarizdir.

ispat R halkasinin a-kat1 oldugunu kabul edelim. Her n = 2k+1 > 3 i¢in U, (R) nin

a-skew Armendariz oldugunu gosterelim. ¢ = 0,1,---,s icin A; = (aSLZ) € U,(R)
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ve j = 0,1,---,¢ i¢gin B; = (b)) € Un(R) olmak iizere A;,B; € UyJR), [ =
Yoo At g = Z;:O Bl € U,(R)[x;a] igin fg = 0 olsun. Idda ediyoruz ki her
ijicin A;04(B;) = 0'dir. u = v icin (al) ve (b)) yerine sirasiyle a® ve b kullanihr.
uFtvvel <u<k+1<0v<2k+1igin fo, =5 a0V, fu =7, A Guw =
Zé':o bD2I | gy = Z;zo b7 olsun. Diger tiim fuy, gu'ler sifirdir. fy = fuy ve

9o = Jup olmak tizere herhangi p,q € {1,2,---  k} igin

Jogo =0 (3.17)

foGpst1 + fok+190 =0 (3.18)

JoGpk+i+q + [pk+19k+1k+1+q + [pk+1+q90 = 0 (3.19)
JoGk+14q T Ser1k414990 =0 (3.20)

elde edilir. Her 4, j icin (3.17) esitliginden aPa® (b)) = 0 elde edilir. Onerme m
ten dolay1r R a-skew Armendariz’dir. Ayni zamanda gy fo = 0 olup Onerme [3.1.4/den
R[z; o] inmigtir. (3.18) esitligini soldan gq ile garparsak p = 1,2, - -, k icin go fogp k+1+
Gofpk+190 = 0 olup gofpr+190 = 0 olur, R[r;a] inmis oldugundan p = 1,2,--- ,k
icin f,x+190 = 0 (bu nedenle gof,r+1 = 0) ve dolayisiyla fog,x+1 = 0 (bu nedenle
Gpi+1f, = 0) elde edilir. p=1,2,--- ,k ve R a-skew Armendariz oldugundan tiim ¢, j

b(j)

oke1) = 0 elde edilir. Benzer sekilde (3.20) esitligi

icin a;kﬂai(b(j)) =0 ve aai(
icinde ayni yontem kullamlarak ¢ = 1,2, -+, k i¢in fogr+1 k+14q¢ = Jht+1k+1+qf0 = 0
Ve frt1k+14990 = Gofk+1k+14q = O olur. Boylece ¢ = 1,2,--- k ve tiim 4,7 igin

a0 (0] 1) = AL ks, (09) = 0 elde edilir. (3.19) esitligi soldan gy ile

carpilirsa

90Jo9pk+1+q t 9o Skt 19k41,k+11¢ + 90 Sp k14990 = oS pkr1+490

elde edilir. Herhangi p,q € 1,2,--- ,kicin fj k414490 = 0 olup R a-skew Armendariz
oldugundan p,q € 1,2,--- , k ve tiim 4, j i¢in aj ., ,a'(b¥)) = 0 olup bundan dolay:

herhangi p,q € 1,2,--- |k igin

JoGpkt14q T Jfpht19kt1k414q =0

esitligi elde edilir. Bu esitligi sagdan f ile carparsak herhangi p,q € {1,2,--- |k} i¢in

Jopk+1+qfo + fpr+19k+1k+14qf0 = fodpk+1+qf0
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elde edilir. R[x;a] inmis oldgundan fyg,ri14q = 0 olup R a-skew Armendariz

oldugundan p,q € {1,2,--- ,k} ve tiim 4,7 icin a®a’ (b’ ) = 0 bulunur. Ayni

pk+1+q
zamanda herhangi p,q € {1,2,--- [k} icin f, kr10k+14+144 = O elde edilir. R a-skew
Armendariz oldugundan p,q € {1,2,--- ,k} ve tiim ¢, i¢in a;i3€+1ai(bi+17k+1+q) =0

elde edilir. Simdi tim ¢ = 0,1,---,s ve j = 0,1,--- ,¢ igin A;a*(B;) = 0 oldugu
kolayca goriiliir. Dolayisiyla her n = 2k + 1 > 3 i¢in U,(R), a-skew Armendariz
halkadir.

Lemma 3.2.34 o : R — R bir halka endomorfizmas: olsun. Bu durumda R halkas:

a-kati iken her n = 2k > 2 i¢in U, (R) a-skew Armendarizdir.
ispat Lemma |3.2.33[1in ispatina benzer olarak yapilir.

Yang vd. (2010), asagidaki iki teoremi ispatlayarak Hong vd. (2003), ispatladiklar
Onerme [3.1.26[ 1 genellestirmislerdir.

Teorem 3.2.35 «, bir R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler birbirine denktir:
(1) R halkas1 a-katidir.

(2) Her n > 2 igin U, (R) halkasi a-skew Armendarizdir.

Ispat (1) = (2) Lemma [3.2.33| ve Lemma [3.2.34/ten aciktar,

(2) = (1) Her n > 2 igin U,(R) halkasi a-skew Armendariz olsun. Kabul edelim
ki R a-kati olmasin. Bu durumda aa(a) = 0 olan bir 0 # a € R eleman: vardir.
Un(R)[z;a]'daki f = Ey, + al,x ve ¢ = E;,, — al,z polinomlar1 i¢cin fg = 0 olur.
Un(R) a-skew Armendariz oldugundan E; ,al, = 0 olmahdir. Bu ise 0 # a olmas: ile

geligir. O halde kabultimiiz yanls olup R halkasi a-katidir.

Inmis halkalar Armendariz (yani Iz-skew Armendariz) oldugundan asagidaki sonug
Kim and Lee (2000), elde edilen sonucu genellestirerek n > 2 i¢in UT'M,,(R)nin

Armendariz olan baz alt halkalarinin belirlenmesini saglar.

Sonuc 3.2.36 R halkasi inmig ise, her n > 2 i¢in U,(R) Armendarizdir.
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Teorem 3.2.37 «, bir R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. R a-kati ise, bu
durumda k& = [n/2] olmak tzere U,(R); U,(R) + RE; ;' nin bir maksimal a-skew

Armendariz alt halkasidir.

Ispat & = [n/2] olmak iizere uygun n >4 ve l € {1,2,--- , k—1} icin U,(R)’nin bir
maksimal a-skew Armendariz alt halka olmadigini kabul edelim. Bu durumda (Teo-
rem geregince) U, (R) a-skew Armendariz oldugundan U,,(R)’yi 6z olarak kap-
sayacak sekilde a-skew Armendariz olan bir W alt halkas1 vardir. Buradan 0 # alj, €
RE, ) olacak sekilde bir 0 # a € R vardir. Simdi Wz;a)'da f = aE, + a(Ex —
Eigi1)x ve g = Egi kot (Ek g2+ Ekt1 k42)2 polinomlarini gézoniine alalim. fg =0
oldugu agiktir. Fakat a(Ej; — Ejgt1)0(Ekt1k42) = aEpgro # 0 oldugundan geligki
durumu sézkonusudur. O halde kabuliimiiz yanhs olup U, (R); U,(R) + RE} ;’nin bir

maksimal @-skew Armendariz alt halkasidir.

Uyar: 3.2.38 « bir R halkasinin bir endomorfizmasi olsun.

(1) Herhangi | € {k + 2,k +3,--- ,n} ve her n = 2k > 4 i¢in V,(R); V,.(R) +

REj44,/nin bir maksimal a-skew Armendariz alt halkasidir.

(2) Herhangil € {k+3,k+4,--- ,n} ve her n =2k +1 > 5 i¢in U,(R); U.(R) +

REj 49, nin bir maksimal a-skew Armendariz alt halkasidir.

3.3 oa-Armendariz Halkalar

Armendariz ve a-kat1 halkalarin bir genellegtirmesi olan a-Armendariz halkalar Hong
vd.(2006), tarafindan agagidaki gibi tamimlanmig ve 6zellikleri incelenmigtir. Bu no-
tasyon sayesinde; Hong vd, (2003)’te ortaya atilan sorunun bir cevabi olarak a-kati

halkalarin bir karakterizasyonu verilebilir.

Tanim 3.3.1 «, bir R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. pq = 0 olacak sekilde
Rlz;aldaki p = Y7 jaat ve ¢ = > o b;jz? polinomlar i¢in 0 <7 <m,0<j <n

olmak iizere a;b; = 0 oluyorsa R halkas1 a-Armendariz olarak adlandirilir.

Hong vd. (2000), bir halkanin kat1 bir & endomorfizmas i¢in, a-Armendarizlik 6zelligi
ile a-skew Armendarizlik 6zelligi birbirine denk oldugundan her a-kat1 halkanin (Teo-
rem geregince) a-Armendariz oldugu aciktir. Bir R halkasimin /g birim endomor-

fizmasi i¢in, R’'nin Armendariz, [g-skew Armendariz ve Iz-Armendariz olmasi denktir.
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Inmis halkalar her zaman Ip-Armendariz’dir. Fakat Ornek den goriilecegi gibi
a # Ir olmak itizere a-Armendariz olmayan bir inmis a-skew Armendariz R halkasi
vardir. Ayrica a-Armendariz bir halkanin her alt halkasinin da a-Armendariz oldugu
kolayca goritilebilir.

Genelde; yukaridaki a-Armendarizlik taniminin ters gerektirmesi agagidaki 6rnekte

de goriilecegi gibi dogru degildir.

(b,a) ile tamimlanan « : R — R en-

Ornek 3.3.2 R = Zy, ® Z, olsun. a((a,b))
domorfizmasim gozoniine alalm. p = (1,0)z, ¢ = (0,1)x € R[x;«] i¢in (1,0)(0,1) =
0’dir fakat

e,
=
=
>
<
=
Q
®
=y
%
>
=
=
@
=
o,
&
=
N
Q.
D
a5¢
=
=
P)
@)
L]
e
@
o
—+
@)
B
=
B
2.
o
93
2}
3
I
=
o
+
=
o
8
<
@)

pa =[(1,0) + (1,0)][(0, 1) + (1,0)a]
=(1,0)(0,1) + [(1,0)(1,0) + (1,0)a((0, 1))J + [(1, 0)((L, 0))]*
=(0,0) + [(1,0) + (1,0)]x + [(1,0)(0, 1)]2*
=(0,0)
=0
fakat (1,0)(1,0) = (1,0) # (0,0) = 0’dur. 0

Onerme 3.3.3 Her biri € [ icin a;; R;'nin bir endomorfizmasi olmak tizere R; bir

a;-Armendariz bir halka ise, [],.; R; direkt ¢arpimi da a-Armendarizdir.

ispat Her bir ¢ € I i¢in «;; R;'nin bir endomorfizmasi olmak iizere R; bir ;-
Armendariz bir halka olsun. pg = 0 olacak sekilde p = > "\" (a;)s2*, ¢ = >, (bi)iz! €
(ILe; Ri)lz; @) alahm. Bu durumda her bir 4 icin (apb)ier = (0)icr olur. Boylece her
0<k<mve0<I<nign (a;)(b;); = 0 oldugundan [], ., R; direkt carpimi da

a-Armendarizdir. 0
Onerme 3.3.4 R bir a-Armendariz halka olsun. a,b € R icin asagidakiler saglanir.
(1) ab = 0 ise herhangi pozitif n tamsayisi i¢in a™*(a)b =0
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(2) Herhangi pozitif m tamsayisi i¢in aa™(b) = 0 ise ab = 0

Ispat (1) Kabul edelim ki ab = 0 olsun. n = 1 i¢in a(a)b = 0 oldugunu gostermemiz
yeterlidir. R[z;«)’daki p = a(a)z ve ¢ = bx polinomlari igin olsun. pg = |[a(a)z][bz| =
a(a)a(b)x? = alab)x? = 0 olur. R a-Armendariz oldugundan a(a)b = 0 bulunur.

(2) Bir pozitif m tamsayisi i¢in aa™(b) = 0 alalim. p = az™,q = bx € R[z; ] olsun.
Bu durumda pg = (az™)(bz) = aa™(b)z™ = 0 olup R a-Armendariz oldugundan

ab = 0 elde edilir. O

Uyar: 3.3.5 (1) R bir a-Armendariz halka ise, a bir monomorfizmadir. Gergekten;
R’nin a-Armendariz oldugunu ve a(a) = 0 oldugunu kabul edelim. R[z;«)'daki p(x) =
x ve q(x) = a polinomlari i¢in p(z)q(x) = xa = a(a)r = 0z = 0 olup R, a-Armendariz
oldugundan 1.a = a = 0 bulunur. Baska bir ifadeyle Onerme m (2)’de de a =1 ve
m = 1 almirsa a(b) = 0 iken b = 0 olacagindan ov monomorfizma olur.

(2) Ayrica a,b € R icin aa(b) = 0 ise Onerme m (2)’den ab = 0 olup Onerme m
(1)’den a(a)b = 0 elde edilir.

Sonuc 3.3.6 R halkas: a-Armendariz olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

(1) 1, R’nin birimi olmak tizere a(1) = 1’dir. Bu durumda e = ¢ € R igin a(e) = e

olur.
(2) R[z;a] abelyandir.

Ispat (1) (1 — a(1))a(1) = 0 oldugundan Onerme m (1) geregince a(l —
a(1))a(l) = 0 olur. Boylece a(1) — a(a(1))ar(1) = 0 oldugundan a(1) = a(c(1)) olup
« monomorfizma oldugundan «(1) = 1 bulunur. Simdi e? = e € R olsun. ¢(1—¢) =0
oldugundan Onerme m (1)’den a(e)(1 —e) = 0 olur. Boylece ae) = afe)e’dir.
Benzer sekilde (1 — e)e = 0 oldugundan Onerme m (1)’den (1 — e)e = 0 olur.
Béylece a(l)e — a(e)e = 0 ve buradan e = a(e)e olup sonug olarak «(e) = e bulunur.
(2) e* = e € R[x;a] oziislii elemanimi alahm. R a-Armendariz oldugundan R a-
skew Armendarizdir. Lemma geregince e? = e € R olur. Sonug geregince
a(e) = e bulunur. Boylece Onerme den R[x;a] abelyandir.
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Ornek [3.3.2/deki R halkasi ve v endomorfizmasi icin €2 = e € R olmak iizere a(e) # e

olmasina ragmen R abelyan halkasi abelyandir. Gercekten;

dir ve her oziislii eleman merkezi oldugu i¢in R abelyandir. Fakat
a((0,1)) = (L,0) # (0, 1)

olur.
Asagidaki 6nermede; Hong vd. (2006) abelyan bir R halkasinin a-Armenda-riz olmasi

i¢in halkanin 0ziisli elemanlarinin kullanildig1 bir karakterizasyon vermisler-dir.

Onerme 3.3.7 Herhangi ¢® = ¢ € R 6ziislii elemam icin a(e) = e olmak iizere R bir

abelyan halka olsun. Bu durumda agagidakiler birbirine denktir:
(1) R a-Armendariz’dir.
(2) Herhangi e? = e € R igin eR ve (1 — ¢)R a-Armendariz’dir.
(3) Uygun e? = e € Ricin eR ve (1 — e) R a-Armendariz’dir.

Ispat Herhangi ¢ = e € R 6ziislii eleman i¢in a(e) = e olmak iizere R halkasmm
abelyan oldugunu kabul edelim. a-Armendariz bir halkanin alt halkas1 da a-Armenda-
riz oldugundan (1) = (2), (1) = (3) ve (2) = (3) ispatlar1 acik olup sadece (3) = (1)
ispatini gostermemiz yeterlidir.

3) = () p=Ylar',q =37 bz’ € Rla;al i¢in pg = 0 olsun. Bu durumda
e? = e € R uygun bir 6ziislii eleman olmak iizere ep, eq € (eR)[x;a] ve (1 —e)p, (1 —
e)q € ((1 — e)R)[z; a] polinomlar i¢in (ep)(eq) = 0 ve ((1 —e)p)((1 — e)q) = 0 olur.
Kabulden eR ve (1 — e)R a-Armendariz oldugundan her 0 < i < m,0 < j < n igin
ea;eb; = eab; = 0 ve (1 —e)a;(1 —e)b; = (1 —e)a;b; = 0 olur. Boylece ab; =
ea;bj + (1 —e)a;b; = 0+ 0 = 0 bulunur. Sonug olarak R a-Armendariz’dir. U

Hong vd. (2006) agagidaki 6rnegi vererek a-kati olmayan degigmeli bir a-Armen-dariz

halkanin var oldugunu gostermislerdir.
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Ornek 3.3.8 R =T(Z,Q) olsun. Her (a;, 1), (as,22) € R icin
(a1, 1) (az, x2) = (a1a2, a122 + x1a2) = (a2a1, a2x1 + Teay) = (ag, x2)(ay, 1)

oldugundan R degigmelidir. R’nin bir « endomorfizmasi «a((a,s)) = (a,s/2) ile
tanimlansin. Bu durumda «;; R'nin bir otomorfizmasidir. R a-kat1 degildir. Gergekten
(0,1) € R igin

(0, )a((0,1)) = (0,1)(0,1/2) = (0,0)

iken (0,1) # (0,0) dur. Iddia ediyoruz ki R a-Armendariz’dir. Gercekten; 0 < i < m
ve 0 < j < niken 4; = (a;,s;) ve Bj = (bj,t;) € Rigin p = Y " Aia’,q =
> i—o Bj#? € Rlx;al alahm. Kabul edelim ki pg = 0 olsun. py = > 27" ja;a’ € Z[z] ve
p1 = Yoy siet € Qz] olmak tizere p = (po, p1) bigiminde yazilabilir. Benzer olarak

Qo =D _obja? € Z[x] ve 1 = Y7 t;a? € Q[x] olmak fizere ¢ = (go, q1) yazilir.
pg = (po, p1)(q0, q1) = (Po: qo, Pod1 + P1go) = (0,0)

olup buradan pogo = 0 bulunur. Z[z| tamlik bolgesi oldugundan py = 0 veya gy = 0
olmahdir. Eger po = 0 ise her i igin a; = 0 ve buradan p;go = 0 elde edilir. Q|x]
tamlik bolgesi oldugundan p; = 0 veya gy = 0 dir. Boylece her 4, j icin A;B; = 0 elde
edilir. Eger ¢y = 0 ise her j i¢in b; = 0 ve buradan pyq; = 0 bulunur. Q[z] tamhik
bolgesi oldugundan py = 0 ya da ¢; = 0 dir. Boylece her 4, j i¢in A;B; = 0 elde edilir.

Sonug olarak R a-Armendariz’dir. O

Hong vd. (2006) inmig a-Armendariz halkalar i¢in agsagidaki gibi bir karakterizasyon

vermislerdir.

Onerme 3.3.9 R’nin a-kat1 olmasi icin gerek ve yeter sart R’nin inmis a-Armendariz

olmasidir.

ispat Onermenin gerek kogulunun ispat1 aciktir. Simdi R inmis ve a-Armendariz
iken R'nin a-kat1 oldugunu gosterelim. a € R i¢in ac(a) = 0 olsun. p = az,q =
a € R[x;a] i¢in pg = (ax)a = aa(a)r = 0x = 0 dir. R a-Armandariz oldugundan

aa = a®> = 0 olup R inmis oldugundan a = 0 bulunur. Boylece R a-katidir. U

Teorem 3.3.10 R bir a-Armandariz halka ise R a-skew Armendariz’dir.
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ispat R’nin a-Armendariz oldugunu kabul edelim. pg = 0 olacak sekilde p =
Yoimpair', g =Y 1 bjr) € Rlz;a] alalm. R a-Armendariz oldugundan her 0 < i <
m,0 < 7 < nicin a;b; = 0 olur. Iddia ediyoruz ki her 0 <7 < m,0 < 7 < n i¢in
a;a’(b;) = 0 dir.

0 =pgq
=(ap + axz+ -+ apx™)(bg + byx + - - - + bya™)

:flo(bo +bx+ -+ bnx”)l—k(alx + agx® + -+ ™) (bo + by + - -+ bpa™)
0

(a1 + agx® + - 4 apa™) (b + byx + - - + bya™)

=(a1 + asx + - - + @™ Da(bg + by + - - + by
=(a; + ax + - + a2 ) (a(bo)z + a(b)z? + - - + a(b,)z™ )
p1=ar+asx+- - +anx™ g = alby)z+a(b)z?+- -+ a(b,)z" T € Rlz; ] alinrsa

p1g1 = 0 olur. R a-Armendariz oldugundan her 0 < ¢ <m,0 < j < n i¢in g;c(b;) =0

bulunur. Béylece;

0 =piqx
=(ay + agx + -+ + amxm_l)(a(bo)m + oz(bl)x2 4o+ a(bn)x”+1)

=a(ab)z + -+ + oz(bn)x”H)J—i-(agx + ot amr™ D (albo)z + - -+ alby)z™

0

=(asr + azz® + - - +a"z™ N (a(bo)r + a(b)z® + - - - + ab,)x™ )

=(ay + azx + - - + a™ 2" )z (a(bo)w + a(b)x + -+ + a(by)z™ )

=(ay + azz + - - - + ™2™ ) (a?(bo)z® + (b)) 2 + - - + a*(b,) 2" ?)
P2 = az + azx + -+ apa™, g = & (bo)2? + a?(bi)z’ + -+ + a®(by)2"? € Rlz;al
aliirsa paqa = 0 olur. R a-Armendariz oldugundan her 0 < ¢ < m,0 < 57 < n igin
a;a?(b;) = 0 bulunur. Bu sekilde devam edilirse her 0 < i < m,0 < j < n igin
a;a'(b;) = 0 bulunur. Boylece R a-skew Armendariz’dir. O
Uyar: 3.3.11 Hong vd. (2006) verilen agagidaki 6rnek; Teorem [3.3.10[un tersinin
genelde dogru olmadigim gosterir. Ayrica Onerme daki “R bir a-Armendariz

halka”gartinin “R bir a-skew Armendariz halka”sart1 ile degistirileme-yecegini de

gosterir.
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Ornek 3.3.12 R = Zy[z] olsun. f(z) = @o + a1 + @22 + - - - + Gmz™ € R icin «
endomorfizmasi a( f(z)) = f(0) olarak tanimlansin. R halkasi a-skew Armendariz’dir.
Gergekten; Rly; a] = Zs|z|[y; o] gdzoniine olsun. pg = 0 olacak sekilde p = fo + fiy +
o fy™ g = g0+ gy + -+ guy™ € Rly; ] alahm. Kabul edelim ki 0 < s < m
olmak tizere fo = f1 = -+ = fs-1 = 0 ve f, # 0 var olsun. pg = 0 oldugundan; z* ve

2°TVli terimlerin katsayilaridan

ngs + fla(gsfl> + f2a2(9572) + -+ fsfla871(g1) + stéS(go) =0
(3.21)

Jogst1 + fra(gs) + f2a2(98—1) +eeet f8—1a8_1(92) + fsa®(g1) + fs+1058+1(90> =0
(3.22)

olup (3.21) egitliginde kabul geregince fsa®(go) = 0 elde edilir. Zs[z] tamhik bolgesi
ve fs # 0 oldugundan a®(gg) = 0 elde edilir. Bu durum (3.22) esitliginde kullanilarak
yukaridakine benzer gekilde a®(g;) = 0 elde edilir. Bu sekilde devam edilirse her
0 <i<migina’(g;) =0veher 0 <i<s—1igin f; = 0 oldugundan tiim 0 < i < m,
0 <j<nign fia'(g;) = 0 elde edilir. Sonug olarak R, a-skew Armendariz’dir.

Uyar [3.3.5[te R a-Armendariz ise a’nin monomorfizma oldugu ifade edilmisti. Fakat
a(f(x)) = f(0) endomorfizmasi monomorfizma olmadigindan R a-Armendariz degil-

dir. O

Uyar1 3.3.13 Onerme de R bir tamlik bolgesi ise, R'nin herhangi o endomor-
fizmast icin R’nin a-skew Armendariz oldugu gosterilmisti. Ornek geregince ise
keyfi bir @ endomorfizmasi i¢cin R, a-Armendariz olmayabilir. Fakat o monomorfizma
ise bunun dogru oldugu gosterilebilir. Teorem [3.3.10]da R a-Armendariz ise R a-skew
Armendariz oldugu gosterildi. Bu ifadenin tersi R bir tamlik bolgesi ve o monomor-
fizma iken dogrudur. Yani R tamlik bolgesi, a-skew Armendariz ve o monomorfizma
ise R a-Armendariz. Gergekten; p = > 27" a;a’, ¢ = Y7 bja? € Rx;a]icin pg = 0 ol-
sun. R a-skew Armendariz oldugundan a;a’(b;) = 0 olup R tamlik bolgesi oldugundan
a; = 0 veya a'(b;) = 0 bulunur. Buradan o monomorfizma oldugundan a; = 0 veya

b; = 0 elde edilir. Boylece her ¢, j i¢in a;b; = 0 oldugundan R, a-Armendarizdir.

Hong vd (2006), asagidaki Ornegi vererek a-Armendariz bir halkanin homomorfik

goriintiisiiniin a-Armendariz olmasi gerekmedigini gostermislerdir.
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Ornek 3.3.14 R =T(Z,7,) = : a €7Z,5€ Zy ) halkasini ve
0 a
a s a s
« =
0 a 0 a

ile tanimli o endomorfizmasini gézoniine alahm. pg = 0 olacak sekilde pg, gy € Z[x] ve

P1, 1 € Zy[x] olmak tizere p = bo 1 = w0 € R[x; ] polinomlarim
0 po 0 qo

alalim. pg = 0 oldugundan pygy = 0 ve pog1 + p1go = 0 elde edilir. Z[x]'de pogo = 0

olup Z[x] tamlik bolgesi oldugundan py = 0 veya ¢o = 0 bulunur.
I.durum. py = 0 (yani her 7 icin a; = 0) ise: p1go = 0 olup buradan 5;b; = 0 olur.
Boylece her bir 4, j icin;
a; gi bj tj 0 57; bj tj 0 §ibj
olup R a-Armendariz’dir.

2.durum. ¢qo = 0 (yani her j i¢in b, = 0) ise: pogn = 0 olup Z4[r] Armendariz
oldugundan a;t; = 0 elde edilir. Béylece her bir 4, j igin;

a; S; bj t]’ a; S; 0 t]’ 0 ait]’ 0
0 a; 0 b 0 0 0 0 0 0
oldugundan R a-Armendariz’dir.
a; S;
I= a € 47,5 € Zy p idealini gozoniine alahm. o' (I) = I oldugun-
0 a;

dan I R’nin bir a-degismez idealidir. Bundan dolay1 I a-idealdir.

IS

R/I = +1:a€Z,5€Zyp=2{(a,b): a,becZ}

o
IS
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olup (R/I) a-Armendariz degildir. Gergekten; p = (2,0) + (2,1)z € (R/I)[z; @]
polinomu i¢in, @((2,0)) = (2,0) ve @((2,1)) = (2,3) olmak iizere

Armendariz degildir.

Onerme 3.3.15 Bir R halkasimn bir I a-ideali icin agagidakiler birbirine denktir:
(1) I a-kat1 (yani a € R i¢in ac(a) € I iken a € I).
(2) I yanasal ve R/I a-Armendariz.
Ispat (1) = (2) Kabul edelim ki I a-kat1 olsun. Oncelikle I’mn yariasal oldugunu
gosterelim. 72 € R olmak {izere r? € I olsun. a(r?) € a(I) C I ve I ideal oldugundan
ra(r?)a?(r) = ra(r)a(ra(r)) € I olup I a-kat1 oldugundan ra(r) € I ve buradan r €

I elde edilir. Sonug olarak [ yariasaldir. Simdi R/I'nin a-kat1 oldugunu gosterelim.

Kabul edelim ki » + I € R/I olmak iizere (r + I)a(r + I) = I olsun. Buradan;

r+Dalr+ 1) =T1=F+Dar)+I1)=1I

=ra(r)+1=1

=ro(r) € 1
=rel
=>r+1=1

oldugundan R/I a-katidir. Onerme [3.3.9/dan R/I a-Armendariz’dir.
(2) = (1) Kabul edelim ki I yariasal ve R/I @-Armendariz olsun. ['nin a-kati

oldugunu gosterelim. Bunun igin a € R olmak iizere ac(a) € I olsun. p = axr =

66



(a+ Iz € (R/I)[z; ] polinomunu gbzoniine alalim.

p~ =(ax)(az)
=[(a+ Ix][(a + I)x]
=[(a + Da(a + I)]z*

=[(a + I)(a(a) + I)}a”
(

=[(aa(a) + I)]2?
~1

R/I a-Armendariz oldugundan (a + I)(a+ I) = I olup a? € I elde edilir. I yariasal

oldugundan a € I’dir. Sonug olarak I a-katidir.

Hong vd. (2006), I ideali a-Armendariz ve R/I boliim halkasi a-Armendariz olan

fakat R halkasi a-Armendariz olmayan bir 6érnek asagidaki gibi verilmigtir.

. F F a b
Ornek 3.3.16 F bir cisim olmak tlizere R = = ra,b,ce F
0 F 0 c
a b a —
halkasini ve « = ile tanmimh o endomorfizmasini gézéniine
0 c 0 ¢
1 -1 1 - —1
alalim. e? = = ¢ oldugundan e = € R oziisli
0 O 0 O 0 O
1 -1 11 1 -1
bir elemandir. a(e) = « = # = e oldugundan
0 O 00 0 O

Sonug geregince R a-Armendariz degildir.

!
B!
S

S

I = = s a,beF

(a]
(a]
(a]
(a]

0 F 0 b
J = = :bceF
0 F 0 c
0 F 0 b
K= = cbe F
0 O 0 0
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ideallerini gozoniine alalim. I'min a-kat1 oldugunu gosterelim. € R icin
0 ¢
a b a
a € [ olsun. Buradan
0 ¢ 0 c
a b a b a b a —b a* —ab+be
0 c 0 ¢ 0 ¢ 0 ¢ 0 ?

2

olup buradan ¢ = 0 olmalidir. F cisim oldugundan ¢ = 0 bulunur. Boylece

a

0 0
gosterilebilir. Boylece Onerme [3.3.15| geregince R/I, R/J, R/K a-Armendariz olur.

€ [ oldugundan I a-katidir. Benzer sekilde J ve K'nin a-kati oldugu

K’'nin elemanlariin formatindan dolayr K'nin a-Armendariz oldugu agiktir.

Simdi I'nin a-Armendariz oldugunu gosterelim.

a; b ¢j d; ..
A = , Bj = € I olmak tizere p = Ag+A1x+---+A,2™, q=

0 0 0 0
By + Bz + -+ + Bux™ € I[x; ] i¢in pg = 0 olsun. Buradan;

AgBy =0 (3.23)

A(]Bl + AlO[(BO) =0 (324)

AoBQ + Al(l(Bl) + AQO&Q(B()) =0 (325)

AoBy + A1a(B1) + .. + A1 Y (By) + Ay (By) =0 (3.26)

egitlikleri elde edilir. Kabul edelim ki Ay # 0 ve By # 0 olsun.

ag b co d apCo  Qod,
AgBy = o ¢ = R 0 oldugundan agcy = 0 = agdy
0 O 0 O 0 0
olup ag # 0 ve F cisim oldugundan (ag'm tersi var) ¢g = 0 = dy bulunur. Buradan
Co do 0 0 . . -
By = = 0 olmas1 By # 0 olmasi ile geligir. O halde ag = 0
0 O 00
. . . 0 bo ¢ d;
olmalidir. Béylece her 0 < j < n icin AyB; = = 0 bulunur.
0 0 0 O
Boylece (3.24) esitliginden A;a(By) = 0 bulunur. Yani;
ar b co d, aicy —aqd,
Ara(Bo) = L) 0o do _ 1€o 6o | _
0 0 0 O 0 0
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olur. Buradan aijco = 0 = ajdy bulunur. a; # 0 ise F' cisim oldugundan ay’in

co d
tersi vardir) ¢g = 0 = dy elde edilir. Boylece By = o = =0
0 O
olmasi By # 0 olmasi ile ¢eligir. O halde a; = 0 olmahdir. Boylece her O <j<n
. 0 b ¢ d; s : L
icin A;B; = = 0 elde edilir. Bu sekilde devam edilirse her
0 0 0 O

0<i<m,0<j<nicn A;B; = 0 bulunur. Sonug olarak I a-Armendariz’dir.

Benzer gekilde J'nin de a-Armendariz oldugu gosterilebilir. 0

Uyar1 3.3.17 «, bir R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. Kabul edelim ki R'nin
Q(R) klasik sag kesirler halkasi var olsun. R’nin a-kati olmasi igin gerek ve yeter kogul
Q(R)'nin a-kat1 olmasidir. Boylece R halkasi a-kat1 iken Q(R) klasik sag kesirler
halkas: @-kati olup Onerme geregince Q(R), a-Armendariz’dir. Fakat R’nin
inmis olmas1 durumunda bu ifade gecerli degildir. Ciinkii Ornek ’den Q(R) klasik

sag kesirler halkasi a-Armendariz olmayan inmis bir R = Zy @ Zo halkas1 vardir.

Onerme 3.3.18 a, bir R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. R a-kat1 ise

a b c
S3(R) = 0 a d :a,bec,de R
0 0 a
halkas1 @-Armendariz’dir.
a; b ¢ as by ¢
ispat S3(R)’nin 0 a; dy | ve 0 as do | elemanlarimi sirasiyla
0 0 o 0 0 a

(ay,b1,c1,dy) ve (ag,be, ca,ds) ile gosterelim. Buna gore S3(R)’de toplama ve ¢arpma

iglemleri:
(a1,b1,c1,d1) + (ag, be, co,dy) = (a1 + ag, by + ba, 1 + co, dy + do)

(a1, b1, c1,dy)(ag, be, ca,ds) = (araz, a1bs + byag, ajca + bids + cras, a1ds + dyas)

bi¢iminde olur. Dolayisiyla pg = 0 olacak gekildeki

m a; bl C; n Q5 bj Cj
p= Z 0 a; d; at g = Z 0 a; d, zt e Slz; al
i=0 i=0
0 0 a; ! 0 0 Q;
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polinomlari i¢in p;, q; € R[z; o ve

m m m m
pozg ai$7p1=§ biiﬁ,pQZE Cﬂap:%:E dix
i=0 i=0 i=0 i=0

n n n n
qo = E a;r’, q = E bjx!, g = E cr!, g3 = E d;x’
j=0 j=0 =0 j=0

olmak iizere
Po P1 P2
p= 0 pr ps | = (Pop1,p2,p3)
0 0 m

ve
do 41 Q2
q= 0 @1 g3 | =(00 1,0, )
0 0 ¢

bi¢iminde yazilabilir. Bu durumda;

Pogo =0

oo
[N}
o0

Pogi +p1go =0

&
[N
S

Pog2 + P1g3 + p2go = 0

Pogq3 + p3qo =0

esitlikleri elde edilir. Onerme m geregince R halkasi a-kat1 oldugundan R[z;«]
inmigtir. Boylece (3,27) esitliginden gopy = 0 elde edilir. (3.28) esitligi sagdan py ile
carpilirsa pog; = 0 elde edilir. Bu ifade (3.28) esitliginde yerine yazilirsa pigo = 0
olur. Ayrica (3.30) esitligi sagdan py ile ¢arpilirsa pogs = 0 olup bu ifade (3.30) da
yerine yazilirsa psqo = 0 elde edilir. (3.29) esitligi sagdan pq ile carpilirsa poge = 0
olup (3.29) esitliginde yerine yazilirsa p1gs + p2qo = 0 elde edilir. Bu esitlik sagdan
p1 ile carpilirsa piq3 = 0 elde edilir ve bu ifade yerine yazilirsa pogy = 0 elde edilir.

R a-kat1 oldugundan Onerme geregince R a-Armendariz olur. Boylece R[x; o] da

Poqo = 0 oldugundan aia; =0
poq1 = 0 oldugundan aib;. =0

p1go = 0 oldugundan bia; =0
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Pog2 = 0 oldugundan aic;. =0
p1g3 = 0 oldugundan bz-d;. =0
p2qo = 0 oldugundan cia; =0
pog3 = 0 oldugundan aid;. =0
p3qo = 0 oldugundan dia;. =0

elde edilir. Boylece her ¢, 7 i¢in

a; b ¢ a;- b; c;.
0 0 a 0 0 a
olup S3(R) a-Armendariz’dir. O

Onerme [3.3.18in bir sonucu olarak asagidaki karakterizasyon verilebilir.

Sonuc 3.3.19 R'nin a-kat1 olmasi igin gerek ve yeter sart T'(R, R)'nin a-Armendariz

olmasidir (Hong et al. 2006).

Ispat  Onerme [3.3.18/deki S5(R) @-Armendariz oldugundan Ss(R)’nin
a b 0
0 a 0O : a,b € R p alt halkas1 a-Armendariz’dir. T'(R, R) bu halkaya

000
izomorf oldugundan 7'(R, R) a-Armendariz’dir.

Bir halkanin asgikar geniglemesinin Armendarizlik 6zelligi (Lee ve Zhou, 2004)’te de-
tayl bie gekilde gahgilmigtir. Sonug [3.3.19]da “R’'nin a-kat1 olmas1 ”kosulu “R’nin
inmig halka olmasi "ya da “R’nin a-Armendariz olmasi "kosulu ile degistirilemez.
Ciinkii; Teorem [3.3.10]dan R a-Armendariz ise R'nin a-skew Armendariz oldugu
biliniyor. Buna gore; Sonug [3.3.19]da “R a-kati”yerine “R a-Armendariz” yazilsaydi;
R a-skew Armendariz olur fakat Ornek geregince T'(R, R), a-skew Armendariz
degil ve dolayisiyla T(R, R), a-Armendariz olmazdi. Eger Sonug ’da “R a-
kat1"yerine “R (degigmeli) inmis”yazilsaydi Ornek geregince T'(R, R) a-skew
Armendariz degil ve dolayisiyla T'(R, R) a-Armendariz olmazdi.
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Onerme 3.3.20 «; uygun bir ¢ tamsayisi icin ' = I olacak sekilde R’nin bir
endomorfizmasi olsun. R’nin a-Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter sart R[x]'in

a-Armendariz olmasidir.

ispat R, o Armendariz olsun. p = fo+ fiy+- -+ fy", ¢ = go+qry+---+g.y" €
(R[x])y; a] icin pg = 0 olsun. a;y, @iy, -+ , Gw,, bjy, bjy, - -+, by, € R olmak iizere her

0<i<m, 0<j<nicin f; = a;y +a;, v+ -+ ay, ", gj = bj, +bj;x+---+b,,a% €
R[z] olsun. Herhangi 0 < i < m, 0 < j < nicin k > max{der(f;),der(g;)} olacak
sekilde bir pozitif k& tamsayisi alalim. p(z'*) = fo + fiz®® + - + fpa™* q(a'™) =
go + g1z + -+ + g™ € Rlz]’dir. fi(g;)’lerin katsayilarmin kiimesi (p(z'*) ¢(2'))
katsayilarinin kiimesine egittir. pg = 0 oldugundan x, R[x]’deki polinomlarda R’nin
elemanlari ile yer degistirir ve a'* = I oldugundan (p(z*) q(z%*))=0 € R[z;a] dir.
R o Armendariz oldugundan alibsj = 0 olup buradan her 0 <7 <m, 0 <7 < nigin
fig; = 0 bulunur. Dolayisiyla R[z] a-Armendariz’dir. Tersine R[z], a-Armendariz

olsun. R halkas1 R[z])'in alt halkasi oldugundan R a-Armendariz’dir. O

Onerme 3.3.21 R bir halka olsun. Agagidakiler birbirine denktir:
(1) R, a-katidur.
(2) Uygun bir pozitif n tam sayisi i¢gin a”*(a)a = 0 ise a = 0 olur.
(3) R[z]/(x?) boliim halkas1 a-Armendariz’dir.
Ispat (1) = (2) R a-kat1 olsun. Onerme ’dan R inmistir. a"(a)a = 0 oldugunu

kabul edelim. R inmis oldugundan aa”(a) = 0’dir. Onerme m (2)’den a®> =0 ve R

inmig oldugundan a = 0 bulunur.

(2) = (1) Oncelikle R'nin inmis oldugunu gésterelim. a € R i¢in a® = 0 olsun.
a(a(a)a) a(a)a = a*(a) a(a?)a olup kabulden a(a)a = 0 bulunur, yine kabulden a = 0
elde edilir. Boylece R inmistir. r € R igin ra(r) = 0 olsun. R inmisg oldugundan

a(r)r = 0 olup kabulden r = 0 elde edilir. Sonug olarak R a-katidir.

(1) = (3) R a-kat1 olsun. h = h + (22) = ap + a1z + ag2® + -+ + a,, 2™ + (%) €
R[z]/{z?) icin h = ag + ayz + (2%) yazmlr. p = fo+ fiy + - + fuy™, @ =
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go + Giy + -+ + guy™ € (R[z]/(z*))[y; a] igin pg = 0 olsun. Buradan f; = a;, + a;, 7,
g; = bj, + by € R[z]/(z?)dir. R a-kati oldugundan Onerme [3.3.9dan R a-
Armendariz’dir. Sonug (1)den (1) = Vdir. zy = (x + (2%))y = zy +
(%) = yx + (2®) = y(z + (2?)) = yz oldugunu gosterelim. Herhangi a € R
i¢cin a7 = a(z + (2?)) = ar + (z*) = za + (2*) = (z + (2?))a = Ta seklindedir.
Béylece ho = > " aiy’, b = Ylgany's ko = Y0 gbiy’s ko= Y by’ €
Rly] olup p = ho + mT ve ¢ = ko + k17 olur. pg ve 22 = 0 oldugundan 0 =
57 = hoko + (hokr + hako)Z + hakra® = hoko + (hok1 + hiko)Z olup hoky = 0 ve
hoky 4+ hiko = 0’dir. Hong vd. (2003), R[y, o] inmis oldugundan kohy = 0’dir. Bu-
radan 0 = ko(hoki + hiko)hy = kohokihy + kohikohy , yani (kohi)? = 0 elde edilir.
Dolayisiyla kghy = 0 ve hikg = 0 bulunur. Buradan hgk; = 0’dir. Boylece R a-
Armendariz oldugundan her 0 < i < m, 0 < 57 < n i¢in ao,bo; = 0, ag,by; = 0 ve

a1,bo, = 0’dir. Boylece f;g; = 0 bulunur. Sonug olarak R[z]/(z?), a-Armendariz’dir.

(3) = (1) R[z]/(x?), a-Armendariz olsun. Sonug (1)’den a(1) = 1'dir. a(l) =
a(1+{x?)) = a(1)+(x?) = 1+(z?) = 1 oldugundan «(1) = 1’dir. a € Rigin a(a)a =0
olsun. p = afa) — 2y, ¢ = a+zy € (R[z]/(x*))]y, o] icin pg = (a(a) — zy)(a + Ty) =
a(a)a + (a(a)r — zala))y — a(1)7%y? = 0 olup R[z]/(z*) a-Armendariz oldugundan
za = (z + (z%))a = za + (z*) = (z*) = 0 oldugundan a = 0 olup R a-kat1 halkadir.[]

3.4 «a-Armendariz Halkalarin Diger Halka Smiflariyla ili§kisi

Lemma 3.4.1 R bir a-Armendariz halka ise, R[x;«]'daki tiim 6ziisli elemanlarim

kiimesi, R’deki tiim 6ziislii elemanlarin kiimesi ile aynidir.

Ispat R a-Armendariz halka ve e? = ¢ € Rx; o] olmak tizere e = eg+eyz+- - -+e,a"

Oziisli elemanini alalim. Bu durumda e(1 — e) = 0 = (1 — e)e oldugundan,
e(l—e)=0ise (eg+e1x+ - +ex") (1 —ep) —erz—---—eax”) =0
(1—e)e=0ise ((1—eg) —eyx—---—ez")(eg+e1x+---+e,2") =0

seklindedir. R a-Armendariz oldugundan eg(1 — eg) = 0’dir. Buradan 0 < ¢ < n igin

(1 —ep)e; = 0 ve ege; = 0 elde edilir. Boylece 1 < i < n igin ¢; = 0’dir. Dolayisiyla
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e = ey € R ozislidiir. ]

Asagidaki sonuglar Hong vd. (2000), sonuglariyla kismen aymdir. Ayrica Kim and

Lee (2000), sonuglarin geniglemesidir.

Teorem 3.4.2 R a-Armendariz olsun. R’nin Baer (quasi-Baer, p.q. Baer) halka

olmast igin gerek ve yeter sart R[x; o]'min Baer (quasi-Baer, p.q. Baer) halka olmasidir.

ispat R Baer halka olsun. A, R[z;a)nin bogtan farkh bir alt kiimesi ve A*, A’daki
elemanlarin tiim katsayilarinin kiimesi olsun. Bu durumda A*, R’nin bogtan farkh
alt kiimesidir. R Baer oldugundan rz(A*) = eR olacak sekilde e* = ¢ € R 6ziislii
elemani vardir. Sonug (1)'den e € rg[z; a](A) oldugundan eR[z; a C rgjza(A)
elde edilir.

Diger taraftan, 0 # ¢ = by + bz + - - - + b2" € rgp)(A) olsun. Bu durumda Ag =
0’dir. Herhangi p € A i¢in pg = 0’dir. R a-Armendariz oldugundan herbir i, j
icin a;b; = 0'dir. a; € A* oldugundan by, by, -+ ,b € rr(A*) = eR'dir. Boylece
q = ecy +ecix + -+ eqat = e(cg + cx + -+ + ¢a’) € eR[r;a] olacak sekilde
co.C1, - ,¢ € R vardir. Buradan rgp.(A) C eR[z;a] elde edilir. Sonug olarak
TRiza)(A) = eR[x; o] olacak sekilde e = e € R[z; ] Oziislii elemam var oldugundan
R|z; ] Baer halkadur.

Tersine R[z;a] Baer halka olsun. B, R’'nin bogtan farkli bir alt kiimesi olsun. Bu
durumda Lemma den IRiza)(B) = eR|z; o] olacak gekilde e* = e € R Oziislit
elemani vardir. Boylece rg(B) = rppg.q(B) [ R = eR[z;a] (| R = eR oldugundan R
Baer halkadir. Quasi-Baer ve p.q.-Baer’lik igin ispatlar benzer sekildde yapilir. U

Teorem 3.4.3 R a-Armendariz olsun. R’nin p.p-halka olmasi i¢in gerek ve yeter

sart R[z;a]'mn p.p-halka olmasidir.

ispat R p.p-halka olsun. p = ag + a1z + - - - + a,,2™ € R[x; ] alahm. Bu durumda
R p.p-halka oldugundan her bir ¢ = 0,1,--- ,m i¢in rg(a;) = e;R olacak sekilde
e; € R ozisli elemanlar: vardir. e = ey, eq, -+ , e, olsun. Sonu¢ (2)’den R a-
Armendariz oldugundan R[z;a] abelyandir. Buradan R Abelyan oldugundan e? =
e € Rve eR = (",rr(a;)dir. Gergekten; y = eR alahm. Ohalde y = er olacak

sekilde » € R vardir. Burada e yerine yazilirsa y = ege; - - - e, elde edilir. Bu esitlik
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soldan qy ile carpilirsa agy = agegey - - - e, = 0olup heri = 0,1,--+ ,miginy € rg(a;)
elde edilir. Buradan y € (-, rr(a;) ise Her ¢ = 0,1,--- ,m i¢in y € rg(a;) = &R
olup buradan Her : = 0,1,--- ,m icin y €= ¢; R olur. y = e;r; olacak sekilde r; € R
vardir. y = egrg ise eqy = egro = y olup epy = y elde edlilir. Aym gekilde y = eyr; ise
e1y = y olup ege1y = y elde edilir. Boyle devam edilerek y € R elde edilir.

Sonug [3.3.6] (1)’den a(e) = e oldugundan pe = age + aja(e)z + - - - + ana™(e)z™ =
ape + arex + - -+ + apex™ = 0 olup, béylece eR[x; o] C rgp.q(P) elde edilir. Diger
taraftan ¢ = by + b1z + - - + bp2™ € TR[Ea(p) olsun. Bu durumda pg = 0’dir. R o-
Armendariz oldugundan her 0 < i < m, 0 < j < n icin a;b; = 0 olur. Boylece her
bir 0 < i < m ve her j = 0,1,--- ,n i¢in b; € eR’dir. Buradan ¢ € eR[z;q] icin
TRiza) (P) € eR[z; a] elde edilir. Sonug olarak R[x;«], p.p-halkadir.

Tersine R[z;a], p.p-halka olsun. a € R i¢in Lemma [3.4.1/den 7ppa)(a) = eR[z; 0]
olacak gekilde e € R[x;a] yani e € R 0Oziislii elemani vardir. Boylece rr(a) = eR

oldugundan R p.p-halkadir.

Yukaridaki iki teoremin bir sonucu olarak, Kim and Lee (2000)’de ispatlanan teorem-

ler, asagida ispatsiz olarak verilmigtir.

Sonuc 3.4.4 (1) R a-kat1 olsun. R’nin Baer olmasi i¢in gerek ve yeter sart R[x; o]’ nin
Baer olmasidir. Ayrica R'nin p.p-halka olmasi igin gerek ve yeter sart R[z; a]'nin p.p-
halka olmasidir.

(2) R Armendariz olsun. R'nin Baer olmasi i¢in gerek ve yeter sart R[z]'in Baer
olmasidir. Ayrica R’nin p.p-halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart R[x]'in p.p-halka
olmasidir (Kim and Lee 2000).

Uyar1 3.4.5 Ornek ve Ornek [3.3.12 ile kargilagtirildiginda; Teorem ve

Teorem [3.4.3[deki “R’nin a-Armendariz olmasi”kogulunun fazladan olmadig goriiliir.

Asagida, R a-Armendariz iken R halkasinin ve R|x; o] skew polinom halkasinin simetrik
olma ve terslenebilir olma ozellikleri arasindaki iliski incelenecektir. Ornek- ’de
R = 7Zy & Zy degismeli halkasi simetriktir. Fakat a((a,b)) = (b,a) ile tanimh R’nin
a otomorfizmasimi gozoniine alindiginda R[x;a] skew polinom halkasi terslenebilir
degildir. Gergekten; p = (1,0), ¢ = (0,1)x € R[z;a] igin pg = (1,0)(0,1)z = 0
fakat gp = (0,1)z(1,0) = (0,1)c((1,0))x = (0,1)(0,1)x = (0,1)z # (0,0)’dir. “Her
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simetrik halka terslenebilir ”"olup bu ifadenin kargit tersi geregince R|x;«] simetrik

degildir.
Lemma 3.4.6 R a-Armendariz olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler saglanir.

(1) p1p2---pn = 0 olmak tizere py,po, -+ ,pn € Rlz;a] igin herbir 7 i¢in a;, p;'nin

herhangi katsayisi olmak tizere aqas - - - a, = 0.

(2) R terslenebilir ise a,b € R i¢in ab = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi

pozitif n tamsayisi igin aa”(b) = 0’dur.

Ispat (1) p1pa- - pn = 0 olsun. a;, p;'nin herhangi katsayisi olsun. pipy---p, =0
ise p1(paps---pn) = 0 olup R a-Armendariz oldugundan a;b = 0 (b, peps---p,’in
herhangi katsayisi) elde edilir. Boylece (a1p2)(ps---pn) = 0 olup R a-Armendariz
oldugundan (ajas)c = 0 olur. Buradan ajasps---p, = 0 elde edilir. Boyle devam

edilirse ajas - - - a,, = 0 elde edilir.

(2) R terslenebilir oldugundan Onerme den agiktir.

Teorem 3.4.7 R a-Armendariz olsun.
(1) R'nin simetrik olmasi igin gerek ve yeter sart R[x; )’ nin simetrik olmasidir.

(2) R’nin terslenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart R[z;«a|nm terslenebilir ol-

masidir.

Ispat (1) R simetrik olsun. p = 3.7 a;2', ¢ = > o bjr?, h= S o cka® € Rlz;a]
i¢in pgh = 0 olsun. Bu durumda Lemma [3.4.6] (1)’den her 0 < i < m, 0 < j < n,
0 < k < ticin abjc, = 0’dir. R simetrik oldugundan a;cib; = 0’dir.  Negatif
olmayan herhangi s tamsayisi icin; a;cxb; = 0 ise a;a°(cxb;) = 0 olup buradan
;0 (cg)a(b;) = 0 bulunur. Lemma [3.4.6] (2)’den her 4, j, k ve herhangi ¢ > s igin
a;o(cg)al(b;) = 0'dir. Boylece pgh = 0 iken phq = 0’dir. Sonug olarak R[z;q]

simetriktir.

(2) p = Ytowa', ¢ = 37 obja/ € Rlz;a] igin pg = 0 olsun. R a-Armendariz

oldugundan her 0 < i < m, 0 < j < n icin a;b; = 0’dir. R terslenebilir oldugundan
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bja; = 0’dir. Lemma[3.4.6](2)’den her 4, j ve negatif olmayan herhangi s tamsaysi i¢in
bja’(a;) = 0'dir. Boylece R[x;al’da gp = 0’dir. Sonug olarak R[z;a] terslenebilirdir.

Buradan asagidaki sonug elde edilebilir.

Sonuc 3.4.8 R Armendariz halka olsun.
(1) R’nin simetrik olmasi igin gerek ve yeter sart R[x]'in simetrik olmasidir.

(2) R'nin terslenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart R[z]’in terslenebilir olmasidir.
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