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Bu arastirma dort boliimden olusmaktadir. ik boliim giris kismma ayrilmistir. ikinci
boliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan temel kavramlar, bazi halka siniflar1 ve bir halka
iizerindeki polinom halkalar1 hatirlatilmistir. Ugiincii boliimde, McCoy halkalarm temel
ozellikleri ve genislemelerine yer verilmistir. Dordiincii boliimde ise McCoy halkalarin
bir genellestirmesi yapilacak bu yeni halka sinifinin temel 6zelliklerive genislemeleri

incelenmistir.
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This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section. In the second chapter, some required preparatory notions, ring classes and
polynomial rings on a ring are recalled. In the third chapter, McCoy ring, which is a
extensions of McCoy rings are characterized and the basic properties of this ring classes
are studied. In the fourth chapter, McCoy ring which is a generalization of McCoy rings
are studied.
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SIMGELER DIiZiNi

Simgeler

o R halkasinin bir endomorfizmasi

o R nin bir o endomorfizmasinin R nin bir geniglemesine
genisletilmisi

I, n X n tipindeki birim matris

Iy R halkasinin birim endomorfizmasi

M, (R) R tizerindeki n X n tipindeki tiim matrislerin halkasi

R[x] R {izerindeki polinomlar halkasi

R[x;x71] R tizerindeki Laurent polinomlar halkasi

R[x; o] R nin skew polinom halkasi

T(R,M) R halkasinin M modiilii ile asikar genislemesi

(x™) R[x] halkasinin x™ tarafindan {iretilen ideali

P(T) R halkasinin asal radikali

R[x] halkasinin (x™) ideali ile elde edilen boliim halkasi




1. GIRIS

Calismamiza son yillarda pek ¢ok matematik¢i tarafindan calisilan halka siniflarindan
biri olan McCoy halkalar konu olmustur. Calismamizin detaylarina gegmeden Once
McCoy halkalarla ilgili bu gline kadar yapilan c¢alismalar hakkinda bazi bilgileri
hatirlatalim. R bir halka ve R iizerindeki polinomlarin halkas1 R[x] olsun. ilk olarak
McCoy halka tanimini verelim. Nielsen (2006)’ ya gore f(x),g(x) € R[x] \ {0} i¢in
eger f(x)g(x) =0 iken f(x)r =0 olacak sekilde bir 0 = r € R mevcut ise, bu
durumda R halkasina sag McCoy halka denir. Benzer sekilde f(x)g(x) =0 iken
sg(x) = 0 olacak sekilde bir 0 # s € R mevcut ise, bu durumda R halkasina sol McCoy
halka denir. Bir R halkast hem sag hem de sol McCoy ise R halkast McCoy olarak
adlandirilir. R halkasina bu ismin verilmesinin nedeni; 1942 yilinda N.H. McCoy’ un
degismeli halkalarin bu 6zelligi saglandigin1 gostermesidir. Simdi ¢alismamizda bize

yardimci olacak bazi kavramlari hatirlatalim.

Eger bir R halkasmin sifirdan farkli iistel sifir (nilpotent) elemani yoksa veya denk
olarak a € R i¢in a® = 0 olmas1 a = 0 olmasin1 gerektiriyorsa, bu durumda R ye inmis
(reduced) halka denir. Her tamlik bolgesinin inmis bir halka oldugu aciktir. Ayrica
inmis halkalarin sinifinin terslenebilir halkalarin sinifin1 kapsadigi bilinmektedir. Diger
taraftan, her degismeli halkanm terslenebilir oldugu da agiktir. Inmis halkalarin sinifinin
diger bir genellestirilmesi Armendariz halkalardir. Rege and Chhawchharia (1997)’ de
Armendariz halka tanimini su sekilde vermislerdir. R[x]; R tizerindeki polinomlarin
halkasi olmak tizere f(x) = ag + a;x + -+ a,x™, g(x) =by+byx + -+ b, x™ €
R[x] polinomlari i¢in f(x)g(x) = 0 iken, her 0 <i<nve 0 <j <m icin a;b; =0
oluyorsa, bu durumda R halkas1 Armendariz halka olarak adlandirilmigtir. Bu 6zelligi
saglayan halkalara Armendariz halka denilmesinin sebebi; inmis bir halkanin bu 6zelligi
sagladigim1 1974 de gosteren kisinin Armendariz olmasidir. Halkalarin Armendarizlik

Ozelligi izerine birgok makale yazilmistir.

Diger taraftan Armendariz halkalarinda McCoy olduklar1 bilinmektedir. Bu bakimdan
McCoy halkalarda Armendariz halkalarin bir genellestirmesidir. R bir halka ve ¢; R nin
bir endomorfizmas: olmak {izere R halkasindan katsayili polinomlarin kiimesi,

polinomlarda bilinen toplama islemi ve herhangi bir a € R igin xa = ag(a)x ile



tanimlanan yeni ¢arpma islemi ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya endomorfizma

tipinin Ore genislemesi (yada skew polinom halkas1) denir ve R[x; o] ile gosterilir.

Son yillarda bir R halkasinin Armendarizlik 6zelligi skew polinomlarin halkasina
genisletilmistir. Hong vd. (2006) tarafindan asagidaki tamimlar verilmistir. p(x) =
ap+a;x+ -+ ax™, q(x) =by+ bix+ -+ b,x™ € R[x;0] polinomlar1 i¢in
p(x)q(x) =0 iken, her 0<i<n ve 0<j<m i¢in a;0'(b;) =0 oluyorsa, bu
durumda R halkast o —skew Armendariz (0 — Armendariz) olarak adlandirilmistir.
Eger g; R nin birim endomorfizmasi olarak alinirsa bu durumda, yukaridaki iki tanim
da Armendariz halka tanimi ile ¢akisacaktir. Ayrica R; o —skew Armendariz
(o —Armendariz) bir halka ve S,a(S) € S olacak sekilde R nin bir alt halkas1 ise, bu
durumda S de o —skew Armendariz (o —Armendariz) dir. Diger taraftan her
o —Armendariz halkanin ¢ —skew Armendariz halka oldugu Hong vd. (2006)’ da
ispatlanmigtir ve bu gerektirmenin tersinin dogru olmadigina dair 6rnek verilmistir.

Krempa (1996)’ da o; R halkasinin bir endomorfizmasi olmak iizere a € R i¢in,
ac(aA)=0=a=0

oluyorsa, bu durumda ¢’y1 kat1 (rigid) endomorfizma olarak adlandirmistir. Daha sonra
Hong vd. (2003)’ de bir R halkasinin kati bir ¢ endomorfizmasmin var olmasi
durumunda R yi o —kat1 (¢ —rigid) halka olarak adlandirmiglardir. Kolayca goriilebilir
Ki; Ig; R nin birim endomorfizmasi olmak tizere R halkasinin inmis olmasi igin gerek ve
yeter kosul R nin I —katt olmasidir. Bir R halkasinin herhangi bir kati endomorfizmasi
bir monomorfizmadir. Hong vd. (2000)’ de o — kat1 halkalarin inmis halka oldugunu
ispatlamiglardir. Diger taraftan Hong vd. (2000)’ de herhangi bir o —kati halkanin
o —Armendariz oldugu ispatlanmis ve bunun tersinin dogru olmadigma dair 6rnek
verilmistir. Hong vd. (2003)’ den bir R halkasinin ¢ —kat1 olmasi i¢in gerek ve yeter
kosulun R[x; o] skew polinom halkasinin inmis olmas1 gerektigini biliyoruz. Yukarida
ifade edilen bilgilerin 15181 altinda, bu ¢alismada Baser vd. (2009) ¢alismasi kullanilarak
McCoy halkalarin bir genellestirmesi yapilacak ve bu halka siniflariyla diger halka
siniflarmin iligkileri, 6zelliklede genellestirilmis Armendariz halkalar ile arasindaki

iliskiler ¢alisilacaktir.



Calismamiz boyunca R birimli bir halka ve aksi sdylenmedikce de o; R nin sifirdan ve

birimden farkli bir endomorfizmasi olacaktir.

Calismamizin ikinci boliimiinde, sonraki boliimde kullanacagimiz bazi temel tanim ve
teoremlerle birlikte polinom halkalari, matris halkalar1 gibi bazi 6zel halka siniflari

verilecektir.

Uciincii béliimde Zhao and Liu (2009)’ dan yararlanarak McCoy halkalar karakterize

edilecek ve bu halka siniflarinin bazi temel 6zellikleri incelenecektir.

Doérdiincii boliimde Baser vd. (2009) dan yararlanarak McCoy halkalarin Armendariz’
lik 6zelliginin skew polinomlar halkasina genellestirilmesi goz oniine alinarak; McCoy
halkalarin bir genellestirmesi olan o — skew McCoy halkalar tanimlanacak, bu yeni
halka sinifinin baz1 karakterizasyonlar1 ve bu halka siniflarinin diger halka siniflar ile

ozelliklede genellestirilmis Armendariz halkalarla olan iligkileri ¢aligilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde ¢alismamiz igin gerekli olan bazi temel kavramlar ve sonraki boliimlerde
ihtiya¢ duyulacak olan bazi halka siniflar1 hatirlatilacaktir. Bu bdliimde kullandigimiz
temel referanslar Hungerford (1982), Anderson and Fuller (1992) ve Lam (2001)’ dur.

2.1 Halkalar ve Halka Homomorfizmalari

Bu kisimda halka teorideki bazi temel kavramlar tanimlanacak ve halkalarin sik¢a
kullanacagimiz bazi 6zellikleri verilecektir.
Tamim 2.1.1. R bostan farkli bir kiime ve R iizerinde, genellikle (+) toplama ve (.)
carpma ile gosterilen iki ikili islem tanimlanmis olsun. Eger;

(1) (R,+) bir degismeli grup,

(if) Her a,b,c € R i¢in (ab)c = a(bc) (¢arpmanin birlesme 6zelligi),

(iii) Her a,b,c € R igin a(b +c) = ab + ac ve (a+ b)c = ac + bc (sol ve sag

dagilma ozelligi)

oluyorsa, bu durumda R ye (+) ve (.) ikili islemleri ile birlikte bir halka denir.

R bir halka olmak {iizere eger, her a,b € R i¢in ab = ba oluyorsa R ye degismelidir
denir. Eger her a €R i¢in aly = 1za = a olacak sekilde bir 1, € R varsa, bu
durumda R ye birimli bir halka denir. 1z elemanma da halkanin birimi denir. Bir
halkanin toplama islemine gore etkisiz elemanina halkanin sifiri denir ve 0Ogveya

herhangi bir karisikliga sebep olmazsa 0 ile gosterilir.

Teorem 2.1.2. R bir halka olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

(i) Hera € R igin 0Oa = a0 = 0 dur.

(i) Hera,b € R i¢in (—a)b = a(—b) = —(ab) dir.

(iii) Her a, b € R igin (—a)(—b) = ab dir.

(iv) Her n € Z ve her a, b € R i¢in (na)b = a(nb) = n(ab) dir.

(V) Hera; b; € Rigin (¥i=; a;) (Y= bj) = Xizq Y=g a;b; dir.
Tamim 2.1.3. R bir halka ve 0 # a € R olsun. Eger ab = 0 (ba = 0) olacak sekilde bir
0 # b € R varsa, bu durumda a ya bir sol (sag) sifir bélen denir. Hem sag hem de sol

sifir bolen olan bir elemana halkanin bir sifir béleni denir.



Tamim 2.1.4. R birimli bir halka olmak {izere a € R olsun. Eger ca = 1 (ab = 1R)
olacak sekilde bir c € R (b € R) varsa bu durumda a ya sol (sag) tersinir eleman denir.
¢ (b) elemanina a nin bir sol (sag) tersi denir. Hem sag hem de sol tersinir bir elemana

tersinir eleman denir.

Tanim 2.1.5.0 # 1; birim elemanina sahip degismeli bir R halkasinin higbir sifir
boleni yoksa bu R halkasma bir tamlik bolgesi denir. 0 # 1z birim elemanina sahip
degismeli bir R halkasinin sifirdan farkli her elemani tersinir ise, bu durumda R

halkasina bir cisim denir.

Uyan 2.1.6.

(1) Her tamlik bolgesi 0 ve 1y gibi en az iki elemana sahiptir.

(if) Her cisim bir tamlik bolgesidir.

(iii) Degismeli ve birimli bir R halkasinin bir cisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
R nin sifirdan farkli elemanlarinin kiimesinin ¢arpma islemine gore bir grup

olmasidir.

Ornek 2.1.7. Z tamsayilar kiimesi bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gére birimli
ve degismeli bir halkadir. Bununla beraber Z tamsayilar kiimesi farkli ikili igslemlere
gore de halka yapilabilir. Fakat bundan sonraki ¢alismalarimizda Z tamsayilar halkasi
denildiginde, tamsayilarin bilinen toplama ve carpma islemleri ile birlikteki halka yapisi
g0z Oniline alinacaktir. Z tamsayilar halkasi bir tamlik bolgesidir. Q (rasyonel sayilar), R
(reel sayilar) ve C (kompleks sayilar) kiimesi bilinen toplama ve carpma islemleri ile

birlikte birer cisimdir.

Ornek 2.1.8. Z,=1{0,1,2,..,n—1}kimesi a+b=a+b ve ab=ab ikili
islemleri ile birlikte degismeli ve birimli bir halkadir. Eger p bir asal tamsay ise Z, bir

cisimdir.
Tamim 2.1.9. R ile S iki halka ve f: R — S bir fonksiyon olsun. Eger her a,b € R igin

fla+b)=f(a)+ f(b) ve f(ab) = f(a)f(b)



oluyorsa, bu durumda f ye bir halka homomorfizmas: denir. f:R — S bir halka
homomorfizmasi olmak tizere eger, f birebir ise, bu durumda f ye bir monomorfizma,
orten ise, bu durumda f ye bir epimorfizma denir. Eger bir f:R — S halka
homomorfizmasi hem birebir hem de 6rten ise, bu durumda f ye bir izomorfizma ve R
ile S halkalarma da izomorf halkalar denir. R =S ile gosterilir. Bir f:R —- R
homomorfizmasina R halkasinin  bir endomorfizmas: denir. Bir f:R->R

izomorfizmayada R halkasinin bir otomorfizmas: denir.

Ornek 2.1.10. R bir halka olmak iizere 0:R — R,0(a) = O ve Iz:R = R,Iz(a) = a
seklinde tanimlanan fonksiyonlar R halkasinin endomorfizmalaridir. Bunlara sirasiyla R

nin sifir endomorfizmasi ve birim endomorfizmast ad1 verilir.

Tanim 2.1.11. R bir halka olmak {izere eger, her a € R i¢in na = 0 olacak sekilde bir
pozitif en kii¢iik n tamsayisi varsa, bu durumda R halkas1 n karekteristigine sahiptir
denir ve Char R = n yazilir. Eger boyle bir n tamsayisi yoksa R nin karekteristigi

sfirdrr denir.

Tamim 2.1.12. R ile S iki halka olmak iizere, bir f: R = S monomorfizmasina R nin S
ye bir gomiiliigii denir. Eger boyle bir monomorfizma varsa, bu durumda R halkast S

halkas1 i¢ine gomiilebilir denir.

Teorem 2.1.13. Her R halkasi birimli bir S halkasi i¢cine gomiilebilir. Bu S halkas1 bir
tek degildir. Ayrica, S halkasi karekteristigi 0 veya R nin karekteristigi ile ayn1 olacak
sekilde secilebilir.

Ispat. R bir halka olmak iizere S=RXZ=R@®Z={(rk)|r€R, keZ}

kartezyen ¢arpim kiimesi bilesensel toplama ve
(r, k) (g, kz) = (rir + kary + kara, kiky) (i € Ry k; € Z)

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte (0,1) birimine sahip, karekteristigi 0 olan
bir halkadir. Ayrica f:R — S,f(r) = (r,0) scklinde tanimlanan fonksiyon bir

monomorfizmadir.



Eger Char R=n>0 ise, bu durumda S =R @ Z, kartezyen carpim kiimesi

bilesensel toplama ve
(ri, k1) (12, kz) = (1ary + kory + ka7, Ky k3)

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte (0, 1) birimine sahip bir halkadir. Ayrica
CharS=n olup g:R- S,g(r) = (r,0) seklinde tanimlanan fonksiyon bir

monomorfizmadir.

Uyant 2.1.14. a:R — S bir halka homomorfizmasi olmak iizere a(0g) = 0y dir.
Bununla beraber R ile S birimli halkalar ise a(1;) = 1g olmak zorunda degildir.
Gergekten a:Z > Z @ Z, a(n) = (n,0) seklinde tanmimlanan fonksiyon bir halka
homomorfizmasidir. Fakat a(1) = (1,0) # (1,1) dir. Bununla beraber eger a:R — S

orten bir halka homomorfizmasi ise, bu durumda a (1) = 15 olur.

Ornek 2.1.15. R,S,T ii¢ halka, f:R — S, g:S » T halka homomorfizmalar1 olmak
tizere g o f: R — T bileske fonksiyonu da bir halka homomorfizmasidir. Eger a: R — R

bir homomorfizma ise, bu durumda a o a = a? hatta daha genel olarak i > 1 bir

tamsay1 olmak lizere @' = a o « o ... o & seklinde gosterilir.
N————————
i tane

Tamm 2.1.16. R bir halka a € R olmak {izere eger a™ = 0 olacak sekilde bir n dogal

sayis1 varsa, bu durumda a Yya iistel sifir (nilpotent) eleman denir.

Tamm 2.1.17. Bir R halkasmin e? = e ozelligini saglayan bir e elemanina eskare

(idempotent) eleman denir. Birimli bir halkada 05 ve 15 eskare elemanlardir.
Tanim 2.1.18. R bir halka olmak tizere
C ={c€R|Herr € Ricincr = rc}

kiimesine R halkasinin merkezi denir.

Tamim 2.1.19. Bir R halkasinin bir R eskare elemani1 R halkasinin merkezine ait ise, bu

durumda e eskare elemanina merkezil eskare (central idempotent) eleman denir. Bir R



halkasinin tiim eskare elemanlar1 merkezil eskare ise, bu durumda R halkas: abel olarak

adlandirilir.

2.2. Alt halkalar, idealler ve Boliim Halkalar

Tamm 2.2.1. R bir halka ve @ # S € R olmak iizere S kiimesi R de taniml1 toplama ve
carpma islemlerine gore kapali olsun. Eger S; R deki islemlere gore kendi basina bir
halka ise, bu durumda S ye R nin bir alt halkas: denir. I; R nin bir alt halkas1 olmak
tizere, eger her r € R ve her x € [ i¢in rx € I oluyorsa, bu durumda I ya R nin bir sol
ideali, xr € I oluyorsa, bu durumda da I ya R nin bir sag ideali denir. Eger I hem bir

sol hem de bir sag ideal ise, bu durumda I ya R nin bir ideali denir.

Her ideal bir alt halkadir. Fakat her alt halka bir ideal olmak zorunda degildir.
Gergekten bir halkanin merkezi bir alt halka olmasina ragmen bir ideal olmak zorunda

degildir.

Ornek 2.2.2. Her bir n tamsayis1 icin (n) = {kn |k € Z} devirli alt gurubu, Z

tamsayilar halkasinin bir idealidir.

Ornek 2.2.3. R bir halka olmak iizere {0} ve R; R nin idealleridir.
R bir halka olmak iizere A4, 4,, ..., A;; R nin bostan farkl alt kiimeleri olsun.
A +A,++A,={a;+a,++a,|a €A,i=12,..,n}
seklinde gosterilir. Eger A ve B; R nin bostan farkl alt kiimeleri ise bu durumda,
AB = {a,b; + -+ a,b, | a; € A,b; € B, n € N*}

seklinde gosterilir. Eger A = {a} ise, bu durumda AB yerine aB yazilir. Eger B kiimesi

toplama islemine gore kapali ise, bu durumda aB = {ab | b € B} olur.

Ornek 2.2.4. R bir halka ve e de R de bir merkezil eskare eleman olmak iizere 1z — e

de bir merkezil eskaredir. Ayrica eR ve (1 — e)R kiimeleri R nin idealleridir.



Grup teoride normal alt gruplarin oynadig rolii halka teoride idealler oynar. R bir halka
I da R nin bir ideali olsun. R degismeli toplamsal bir grup oldugundan I; R nin bir

toplamsal normal alt grubudur. Boylece;
R/Iz{a+1|a€R}
kiimesi,
(a+D+Bb+DH)=((@+b)+1
seklinde tanimlanan toplama islemine gore degismeli gruptur. R / ; degismeli grubu,

(a+DMb+1)=ab+1

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte bir halka olur. Bu halkaya R nin I ideali

yardimiyla elde edilen béliim halkas: denir. R degismeli iken R / ; unda degismeli ve R

birimli iken R/ 7 ninde birimli oldugu agiktur.

Teorem 2.2.5. R bir halka ve I da onun bir ideali olmak iizere;
m:R —>R/I,rt(r) =r+1

seklinde tanimlanan fonksiyon I ¢ekirdegine sahip bir epimorfizmadir.

Tanmim 2.2.6. R bir halka I da onun bir ideali olmak tizere R/I halkasina R nin bir

homomorfik goriintiisti denir.

Tamim 2.2.7. R bir halka ¢ # X < R olmak {lizere;
[r(X) ={r € R|Herx € X icin rx = 0}
rR(X) = {r € R | Her x € X icin xr = 0}

kiimelerine sirayla R iginde X in sol ve sag sifirlayani denir. Eger X = {x} ise bu
durumda [z (X) = [g({x}) = [z (x) seklinde gosterilir.

Onerme 2.2.8. R bir halka ¢ # X < R olmak iizere; [z(X); R nin bir sol ideali, rx(X)

de R nin bir sag idealidir. Ayrica X ve Y; R nin bostan farkli iki alt kiimesi olmak iizere;



(i) XcYiselzg(Y) clz(X) verg(Y) c rg(X) dir.
(i) X crr(lg(X)) ve X c lz(rz(X)) dir.
(iii) [r(X) = lr(rr (lr (X)) dir.

2.3. Matris Halkalar1 ve Polinom Halkalar1

Bu boliimde verilen bir R halkasindan elde edilen bazi yeni halkalar1 hatirlatilacaktir.

Tamim 2.3.1. R birimli bir halka ve x bir bilinmeyen olmak tizere;
ag + ayx + ax? + -+ a,x" (n € N*)

seklindeki bir formal toplama R den katsayili bir polinom denir. R den katsayil1 tiim

polinomlarin kiimesi R[x] ile gosterilir. Yani;
R[x] ={ao + a;x + a,x? + - + a,x™ | n € N*,a; € R}

seklindedir.

n

FE) =) axl, g =) bxl €RIx]
. £

=0

olmak iizere, bu iki polinomun toplami ve ¢arpimi asagidaki sekilde tanimlanir. n ve m

tamsayilarindan biiyiik olanini k ile gosterirsek;

k
G +g() = ) (artb)x
i=0

seklinde tanimlanir.

l

= Z ajbl_j

Jj=0
olmak iizere,

m+n

fEg0) = ) axl

=0



seklinde tanimlanir. ¢; katsayilar1 daha agik bir ifadeyle;
= aobl + albl_l + azbl_z + -+ al_zbz + al_lbl + albo

seklindedir. Yukarida tanimlanan ikili islemlere gore R[x] kiimesi bir halkadir. Bu
halkaya R tzerindeki polinomlarin halkast veya R den katsayili polinomlarin halkasi

denir.

Tamm 2.3.2. R bir halka olmak iizere;

R[|x|] = {Z a;x'|a; € R}

=0

kiimesi polinomlarda bilinen toplama ve ¢arpma islemine gore bir halkadir. Bu halkaya

R den katsayili kuvvet serilerinin halkas: ad1 verilir.

Tamm 2.3.3. R bir halka olmak iizere;

n

R[x;x7 1] = {Z a;x' | a; € R (k ve n negatif olabilir. )
i=k

kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir. Bu

halkaya R den katsayili Laurent polinomlarinin halkast ad1 verilir.

Tanmm 2.3.4. R bir halka ve a; R nin bir endomorfizmasi olsun. (R[x], +) degismeli
grubu, r € R igin xr = a(r)x yardimi ile tanimlanan yeni ¢arpma islemi ile birlikte bir
halka olur. Bu halkaya endomorfizma tipinin bir Ore genislemesi veya Skew polinom

halkas: denir ve R[x; a] ile gosterilir.

Tamim 2.3.5. R bir halka olmak f{izere bilesenleri R den gelen n satirli ve n siitunlu
matrislerin kiimesi matrislerde bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir.
Bu halkaya R iizerinde n X n tipindeki matrislerin halkas: denir ve M, (R) seklinde

gosterilir.



Tamim 2.3.6. R bir halka ve (M,+) bir degismeli grup olmak iizere eger asagidaki
kosullar1 saglayan bir R X M — M, (r,m) +— rm fonksiyonu varsa, bu durumda M ye

bir sol R —modiil denir. Her r,s € R ve x,y € M i¢in;

i) rix+y)=rx+ry
(i) r+s)x =rx+sx
(iii) r(sx) = (rs)x
R; 1 birimine sahip birimli bir halka olmak iizere, ek olarak her x € M i¢in 1zx = x

kosulu saglaniyorsa, bu durumda M ye bir birimsel sol R —modiil denir.

Tamm 2.3.7. R bir halka ve S degismeli bir halka olmak {izere, eger (R,+) bir sol
S —modiil ve bu modiil yapisindaki S X R = R, (s,r) + sr fonksiyonu; her s € S ve

her r;, 7, € R igin;

s(ryry) = (sr)r, = 11(s13)

ozelligine sahip ise, bu durumda R halkasina S degismeli halkasi iizerinde bir cebir veya

R ye S —cebir denir.

Tamim 2.3.8. S degismeli bir halka ve R, ile R,; S —cebirler olsun. Bir f:R; = R,
halka homomorfizmasi ayni1 zamanda bir S —modiil homomorfizmasi ise bu durumda f

ye bir S —cebir homomorfizmasi denir.

2.4. Baz1 Halka Siniflari

Bu kisimda bazi 6zel halka simiflar1 hatirlatilacak ve bu halka siniflar1 arasindaki

iliskiler verilecektir.

Tamim 2.4.1. Bir R halkasinin sifirdan farkli istel sifir elemani yoksa veya denk olarak;

a € R igin,
a’=0 =a=0
oluyorsa, bu durumda R ye inmis (reduced) halka denir.

Sifir bolensiz her halka inmis halkadir. Daha 6zel olarak Z tamsayilar halkasi inmis bir

halkadir. Diger taraftan 0 # 2 € Z, igin (2)? = 22 = 0 oldugundan Z, halkas1 inmis



bir halka degildir. Ayrica inmis bir halkanin her alt halkasinin da inmis oldugunu

gormek cok kolaydir.

Tanim 2.4.2. a,b € R igin,
ab=0=ba=0

oluyorsa, bu durumda R halkasina terslenebilir (reversible) denir.
Lemma 2.4.3. Her inmis halka terslenebilir bir halkadir.

Ispat. a,b € R icin ab = 0 olsun. (ba)? = baba = b0a = 0 ve R inmis oldugundan

ba = 0 olur.

Tanim 2.4.4. R bir halka olmak iizere a, b € R igin,
ab=0=aRb=0

oluyorsa, bu durumda R halkas1 yar: degismeli (Semicommitative) olarak adlandirilir.
Bir R halkasinin yar1 degismeli olmasi igin gerek ve yeter sart kosul her bir a € R i¢in

rr(a) (Iz(a)) kiimesinin R nin bir ideali olmasidir.

Her terslenebilir halka yar1 degismelidir. Gergekten R terslenebilir bir halka ve a,b € R
icin, ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan ba = 0 ve bdylece her r € R i¢in
bar = 0 olur. Tekrar R terslenebilir oldugundan arb = 0 yani aRb = 0 elde edilir ki,

bu da R nin yar1 degismeli oldugunu gosterir.

Tamim 2.4.5. R bir halka olmak iizere a € R i¢in,
aRa =0 =a=0
oluyorsa, bu durumda R halkasi yar: asal (semiprime) olarak adlandirilir.

Tanim 2.4.6.

n

F@ =Y axt, g = byl €RIx]
=0

i=0 j



olmak iizere,
fO)gx)=0=ab;=0 (0<i<n0<j<m)
oluyorsa, bu durumda R halkas1 Armendariz olarak adlandirilir.

Yukaridaki kosulu saglayan halkalara Armendariz ismi verilmistir. Ciinkii Armendariz
(1974)’ te inmis bir halkanin yukaridaki kosulu sagladigini gostermistir. Yani her inmis
halka bir Armendariz halkadir.

Tamm 2.4.7. R bir halka ve a: R = R bir endomorfizma olsun. a € R i¢in,
ac(a) =0 =>a=0
oluyorsa, bu durumda R halkasina @ —kat: (a —rigid) halka denir.

R bir @ —kat1 halka olmak tizere, a(S) S S kosulunu saglayan R nin her S alt halkasi da
a —kat1 bir halkadir. Diger taraftan I; R nin birim endomorfizmasi olmak iizere; R nin

a — kat1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin inmis bir halka olmasidir.
Lemma 2.4.8. R bir a —kat1 halka olsun. Bu durumda a bir monomorfizmadir.

Ispat. a € R i¢in a(a) =0 olsun. Buradan aa(a) =a0 =0 olup R; a —kati

oldugundan a = 0 bulunurki bu da @ nin bir monomorfizma oldugunu gosterir.

R inmis olmayan bir halka olmak {izere R nin I birim endomorfizmasi bir
monomorfizmadir. Fakat R; Iz —kat1 degildir. Yani yukaridaki Lemma’nin tersi dogru

degildir.

Lemma 2.4.9. R bir halka ve a: R — R bir endomorfizma olsun. Eger R; @ —kati ise, bu

durumda R bir inmis halkadir.

Ispat. R; a —kat:1 bir halka ve a€R ig¢in a?=0 olsun. Bu durumda
aa(a)a(aa(a)) = aa(a®a?(a) = aa(0)a?(a) = a0a?(a) =0 olup, R; a —kati
oldugundan aa(a) = 0 ve tekrar R; a —kat1 oldugundan a = 0 elde edilir. Yani R bir

inmis halkadir.



Lemma 2.4.10. Her inmis halka yar1 asaldir.

Ispat. R inmis bir halka ve a € R i¢in aRa = 0 olsun. Bu durumda 1; € R icin de
alpa = a? = 0 olacagindan ve R inmis oldugundan a = 0 elde edilir ki bu da R nin

yar1 asal oldugunu gosterir.

Tanim 2.4.11. R bir halka ve a; R nin bir endomorfizmasi olsun.

n

p(x) =) a;xt, q(x) = ) bix) €R[x;a]
Sar. -5

=0
olmak tizere,
p(x)q(x) =0 = a;a’(h)) =0 (0<i<n0<j<m)

oluyorsa, bu durumda R halkasina « —skew Armendariz halka denir.

Tanim 2.4.12. R bir halka ve a; R nin bir endomorfizmasi olsun.

n

p(x) = Z axt, qx)= Z bix! € R[x; a]
=0

i=0 j
olmak tizere,

p(x)g(x) =0=a;b; =0 (0<i<n0=<j<m)
oluyorsa, bu durumda R halkasina @ —Armendariz halka denir.

Asagidaki verilen 6nermedeki gerektirmeler Hong vd. (2003) tarafindan verilmistir.

Onerme 2.4.13. R bir halka ve a; R nin bir endomorfizmasi olsun.

(i) Eger R; a —kat1ise, bu durumda R; a —Armendarizdir.
(if) Eger R; a —Armendariz ise, bu durumda R; a —skew Armendarizdir.
(i) R nin a —kat1 olmas1 igin gerek ve yeter kosul R[x; ] halkasinin inmis
olmasidir.
Son olarak yukarida tanitilan halka siiflar i¢in asagidaki gerektirmeler vardir. Bu

gerektirmelerin hicbirinin tersi dogru degildir.



R; a —katt = R inmis = R terslenebilir = R yar1 degismelidir.

Tamm 2.4.14. Bir R halkasinin tim asal ideallerinin arakesitine bu halkanin asal

radikali denir.

Tamm 2.4.15. R bir halka ve a,b € R b regiiler eleman oldugunda ab; = ba, olacak
sekilde a4, b; € R Ve b, regiiler elemanlar1 varsa bu durumda R halkasina sag(sol) Ore

halka denir.

Tammm 2.4.16. a,b €R i¢in ab = 0olmasi bo(a) =0 (o(b)a=0) olmasim
gerektiriyorsa, bu durumda R halkasinin ¢ endomorfizmasina sag (sol) terslenebilirdir
denir. Eger bir R halkasinin bir sag (sol) terslenebilir o endomorfizmasi varsa, bu
durumda R halkasina sag (Sol) o — terslenebilir denir. Eger R halkasi hem sag hem de

sol o — terslenebilir ise, bu durumda R ye o — terslenebilir halka denir.



3. MCCOY HALKALAR

Bu boliimde, McCoy halkalarla ilgili yapilan ¢alismalar, bu halkalarin temel 6zellikleri
ve genislemelerinden bahsedilecektir. Calismamiz boyunca R birimli bir halkay:
gosterecektir. Bu boliim ig¢in temel referansimiz Zhao and Liu (2009) olacaktir. Bu

boliimde verecegimiz tiim sonuglar ve drnekler ad1 gegen makalede mevcuttur.
3.1. McCoy Halkalarin Temel Ozellikleri
Bu kisimda McCoy halka siniflarinin nasil ortaya ¢iktig iizerinde durulacaktir.

Onerme 3.1.1. R degismeli ve birimli bir halka ve f(x) = ¥, a;x‘ € R[x] olsun. Bu

durumda ;

(1) f(x) in R[x] iginde bir sifir bélen olmasi i¢in gerek ve yeter kosul cf(x) =0
olacak sekilde bir 0 # ¢ € R olmasidir.

(2) R inmis bir halka olmak {izere, eger bir g(x) = XJL, bjxj € R[x] i¢in
f(x)g(x) = 0 oluyorsa , bu durumda 0 <i<n ve0 <j<m i¢in a;b; =0

olur.

Ispat. (1) ) cf(x) =0 olacak sekilde bir 0 # ¢ € R mevcut olsun. Bu durumda
0 # g(x) = ¢ € R[x] segilirse f(x) R[x] iginde bir sag sifir bolen olur. R degismeli

oldugundan f (x) bir sifir bélen olur.

=)f(x) € R[x] bir sifir bolen olsun. Bu durumda f(x)g(x) =0 olacak sekilde
minimum dereceli bir 0# g(x) = XiL, bjxj € R[x], (b, # 0) polinomu vardir.
Boylece m = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Aksine m > 1 oldugu kabul edilmelidir.
Her j i¢in a;g(x) = 0 ise, bu durumda her j i¢in a;b,, = 0 olur. a;b,, = 0 ise buradan
byf(x) = 0 olur ki bu degb,, =0 < m oldugundan m nin en kii¢iik segilmesi ile
celisir. Boylece en az bir j i¢in a;g(x) # 0 olur. Bu yiizden {j: ajg(x) # 0} kiimesi
bostan farklidir. [ = max{j: ajg(x) # 0} olsun. 0 = f(x)g(x) oldugu igin a;b,, =0
olur. Buradan a;g9(x) = a;by + a;b;x + -+ a;byy,x™™ 1 elde edilir.  Boylece
deg(a;g(x)) < m = deg(g(x)) bulunur. Fakat; f(x)(a,g(x)) = a,f(x)g(x)=0 olur
ki bu bir celiskidir. O halde kabul yanlis olup m = 0 olmalidir. Bu ise ispatimizi

bitirir.



(2) R inmis bir halka ve g(x) = X%, bjx’ € R[x] i¢in f(x)g(x) = 0 olsun. Her i, j

i¢in a;b; = 0 oldugu gosterilmelidir. f(x)g(x) = 0 olmasindan,;

aobo = O (l)
a0b1 + a1b0 = 0 (2)
aobz + albl + aZbO = 0 (3)
akbo + ak_lbl + -+ aobk = 0 (k)
anb, =0 (n+m)

esitlikleri elde edilir. R yar1 degismeli oldugu i¢in (1) esitliginden aoRb, = 0 elde
edilir. (2) esitligini sagdan b, ile carptigimizda ise

a0b1a0 + a1b0b0 = 0

elde edilir. Buradan (a;by)b, = 0 ve R terslenebilir oldugu igin by(a;by) = 0 olur.
Simdi (a;by)? = a;bga,by = a;0 olup R inmis oldugundan a,b, = 0 bulunur.
Dolayisiyla iddia i +j =0 ve i +j =1 i¢in dogru olur. i +j {izerine tiimevarim
uygulanarak ispat yapilacagindan dolayr iddia i+ j < k iken dogru olsun. Yani
[+j <k iken a;b; =0 olsun. i +j =k iken a;b; =0 oldugu gosterilmelidir. (k)
esitligi sagdan b, ile ¢arpildiginda; ayb, = 0 oldugundan aqRb, = 0 olur. a;b, = 0 ve
R yar1 degismeli oldugu i¢in a;Rb, = 0 olur. Boyle devam edilerek a,_,b, = 0 ve R
yar1 degismeli oldugu i¢in a,_,Rb, = 0 elde edilir. Bu durumda a,byb, = 0 bulunur.

R terslenebilir ve inmis oldugu i¢in a; by = 0 olur. Boylece (k) esitligi
aobk + albk_l + -+ ak_lbl =0
haline gelir. Bu son esitlik sagdan b, ile carpildiginda

aobkbl + albk_lbl + -+ ak_1b1b1 = 0



esitligi elde edilir. Yukaridakine benzer olarak a,_;b; = 0 elde edilir. Bu sekilde

devam edilerek her i, i¢in a;b; = 0 oldugu goriiliir.

Yukarida 6nermenin 15181 altinda Nielsen (2006)’ da asagidaki tanimi vermistir.

Tanmm 3.1.2. f(x), g(x) € R[x] \ {0} i¢in eger f(x)g(x) = 0 iken f(x)r = 0 olacak
sekilde bir 0 # r € R mevcut ise, bu durumda R halkasina sag McCoy halka denir.
Benzer sekilde f(x)g(x) = 0 iken sg(x) = 0 olacak sekilde bir 0 # s € R mevcut ise,
bu durumda R halkasina sol McCoy halka denir. Bir R halkasi hem sag hem de sol
McCoy ise R halkast McCoy olarak adlandirilir.

Asagidaki 6nermeden McCoy halkalarin, Armendariz halkalarin bir genellestirmesi

oldugunu goriiyoruz.
Onerme 3.1.3. Her Armendariz halka bir McCoy halkadur.

Ispat. R bir Armendariz halka ve f(x) = XL, a:x"', g(x) = X, bjx/ € R[x]\ {0}
igin f(x)g(x) =0 olsun. R Armendariz oldugundan her i,j icin a;b; = 0 olur.
g(x) # 0 oldugu i¢in en az bir 0 # b, € R vardir. O halde f(x)b; = 0 olacak sekilde
bir 0 # b; € R var oldugundan R sag McCoy halkadir. Benzer sekilde R nin bir sol
McCoy halka olduguda ispatlanabilir. Sonug olarak R McCoy halka olur.

Sonug 3.1.4. Her inmis halka bir McCoy halkadir.

Ispat. Onerme 3.1.1 (2) den her inmis halkamin Armendariz oldugu bilinmektedir.

Boylece her inmis halka bir McCoy halkadir.

Simdi McCoy halkalarla ilgili g¢alismalarimiz i¢in oldukc¢a kullanishh bir lemma

verecegiz.



Lemma 3.1.5. R yar1 degismeli bir halka olmak iizere f(x) = Y™, a;x' ve g(x) =
Yh_objx! € R[x] \ {0} i¢in f(x)g(x) =0 olsun. Bu durumda i = 0,1,2,...,m igin

a;bitt = 0 olur.
Ispat. f(x)g(x) = 0 oldugu i¢in x* li terimin katsayisi
aobi + albi_l + -+ aibo =0

olur. i =0 i¢in ayby =0 olur. Simdi, timevarim yontemine gore her j < k igin
ajbé+1 = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda R yart degismeli oldugu igin

a]-Rbé+1 = 0 olur. ajbé+1 = 0 ifadesi sagdan art arda b, ile garpildiginda ;

a;b)*? =0, a;b)** =0, ... a;b =0 olur. Boylece ajby_;jbf =0(j =0,1,2, ...,k —

1) elde edilir. Simdi
aogby + aiby_1 + ayby_, + -+ ap_1b; + agby =0
sagdan b ile carpildiginda
aobkbX + a by_bX + ayby_,bE + -+ ay_1 b bE + ar bkt =0
elde edilir.
j = 0igin agh, b = 0

j =k—-1 lg:ln ak_lblb(l)( =0

olur. Sonug olarak a;b¥** = 0 olur.

Asagidaki lemma terslenebilir halkalarin McCoy’ luk 6zelliginin sag-sol simetrik

oldugunu gosterir.



Lemma 3.1.6. R terslenebilir bir halka olsun. Bu durumda R nin bir sol McCoy halka

olmasi icin gerek ve yeter kosul R nin bir sag McCoy halka olmasidir.

Ispat. R terslenebilir ve sol McCoy bir halka olsun. f(x),g(x) € R[x] \ {0} icin
f(x)=ay+ax+ -+ a,x™, glx) =by+ byx+ -+ by x™ olmak lizere
f(x)g(x) = 0 olsun. R sol McCoy oldugu i¢in rg(x) = 0 olacak sekilde bir 0 # r €
R vardir. Buradan her j i¢in 7b; = 0 olup R terslenebilir oldugundan b;r = 0 olur.
Boylece g(x)r = 0 olup (g(x)r)f(x) = 0 olur. R sol McCoy oldugu i¢in r'f(x) = 0
olacak sekilde bir 0 #r' € R vardir. Her i i¢in r'a; =0 olup R terslenebilir
oldugundan a;r" = 0 olur. Yani f(x)r’ = 0 olacak sekilde bir 0 # r € R vardir. Sonug
olarak R bir sag McCoy halka olur.

Asagidaki teorem McCoy halkalarin, terslenebilir halkalarinda bir genellestirmesi

oldugunu gosterir.
Teorem 3.1.7. Her terslenebilir halka bir McCoy halkadir.

Ispat. R terslenebilir bir halka ve f(x) = X%qa;x", g(x) = X}_objx’ € R[x]\ {0}
icin f(x)g(x) =0 olsun. R halkasinin sol McCoy oldugunu ispatlamak yeterlidir.
Herhangi bir a(x) € R[x] polinomu i¢in C, a(x)=ay+ a;x+ -+ axt
polinomunun katsayilari tarafindan tiretilen sol ideal olsun. Yani C, = (ag, a4, ..., a¢|
olsun. Tiimevarim yontemi ile cg(x) = 0 olacak sekilde bir c € Cy \ {0} oldugu
gosterilmelidir. Bu da bize R nin sol McCoy oldugunu gosterecektir. Eger gerekliyse
f(x) ve g(x), x in kuvvetlerine boliindiikten sonra a, # 0 ve b, # 0 kabul edilebilir.
Ayrica m ve n nin f(x) ve g(x) in gercek dereceleri oldugu kabul edilebilir. n = 0 ve
c =a, ise, bu durumda cg(x) = agby = 0 olur. Bu yiizden n > 1 segilsin. g(x) in
derecesi lizerine timevarim uygulanarak ispat yapilacaktir. Her k < n i¢in a(x), b(x) €
R[x] \ {0} olmak tizere a(x)b(x) = 0 ve deg(b(x)) = k ise cb(x) = 0 olacak sekilde
bir ¢ € C, \ {0} oldugu kabul edilsin. f(x)bi*? = 0 # f(x)b} olacak sekilde bir [ > 0
secilsin. Eger f(x)by =0 ise [ =0 secilmis olur. f(x)b, # 0 ise, bu durumda
f(x)b{tt = 0 olur. R halkasmnin terslenebilirligi kullanilirsa f(x)bit # 0 ise en az bir

a;by # 0 olur. R terslenebilir oldugundan bja‘ # 0 yani bif(x) # 0 olup a(x) =



bif(x) # 0 = bt f(x)b, seklinde tammlansin. f(x)bybl = 0 ise a;bobl =0 olup
bla;by = 0 ve ardindan b} f (x)b, = 0 bulunur. Buradan b{f(x)g(x) = a(x)g(x) =0
ve a(x)by=bif(x)by =0 olur. b(x):= @ alirsak yukaridaki esitlikten
a(x)b(x) = 0 elde edilir. deg(g(x)) =n > 0 oldugu i¢in b(x) # 0 ve deg(b(x)) =
n — 1 < n olur. Tiimevarim hipotezine gore cbh(x) = 0 olacak sekilde bir ¢ € C, \ {0}
vardir. a(x)by, = 0 oldugu i¢in Cyby = 0 ve bdylece cby = 0 olup chb(x) = 0 olur.
Yani cg(x) = 0 olur. Diger yandan a(x) in insasindan C, € C; yani c € Cy olur.
Sonug olarak g (x) in derecesi ne olursa olsun cg(x) = 0 olacak sekilde bir 0 # ¢ € C¢

vardir. Sonug olarak R sol McCoy halkadir.

3.2. McCoy Halkalarin Genislemeleri

Bu boliimde bir halkanin McCoy’ luk 06zelliginin hangi genislemelerine tasindigi

arastirilacaktir.

S bir halka ve n > 2 bir pozitif tamsay1 olmak iizere

I{/a a12 a13 e aln\ \
O a a23 a2n I
an{ko 0 o . am ||a,aijES}

Ne o o 7%/ )

seklinde tanimlansin. R herhangi bir halka olmak {izere bu halka iizerine kurulan M,,(R)
matris halkasiin McCoy halka olmadigini gérmek ¢ok kolaydir. Bununla beraber

asagidaki 6nermeye sahibiz.

Onerme 3.2.1. S bir halka olmak iizere, S halkasmnin sag McCoy olmasi icin gerek ve

yeter kosul R,, halkasinin sag McCoy olmasidir.
Ispat. ) R,, sag McCoy halka olsun. S halkasinin sag McCoy oldugu gosterilmelidir.

f(x) = Zf:O aixi =aqytax+--+ apxp, g(x) = ?=0 b]xj = bO + bix + -+
bgx? € S[x]/{0} i¢in f(x)g(x) = 0 olsun. Bu durumda



Fo=(0 D)+ (B Dxret (T ) eRbN©)

Qo a; p

=y D)e(s Ders(l L) enino

olup FO)G(x) = (a%bo aoobo) (aObl -(i)_ b agby -(I)- albo) X+t
(apobq apobq> xP*4 bulunur.
f(x)g(x) = 0 oldugundan

aghy =0

a1b0 + a0b1 = O

apyb, =0

olup, boéylece F(x)G(x) = O olarak bulunur. R, sag McCoy oldugundan F(x)C =

O olacak sekilde bir O # C € R,vardir. C = (8 Z) alirsak;

_ _ (aea a0b> (ala a1b> (apa apb) »
O—F(x)C—(O a0a+ 0 aa x4+ -+ 0 apax

olur. Boylece her i € {0,1, ...,p} i¢in a;a = 0 ve a;b = 0 olur. C # O oldugundan ya
a # 0 yada b # 0 olur. Eger a # 0 ise, bu durumda a;a = 0 oldugundan f(x)a = 0
olacak sekilde bir a # 0 vardir. Eger b # 0 ise, a;b = 0 oldugundan f(x)b = 0 olacak
sekilde bir b # 0 vardir. Sonug olarak S sag McCoy halka olur.

=) S sag McCoy halka olsun. n > 2 i¢in R,, in sag McCoy halka oldugu gésterilmelidir.
F(x),G(x) € R,[x] \ {0} olmak iizere F (x)G(x) = O olsun. F(x)C = O olacak seklide
bir O # C € R, in mevcut oldugu gosterilmek isteniyor. Ejj, (i,j). bileseni 1 diger
bilesenleri 0 olan matris olsun. F(x)C = O olacak seklide bir C = rE;, # 0 varhig1

gosterilmelidir ki bu da R,, in sag McCoy oldugunu gosterecektir.



1.Durum: F(x)E;; = O olsun. Bu durumda E;; # O oldugundan C = rE;;,.E;, olur.
2.Durum: F(x)E;; # O olsun. G(x) # O oldugundan i maksimal olmak iizere

E;;G(x)Ej; # O olacak sekilde j = i = 1 mevcuttur.

0 = Ey (FCOGCO)E; = EqF(x) ) (EieGOOE)

ksi

- Z(Eiimx)Ekk)(EkkG(x)Ejj)

ksi

= (E;;F (x)Ey;) (E;;G(x)E;))

BE)YIGCC (EUF(X)EU)(EUG(X)E”) =O0olur. S sag MCCOy Oldugundan (EuF(X)Eu) =
O olacak sekilde 0 # r € S vardir. Béylece F(x)C = O olacak sekilde bir O # C € R,
vardir. Zhao and Liu (2009).

Asagidaki O6nerme bir halkanin McCoy olma o6zelliginin, bu halkanin asikar

genislemesine tasindigini gostermektedir.

Onerme 3.2.2. R bir sag McCoy halka ise, bu durumda T(R,R) bir sag McCoy
halkadir.

Ispat. R sag McCoy halka olsun. fo(x) = ag + a;x + -+ a,x", fi(x) = by + byx +
o bpx™, go(x) = coF o x o+ epx™, g1(x) =do +dix 4+ -+ dpypx™ € R[x] \
{0} olmak iizere

_ . n _— Qg bO) (al bl) . (aTL bn) n
F(x) =Ay +Ajx + -+ Ax _<O a {9 a, X+t anx

_ m _ (o do) (c1 dl) (cm dm) m
G(x) =By+ Bix+ -+ Bpx _(O co +1o c x+-+( c, X
olsun. F(x),G(x) € T(R,R)[x] \ {0} i¢in F(x)G(x) = O olsun. Bu durumda F(x)C =
O olacak sekilde O # C € T(R,R) var oldugu gosterilmelidir. F(x) ve G(x)

polinomlarmi F(x) = (fo(()x) ;1 82) 0, G(x)= (goéx) 31 g%) # 0 seklinde
0 0

gosterebiliriz. Boylece



_ _(fo(x) i)\ (Go(x) 91(x)
0=r6) = ("5 ) (707 Gaco)

_ (fo(x)go(x) fo(x)g:(x) + fl(x)go(x))
0 fo(x)go(x)

olmasindan
fo(x)go(x) =0
fo(x)g:1(x) + f1(x)go(x) = 0 (3.1)
esitlikleri elde edilir.
1.Durum: f,(x) # 0 olsun

(i) go(x) # 0 ise bu durumda f;(x)go(x) = 0 ve R sag McCoy oldugundan f,(x)r = 0
olacak sekilde 0 # r € R vardir. Boylece

0 D= (4 18 -0 4= 9

0 r

oldugundan F (x)C = O olacak sekilde O # C = ( 0 0

) € T(R, R) vardr.

(if) go(x) = 0 olsun. (3.1) esitliginden f,(x)g;(x) = 0 olur. Bu durumda kesinlikle
g1(x) # 0 olmalidir. R sag McCoy oldugundan f,(x)r = 0 olacak sekilde 0 #r € R

0

vardir. F(x)C = O olacak sekilde O # C = ( 0

6) secilebilir.

2.Durum: f,(x) = 0 olsun. Bu durumda f; (x) # 0 dir. (3.1) den f;(x)go(x) = 0 olur.
R sag McCoy oldugundan f; (x)s = 0 olacak sekilde 0 # s € R vardir.

@0 D=6 M6 D=6 TG o

s 0
0 s

olarak T(R, R) sag McCoy olur. Zhao and Liu (2009).

olur. F(x)C =0 olacak sekilde bir 0% C = (7 )€T(RR) segilebilir. Sonug



Terslenebilir halkalarin McCoy oldugunu &nceden gordiik. Fakat genelde bu ifadenin
tersi dogru degildir. Yani McCoy olup terslenebilir olmayan halkalar vardir. Simdi bu

durum i¢in bir 6rnek verelim.

Ornek 3.2.3. S inmis bir halka olsun. Bu durumda S bir McCoy halkadir. Boylece

a b c¢
R=3{(0 a d]lab,c,d€S
0 0 a

) 01 0y, /0 0 O
halkast Onerme 3.2.1 den sag McCoy’dur.Fakat |0 0 O0[,[0 O 1 |€Rigin
0 0 O

0 1 0/0 0 O 0
0 0 0fJ{0O O 1|={O
0 0 0/\0 O O 0 0 O

0 0 0/0 1 O
(0 0 1) <O 0 0) =0
0 0 0/\0 O O

oldugundan R terslenebilir degildir.

oo
o r
N——
H
=)

olur ancak

Armendariz halkalarin McCoy oldugunu daha oOnceden gordiik. Fakat genelde bu
ifadenin tersi dogru degildir. Ayrica Armendariz olmayan yar1 degismeli halkalarda

mevcuttur.

Ornek 3.2.4. S bir sag McCoy halka olmak iizere

A1 A13 A4
a dpz dzy
0 a az,
0 0 a

a
0
R4 = 0 |a, a;;j €S
0
halkasini gdz oniine alalim. Onerme 3.2.1 den R, sag McCoy fakat Armendariz

degildir. Ayrica Ornek 3.2.3 den sag McCoy halkalarin yar1 degismeli olmak zorunda

olmadigini da gorebiliriz.



Onerme 3.2.1 e dayanarak, R sag McCoy oldugunda n > 2 i¢in her n x n tipindeki
T,.(R) st tiggensel matris halkasinin ve n X n tipindeki M,,(R) ful matris halkasinin

sag McCoy oldugundan siiphelenilebilir. Fakat asagidaki 6rnek bu ihtimali ortadan
kaldirir.

Ornek 3.2.5. R bir halka ve S = T,,(R) (yada S = M,,(R)) olsun.

1 0 cee O 0 s 0 0 cee 1
fO) =Un=En) +Ex=[0. 1 )= 94+ (0 . Ox
oo )\ )\
1 0 0 0 0 1
= R B N ) P

0 -« 0 0 - 1
gx) =E, —Eqpx = ( ) — ( )x € S[x] i¢in f(x)g(x) =0 dir.
0 - 1 0 -« 0

Fakat f (x)(al-j) = 0 olacak sekilde bir 0 # (aij) € S yoktur. Bundan dolay1 S sag
McCoy degildir.

R bir sag McCoy halka olsun. Bu durumda Onerme 3.2.2 den dolayr T = T(R,R)
agikar geniglemesi sag McCoy halkadir. Ayrica T nin asal radikali P(T) =

{(8 6) Ir € R} sag McCoy halkadir. Gergekten; f(x),g(x) € P(T)[x] \ {0} igin

f(x)g(x) = 0 olsun. Bu durumda

Flx) = (8 o)+ (8 %)x - (8 ™) igin £(x) (8 *) = 0 olacak sekilde

0 a

0=y o

) € P(T) mevcut oldugu i¢in P(T) sag McCoy olur.

a b

Ty =a+PMiaeN}={(§ 7)+PMlabe R}

:{(g 2)+(8 g)+P(T)|a,beR}={(g 2)+P(T)|aER}

olup T/ P(T) = R sag McCoy halkadir.



R / P(R) ve P(R) sag McCoy oldugunda R nin sag McCoy oldugundan siiphelenilebilir.

Ancak asagidaki 6rnek bu ihtimali ortadan kaldirir.

Ornek 3.2.6. Z tamsayilar halkasi ve R = {(g g) la,b,c €Z,a—b=c= O(modZ)}
olsun. P(R) Armendariz oldugundan McCoy halkadir. Diger taraftan R / P(R) inmis

oldugundan Armendariz, Armendariz oldugu i¢in de McCoy halkadir. Simdi R nin sag

McCoy halka olmadigin1 gdsterelim. Bunun igin;

Flx) = (g g) + (8 (2))x g(x) = (8 _22) + (8 (Z))x € R[x]\ {0} icin
fG)gx) =0olur. (; ;) €Rigin fx)(; ,)=0o0lsaa=b=c=0 olurdu. O

halde R sag McCoy degildir.

I birimsiz sag McCoy halka olmak iizere R nin sifirdan farkli herhangi bir I temel ideali
i¢in R / 7 Ve I sag McCoy halka iken R nin de sa§ McCoy halka oldugu distniilebilir.

Ancak asagida bu durum igin tersine bir 6rnek mevcuttur.

. o _(F F
Ornek 3.2.7. F bir cisim ve R = (O F)
McCoy halka degildir. Fakat R/ ; Ve I Armendariz oldugu i¢in bu halkalar McCoy

olsun. Ornek 3.2.5 ten dolayr R bir sag

halkalardir.

A bir halka, B de A nimn bir alt halkasi olmak iizere A nin sayilabilir kopyalarinin bir
kiimesi {A;};2, olsun. Tiim A; halkalarinin direkt ¢arpimi D olsun. R = R(A,B) de D
nin @;2,4; ideali ve {(b, b, ...)b € B} alt halkasi tarafindan iiretilen alt halkasi olsun.

Onerme 3.2.8. A bir sag McCoy halka ise, bu durumda R = R(4, B) de bir sag McCoy
halkadir.

Ispat. fg = 0 olacak sekilde f,g € R[x]\ {0} ve f=(fifo ) 9= (91,92 )
olsun. f(x) € R[x] \ {0} oldugu i¢in en az bir f; # 0 ve g(x) € R[x] \ {0} oldugu i¢in



en az bir g; # 0 olur. Herhangi bir a = (a;,a,,as3,..) ER i¢in a nin destegi

supp(a) = {i|a; # 0} seklinde tanimlansin.

1.Durum: Bir k & supp(f) mevcut olsun. Bu durumda f;, = 0 dir. Boylece

(i far s fior (0,0, ..., @, ...) = 0

olacak sekilde 0 # (0,0,...,a,...) € A mevcut oldugu i¢in R bir sag McCoy halka

olur.

2.Durum: f nin tim bilesenleri sifirdan farkli olsun. Bu durumda bir k € supp(f) N
supp(g) vardir. fi, g, = 0 dan ve A sag McCoy oldugundan f,c = 0 olacak sekilde bir
0 # ¢ € A vardir. Simdi

(fl,fz, ...,fk, )(0,0, e, C, ) = (0,0 ...,0, )

oldugundan R = R(A4, B) bir sag McCoy halka olur. Zhao and Liu (2009).

Bir R halkasi igin, [[;—; R sayilabilen direkt ¢arpimin alt halkasi olan

S ={(ap)n=1 EIIi2;R lay = agy1 = - = b olacak sekilde bir b € Rve k €

N vardir.} kiimesini géz 6niine alalim.

Sonu¢ 3.2.9. S halkasinin sag McCoy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R halkasinin
sag McCoy olmasidir.

Ispat. <) R bir sag McCoy halka olsun. Bu durumda Onerme 3.2.8. den S = R(R, B)
halkasida sag McCoy olur.

=)S bir sag McCoy halka olsun. R nin bir sag McCoy halka oldugu gosterilmelidir.
fg =0 olacak sekilde f =X7_jaxx',g =X7_,bix/ € R[x]/{0}olsun. Her i,; icin
a; = (a)y=1, Bj = (bj);ozo olsun. Bu durumda a;,B; €S olur. Béylece F(x) =

oaix', G(x) = X7_bjx/ olmak  iizere 0 # F(x) = (ag, g, ) + (ag,ay, .. )x +

o+ (ap, ap, . )xP, 0 %= G(x) = (b, by, ... ) + (b, by, . )x + -+ (by, by, ... )x7 €

S[x]olur. f(x)g(x) = 0 oldugundan agby =0, a;by + agh; =0, ... ,a,b; = 0 olur.



Bu durumda F(x),G(x) € S[x]\{0} i¢inde F(x)G(x) =0 olur. S sag McCoy
oldugundan F(x)r =0 olacak sekilde bir r = (1,)p=; € S/{0} vardir. r#0

oldugundan 7, # 0 ve (X5_, a;x")r, = 0 olacak sekilde k € {1,2,...} mevcuttur.

F(x)r = 0 oldugundan

[(ao, ag, ...) + (a,aq, .. )x + -+ (ap,ap ...)xp](rl,rz, 1) =0

olur. Yani a;r; = 0 dir. air, = 0 olup boylece f(x)r, = 0 olacak sekilde bir 0 # 7y,
var oldugundan R sag McCoy’ dur. Zhao and Liu (2009).

Onerme 3.2.10. Sag McCoy halkalarin simifi direkt toplam ve direkt garpimlar altinda
kapalidir.

Ispat. Onerme 3.2.8. deki benzer ispat metodu kullanilir. Zhao and Liu (2009).

R halkasinin Armendariz olmasi igin gerek ve yeter kosul R[x] halkasmnin Armendariz
olmasidir. Fakat R terslenebilir oldugu halde R[x] terslenebilir olmayan halkalar

mevcuttur. Simdi sag McCoy halkalar i¢in asagidaki sonucu verelim.

Teorem 3.2.11. R halkasinin sag McCoy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R[x]

halkasinin sag McCoy olmasidir.

Ispat. =) R sag McCoy olsun. f(T) = fo + fiT + -+ £, T g(T) = go + g:.T + - +
9mT™ € R[x][T]\{0} olmak iizere f(T)g(T) =0 olsun. k = max{deg(f)|f; €
R[x]} + 1 diyelim. Bu durumda f(x*) polinomunun katsayilar kiimesi ile F (T) nin
katsayilar kiimesi esit olur. f(T)g(T) =0 ve x, R nin elemanlarnn ile yer
degistirdiginden f(x*)g(x*) = 0 olur. R sag McCoy oldugundan f(x*)r = 0 olacak
sekilde bir 0 # r € R € R[x] vardir. Boylece f(T)r = 0 olur. Yani R[x] sag McCoy’

dur.

<)R[x] bir sag McCoy halka olsun R nin sag McCoy oldugu gosterilmelidir.

fg(y) = 0 olacak sekilde f(y) = X% a;y', g(¥) = X} bjy’ € R[y]\{0} alalim.



R[x][T]1\ {0} ve f(T)g(T) =0 olur. R[x] sag McCoy oldugundan f(T)r(x) =0

olacak sekilde en az bir 0 # r(x) € R[x] vardir. Buradan
f(My+rx+-+1x%)=0
(ag+a; T+ +a,T™r(x) =0
aor(x) + a;r()T + -+ apr(x)T™ =0

elde edilir. Béylece her i igin a;7(x) = 0 olur. r(x) # 0 oldugundan her i i¢in a;r; = 0
olacak sekilde bir 0 # a; € R vardir. Béylece f(y)r; = 0 olur ki, bu da R nin bir sag

McCoy halka oldugunu gdsterir. R nin sol McCoy olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun

R[x] polinom halkasinin sol McCoy olmasi gerektigide benzer sekilde gosterilir.

Sonu¢ 3.2.12. R bir sag McCoy halka ve {x,} R tzerinde birbirleriyle degismeli
bilinmeyenlerin herhangi bir kiimesi olsun. Bu durumda R[{x,}] halkasida sag McCoy

olur.

Ispat. f, g € R[{x JI[TI\{0} i¢in fg =0olsun. f = fo + fiT + -+ f, 7™, g = go +
91T + -+ g,T™ ve f;,g; € R[{x,}] olsun. Sonlu {x,, ..., x4 } S {x,} icin f,g €
R[{xal, ...,xan}] olur. Teorem 3.2.11 den tiimevarim yontemine gore R[xal, ...,xan]
sag McCoy olur. Yani fr =0 olacak sekilde bir 0 #r € R[xal, ...,xan] vardir.
Boylece R[{x,}] sag McCoy olur. Zhao and Liu (2009).

Teorem 3.2.13. R bir halka ve n bir pozitif tamsay1 olsun. (x™); x™ tarafindan {retilen

ideal olmak tizere, eger R sag McCoy ise bu durumda R[x]/(x™) sag McCoy’ dur.
Ispat. R[x]/(x™) de x = x + (x™) olsun. Bu durumda R[X]/(x”) =R[ul]=R+

Ru+ -+ Ru™ ! vyazlabilir. fg = 0 olacak sekilde f,g € R[y]\ {0} olsun. f =
Yo fy' g =209,y ve fi = Xisg aiu®, gj = Yy blutolsun. Bu durumda

f=Y0(3r jaly)us ve g = Z?;&(b,{yj)ut olur. fg = 0 oldugundan



Z (Z “sy> ibiy’ = =01,..,n—1 )

s+t=k

elde edilir. Eger »?_ aby' =0 olursa, bu durumda r = u™! almabilir. Boylece
0#r€Ru] ve fr=Crl aly)u)u™t = (3 aby)u™?t olur. Eger
P oabyt # 0 ise, bu durumda g # 0 oldugu igin Z;LO bl]yj # 0 olacak sekilde bir

1 €{0,1,2,...,n — 1} meveuttur. I, = {[|Z9_, by’ # 0} olsun. (x);, dan

- 38505 50

S+t= lo

olur. R sag McCoy oldugundan (X, aby‘)c =0 olacak sekilde bir 0 c €R

mevcuttur. r = cu™ ! alirsak 0 # r € R[u] olur ve

fr= <1§ (Zp: aéyi> u5> cu™ 1l = (i a(i,yi) cu™1=0

s=0 i=0 i=0

olur. Boylece R[u] sag McCoy olur. Zhao and Liu (2009).

F bir cisim ve R = F{x,y}, F tizerinde iki bilinmeyenli bir serbest cebir olsun. Bu
durumda x ve y i¢in y™x = ab™! (xy~! = b71a) olacak sekilde a,b € R mevcut
degildir. Bu yiizden R tamlik bolgesi klasik sag(sol) kesir halkasina sahip olamaz.

Boylece asagida ifade edilen teoremdeki hipotezler gereklidir.

Teorem 3.2.14. R bir sag Ore halka ve @, R halkasinin klasik sag kesir halkas1 olsun. R
halkasinin sag McCoy olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul Q halkasinin sag McCoy

olmasidir.

Ispat. =) R sag McCoy halka olsun. F(x)G(x) = 0 olacak sekilde F(x) = X", a;x’,
G(x) =X ﬁjxj € Q[x] \ {0} olsun. Her i,j i¢in a;b; ER ve u,v €R regiiler

elemanlar i¢in a; = a;u™" ve B; = byv~! alabiliriz. u™'b; = c;w ™" olacak sekilde her



j icin ¢; € R ve u,v € R regiiler elemanlar1 meveuttur. f(x) = Y%, a;xt ve g(x) =

Y7o ¢ix’ alahm. Bu durumda £ (x), g(x) € R[x] \ {0} olup,

m+n m
0=F(x)G(x) = z Z af; |x* = Z 2 a;(utb;)) vt |x*
i+j=k=0 \'it] k=0 \i+j=k
m+n m
= Z Z a;cw vt |xk = Z z aicj |x*w™vt = f(x) g (x)(vw) 7t
k=0 \itj=k k=0 \i+j=k

elde edilir. Boylece R[x] iginde f(x)g(x) =0 olur. R sag McCoy oldugundan
f(x)r =0 olacak sekilde bir 0 # r € R vardir. u™'r' =rt~! ve r # 0 oldugu igin

r’ # 0 olacak sekilde ' € R ve regiiler t € R mevcuttur. Béylece

m m m
F()r' = (Z al-xi> r' = z aur'xt = Z art xt = f)rt™1 =0

i=0 i=0 i=0
olur. Bu da Q halkasinin sag McCoy oldugunu gosterir.

&) Q sag McCoy ve f(x)g(x) =0 olacak sekilde f(x)=Y",a;x!, g(x) =

7-objx’ € R[x]\ {0} olsun. Bu durumda Q sag McCoy oldugundan f(x)ru~' =0
olacak sekilde bir 0 # ru~! € Q mevcuttur. Bdylece 0 # r € R icin f(x)r = 0 olur.
Yani R sag McCoy halkadir. Zhao and Liu (2009).

Teorem 3.2.15. Q(R) klasik kesir halkasi ile birlikte R sag ve sol Ore halka olsun. Bu
durumda R halkasinin sag McCoy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Q(R) halkasinin sag
McCoy olmasidir.

Ispat. =)R bir sag McCoy halka olsun. u, v € R regiiler elemanlari ve a;, b; € R olmak
iizere a; = au™, B = byt ve F(x) =X aix',G(x) = Yo Bx) € Q(R)[x] \
{0} igin F(x)G(x) = 0 olsun. Her i ve j i¢in aq;u™" = u'"'a; ve bjv~" = v'~'b; olacak

sekilde regiiler u’, v' € R ve a;, b]f € R mevcuttur.



0= F)G() = Sl axt B B/ =(Elp agu™x) (S by~ a) =

[0y u,_lai’xi)(z:?:O V'_lbj'xj) =@ Xl ax)(w' =0 bj,xj)
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olur. Dahasi her bir i i¢in a;'v'™! = v"""1a;" olacak sekilde regiiler v"' € R, a;"" € R

mevcuttur.
m n m n
0=F(x)G(x) = u’_lv”_l(z ai"xi)(z b"'x)) = (v"u’)_l(z al-”xi)(z b;'x’)
i=0 Jj=0 i=0 =0

olur. Bu durumda f(x) =X,a; x' ve g(x)=X7obix’ € R[x]\{0} icin
f(x)g(x) = 0 olur. R sag McCoy oldugu igin f(x)c = 0 olacak sekilde bir 0 # c € R
mevcuttur.

Boylece 0 = u' 1w 1f(x)c = w' ' (X0 a/x) (' " c) = ¥y a;u~xi(v' " 'c) =

F(x)(v'"tc) ve 0 # v~1c € Q(R) olur. Yani Q(R) sag McCoy olur.

<) Q(R) halkas1 sag McCoy halka olsun. f(x)g(x) = 0 olacak sekilde f(x) =
Yoaix' ve g(x) = ¥ bix/ € R[x] \ {0} olsun. Q(R) sag McCoy halka oldugu i¢in
f(x)(cu™!) = 0 olacak sekilde bir 0 # cu™! € Q(R) mevcuttur. Bdylece 0 # ¢ € R
icin f(x)c = 0 olur. Yani R sag McCoy olur. Zhao and Liu (2009).

Onerme 3.2.16. A, central regiiler elemanlardan olusan R halkasmin garpimsal kapali
alt kiimesi olsun. Bu durumda R halkasinin sag§ McCoy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

A™1R halkasmnin sag McCoy olmasidir.

Ispat. Teorem 3.2.15 teki ispata benzer sekilde yapilabilir. Zhao and Liu (2009)

Sonuc 3.2.17. R[x] halkasinin sag McCoy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R[x;x1]

halkasinin sag McCoy olmasidir.

Ispat. Onerme 3.2.16 da A= {1,x,x2,...} alinirsa, bu durumda A, R[x] in ¢arpimsal
kapal bir alt kiimesi ve R[x;x™1] = A"1R[x] olur. Bu ise ispat: tamamlar. Zhao and
Liu (2009)



4. GENELLESTIRILMIS MCCOY HALKALAR

Bu boliimde, bir halkanin Armendariz’lik 6zelliginin skew polinomlar halkasina

genellestirilmesi géz Oniine alinarak; McCoy halkalarin bir genellestirmesi olan o -
skew McCoy halkalar tanimlanacak, bu yeni halka siifinin bazi1 karakterizasyonlar1 ve
bu halka smiflarinin diger halka siniflar1 ile 6zelliklede genellestirilmis Armendariz
halkalarla olan iligkileri ¢aligilacaktir. Calismamiz boyunca R birimli bir halkay1 ve aksi
belirtilmedik¢ce o da R halkasinin sifirdan ve birimden farkli bir endomorfizmasini
gosterecektir. Bu boliim i¢in temel referansimiz Baser vd. (2009) olacaktir. Bu boliimde

verecegimiz tiim sonuglar, ispatlar ve 6rnekler adi gecen ¢alismada mevcuttur.

Tamm 4.1. ¢, bir R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. p(x) = Y%, a;x*, q(x) =
=0 bjxj € R[x; o] \ {0} i¢in p(x)q(x) = 0 oldugunda p(x)c = 0 olacak sekilde bir
0 #c € R varsa, bu durumda R halkast o ya gore skew McCoy halka, olarak

adlandirilir.(Kisaca 0 — skew McCoy halka)

Agik olarak; idg, R nin birim endomorfizmi olmak tizere R nin idgy — skew McCoy

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin McCoy olmasidir.
Onerme 4.2. g, bir R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda;

(1) Eger R halkasi o —skew Armendariz ise, bu durumda R halkasi o — skew
McCoy’dur.

(2) R ile S iki halka ve a:R — S bir halka izomorfizmasi olsun. Bu durumda R
halkasinin o — skew McCoy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S halkasinin

aca~! — skew McCoy olmasidir.

Ispat. (1) p(x) =X2,aix’, q(x) = X}_objx/ € R[x;0]\ {0} polinomlar1 igin
p(x)q(x) = 0 olsun. Bu durumda R halkasi ¢ — skew Armendariz oldugundan her
0<i<mve0<j<nicn aiai(bj) = 0 olur. g(x) # 0 oldugundan her 0 < i <m
igin aiai(bjo) = 0 olacak sekilde en az bir 0 # b;, mevcuttur. Béylece p(x)b;, = 0
olup R bir o — skew McCoy halka olur.



(2) R ile S iki halka ve a:R — S bir halka izomorfizmasi olmak {izere a € R igin
a' =a(a) olsun. p(x) =Xl ax", q(x) =Xjobjx/ € R[x; 0]\ {0} & p'(x) =

moaixt, q'(x) = Z};Ob’jxf € S[x; aca™] \ {0} R[x; o] icinde p(x)q(x) =0
Her0 < k <m+n i¢in ¥4 - a;0'(bj) =0 © Her 0 < k < m + nigin

Zi+j=k a(aiai(bj)) =0 Her 0 <k<m+nigin Zi+j=k a(ai)(aaa_l)ia(bj) =0
( Herhangi bir t pozitif tamsay1 i¢in (aca™1)t = acta™1 dir.)

& Her 0<k<m+n icin Yijpdi(aca™)(bj)=00=p'(x)q'(x) €
S[x; aca™t] \ {0} olur. Benzer sekilde bir 0 # ¢ € R i¢in p(x)c =0 < Her i icin
a(a;)(aco™)ta(c) =0 0 # ¢’ = a(c) olacak sekilde her i icin
a';(aca)i(c") =0 e 0 # ¢’ € Siginp'(x)c’ = 0 olur. Bu ise ispat1 tamamlar. Baser
vd. (2009).

Sonug 4.3.
(1) Bir o endomorfizmi ile birlikte her tamlik bdlgesi bir ¢ — skew McCoy halkadir.

(2) Her Armendariz halka bir McCoy halkadir.

Asagidaki Ornekten gormekteyiz ki o otomorfizm olmak iizere o — skew McCoy

olmadig1 halde McCoy olan halkalar vardir.

Ornek 4.4. Z, kalan simiflarin halkast olsun. R = Z,®Z, ve 6:R - R a((a b)) =
(b, @) olarak tanimlansin. Bu durumda o, R halkasinin bir otomorfizmidir. R degismeli
oldugundan R McCoy halkadir. Ancak p(x) = (1,0) + (1,0)x ve q(x) = (0,1) +
(1,0)x € R[x; o] igin p(x)q(x) =0 olur. Fakat 0 #c € R i¢in p(x)c # 0 olur.
Boylece R o — skew McCoy halka degildir.

Teorem 4.5. Bir R halkasinin bir endomorfizmasi ¢ olsun. Eger R[x; a] halkasi sag

McCoy ise, bu durumda R halkasi ¢ — skew McCoy’dur.



Ispat. R[x; o] halkas1 sag McCoy olsun. p(x) = ag + a;x + - + ay,x™, q(x) = by +
bix + -+ byx™ € R[x; 0] \ {0} i¢in p(x)q(x) = 0 olsun. Bu durumda f(y) = a, +
(a1 0)y + -+ (@mx™)y™, g(y) = by + (byx)y + - + (bpx™)y™ € (R[x; oD [¥] \

{0} olur. Bu durumda kolayca goriilebilir ki f(y)g(y) = 0 olur. R[x; o] halkas1 sag
McCoy oldugundan f(y)c =0 olacak sekilde bir 0 # ¢ =cy+ cyx + -+ ¢ x* €
R[x; o] mevcuttur. f(y)c =0 oldugundan a;x‘c =0 olur. Boylece her c, icin
a;a'(c;) = 0 olur. ¢ # 0 oldugundan bir 0 # c,, meveuttur ve a;o'(c,,) =0 olur.

Boylece p(x)c;, = 0 olur. Sonug olarak R, ¢ — skew McCoy’dur. Bager vd. (2009).

Sonug¢ 4.6. Bir R halkasmin bir endomorfizmasi ¢ olsun. Eger R[x; o] terslenebilir ise,

bu durumda R; o — skew McCoy’ dur.

Ispat. R[x;o] terslenebilir olsun. Bu durumda R[x;o] McCoy olur. Yukaridaki
teoremden R; o — skew McCoy’ dur. Baser vd. (2009).

Asagidaki ornekten; o — Armendariz olmayan fakat o otomorfizmasi ile birlikte
degismeli ve o — terslenebilir halkalarin mevcut oldugunu goriiyoruz. Ancak bu R
halkas1 ¢ — skew McCoy’dur.

a b

Ornek 4.7. Z, kalan simiflarun halkas1 ve R = {( 0 a

) la,b € 24} olsun. 0:R - R

endomorfizmasi1 ve o (a b) = (a _b> seklinde tanimlansin. Bu durumda o, R
0 a 0 a

nin bir otomorfizmasidir. Ayrica R degismeli ve o — terslenebilirdir. Fakat o — skew

Armendariz degildir. Gergekten,;
(2 0 2 1 R 2 2 1 2 0\ _
p(x) = (0 2) + (O Z)x € R[x; 0] i¢in (p(x))* =0 fakat (O 2)0((0 2)) =

(3 ;)((2) g)=(3 i)i(g g)=00lur.



Terslenebilir bir R halkasi igin; R nin sol ¢ — terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter

kosulun R nin sag o — terslenebilir olmas1 gerektigini biliyoruz.
Lemma 4.8. Bir R halkasinin bir endomorfizmasi o olsun. Bu durumda;

(1) R terslenebilir ve sag o — terslenebilir halka olsun. Eger o bir monomorfizma ve
m > 0 ise, bu durumda a,b,c € R igin ac™(bc) = 0 olmas1 i¢in gerek ve yeter

kosul cac™(b) = 0 olmasidir.

(2) R bir yan degismeli halka ve p(x) =X a;x" ve q(x) =X7  bix/ €
Rlx;a]\ {0} i¢in p(x)q(x) =0 olsun. Bu durumda her 0<i<m igin
a;a'(b5*) = 0 (Yani her h > i + 1 igin a;o'(b}) = 0) olur.

Ispat. (1) o, terslenebilir ve sag o — terslenebilir R halkasinin bir endomorfizmasi
olsun. Eger m = 0 ise, bu durumda, R terslenebilir oldugundan abc = 0 olmasi igin
gerek ve yeter kosul cab =0 olmasidir.r m>1 olsun. m iizerine tiimevarim
uygulanarak her bir k < m igin ac®(bc) = 0 & cac®(b) = 0 oldugunu kabul edelim.
Bu durumda, tiimevarim hipotezinden ac**1(bc) =0 < acd*(a(b)o(c)) =0
a(c)ac®*1(b) = 0 olur. Bdylece, kabuliimiizden ac**'(b)o(c) = 0 & cac**1(b) =

0 olur. Yani ac®**(bc) = 0 & cac**1(b) = 0 olur.

(2) p(x)q(x) = 0 olmasindan

esitligi elde edilir. i = 0 oldugunda (4.1) dan ayby = 0 olur. Tiimevarim uygulayarak

Jj <k igin ajaj (bé“) = 0 oldugunu kabul edelim. R yart degismeli oldugu i¢in

a;a (b)) = 0 = a;a/ (by)o’ (b{*') = 0 = ajo’ (by_;)a’(bf) =0 olur. Boylece

Jj < ki¢in ajaj (b(’)‘) = 0 olur. (4.1) sagdan aj(b(')‘) ile ¢arpildiginda i = k olmak {izere
i

0= ayo(bioy)o* (58) = auo(5§+)

Jj=0

elde edilir. R yar1 degismeli oldugundan ikinci durum agiktir. Baser vd. (2009).



Sag McCoy oldugu halde yar1 degismeli olan halkalar vardir. Bir f(x) polinomunun
derecesi deg(f (x)) seklinde gosterilir.

Teorem 4.9. R terslenebilir bir halka, o; R nin bir monomorfizmasi ve R sag o —

terslenebilir olsun. Bu durumda

(1) R; o — skew McCoy’dur.
(2) p(x), q(x) € R[x; 0]\ {0} i¢in p(x)q(x) =0 ise, bu durumda cq(x) =0

olacak sekilde bir 0 # ¢ € R mevcuttur.

ispat. R terslenebilir bir halka, o; R nin bir monomorfizmasi ve R sag o — terslenebilir
olsun. Bu durumda p(x) =X2,a:x', q(x) =X objx/ € R[x;0]\ {0} igin

p(x)q(x) = 0 olsun. ay, by, Ay, by, € R \ {0} olduklar1 kabul edebiliriz.
(1) Tiim negatif olmayan s; tamsayilar1 ve t; pozitif tamsayilari i¢in
ab = 0 © 51 (a")o%2(b%2) = 0 © o53(b"3)ot+(bt) = 0 4.2)

oldugunu iddia ediyoruz. R terslenebilir ve ¢ — terslenebilir oldugundan ab = 0 olmasi
ac(b) = 0 ve bo(a) = 0 olmasi gerektirir. Béylece ag(b) = 0 ve ba(a) = 0 olmasi
sirayla o(b)o(a) = 0 ve g(a)a(b) = 0 esitliklerini verir. Boylece negatif olmayan
tim s; tamsayilar1 i¢in 65t (a)o2(b) = 0 ve ¢3(b)c5+(a) = 0 olur. R terslenebilir
oldugundan yar1 degismelidir ve boylece tim ¢; pozitif tamsayilar1 ig¢in
51 (a')o52(b'2) = 0 ve 653 (b'3)a5+(bt) = 0 olur. o nin birebirliginden bu ifadelerin
tersleride elde edilir. Eger q(x) = b, ise, bu durumda R; o —skew McCoy olur.
Boylece deg(g(x)) > 1 oldugu kabul edebiliriz. q(x) in derecesi lizerine tiimevarim
uygulayalim. Her i igin a;q(x) = 0 olsun. Bu durumda a;b; = 0 olur. (4.1) esitliginden
her j i¢in p(x)b; = 0 olur. Béylece q(x) # 0 oldugundan en az bir b; # 0 olur. Yani
bir 0 # b; € R mevcuttur. Simdi en az bir i igin a;q(x) # 0 olsun. Bu durumda
a;.q(x) # 0 esitligini saglayan en biiylik tamsay1 i, olarak alinirsa (4.1) esitliginden
a;,b; = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bjaj (aio) = 0 olmasmi gerektirdiginden
q(x)a;, #0 olur. (4.1) den p(x)(q(x)aio) =0 olur. t=iy+1,..,m i¢in
(a:x9)q(x) = 0 oldugu icin p(x)(q(x)aio) = 0 ifadesinden p(x)c = 0 olacak sekilde

bir 0 # ¢ € R vardir. Béylece R; ¢ — skew McCoy olur.



(2) p(x) € R[x;a] \ {0} olsun. p(x) in katsay1lar1 tarafindan iiretilen sol ideal C, olsun.
n = 0 oldugunda a, # 0 i¢in agq(x) = agby = 0 olur. Simdi n > 1 olsun. g(x) in
derecesi tiizerine tlimevarim uygulayarak s < n i¢in h(x),k(x) € R[x; o] \ {0} i¢in
h(x)k(x) = 0 ve deg(k(x)) = s ise ck(x) = 0 olacak sekilde bir ¢ € C, \ {0} vardir.
Lemma 4.1.8 (2) yardimiyla

m m
p(x)b§tt = Z a;o'(b§t)xt =0 = z a;o'(b})x' = p(x)b}
i=0 iz

olacak sekilde bir [ = 0 vardir. Simdi Lemma 4.1.8 den aiai(béﬂ) = 0 olmasi her
0 <i < m igin bia;o(by) = 0 oldugunu gosterir ve 0 < iy < m igin aioaio(bé) # 0
olmasida béaio # 0 oldugunu gosterir. Boylece bip(x) # 0 ve bip(x)b, = 0 olur. Bu
durumda A(x) = bp(x) olmak iizere h(x)by = 0 olur. $imdi k(x) = T2 olsun.

p(x)q(x) = 0 oldugundan h(x) # 0, k(x) # 0 i¢in h(x)k(x) = 0 elde edilir. Simdi
k(x) in derecesi n den kiigiik oldugundan ve timevarim hipotezinden dolay1 ck(x) = 0
olacak sekilde bir ¢ € C;, \ {0} vardir. Boylece h(x)by, = 0 olmasindan Lemma 4.1.8
den Cpby =0 elde edilir. Yani chy =0 olup cq(x) =0 olur. Ancak C, € C,
oldugundan cq(x) = 0 olacak sekilde bir ¢ € C,, vardir. Baser vd. (2009).

Sonug 4.10.

(1) Eger R halkas: terslenebilir ise, bu durumda R halkasi bir McCoy halkadir.

(2) 0 monomorfizmasi ile birlikte degismeli o — terslenebilir halkalar o — skew
McCoy’dur.

(3) ¢ monomorfizmasi ile birlikte inmis o — terslenebilir halkalar o — skew

McCoy’dur.

Ornek 4.11. Z, kalan smiflarin halkas1 olsun. Z; iizerindeki R = Mat,(Z3) matris

) a b\\_(a —b .
halkasimi ve o0:R—->R, o <(c d)> = (—c d ) seklinde  tanimlanan



endomorfizmasini goz oniine alalim. p(x) = ((1) g) + (é é) x,q(x) = (8 _01) +

(8 1)x € R[x; o] i¢in p(x)q(x) =0 olur. Fakat her 0 #c € R i¢in p(x)c #0

oldugu kolayca goriilebilir. Gergekten;

p(x)c = [((1) 8) + ((1) (1)) x|c = (8 8) esitliginden ¢ = (8 8) elde edilir. Yani

R; o — skew McCoy degildir. Ustelik Z; iizerindeki 2 X 2 tipindeki iist {icgensel matris

halkas: {(¢ lc’) |a,b, ¢ € Zs} & — skew McCoy degildir

Ornek 4.12. Z tamsayilar halkasi olsun. R = {(8 Z) la —b =c=0(mod2)a,b,c€

Z} halkasint ve o:R—->R a((g IZ)) = (g _cb) seklinde tanimlanan

endomorfizmay1r géz Oniine alalim. Bu durumda R abelyan ve P(R) = {(8 (C)) lc =

O(modZ)} olmak iizere o(P(R)) = P(R) yan asaldir. Ustelik P(R); o — skew

Armendariz ve R/P(R); & — skew Armendariz’dir. Boylece P(R); o — skew McCoy

ve R/P(R) Onerme 4.1.2 (1) den & — skew McCoy’dur. Ancak R, o — skew McCoy

degildir.  Gergekten p(x) = ((2) (2)) + (8 (2)) x,q(x) = (8 _22) + (8 é)x €

R[x; o] i¢in p(x)q(x) = 0 fakat p(x)c = 0 oldugunda ¢ = 0 olur.

n = 2 ve R halkasi i¢in

a a12 eoe a’l'l’l
Sn(R) = 0 :a _ a?n la,a;j € R
00 - a
olsun. Bu durumda R nin herhangi bir ¢ endomorfizmasi 5((aij)):(a(aij))

seklinde S,,(R) nin & endomorfizmasina genisletilebilir.



Teorem 4.13. Bir R halkasinin bir endomorfizmasi ¢ olsun. Bu durumda R halkasinin
o — skew McCoy olmasi igin gerek ve yeter kosul herhangi bir n > 2 i¢in S, (R)

halkasinin ¢ — skew McCoy olmasidir.

Ispat. Diger durumlarda aym sekilde ispatlanabilecegi icin n = 2 igin ispat yapmak
yeterlidir. R halkast ¢ —skew McCoy olsun. S,(R)[x;a] = S,(R[x;a]) oldugunu

hatirlatalim.

mo@ )
_ ay;; A3\ ;i (P11 P12 L
p(x) = ;( : ai‘f)x =" 1) € s.(®lxal\ (0}

- b(j) b(j) i1 912

_ 11 12 i L=

q(x) = Z( ' bfﬁ) o= (T I e s,®xal\ o)
]=

icin p(x)q(x) = 0 olsun. Bu durumda

P11 P12)(CI11 CI12)

_ P11911 DP11912 t P12911) _
p()a() = ( 0 pn 0 qn ( ) =0

0 P11911

O|UI’ Buradaﬂ R[x, O-] lglnde P11911 = 0 ve P11912 +p12q11 =0 elde edilir. Eger
p11 # 0 ise, bu durumda p;,9 = 0 olacak sekilde bir 0 # q € {q;1, 12} vardir. R
halkas1 ¢ — skew McCoy oldugundan p;;¢ = 0 olacak sekilde bir 0 # ¢ € R mevcuttur.

P11 P12)(O c

Boylece ( 0 ..\ 0) = 0 olur. Eger p;; = 0 ise, bu durumda herhangi bir

.. (0 pi2\(0 ¢\ _ _
0 #c €R igin (O 0 )(0 O> = 0 olur. Sonu¢ olarak S,(R) halkasi, o — skew
McCoy halkadir.

Tersine S,(R) halkas1 0 —skew McCoy halka olsun. p(x) = ag + a;x + -+ + apx™,
q(x) = by + byx + -+ by,x™ € R[x; 0]\ {0} i¢in p(x)q(x) = 0 olsun. Bu durumda

(p(OX) p(Ox)) <q E)x) q(OX)) - <p(X)0q(X) p(x)oq(x)> ¢

‘_ . ] p() 0 \(a by_
olur. Boylece S,(R) bir & — skew McCoy halka oldugundan ( 0 p(x)) (0 a) -

a b) € S,(R) mevcuttur. Bu durumda a # 0 ise p(x)a =

O olacak sekilde bir O # ( 0 a



0 veya b # 0 ise p(x)b = 0 olur. Sonug olarak R bir o — skew McCoy halka olur.
Baser vd. (2009) .

Sonuc¢ 4.14. Bir R halkasinin McCoy olmasi igin gerek ve yeter kosul herhangi bir
n = 2 i¢in S, (R) halkasinin McCoy olmasidir.

Ispat. Teorem 4.1.13 te o = idy alinarsa ispat agiktir. Baser vd. (2009).

Asagidaki 6rnek o — skew McCoy halkalarin ¢ — skew Armendariz olmak zorunda

olmadigini gosterir. Yani Onerme 4.1.2 (1) in tersi dogru olmak zorunda degildir.

Ornek 4.15. Degismeli olupta Armendariz olmayan bir R halkas1 mevcuttur. Béylece
R, idg — skew Armendariz degildir. Fakat idp — skew McCoy halkadir. Ustelik o

rigid endomorfizmasi ile birlikte bir R halkas1 i¢in

a a;; A1z QAua
0 a Az G0y
S, = a,a;; €ER
4 0 0 a A3y )
0o o O a

halkas1 ¢ — skew Armendariz degildir. Fakat S, halkas1 skew McCoy’ dur.

n = 2 olmak {izere bir R halkasi i¢in

a; a, .. Ay
0 a A,

R =< & " "ay, ap, ..., a, €R
0 0 a

olsun. Teorem 4.13 teki benzer ispat metodu kullanilarak asagidaki 6nerme elde edilir.

Onerme 4.16. Bir R halkasmin bir endomorfizmasi ¢ olsun. Bu durumda R halkasinin
o — skew McCoy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul herhangi bir n > 2 i¢in V},(R)

halkasinin & — skew McCoy olmasidir.



x™ tarafindan tretilen R[x] in ideali (x™) olmak iizere V,,(R) = Rlx] / (x™) dir. Boylece

asagidaki sonucu ifade edebiliriz.

Sonug¢ 4.17. n = 2 ve bir R halkasinin bir endomorfizmasi1 ¢ olsun. Bu durumda R

halkasinin ¢ — skew McCoy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R[x]/(xn) bolim

halkasinin ¢ — skew McCoy olmasidir.

Sonug 4.18. Bir R halkasinin McCoy olmasi igin gerek ve yeter kosul Rlx] / (x™) bolim

halkasinin McCoy olmasidir.

Bir R halkasinin bir endomorfizmasi o olmak tizere &: R[x] - R[x] , E(Zﬁo aixi) =
ymo,o(a)xt seklinde tammlanan doniisimde R[x] polinomlar halkasinda bir

endomorfizmdir. Bu doniisiim o ya genisleyebilir.

Teorem 4.19. Bir R halkasinin bir endomorfizmasi o ve bir t pozitif tamsayist igin
o' = idg olsun. Bu durumda R halkasinin o — skew McCoy olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul R[x] halkasinin & — skew McCoy olmasidir.

Ispat. R halkasi o — skew McCoy olsun.
pP(¥) = fo(x) + -+ fin()y™ € (R[xDy; 5] \ {0}
q(y) = go(x¥) + -+ go(x)y™ € (R[xDly; o1\ {0}

icin p(y)q(y) =0 olsun. a;,...,a,, bj, ...,b,,j € R olmak tiizere 0 <i<m ve
0<j<nigin fi(x) = a;, + -+ ayx", g;(x) = bj, + -+ b, x"7 olsun. k pozitif

bir tamsayis1 k = }1%, deg(f;) + Xj-o deg(g;) seklinde tanimlansin.

P = fo(x®) + fi(x)x*H 4 oo 4 £, (xDx D™ € R[x; 0] \ {0}



Q = golx) + g1 (GOXHH 4 oo+ g (x)x PO € R[x; 0] \ {0)

olsun. Bu durumda p(y) # 0 ve q(y) # 0 oldugundan P # 0 ve Q # 0 olur. f; nin
katsayilarinin kiimesi P nin katsayilarinin kiimesine esit oldugundan ve hipotezden
o' = idy olmasindan x¢, R[x; o] igindeki R nin tiim elemanlari ile yer degistirebilecegi
icin p(y)q(y) = 0 olur. Buradan R[x; o] i¢cinde PQ = 0 olur. Kabulden R o — skew
McCoy oldugundan Pc = 0 olacak sekilde bir 0 # ¢ € R mevcuttur. Boylece i =
0,1,..,m ves=0,1,..,w; i¢in R[x; o] i¢inde f;(x")o'(c) = 0 ve a; .o'(c) = 0 olur.
Yani 0 # c € (R[x])[y; &] i¢in p(y)c = 0 olur. Boylece R[x] halkas1 & — skew
McCoy olur.

Tersine R[x] halkas1 & — skew McCoy olsun. p(x) = ay + a;x + -+ a,x™, q(x) =
by + bix + -+ byx™ € R[x; 0] \ {0} i¢in p(x)q(x) =0 olsun. Simdi f(y) =ay +
ay + - +any™, gly)=by+by+--+b,y€ (R[x][y;a]\ {0} olsun. Boylece
p(x) # 0 ve g(x) # 0 oldugundan f(y) # 0 ve g(y) # 0 olur. Dahast R iizerinde
og=a ve p(x)q(x) =0 oldugu i¢in f(y)g(y) = 0 olur. Boylece R[x] halkas1 & —
skew McCoy oldugundan f(y)c(x) = 0 olacak sekilde bir 0 # c(x) = co + cyx + -+
cx® € R[x] vardir. Yani en az bir ¢; # 0 dir. Boylece 0 < i < m i¢in a;6'(c(x)) =0
olur. Buradan 0 < i <mve 0 < < k i¢in a;6'(c;) = 0 olur. c(x) # 0 oldugu igin bir
0 # ¢, meveuttur. Yani a;c'(c,) = 0 olur. p(x)c, = (ag + a1x + -+ + a,px™)c, = 0
olacak sekilde bir 0 # ¢; € R mevcut oldugu icin R 0 — skew McCoy halkadir. Bager
vd. (2009).
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