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Bu arastirma, dort boliimden olusmaktadir. ilk boliim giris kismmna ayrilmistir. kinci
boliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan temel kavramlar, bazi halka siniflar1 ve bir halka
iizerindeki polinom halkalar1 hatirlatilmistir. Ugiincii boliimde, terslenebilir halkalarin
temel Ozellikleri, polinom halkalarinin ve klasik kesir halkalarinin terslenebilirliklerine
yer verilmistir. Dordiincli boliimde ise terslenebilir halkalarin bir genellestirmesi olan

giiclii terslenebilir halkalar ve bu halka smifinin genislemeleri incelenmistir.
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This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section. In the second chapter, some required preparatory notions, ring classes and
polynomial rings on a ring are recalled. In the third chapter, reversible ring, which is a
generalization of reversible rings are characterized, polynomial rings and classical
quotient rings and the basic properties of this ring classes are studied. In the fourth

chapter, on strong reversible rings and their extensions are studied.
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler

a R halkasinin bir endomorfizmasi

a R nin bir @ endomorfizmasinin R nin bir genislemesine
genisletilmisi

D R halkasinin Dorroh geniglemesi

I, n X n tipindeki birim matris

Ig R halkasinin birim endomorfizmasi

M, (R) R {izerindeki n X n tipindeki tiim matrislerin halkasi

R[x] R tizerindeki polinomlar halkasi

R[x;x71] R tizerindeki Laurent polinomlar halkasi

R[x; a] R nin skew polinom halkasi

T(R,M) R halkasinin M modiilii ile agikar genislemesi

(x™) R[x] halkasinin x™ tarafindan iiretilen ideali

R[x] halkasinin (x™) ideali ile elde edilen boliim halkasi




1. GIRIS

Son yillarda, pek ¢ok matematik¢i tarafindan ¢alisilan halka siniflarindan birisi olan
terslenebilir halka siniflar1 ilk defa 1990 yilinda Habeb tarafindan ¢alisilmistir. Daha
sonra, bu halka smiflar1 ile ilgili bir ¢ok ilging sonuglar elde eden Cohn (1999), bu
halkalara terslenebilir (reversible) halka ismini vermistir. Bundan sonra bu halka

smiflari, bu isim ile ¢alisilmigtir. R bir halka olmak tizere a, b € R i¢in;
ab=0=ba=0

oluyorsa, bu durumda R halkasina terslenebilir (reversible) halka denir. Bu halka
smiflar1 halka teoride olduk¢a fazla Oneme sahiptir. Yakin zamanlarda birgok
arastirmact bu halka simiflarinin gesitli genellestirmelerini yaparak teoriye katkida

bulunmuslardir.

Calismamizin detaylarina gegcmeden Once terslenebilir halkalarla ilgili bu giine kadar
yapilan ¢alismalar hakkinda bazi bilgileri hatirlatalim. Eger bir R halkasinin sifirdan
farkls iistel sifir (nilpotent) eleman1 yoksa veya denk olarak a € R i¢in a? = 0 olmasi
a = 0 olmasim gerektiriyorsa, bu durumda R ye inmis (reduced) halka denir. Her tamlik
bolgesinin inmis bir halka oldugu agiktir. Ayrica inmis halkalarin sinifinin terslenebilir
halkalarin smifin1 kapsadigi bilinmektedir. Diger taraftan, her degismeli halkanin
terslenebilir oldugu da agiktir. Inmis halkalarin simifinin diger bir genellestirilmesi
Armendariz halkalardir. Rege and Chhawchharia (1997)’ de Armendariz halka tanimini
su sekilde vermiglerdir. R[x]; R tizerindeki polinomlarin halkasi olmak tizere f(x) =
ap+a;x+ -+ ax™, glx) =by+ byx+ -+ byx™ € R[x] polinomlar1  igin
f()g(x) = 0iken, her 0 <i <nve0 <j<micina;b; = 0 oluyorsa, bu durumda R
halkast Armendariz halka olarak adlandirilmistir. Bu Ozelligi saglayan halkalara
Armendariz halka denilmesinin sebebi; inmis bir halkanin bu 6zelligi sagladigim1 1974
de gosteren kisinin Armendariz olmasidir. Halkalarin Armendarizlik 6zelligi iizerine

birgok makale yazilmistir.

R bir halka ve a;R nin bir endomorfizmasi olmak {izere R halkasindan katsayili
polinomlarin kiimesi, polinomlarda bilinen toplama islemi ve herhangi bir a € R i¢in

xa = a(a)x ile tammlanan yeni ¢arpma islemi ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya



endomorfizma tipinin Ore genislemesi (yada skew polinom halkas1 ) denir ve R[x; ] ile

gosterilir.

Son yillarda bir R halkasinin Armendarizlik 6zelligi skew polinomlarin halkasina
genisletilmistir. Hong vd. (2006) tarafindan asagidaki tanimlar verilmistir. p(x) = a, +
a;x + -+ apx™, q(x) = by + bix + -+ b, x™ € R[x; ] polinomlari icin
p(x)q(x) = 0 iken, her 0 < i <nve 0 <j < micin a;b; = 0 oluyorsa, bu durumda R
halkast @ —skew Armendariz (@ —Armendariz) olarak adlandirilmistir. Eger a; R nin
birim endomorfizmasi olarak alinirsa bu durumda, yukaridaki iki tanim da Armendariz
halka tanim1 ile ¢akisacaktir. Ayrica R; a —skew Armendariz (a« —Armendariz) bir
halka ve S, a(S) € S olacak sekilde R nin bir alt halkasi ise, bu durumda S de a —skew
Armendariz (¢ —Armendariz) dir. Diger taraftan her « —Armendariz halkanin o —skew
Armendariz halka oldugu Hong vd. (2006)’ da ispatlanmistir ve bu gerektirmenin
tersinin dogru olmadigina dair 6rnek verilmistir. Krempa (1996)’ da a; R halkasinin bir

endomorfizmasi olmak tizere a € R i¢in,
ac(a) =0=a=0

oluyorsa, bu durumda a’y1 kat1 (rigid) endomorfizma olarak adlandirmistir. Daha sonra
Hong vd. (2003)’ de bir R halkasinin kati bir @ endomorfizmasimin var olmasi
durumunda R yi a —kat1 (@ —rigid) halka olarak adlandirmiglardir. Kolayca goriilebilir
Ki; I; R nin birim endomorfizmasi olmak iizere R halkasinin inmis olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul R nin I —kati olmasidir. Bir R halkasinin herhangi bir kat1 endomorfizmasi
bir monomorfizmadir. Hong vd. (2000)’ de a —kati halkalarin inmis halka oldugunu
ispatlamiglardir. Diger taraftan Hong vd. (2000)’ de herhangi bir @ —kati1 halkanin
a —Armendariz oldugu ispatlanmis ve bunun tersinin dogru olmadigina dair 6rnek
verilmistir. Hong vd. (2003)’ den bir R halkasinin a —kat1 olmasi i¢in gerek ve yeter

kosulun R[x; a] skew polinom halkasinin inmis olmas1 gerektigini biliyoruz.

Yukarida ifade edilen bilgilerin 15181 altinda; bu ¢alismada Baser vd. (2009)’ dan
yararlanarak R halkasinin bir & endomorfizmasi igin a —terslenebilir halkalarin sinifi
tanimlanacak, bu halka siniflariyla diger halka smiflarinin iliskileri ve ozelliklede

genellestirilmis Armendariz halkalar ile arasindaki iliskiler galisilacaktir.



Calismamiz boyunca R birimli bir halka ve aksi sdylenmedik¢e de a; R nin sifirdan ve

birimden farkli bir endomorfizmasi olacaktir.

Calismamizin ikinci boliimiinde, sonraki boliimde kullanacagimiz bazi temel tanim ve
teoremlerle, ¢alisma boyunca ihtiyag duyulacak bir¢ok halka siniflar1 ve bu halka
smiflarinin bazi temel 6zellikleri, baz1 6zel matris halkalar1 ve polinom halkalar1 gibi bir

halkadan elde edilen yeni halkalar verilecektir.

Ucgiincii béliimde Kim and Lee (2003) kullanilarak terslenebilir halkalar, bu halka
simiflarinin diger halka siniflart ile iligkileri polinom halkalarmin ve klasik kesir
halkalarinin terslenebilirlikleri karakterize edilecek ve bu halka siniflarinin bazi temel

ozellikleri incelenecektir.

Son boliimde Baser and Kwak (2010) temel alinarak terslenebilir halkalarin bir
genellestirmesi yapilacak, bu halka sinifinin birgok kullanigh karakterizasyonu verilecek

ve halkanin hangi genislemelerinin bu yeni 6zellige sahip olup olmadig arastirilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde ¢alismamiz igin gerekli olan bazi temel kavramlar ve sonraki boliimlerde
ihtiya¢ duyulacak olan bazi halka siniflar1 hatirlatilacaktir. Bu bdliimde kullandigimiz
temel referanslar Hungerford (1982), Anderson and Fuller (1992) ve Lam (2001)’ dur.

2.1 Halkalar ve Halka Homomorfizmalari

Bu kisimda halka teorideki bazi temel kavramlar tanimlanacak ve halkalarin sikca
kullanacagimiz bazi 6zellikleri verilecektir.
Tamim 2.1.1. R bostan farkli bir kiime ve R iizerinde, genellikle (+) toplama ve (.)
carpma ile gosterilen iki ikili islem tanimlanmis olsun. Eger;

(1) (R,+) bir degismeli grup,

(if) Her a,b,c € R i¢in (ab)c = a(bc) (¢arpmanin birlesme 6zelligi),

(iii) Her a,b,c € R igin a(b +c) = ab + ac ve (a+ b)c = ac + bc (sol ve sag

dagilma ozelligi)
oluyorsa, bu durumda R ye (+) ve (.) ikili islemleri ile birlikte bir halka denir.

R bir halka olmak tizere eger, her a,b € R i¢in ab = ba oluyorsa R ye degismelidir
denir. Eger her a € R i¢in aliy = 1za = a olacak sckilde bir 1; € R varsa, bu
durumda R ye birimli bir halka denir. 1; elemanina da halkanin birimi denir. Bir
halkanin toplama islemine gore etkisiz elemanina halkanin sifiri denir ve 0Ogveya

herhangi bir karisikliga sebep olmazsa 0 ile gosterilir.
Teorem 2.1.2. R bir halka olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

(i) Hera € R igin 0Oa = a0 = 0 dur.

(il) Hera,b € R igin (—a)b = a(—b) = —(ab) dir.

(iii) Her a, b € R igin (—a)(—b) = ab dir.

(iv) Her n € Z ve her a, b € R i¢in (na)b = a(nb) = n(ab) dir.
(V) Hera; b; € Rigin (¥i=; a;) (Y= bj) = Xizq Y=g a;b; dir.



Tamim 2.1.3. R bir halka ve 0 # a € R olsun. Eger ab = 0 (ba = 0) olacak sekilde bir
0 # b € R varsa, bu durumda a ya bir sol (sag) sifir bolen denir. Hem sag hem de sol

sifir bolen olan bir elemana halkanin bir sifir béleni denir.

Tamim 2.1.4. R birimli bir halka olmak {izere a € R olsun. Eger ca = 1 (ab = 1y)
olacak sekilde bir c € R (b € R) varsa bu durumda a ya sol (sag) tersinir eleman denir.
¢ (b) elemanina a nin bir sol (sag) tersi denir. Hem sag hem de sol tersinir bir elemana

tersinir eleman denir.

Tanim 2.1.5.0 # 1; birim elemanina sahip degismeli bir R halkasinin higbir sifir
boleni yoksa bu R halkasina bir tamlik bélgesi denir. 0 # 1z birim elemanina sahip
degismeli bir R halkasinin sifirdan farklt her elemani tersinir ise, bu durumda R

halkasina bir cisim denir.

Uyar 2.1.6.

(i) Her tamlik bolgesi 0 ve 1y gibi en az iki elemana sahiptir.

(if) Her cisim bir tamlik bolgesidir.

(iii) Degismeli ve birimli bir R halkasinin bir cisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
R nin sifirdan farkli elemanlarinin kiimesinin ¢arpma islemine gore bir grup

olmasidir.

Ornek 2.1.7. Z tamsayilar kiimesi bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gére birimli
ve degismeli bir halkadir. Bununla beraber Z tamsayilar kiimesi farkli ikili islemlere
gore de halka yapilabilir. Fakat bundan sonraki ¢alismalarimizda Z tamsayilar halkasi
denildiginde, tamsayilarin bilinen toplama ve ¢arpma islemleri ile birlikteki halka yapist
g0z Oniine alinacaktir. Z tamsayilar halkasi bir tamlik bolgesidir. Q (rasyonel sayilar), R
(reel sayilar) ve C (kompleks sayilar) kiimesi bilinen toplama ve carpma islemleri ile

birlikte birer cisimdir.

Ornek 2.1.8. Z, =1{0,1,2,..,n—1}kiimesi a+b=a+b ve ab=ab ikili
islemleri ile birlikte degismeli ve birimli bir halkadir. Eger p bir asal tamsay ise Z, bir

cisimdir.



Tamim 2.1.9. R ile S iki halka ve f: R — S bir fonksiyon olsun. Eger her a, b € R igin

fla+b)=f(a)+ f(b) ve f(ab) = f(a)f(b)

oluyorsa, bu durumda f ye bir halka homomorfizmas: denir. f:R — S bir halka
homomorfizmasi olmak tizere eger, f birebir ise, bu durumda f ye bir monomorfizma,
orten ise, bu durumda f ye bir epimorfizma denir. Eger bir f:R — S halka
homomorfizmasi hem birebir hem de orten ise, bu durumda f ye bir izomorfizma ve R
ile S halkalarma da izomorf halkalar denir. R =S ile gosterilir. Bir f:R = R
homomorfizmasina R halkasinin bir endomorfizmas: denir. Bir f:R - R

izomorfizmayada R halkasinin bir otomorfizmas: denir.

Ornek 2.1.10. R bir halka olmak iizere 0:R — R,0(a) = Og ve Iz:R = R,Iz(a) = a
seklinde tanimlanan fonksiyonlar R halkasinin endomorfizmalaridir. Bunlara sirasiyla R

nin sifir endomorfizmasi ve birim endomorfizmasi ad1 verilir.

Tanim 2.1.11. R bir halka olmak {izere eger, her a € R i¢in na = 0 olacak sekilde bir
pozitif en kii¢iik n tamsayisi varsa, bu durumda R halkas1 n karekteristigine sahiptir
denir ve Char R = n yazilir. Eger boyle bir n tamsayisi yoksa R nin karekteristigi

stfirdwr denir.

Tanmm 2.1.12. R ile S iki halka olmak iizere, bir f: R = S monomorfizmasina R nin S
ye bir gomiiliisii denir. Eger boyle bir monomorfizma varsa, bu durumda R halkas1 S

halkas1 i¢ine gomiilebilir denir.

Teorem 2.1.13. Her R halkasi birimli bir S halkasi i¢cine gomiilebilir. Bu S halkas1 bir
tek degildir. Ayrica, S halkasi karekteristigi 0 veya R nin karekteristigi ile ayni olacak
sekilde secilebilir.

Ispat. R bir halka olmak iizete S=RXZ=R@®Z={(k)|r€R, kEZ}

kartezyen ¢arpim kiimesi bilesensel toplama ve

(r1, k) (2, kp) = (my + kory + kyry, kyky) (i € Rk € ZD)



seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte (0,1) birimine sahip, karekteristigi 0 olan
bir halkadir. Ayrica f:R - S,f(r) = (r,0) scklinde tanimlanan fonksiyon bir

monomorfizmadir.

Eger Char R=n>0 ise, bu durumda S =R @ Z, kartezyen carpim kiimesi

bilesensel toplama ve
(ri, k1) (12, kz) = (1ary + kory + ka7, ky k3)

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte (0, 1) birimine sahip bir halkadir. Ayrica
CharS=n olup g¢g:R—- S,g(r) = (r,0) seklinde tanimlanan fonksiyon bir

monomorfizmadir.

Uyan 2.1.14. a:R — S bir halka homomorfizmasi olmak iizere a(0g) = 0g dir.
Bununla beraber R ile S birimli halkalar ise a(1;z) = 1¢ olmak zorunda degildir.
Gergekten a:Z > Z @ Z, a(n) = (n,0) seklinde tamimlanan fonksiyon bir halka
homomorfizmasidir. Fakat a(1) = (1,0) # (1,1) dir. Bununla beraber eger a:R — S

orten bir halka homomorfizmasi ise, bu durumda a (1) = 15 olur.

Ornek 2.1.15. R,S,T ii¢ halka, f:R — S, g:S » T halka homomorfizmalar1 olmak
tizere g o f: R — T bileske fonksiyonu da bir halka homomorfizmasidir. Eger a: R — R
bir homomorfizma ise, bu durumda a o a = a? hatta daha genel olarak i > 1 bir

tamsay1 olmak iizere a' = a o a o ... o a seklinde gosterilir.
R ——
i tane

Tamm 2.1.16. R bir halka a € R olmak {izere eger a™ = 0 olacak sekilde bir n dogal

sayis1 varsa, bu durumda a Yya iistel sifir (nilpotent) eleman denir.

Tamm 2.1.17. Bir R halkasmimn e? = e 6zelligini saglayan bir e elemanma eskare

(idempotent) eleman denir. Birimli bir halkada 05 ve 1, eskare elemanlardir.
Tamm 2.1.18. R bir halka olmak iizere
C ={c€R|Herr €Rigincr =rc}

kiimesine R halkasinin merkezi denir.



Tanim 2.1.19. Bir R halkasimin bir R eskare eleman1 R halkasinin merkezine ait ise, bu
durumda e eskare elemanina merkezil eskare (central idempotent) eleman denir. Bir R
halkasinin tiim eskare elemanlari merkezil eskare ise, bu durumda R halkas1 abel olarak

adlandirilir.

2.2. Alt halkalar, idealler ve Boliim Halkalar

Tamm 2.2.1. R bir halka ve @ # S € R olmak iizere S kiimesi R de taniml1 toplama ve
carpma islemlerine gore kapali olsun. Eger S; R deki islemlere gore kendi basina bir
halka ise, bu durumda S ye R nin bir alt halkas: denir. I; R nin bir alt halkas1 olmak
lizere, eger her r € R ve her x € [ i¢in rx € I oluyorsa, bu durumda I ya R nin bir sol
ideali, xr € I oluyorsa, bu durumda da I ya R nin bir sag ideali denir. Eger I hem bir

sol hem de bir sag ideal ise, bu durumda I ya R nin bir ideali denir.

Her ideal bir alt halkadir. Fakat her alt halka bir ideal olmak zorunda degildir.
Gergekten bir halkanin merkezi bir alt halka olmasina ragmen bir ideal olmak zorunda

degildir.

Ornek 2.2.2. Her bir n tamsayis1 icin (n) = {kn |k € Z} devirli alt gurubu, Z

tamsayilar halkasinin bir idealidir.

Ornek 2.2.3. R bir halka olmak iizere {0} ve R; R nin idealleridir.
R bir halka olmak tizere A4, A5, ..., A,; R nin bostan farkl alt kiimeleri olsun.
A +A,++A, ={a;+a,++a,|aq €A,i=12,..,n}
seklinde gosterilir. Eger A ve B; R nin bostan farkl alt kiimeleri ise bu durumda,
AB = {a,b; + -+ a,b, |a; € A,b; € B, n € N*}

seklinde gosterilir. Eger A = {a} ise, bu durumda AB yerine aB yazilir. Eger B kiimesi

toplama islemine gore kapali ise, bu durumda aB = {ab | b € B} olur.

Ornek 2.2.4. R bir halka ve e de R de bir merkezil eskare eleman olmak iizere 1 — e

de bir merkezil eskaredir. Ayrica eR ve (1z — e)R kiimeleri R nin idealleridir.



Grup teoride normal alt gruplarin oynadigi rolii halka teoride idealler oynar. R bir halka
I da R nin bir ideali olsun. R degismeli toplamsal bir grup oldugundan I; R nin bir

toplamsal normal alt grubudur. Boylece;
R/Iz{a+1|a€R}
kiimesi,
(a+D+Bb+DH)=((@+b)+1
seklinde tanimlanan toplama islemine gore degismeli gruptur. R / ; degismeli grubu,

(a+DMb+1)=ab+1

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte bir halka olur. Bu halkaya R nin I ideali

yardimiyla elde edilen béliim halkas: denir. R degismeli iken R / ; unda degismeli ve R

birimli iken R/ 7 ninde birimli oldugu agiktur.

Teorem 2.2.5. R bir halka ve I da onun bir ideali olmak iizere;
m:R —>R/I,rt(r) =r+1

seklinde tanimlanan fonksiyon I ¢ekirdegine sahip bir epimorfizmadir.

Tanmim 2.2.6. R bir halka I da onun bir ideali olmak tizere R/I halkasina R nin bir

homomorfik goriintiisti denir.

Tamim 2.2.7. R bir halka ¢ # X < R olmak {lizere;
[r(X) ={r € R|Herx € X icin rx = 0}
rR(X) = {r € R | Her x € X icin xr = 0}

kiimelerine sirayla R iginde X in sol ve sag sifirlayani denir. Eger X = {x} ise bu
durumda [z (X) = [g({x}) = [z (x) seklinde gosterilir.

Onerme 2.2.8. R bir halka ¢ # X < R olmak iizere; [z(X); R nin bir sol ideali, rx(X)

de R nin bir sag idealidir. Ayrica X ve Y; R nin bostan farkli iki alt kiimesi olmak tizere;



(i) XcYiselzg(Y) clz(X) verg(Y) c rg(X) dir.
(i) X crr(lg(X)) ve X c lz(rz(X)) dir.
(iii) [r(X) = lr(rr (Ir(X))) dir.

2.3. Matris Halkalar1 ve Polinom Halkalar1

Bu boliimde verilen bir R halkasindan elde edilen baz1 yeni halkalar1 hatirlatilacaktir.

Tamm 2.3.1. R birimli bir halka ve x bir bilinmeyen olmak tizere;
ap + a;x + a,x? + -+ a,x™ (n € N¥)

seklindeki bir formal toplama R den katsayili bir polinom denir. R den katsayili tiim

polinomlarin kiimesi R[x] ile gosterilir. Yani;
R[x] = {ag + a;x + azx? + -+ a,x™ | n € N* ,q; € R}

seklindedir.

n

f&)=) axi, g =) bl eRIx]
7=0

i=0

olmak iizere, bu iki polinomun toplami ve ¢arpimi asagidaki sekilde tanimlanir. n ve m

tamsayilarindan biiyiik olanini k ile gosterirsek;

k
G +g() = ) (artb)x
i=0

seklinde tanimlanir.

l

= Z ajbl_j

j=0

olmak iizere,



m+n

fEg0 = ) axl

1=0
seklinde tanimlanir. c; katsayilar1 daha agik bir ifadeyle;
= aobl + albl_l + a’Zbl—Z + -+ al—2b2 + al_lbl + albo

seklindedir. Yukarida tanimlanan ikili islemlere gore R[x] kiimesi bir halkadir. Bu
halkaya R tizerindeki polinomlarin halkas: veya R den katsayili polinomlarin halkasi

denir.

Tanim 2.3.2. R bir halka olmak iizere;

R[|x|] = {Z ax'|a; € R}

i=0

kiimesi polinomlarda bilinen toplama ve ¢arpma islemine gore bir halkadir. Bu halkaya

R den katsayili kuvvet serilerinin halkas: ad1 verilir.

Tamm 2.3.3. R bir halka olmak iizere;

n
Rlx;x7 1] = {z a;x' | a; € R (k ve n negatif olabilir. )
i=k
kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir. Bu

halkaya R den katsayili Laurent polinomlarinin halkas: ad1 verilir.

Tamm 2.3.4. R bir halka ve a; R nin bir endomorfizmasi olsun. (R[x],+) degismeli
grubu, r € R igin xr = a(r)x yardimi ile tanimlanan yeni ¢arpma islemi ile birlikte bir
halka olur. Bu halkaya endomorfizma tipinin bir Ore genislemesi veya Skew polinom

halkasi denir ve R[x; a] ile gosterilir.

Tamim 2.3.5. R bir halka olmak {izere bilesenleri R den gelen n satirli ve n siitunlu
matrislerin kiimesi matrislerde bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir.
Bu halkaya R iizerinde n X n tipindeki matrislerin halkas: denir ve M, (R) seklinde

gosterilir.



Tamim 2.3.6. R bir halka ve (M,+) bir degismeli grup olmak iizere eger asagidaki
kosullar1 saglayan bir R X M — M, (r,m) +— rm fonksiyonu varsa, bu durumda M ye

bir sol R —modiil denir. Her r,s € R ve x,y € M i¢in;

i) rx+y)=rx+ry
(i) r+s)x =rx+sx

(iii) r(sx) = (rs)x

R; 1 birimine sahip birimli bir halka olmak iizere, ek olarak her x € M i¢in 1zx = x

kosulu saglaniyorsa, bu durumda M ye bir birimsel sol R —modiil denir.

Tamm 2.3.7. R bir halka ve S degismeli bir halka olmak {izere, eger (R,+) bir sol
S —modiil ve bu modiil yapisindaki S X R = R, (s,r) + sr fonksiyonu; her s € S ve

her r;, 7, € R igin;

s(ryry) = (sr)r, = 11(s13)

Ozelligine sahip ise, bu durumda R halkasina S degismeli halkas1 tizerinde bir cebir veya

R ye S —cebir denir.

Tamm 2.3.8. S degismeli bir halka ve R, ile R,; S —cebirler olsun. Bir f:R; = R,
halka homomorfizmasi ayn1 zamanda bir S —modiil homomorfizmasi ise bu durumda f

ye bir S —cebir homomorfizmasi denir.
2.4. Baz1 Halka Simiflan1

Bu kisimda bazi 6zel halka siniflar1 hatirlatilacak ve bu halka siniflar1 arasindaki

iliskiler verilecektir.

Tanim 2.4.1. Bir R halkasinin sifirdan farkl: tistel sifir eleman1 yoksa veya denk olarak;

a € R igin,
a’=0 =a=0
oluyorsa, bu durumda R ye inmis (reduced) halka denir.

Sifir bolensiz her halka inmis halkadir. Daha 6zel olarak Z tamsayilar halkasi inmis bir

halkadir. Diger taraftan 0 # 2 € Z, igin (2)? = 22 = 0 oldugundan Z, halkas1 inmis



bir halka degildir. Ayrica inmis bir halkanin her alt halkasinin da inmis oldugunu

gormek cok kolaydir.

Tanim 2.4.2. a,b € R igin,
ab=0=ba=0

oluyorsa, bu durumda R halkasina terslenebilir (reversible) denir.
Lemma 2.4.3. Her inmis halka terslenebilir bir halkadir.

Ispat. a,b € R icin ab = 0 olsun. (ba)? = baba = b0a = 0 ve R inmis oldugundan

ba = 0 olur.

Tanim 2.4.4. R bir halka olmak iizere a, b € R igin,
ab=0=aRb=0

oluyorsa, bu durumda R halkas1 yar: degismeli (Semicommutative) olarak adlandirilir.
Bir R halkasinin yar1 degismeli olmasi igin gerek ve yeter sart kosul her bir a € R i¢in

rr(a) (Iz(a)) kiimesinin R nin bir ideali olmasidir.

Her terslenebilir halka yar1 degismelidir. Gergekten R terslenebilir bir halka ve a,b € R
icin, ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan ba = 0 ve bdylece her r € R i¢in
bar = 0 olur. Tekrar R terslenebilir oldugundan arb = 0 yani aRb = 0 elde edilir ki,

bu da R nin yar1 degismeli oldugunu gosterir.

Tamim 2.4.5. R bir halka olmak iizere a € R i¢in,
aRa =0 =a=0
oluyorsa, bu durumda R halkasi yar: asal (semiprime) olarak adlandirilir.

Tanim 2.4.6.

n

F@ =Y axt, g = byl €RIx]
=0

i=0 j



olmak iizere,
fO)gx)=0=ab;=0 (0<i<n0<j<m)
oluyorsa, bu durumda R halkas1 Armendariz olarak adlandirilir.

Yukaridaki kosulu saglayan halkalara Armendariz ismi verilmistir. Ciinkii Armendariz
(1974)’ te, inmis bir halkanin yukaridaki kosulu sagladigini gostermistir. Yani her inmis
halka bir Armendariz halkadir.

Tamm 2.4.7. R bir halka ve a: R = R bir endomorfizma olsun. a € R i¢in,
ac(a) =0 =>a=0
oluyorsa, bu durumda R halkasina @ —kat: (a —rigid) halka denir.

R bir @ —kat1 halka olmak tizere, a(S) S S kosulunu saglayan R nin her S alt halkasi da
a —kat1 bir halkadir. Diger taraftan I; R nin birim endomorfizmasi olmak iizere; R nin

a — kat1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin inmis bir halka olmasidir.
Lemma 2.4.8. R bir a —kat1 halka olsun. Bu durumda a bir monomorfizmadir.

Ispat. a € R i¢in a(a) =0 olsun. Buradan aa(a) =a0 =0 olup R; a —kati

oldugundan a = 0 bulunurki bu da @ nin bir monomorfizma oldugunu gosterir.

R inmis olmayan bir halka olmak {izere R nin I birim endomorfizmasi bir
monomorfizmadir. Fakat R; Iz —kat1 degildir. Yani yukaridaki Lemma’nin tersi dogru

degildir.

Lemma 2.4.9. R bir halka ve a: R — R bir endomorfizma olsun. Eger R; @ —kati ise, bu

durumda R bir inmis halkadir.

Ispat. R; a —kat:1 bir halka ve a€R ig¢in a?=0 olsun. Bu durumda
aa(a)a(aa(a)) = aa(a®a?(a) = aa(0)a?(a) = a0a?(a) =0 olup, R; a —kati
oldugundan aa(a) = 0 ve tekrar R; a —kat1 oldugundan a = 0 elde edilir. Yani R bir

inmis halkadir.



Lemma 2.4.10. Her inmis halka yar1 asaldir.

Ispat. R inmis bir halka ve a € R i¢in aRa = 0 olsun. Bu durumda 1; € R icin de
alpa = a? = 0 olacagindan ve R inmis oldugundan a = 0 elde edilir ki bu da R nin

yar1 asal oldugunu gosterir.

Tanmm 2.4.11. R bir halka ve «; R nin bir endomorfizmasi1 olsun.

n

p(x) =) a;xt, q(x) = ) bix) €R[x;a]
Sar. -5

=0
olmak tizere,

p()q(x) =0 = a;a’(h;)=0 (0<i<n0<j<m)
oluyorsa, bu durumda R halkasina « —skew Armendariz halka denir.

Tanim 2.4.12. R bir halka ve a; R nin bir endomorfizmasi olsun.
n m
p(x) = Z axt, q(x) = Z bjxj € R[x; a]
i=0 ]:O
olmak tizere,
p(x)q(x) =0=a;b; =0 (0<i<n0<j<m)

oluyorsa, bu durumda R halkasina @ —Armendariz halka denir.

Asagidaki verilen 6nermedeki gerektirmeler Hong vd. (2003) tarafindan verilmistir.

Onerme 2.4.13. R bir halka ve a; R nin bir endomorfizmasi olsun.

(i) Eger R; a —kat1 ise, bu durumda R; a —Armendarizdir.
(if) Eger R; a —Armendariz ise, bu durumda R; a —skew Armendarizdir.
(i) R nin «a —kat1 olmas1 igin gerek ve yeter kosul R[x;a] halkasinin inmis

olmasidir.



Son olarak yukarida tanitilan halka smiflar i¢in asagidaki gerektirmeler vardir. Bu

gerektirmelerin hicbirinin tersi dogru degildir.
R; a —katt = R inmis = R terslenebilir = R yar1 degismelidir.

Tamm 2.4.14. R bir halka ve Oz # s € R olsun. Eger her 0y # r € R iginrs # 0y Ve

sr # 0y oluyorsa, bu durumda s ye bir regiiler eleman denir.

Tamim 2.4.15. R bir halka a,b € R ve b regiiler eleman oldugunda ab, = ba, olacak
sekilde a;,b; € R ve b; regiiler elemanlar1 varsa bu durumda R halkasina sag Ore

halka denir.



3. TERSLENEBILIR HALKALAR

Hatirlanacagi gibi R bir halka olmak tizere a, b € R igin, ab = 0 = ba = 0 oluyorsa,
bu durumda R halkasi terslenebilir (reversible) olarak adlandirilmisti. Bu bdliimde
terslenebilir halkalar detayli bir bi¢imde incelenecektir. Bu bdliim ig¢in temel
referansimiz Kim and Lee (2003) olacaktir. Yani bu boliimde verilecek tiim sonuglar ve

ornekler ad1 gegen calismada mevcuttur.
3.1. Terslenebilir Halkalarin Ozellikleri

Bu bdliimde terslenebilir ve yar1 degismeli halkalarin 6zelliklerinden bahsedilecek ve bu

halka siniflari ile ilgili baz1 basit 6rnekler verilecektir.

Lemma 3.1.1. R halkasinin yar1 degismeli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagida

birbirine denk ti¢ ifadeden birisinin saglanmasidir.

(1) R iizerindeki herhangi bir sag sifirlayan R nin bir idealidir.
(2) R tizerindeki herhangi bir sol sifirlayan R nin bir idealidir.
(3) a,b € Rigin ab = 0 iken aRb = 0 dir.

Ispat. (1) =) R yar1 degismeli ve X c R olsun. rz(X) in bir sag ideal oldugu agiktir.
Simdi 7z(X) in bir sol ideal oldugunu gosterelim. r € R ve a € rx(X) olsun. Bu
durumda Xa=0=>Vx€eXiginxa=0=>a€rg(x) <R =>rac€r(x)=xra=

0 = Xra = 0 = ra € rz(X) elde edilir. Sonug olarak rz (X) R nin bir idealidir.

<) Her bir X c R igin rz(X) < R olsun. Bu durumda a € R igin X = {a} alirsak

kabulden rz(a) < R olur ki, bu da R nin yar1 degismeli oldugunu gosterir.
(2) nin ispat1 (1) dekine benzer olarak yapilir.

(3) =) R yar degismeli ve a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Bu durumda b € rz(a) < R

oldugundan Vr € R i¢in rb € rx(a) olur. Buradan arb = 0 dir. Yani aRb = 0 olur.

<) a,b €R igin ab = 0 iken aRb = 0 olsun. rz(a) nin R nin bir sag ideali oldugu

aciktir. Simdi 7 (a) nin bir sol ideali oldugu gosterilecek.



r € R ve y € rz(a) olsun. Bu durumda ay = 0 ve kabulden aRy = 0 bdylece ary = 0
olur. O halde ry € rg(a) olur ki, bu da bize R nin yar1 degismeli halka oldugunu
gosterir. Kim and Lee (2003).

Onerme 3.1.2. R inmis bir halka olsun. Bu durumda

a b c¢
S=4{l0 a d|lab,c,d€E€R
0 0 a

halkas1 yar1 degigmeli bir halkadir.

a b a by ¢
Ispat. ( 0 o dl) , ( 0 a, d2> € S olsun. Bu matrislerin toplami1 ve ¢arpimi
0 0 a4 0 0 a,

(ay, by, c1,dq) + (az, by, c3,dy) = (ag + ay, by + by, c1 + ¢3,dy +d3)
(ay, by, c1,dq1)(az, by, 3, dy) = (agaz,a1by + byay, aic; + bid, + cra3,a,d, + dqay)
seklinde gosterilebilir. Kabul edelimki

(al, bl’ Cq, dl)(az, bz, Co, dz) =0 O|SUI’1 Bu durumda

a,a, =0 (3.2)
a;b, + bja, =0 (3.2
a,c; +bid, +cia, =0 (3.3)
a,d, +dia, =0 (3.4)

esitlikleri elde edilir. R inmis oldugundan yar1 degismelidir. Boylece (3.1) esitliginden
a;Ra, = 0 elde edilir. (3.2) esitligi sag taraftan a, ile garpilirsa b;Ra, = 0 elde edilir.
Bu ifade (3.2) de yerine yazilirsa a; Rb, = 0 olur. Benzer sekilde (3.4) esitligi sagdan

a, ile garpilirsa d;Ra, = 0 bulunur ve bunu (3.4) de yerine yazarsak a;Rd, = 0 elde



edilir. (3.3) esitligide sagdan a, ile ¢arpilirsa c¢;Ra, = 0 bulunur. Buradan a,c, +

b,d, = 0 dir. Bu esitligi sagdan a; ile ¢arpilirsa a;Rc, = 0 ve b;Rd, = 0 elde edilir.
Yukarida elde ettigimiz sonuclar1 kullanarak, herhangi r, s, t,u € R i¢in

(ay, by, c1,dq) (1,8, t,u)(ay, by, c3,dy) = (ayray, a;rb, + aysa, + byray, a;re; +

a;sd, + byrd, + a,ta, + byua, + c;ra,, a;rd, + a;ua, + dira,) =0

r s t
bulunur. Sonug olarak (0 r u) € S i¢in
0 0 r

a;, by ¢\ s t\/az by ¢
( O a1 d1> (O T u> ( O az dz) =
0 0 a/N0 0 r\0 0 a,

olur ki, bu da bize S nin yar1 degismeli oldugunu gosterir. Kim and Lee (2003).

S inmis bir halka olmak {izere n > 2 pozitif tamsayis1 i¢in

I(/a a, a3 7 aln\ \I
0 a a23 cee a

0 a - a3n | |a a;; € S}
WNo 0o 0 - a )

halkas1 tanimlanabilir. Onerme 3.1.2 ye dayanarak n >4 igin R,, halkasmin yar

degismeli olup olmadig1 merak edilebilir. Fakat asagidaki 6rnek bu ihtimali ortadan

kaldirir.

Ornek 3.1.3. S herhangi bir halka ve

a a;; d13 A1a
0 a QAzz 0y

R, = a,a;; €S
0 O 0 a

olsun.



01 -1 00,0 0 0 O
00000001=0
0 0 0 0J\0O 0 0 1
0 0 0 0/N O OO
olmasina ragmen
01 -1 00,0 0 0 0,,0 0 0 O 0 0 0 1
0 0 0000100001=OOOO¢0
0 0 0 O0OJ{O O O OJlO 0 0 1 0 0 0 O
0 0 0 0/N OO0 0 NN 0 0O 0 0 0 O

oldugundan dolay1 R, yar1 degismeli degildir. Benzer sekilde n =5 i¢in R,, in yari
degismeli olmadig1 gosterilebilir. Terslenebilir halkalarin yar1 degismeli oldugunu

biliyoruz. Fakat bunun tersi genelde dogru degildir. Simdi bunun i¢in bir 6rnek verelim.

Ornek 3.1.4. R inmis bir halka olsun. Bu durumda

a b c¢
S={<0 a d)la,b,c,dER}
0 0 a

halkas1 Onerme 3.1.2. den dolay1 yar1 degismelidir. Fakat

01 0/0 O O 0 0 1
<O 0) (0 1> = (0 O) *+0
0 0 0/\0 O O 0 0 O
0 0 0\/0 0
(3o 2)le s 2)-C
0 0 0/\0 O O 0 0 O

oldugundan S terslenebilir degildir.
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R bir halka ve pMpy bir bimodiil olsun. R nin M ile asikar genislemesi

T(R,M) = R @ M bilinen toplama ve

(r;, my) (ry, my) = (ryrp, rymy + myry)



seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile bir halkadir. T(R, M) asikar genislemesi r € R ve
m € M olmak lizere (6 T;l) formundaki tiim matrislerin olusturdugu halkaya

izomorftur.

Onerme 3.1.5. R inmis bir halka olsun. Bu durumda T(R,R) asikar genislemesi

terslenebilir bir halkadir.

Ispat. (g Z) ((C) ‘j) € T(R,R) icin (g Z) ((C) ‘i) = 0 olsun. Bu durumda

a b\(c d\_(ac ad+bcy_(0 O
(0 a)(O c)_(o ac )_(0 0)
olup buradan ac = 0 ve ad + bc = 0 elde edilir. R inmis oldugundan ca = 0 dir. Bu

yiizden cad 4+ chc =0 dir. Yani bc =0 ve ad =0 olur. Sonugta ¢cbh =da =0 ve
boylece

(b 9@ =0

olur ki, bu da T (R, R) nin terslenebilir oldugunu gosterir. Kim and Lee (2003).

Onerme 3.1.5 i gdz oniinde bulundurarak R terslenebilir oldugunda T(R,R) nin
terslenebilir yada yar1 degismeli olabileceginden siiphe edebiliriz. Fakat agagidaki 6rnek

bu silipheyi ortadan kaldirir.

Ornek 3.1.6. H reel sayilar cismi iizerindeki Hamilton quaterniyan halkas: ve R de H

nin H ile asikar genislemesi olsun. Bu durumda Onerme 3.1.5. den dolayr R
terslenebilirdir. S, R nin R ile asikar genislemesi olsun. Bu durumda
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oldugundan Lemma 3.1.1. geregince S =T(R,R) yari degismeli degildir. Yar

degismeli olmayan halkalar terslenebilir olmadigindan da S = T(R,R) terslenebilir
degildir.

Terslenebilir halkalar igin asagidaki temel denklikler elde edilebilir.
Lemma 3.1.7. Bir R halkasi i¢in asagidaki durumlar denktir.

(1) R terslenebilirdir.

(2) Her bir S € R i¢in 1x(S) = [z (S) dir.

(3) Her bir a € R i¢in Iz (a) = rz(a) dir.

(4) Herhengi @ # A, ® # B c R igin AB = 0 ise BA = 0 dir.

Ispat. (1)= (2) R terslenebilir ve a € R ve S € R igin a € rz(S) olsun. Bu durumda
her s € S igin Sa = 0 dir. R terslenebilir oldugundan aS = 0 dir. O halde a € [z(S)
dir. Buradan 1z(S) c lz(S) elde edilir. Benzer sekilde [z(S) € rzx(S) oldugu

gosterilebilir. Sonug olarak 15 (S) = [z (S) bulunur.
(2)= (3) S = {a} alinirsa ispat agiktir.

3= (4) 0+ A, 0 # B CR igin AB =0 olsun. Bu durumda her a € A,b € B igin
ab € AB ve ab = 0 dir. Buradan b € rz(a) = lz(a) oldugundan ba = 0 dir. Sonugta
BA = 0 elde edilir.

(4)= (1) Agiktir. Kim and Lee (2003).

Asagidaki lemmanin ispatt olduk¢a kolaydir.



Lemma 3.1.8. Terslenebilir halkalarin sinifi alt halkalar ve direk c¢arpimlar altinda
kapalidir.

R bir halka ve I < R olsun. I y1 birimsiz bir halka olarak aldigimizda eger I; R
nin sifirdan farkl terslenebilir bir 6z ideali ve R / I bolum halkasi terslenebilirken R nin

terslenebilir bir halka olmasindan siliphe edilebilir. Fakat asagidaki 6rnek bu ihtimali
ortadan kaldirir.

a b c
Ornek 3.1.9. S bir division halka ve R ={<0 a d)la,b,c,d ES} olsun. Bu
0 0 a

durumda R yar1 degismeli fakat terslenebilir degildir. R halkasinin sifirdan farkli tiim 6z

idealleri
0 S S 0 S S
11=<O 0 S,IZ=<O 0l
0 0 O 0 0 O

0 0 S 0 0 S
I3=(0 S>,14=<O 0 0)
0 0 O 0 0 O

seklindedir. Tiim I; idealleri i¢in R / ;. bolum halkalari terslenebilirdir. Gliglii bir kosul
l

o

o

altinda yukaridaki sorumuza olumlu cevap verilebilir.

Onerme 3.1.10. Bir R halkasinimn bir I ideali i¢in R / 7 terslenebilir halka olsun. Eger [

inmis ise, bu durumda R terslenebilirdir.

ispat. a,b € R icin ab = 0 olsun. Bu durumda (a + I)(b + 1) = I dr. R/I terslenebilir
oldugundan (b + I)(a +I) = I olur. O halde ba € I dir. ab = 0 oldugundan (ba)? =

baba = 0 olur. I inmis oldugundan ba = 0 bulunur. Sonug olarak R terslenebilir bir
halkadir. Kim and Lee (2003).



Onerme 3.1.11. (1) R bir halka ve e, R nin merkezil eskare elemani olsun. Bu durumda
eR ve (1 —e)R halkalarinin terslenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin

terslenebilir olmasidir.

(2) R bir halka ve R deki merkezi reguler elemanlardan olusan A kiimesi R nin
carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Bu durumda R nin terslenebilir olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul A™1R halkasinin terslenebilir olmasidir.

Ispat. (1)=) eR ve (1 — e)R terslenebilir ve a, b € R igin ab = 0 olsun. Bu durumda
eab =0 ve (1 —e)ab =0 dir. Buradan eeab = 0 olur. e merkezil eskare eleman
oldugundan eaeb = 0 ve eR terslenebilir oldugundan eba = 0 bulunur. Benzer olarak
(1—e)ba=0 oldugu  goriliir. Sonugta ba=eba+(1—e)ba=0 ve

R terslenebilirdir.

<) R terslenebilir, ea,eb € eR i¢in (ea)(eb) = 0 olsun. ea,eb € R ve R terslenebilir
oldugundan ebea = 0 elde edilir. Yani eR terslenebilirdir. Aymi sekilde (1 — e)R nin

de terslenebilir oldugu gosterilebilir.

(2)=) R terslenebilir ve a,f € A™'R i¢in af = 0olsun. Bu durumdau,v € A ve
a,b € R olmak iizere « = u™'a, f = v~1b seklinde olup 0 = af = (u ta)(v~1b) =
u~v™lab = (uv)~tab elde edilir. Béylece ab = 0 olur. R terslenebilir oldugundan
ba = 0 olur. Simdi Ba = (v b)(u ta) = v u"tha = (vu)~tha = 0 bulunur. Bu

ise A™1R nin terslenebilir oldugunu gosterir.
<)A1R terslenebilir ve a,b € R igin ab = 0 olsun. 17 ta, 17'h € A™1R i¢in

(17'a)(17*b) = 171ab = 0 dir. AR terslenebilir oldugundan (17b)(17%a) =0 =
171ba = 0 = ba = 0 elde edilir. Yani R terslenebilirdir. Kim and Lee (2003).

R, degismeli bir S halkasi tizerinde bir cebir olsun. r; € R, s; € S olmak iizere

(r1,51) + (13,52) = (r; + 13,81 + ;)



(r1,51) (12, 52) = (1173 + 8175 + 5371, 5152)

islemleriyle birlikte R X S ye R nin S ile Dorroh genislemesi (Dorroh extension) denir.

R degismeli halka, M R —modiil ve g, R nin endomorfizmi olsun. Bu durumda

1; € R,m; € M olmak iizere;

(ry, my) (2, my) = (11, 0(r)my + 1,my)

Islemiyle birlikte R @ M ye R nin M ve o ile Nagata genislemesi (Nagata extension)

denir.

Onerme 3.1.12. (1) R bir simetrik halka ve I, R de bir sifirlayan olacak sekilde R nin

bir ideali olsun. Bu durumda R/I terslenebilir bir halkadur.

(2) R, S degismeli halkasi lizerinde bir cebir ve D, R nin S ile Dorroh genislemesi

olsun. Eger R terslenebilir ve S bir bolge ise, bu durumda D de terslenebilirdir.

(3) R degismeli bir bolge ve o, R nin birebir bir endomorfizmi olsun. Bu durumda R

nin R ve o ile Nagata genislemesi de terslenebilirdir.
ispat. (1) I =1x(J)), JSRver=r+Talalm.a+1I, b+1€ R/I icin

(a+D(b+1)=(O+Dolsun.Budurumdaab +1=1=1rg(J) =ab el =rx(J) =
Jab = 0 dir. R simetrik oldugundan Jba = 0 olur. O halde ba € rz(J) = I dir. Buradan

ba € I elde edilir. Yani (b + I)(a+ 1) = (0 + I) dir. Sonug olarak R/I terslenebilirdir.

(2 (r,s1),(0y8,) €D igin  (ry,s1)(ry,8s,) =0 olsun. Bu  durumda
0= (ry,51)(1y,8,) = (ry + 5115 + S,14,515,) elde edilir. Buradan nrr, + 5.7, +
s,1; = 0 ve sy5, = 0 dir. S bir bolge oldugundan s; = 0 veya s, = 0 dir. s; = 0 olsun.
O halde 0 =rmrmry+ s,y =1(r, +5,) elde edilir. R terslenebilir oldugundan 0 =

(ry + )1 =11y + 5517 dir. Sonug olarak (1y,5,)(11,51) = (rpry + 5,17 +



S175,5,81) = 0 olur ki buradan D terslenebilirdir. Eger s, = 0 ise, bu durumda da

benzer ispat yapilir.

(3) N Nagata genislemesi ve (ry,m;), (r,,my) € N igin (1, m,)(r,, m,) = 0 olsun. Bu
durumda (ry, my)(ry,, m,) = (ry 1y, 0(ry)m, + r,m;) = (0,0) dir. Bu esitlikten r;7, = 0
ve a(ry)m, +r,m; = 0 dir. R bir bolge oldugundan r; = 0 veya r, = 0 olur. Eger
r, = 0 ise bu durumda o(ry)m, +r,m; = 0 esitliginden r; yerine sifir yazarsak

r,m; = 0 elde edilir. Buradan r, = 0 veyam; = 0 olmalidir. Kim and Lee (2003).

Sonugtag(r,)m; =0 ve buradan (ry,my)(r;, my) = (11, 0(ry)my +rym,) =

(0,0) bulunur. r, = 0 olmasi durumunda da ispat benzer sekilde yapilir.

Onerme 3.1.12. nin (3) ifadesinin, degismeli inmis halkalar icin de dogru
olabileceginden siliphe edilebilir. Fakat asagidaki Ornek bunun yanlis oldugunu

gosterir.

Ornek 3.1.13. D karakteristigi sifir olan bir bdlge olmak iizere bilesensel toplama ve
carpma islemleriyle birlikte R = D @ D halkasim1 goz Oniine alalim. Bu durumda R
degismeli inmis bir halkadir fakat bolge degildir. o: R — R ve o(s,t) = (t,s) olarak

tanmimlansin. Bu durumda o, R nin bir otomorfizmdir. Bu durumda
(0,1, (0,0)((1,0), (0,1)) = ((0,0),5((0,1)) (0,1) + (1,0)(0,1)) =0
fakat

((1,0),(0,1))((0,1),(0,1)) = (0,5((1,0))(0,1) + (0,1)(0,1)) = ((0,0),(0,2)) # 0

dir. Yani R nin R ve ¢ ile Nagata genislemesi terslenebilir halka degildir.



3.2. Polinom Halkalarmmin ve Klasik Kesir Halkalarinin Terslenebilirlikleri

Bu boliimde polinom halkalarinin ve Klasik kesir halkalarinin terslenebilirlikleri

incelenecektir.

Lemma 3.2.1. R bir halka olsun. R[x] in terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul

R[x; x~1] in terslenebilir olmasidir.

Ispat. R[x]; R[x; x~] halkasinin bir alt halkas1 oldugundan ispatin sadece gerek sartini
ispatlamak yeterlidir. Bu ispat iki farkli sekilde yapilabilir. Birincisi su
sekildedir. R[x] terslenebilir ve A ={1,x,x2, ..} olsun. Bu durumda, acik olarak
A; R[x] in carpimsal kapali bir alt kiimesidir. R[x; x~!] = A~1R[x] oldugundan
Onerme 3.1.11(2) geregince R[x;x~1] terslenebilirdir. Simdi ikinci ispata bakalim.
f(x),g(x) € R[x;x7 ] i¢in f(x)g(x) =0 olsun. Bu durumda f;(x) = f(x)x™,
91(x) = g(x)x™ € R[x] olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi vardir. Buradan
f1(x)g1(x) = 0 elde edilir. R[x] terslenebilir oldugundan g, (x)f;(x) = 0 olur. Yani
g@)f(x) =x""g(x)f1(x) = 0 olur. Buradan R[x;x~!] terslenebilirdir. Kim and
Lee (2003).

Onerme 3.2.2. R bir halka olmak iizere Z(R) sifirdan farkli elemanlar1 R de regiiler

olan bir sonsuz alt halkay1 i¢ersin. Bu durumda asagidaki durumlar denktir.

(1) R terslenebilirdir.
(2) R[x] terslenebilirdir.
(3) R[x; x~1] terslenebilirdir.

Ispat. Lemma 3.1.8. den ve Lemma 3.2.1. den (2) = (1) ve (2) & (3) agiktir. Sadece
(1) = (2) gostermek yeterlidir. Verilen kosullar altinda R[x], R nin bir alt direk

carpimi oldugundan R[x] terslenebilirdir.

Baska sartlar altinda da Onerme 3.2.2. deki denkliklere sahibiz.



Onerme 3.2.3. R Armendariz bir halka olsun. Bu durumda asagidaki durumlar birbirine
denktir.

(1) R terslenebilirdir.
(2) R[x] terslenebilirdir.
(3) R[x; x~1] terslenebilirdir.

Ispat. Lemma 3.1.8 ve Onerme 3.2.2. den (2) = (1) ve (2) © (3) aciktir. Sadece
(1) = (2) gostermek yeterlidir. Bunun i¢in f = Y2qa;x', g = X}-objx’/ € R[x] ve
fg =0 olsun. R Armendariz oldugundan her bir i,j i¢in a;b; = 0 ve R terslenebilir
oldugundan b;a; = 0 olur. Sonug olarak gf =0 olur ki, bu da R[x] halkasinin

terslenebilir oldugunu gosterir. Kim and Lee (2003).

Teorem 3.2.4. R bir halka ve n € Z* olsun. Eger R inmis bir halka ise, bu durumda

(x™), x™ tarafindan tretilen ideal olmak tizere Rlx] / (x™) halkasi terslenebilirdir.

Ispat. S = R[x]/(xn) olsun. n =1 i¢in S = R olup ispat tamamdir. Eger n = 2 ise,
R[x]/(xz) = T(R,R) olup Onerme 3.1.5. den T(R,R) terslenebilir oldugundan

R[x]/(xz) de terslenebilirdir. Simdi n > 3 olsun. u = x + x™ olmak tizere A = ay +

au+ -+ ap_qu*t, B=by+bu+--+b,_qut €S icin AB=0 olsun. Bu
durumda i+ j >n olacak sekildeki i ve j ler i¢in a;b;u'*/ =0 dir. Bu yiizden

i +j < nicin kontrol etmek yeterlidir. AB = 0 dan asagidaki denklemleri elde ederiz.
aobo =0 (1)
aobl + albo =0 (2)

aobz + a1b1 + azbo =0 (3)



aobn_z + albn_3 + .- +an_3b1 + an_zbo = 0 (n‘l)
aobn_l + albn_z + -+ an_zbl + an—lbO == O (n)

i +j de timevarim uygulayarak ispati yapacagiz. R halkasmin inmis oldugunu her

defasinda belirtmeden kullanacagiz. (2) esitligi sagdan by, ile carpilirsa
a0b1b0 + a1b0b0 = 0 = al(bo)z = 0 = albo = 0

elde edilir ve bu (2) de yerine yazarsak ayb; = 0 bulunur. Aym sekilde (3) esitligide

sagdan b ile carpilirsa
aobzbo + a1b1b0 + azbobo = 0 = az(bo)z = 0 = azbo = O

elde edilir ve bu (3) de yerine yazilirsa agb, + a;b; = 0 bulunur. Bu esitlik sagdan b,
ile garpilirsa agb,b; + a;byb; = 0 = a;(b;)?> = 0 = a;b; = 0 bilunur (3) de yerine
yazarsak ayb, = 0 dir. Boyle devam edilirse i + j = 0,1,2,...,n — 2 igin abj =0 olur.

Simdi (n) esitligini sagdan b, ile ¢carparsak
aobn_lbo + albn_zbo + -+ an_zblbo + an_lbobo = 0

elde edilir. Yukarida elde ettigimiz esitlikler yerine yazilirsa a,_;(by)? =0 =
an_lbo =0= aibo =0 0|UI’ Sonu(;ta aobn_l = = an_lbo =0 O|UI’ Yanl i +] =
0,1,...,n — 1 olacak sekildeki i ve j ler i¢in a;b; = 0 olur. R terslenebilir oldugundan

bja; = 0 elde edilir. Sonug olarak
n—-1n-1
BA = Z Z bja;u'*/ =0
i=0 j=0

elde edilirki bu da bize S nin terslenebilir oldugunu gosterir. Kim and Lee (2003).

Bir R halkasinin bir sag Ore halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun R nin klasik sag

kesir halkasinin mevcut olmasi gerektigi iyi bilinen bir gercektir.



Teorem 3.2.5. R bir sag Ore halka ve Q,R nin Kklasik sag kesirler halkasi olsun. Bu
durumda R nin terslenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Q nun terslenebilir

olmasidir.

Ispat. Gerek sart1 ispatlamak yeterlidir. Bunun i¢in @ = ab™%,8 = cd™! € Q igin
af = 0 olsun. Kabulden bc; = c¢b;, b~tc = ¢;b;! olacak sekilde b;,c; € R ve b,

regiiler elemanlar1 vardir. Boylece
0O=af=>abtcdt=0>achi'd*=0=>ac, =0

olur. ad, = da, ve d 'a = a,d;? olacak sekilde a;,d; € R ve d; regiiler elemanlar

vardir. R terslenebilir ve boylece yart degismeli oldugundan
cta=0=>0=abc; =ach;=ac=0=>ca=0
olur. O halde
0=ad,c=da,c>a,c=0>ca,; =0
elde edilir. Sonug olarak
fa =cd tab ! =ca;dih™1 =0

bulunur ki, bu da bize Q halkasinin terslenebilir oldugunu gésterir. Kim and Lee (2003).

Lemma 3.2.6. Bir R yari asal halkasi i¢in asagidaki durumlar denktir.

(1) R inmis halkadir.

(2) R simetrik halkadir.

(3) R terslenebilir halkadir.
(4) R yar1 degismeli halkadir.



4. GUCLU TERSLENEBILIR HALKALAR VE ONLARIN GENISLEMELERI

Bu bolimde giiclii @ —terslenebilir halkalarin 6zelliklerinden ve genislemelerinden
bahsedilecektir. Calismamiz boyunca R birimli bir halkay1 ve aksi belirtilmedik¢e o da
R halkasinin sifirdan ve birimden farkli bir endomorfizmasini gosterecektir. Bu bolim
i¢in temel referansimiz Baser and Kwak (2010) olacaktir. Yani bu boliimde verecegimiz

tiim sonuglar ve ispatlar ad1 gecen ¢alismada vardir.
4.1. Giiclii a —terslenebilir Halka Kavraminin Cikis Hikayesi
Bu boliime a —terslenebilir halka kavramini hatirlatarak baglayalim.

Tanmm 4.1.1. a,b € R i¢in ab =0olmas1 ba(a) =0 (a(b)a=0) olmasm
gerektiriyorsa, bu durumda R halkasinin a endomorfizmasina sag (sol) terslenebilirdir
denir. Eger bir R halkasinin bir sag (sol) terslenebilir a endomorfizmasi varsa, bu
durumda R halkasina sag (Sol) @ — terslenebilir denir. Eger R halkasi hem sag hem de

sol a — terslenebilir ise, bu durumda R ye a —terslenebilir halka denir.
Bir sag a — terslenebilir R halka taniminin ters kosulunu géz oniine alalim. Yani
a,b € Riginaa(b) =0=>ba =0 (4.1)

olsun. Simdi verecegimiz Ornek bir sag a — terslenebilir halkanin (4.1) sartini

saglamadigini gosterir.

Ornek 4.1.2. Z tamsayilar halkasi olmak iizere,

ab
R={( ):a,b,c EZ}
0 ¢

halkasini g6z 6niine alalim. R halkasinin,

erra((§ )= )

bi¢iminde tanimlanan endomorfizmasini géz oniine alalim. Bu durumda kolayca

goriilebilir ki R sag a — terslenebilirdir. Fakat terslenebilir degildir. Ayrica R, (4.1)



1 1

sartin1 saglamaz. Gergekten A = (0 1) , B = (O 0

01 ) € R icin Aa(B) = 0 fakat

BA # 0 duir.

Onerme 4.1.3. Bir R halkasinin bir endomorfizmasi a olsun..

(1) R halkasmin (4.1) kosulunu saglamasi igin gerek ve yeter kosul R nin sag a-

terslenebilir halka ve @ nin bir monomorfizma olmasidir.

(2) R nin a —kat1 bir halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin (4.1) esitligini

saglayan yari asal bir halka olmasidir.

Ispat. (1) =) R halkas1 (4.1) kosulunu saglasin. a, b € R i¢in ab = 0 ise a(a)a(b) =
a(ab) = 0 dir. O halde (4.1) esitliginden dolay1 ba(a) = 0 dir. Sonug olarak R halkasi
sag a — terslenebilirdir. Eger a(a) = a(b) ise bu durumda a(a — b) = 0 olup (4.1)

den a = b olur ve boylece a bir monomorfizmadir.

<) R halkas1 sag a — terslenebilir ve a bir monomorfizma olsun. a,b € R igin
aa(b) = 0 ise bu durumda a(a)a(b) = 0 olup kabulden ab = 0 elde edilir. Sonug
olarak R, (4.1) kosulunu saglar.

(2) )R, a —kat1 bir halka olsun. Bu durumda R yari asal bir halkadir. Simdi R nin

(4.1) kosulunu sagladigini gosterelim.

Bunun i¢in a,b €R olmak  tizere aa(b) =0 olsun. Buradan
baa(ba) = baa(b)a(a) = 0 elde edilir. Béylece R, @ —kat1 oldugundan ba = 0 dir. R
halkast (4.1) kosulunu saglar.

<) R halkast (4.1) kosulunu saglayan yari asal bir halka ve a € R i¢in aa(a) =0
olsun. Herhangi bir r € R igin 0 = aa(a)a(r) = aa(ar) olur. R, (4.1) kosulunu
sagladigindan a(ara) = 0 ve boylece (1) den aRa = 0 olur. R yar1 asal oldugundan
a = 0 olur ki, bu ylizden R, @ —kat1 bir halkadir. Bager and Kwak (2010).

Sonug¢ 4.1.4. Bir R halkasinin inmis olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin yar1 asal ve

terslenebilir olmasidir.



Ispat. Onerme 4.1.3(2) de a yerine birim endomorfizmasi alinirsa istenilen elde edilir.

Asagidaki 6rnek, Onerme 4.1.3(2) deki ‘R halkas1 (4.1) kosulunu saglar’ ve ‘R yar1 asal

bir halkadir’ kosullarinin fazladan olmadigini gosterir.

Ornek 4.1.5. (1) Z, halkasini goz 6niine alalim. R halkasi,

={(5 ) ar <)

olmak iizere, a: R = R, “(g 2) - (g

R halkasinin bir otomorfizmasi oldugu kolayca gosterilebilir Diger taraftan agik olarak

_2) seklinde tanimlanan fonksiyonun

R yar asal degildir. Boylece R; @ — kat1 degildir.

Simdi R nin (4.1) kosulunu sagladigini1 gosterelim.

a3 D) =l Men

olmak iizere Aa(B) = O olsun. Bu durumda

wa@=( D@ =00 =6 0

olup, buradan aa’'=0 ve —ab’' +ba' =0 elde edilir. ab’ =ba’ ve aa' =

oldugundan a = 0 ve a = 2 olur. Sonug olarak

BA = (a’ b’) (a b) _ (a’a a'b+ b’a)

0 2ab’\_(0 O
0 a/\0 a 0 a'a (0 o)_(o 0)
elde edilir.
(2) Bir F cismi tizerindeki polinomlar halkast R = F[x] olsun.

a:R - R,a(f (x)) = f(0) olarak tanimlansin. R bir tamlik bolgesi oldugundan yari

asaldir.

Ayrica @ monomorfizma olmadigindan (4.1) kosulu saglanmaz. Ayrica R, « — kati da
degildir. Simdi bunu gdsterelim. 0 # f(x) = x i¢in f(x)a(f(x)) = f(x)0 =0 elde

edilir.



4.2. Giiglii a —terslenebilir Halkalarin Ozellikleri

Bu boliimde giiglii @ — terslenebilir halkalarin temel &zelliklerinden bahsedilecektir.

Onerme 4.1.3. iin 15181 altinda asagidaki tanimi vererek baslayalim.

Tamm 4.2.1. a,b€R i¢cin aa(hb) =0 (a(a)b=0) olmasi ba =0 olmasim
gerektiriyorsa, bu durumda R halkasinin bir & endomorfizmasina sag gii¢lii (sol gii¢lii)
terslenebilirdir denir. Eger bir R halkasinin bir giicli sag (sol) terslenebilir «
endomorfizmasi varsa, bu durumda R halkasina giiclii sag (sol) @ — terslenebilir
denir. Eger R halkas1 hem giiglii sag hem de giiglii sol a — terslenebilir ise, bu durumda

R ye giiglii a — terslenebilir halka denir.
Uyar1 4.2.2. (1) Bir R halkasinin bir endomorfizmasi @ olsun. Bu durumda

(i) a(S) € S olacak sekilde giiclii sag(sol) a — terslenebilir R halkasinin her S alt

halkasi1 da gii¢lii sag(sol) a — terslenebilirdir.

(if) Her a — kat1 halka gii¢lii a — terslenebilir ve her giiglii sag a —terslenebilir halka
sag a —terslenebilirdir. Gergekten R, « — kat1 bir halka ve a,b € R i¢in a(a)b =0
olsun. Bu durumda aba(ab) = aba(a)a(b) =ala(b)=0 dir. R, a—kat1
oldugundan ab = 0 ve a — kat1 halkalar terslenebilir oldugundan ba = 0 olur. Sonug

olarak R giiclii a —terslenebilirdir.

Simdi, R giiclii sag a —terslenebilir halka ve a, b € R i¢in ab = 0 olsun. Bu durumda
ab =0>= a(ab) = a(0) = a(ab) =0 = a(a)a(b) = 0= ba(a) =0

elde edilir. Yani R sag a —terslenebilirdir.

(ili) a?=1idgy veya R terslenebilir halka olmasi durumunda giiclii sag a —

terslenebilirlik giiclii sol a — terslenebilirlige denktir.

Ik olarak a? = I olsun. R nin giiclii sag a — terslenebilir olmas1 durumunda giiglii sol

a — terslenebilir oldugunu gosterelim.



Bunun i¢in a,b € R olmak tizere a(a)b = 0 olsun. Bu durumda
a(a(a)b) = a(0) = a?(a)a(b) = 0 = idg(a)a(h) = 0= aa(b) =0=ba =0

elde edilir. Benzer sekilde R nin giiglii sol a — terslenebilir olmasi durumunda R nin

giiclii sag a — terslenebilir oldugu da gosterilebilir.

Simdi de R nin terslenebilir ve giiclii sol a — terslenebilir oldugunu kabul edelim.
a,b € R igin aa(b) = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan a(b)a = 0 olur. R gii¢lii sol
a —terslenebilir oldugundan ab = 0 elde edilir. Buradan ba = 0 olup R giiglii sol a —
terslenebilirdir. Benzer sekilde R giiglii sol @ — terslenebilir iken R nin giiglii sag a —

terslenebilir oldugu da gosterilebilir.

(iv) R nin gii¢lii sag (sol) a — terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul a, b € R igin

ab =0 ba(a) =0 (ab = 0 © a(b)a = 0) olmasidir. Simdi bu denkligi gorelim.
=) R giiglii sag a — terslenebilir ve a,b € R igin a(a)b = 0 olsun. Bu durumda
a(ab) = a(0) = a(a)a(b) = 0 = ba(a) = 0 elde edilir.

<) a,b € R igin ba(a) = 0 olsun. Bu durumda ab = 0 olur. Boylece R giiglii sag a —

terslenebilirdir.

(2) Her bir y € T igin R, bir halka ve a,; R, nmn bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda
a: [lyerRy = Ilyer Ry, ‘Y(ay)yel") = (“V(ay))yel"

seklinde tanimlanan fonksiyon [, cr R, halkasmin bir endomorfizmast olur.

[1yer R, nin giiglii sag (sol) a — terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul her bir R,

nin gliclii sag (sol) a,, — terslenebilir olmasidir.

Onerme 4.2.3. Bir R halkasinin bir @ endomorfizmasi igin asagidakiler birbirine

denktir.

(1) R giiclii sag (sol) a — terslenebilirdir.
(2) R nin her bir S alt kiimesi i¢in Iz (a(S)) = 15(S) (rr(a(S)) = Iz(S)) dir.



(3) Her bir a € R icin lg(a(a)) = rz(a) (rr(a(@)) = lz(a)) dir.
(4) R nin bostan farkli herhangi A ve B alt kiimeleri i¢in Aa(B) = 0 (a(A)B = 0)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul BA = 0 olmasidir.

Ispat. (1) = (2) R giiglii sag a — terslenebilirve a € R, S S R icin a € Iz(a(S))
olsun. Bu durumda aa(S) = 0 dir. Yani her s € S i¢in aa(s) = 0 olur. R giiglii sag
a — terslenebilir oldugundan sa = 0 bulunur. Yani her s € S i¢in Sa =0 olur. O
halde a € r;(S) dir. Tersine b € rx(S) olsun. Bu durumda Sb = 0 yani her s € S i¢in
sb =0 olur. Buradan a(sb) = a(s)a(b) =0 olup R giiclii sag a —terslenebilir
oldugundan ba(s) = 0 olur ve buradan b € Iz (a(S)) elde edilir.

(2) = (3) S = {a} alinirsa ispat agiktir.

(3) = (4) R nin bosdan farkli A ve B alt kiimeleri i¢in Aa(B) = 0 olsun. Bu durumda
a €A ve b €B igin aa(b) = 0 olur. Buradan a € lz(a(b)) = rz(b) olup a € rz(b)
bulunur. Yani ba = 0 olur. Boylece BA = 0 elde edilir. Tersine kolay bir sekilde

gosterilebilir.
(4) = (1) a,b € Ri¢in aa(b) = 0olsun. (4) de A = {a} ve B = {b} alinirsa

Aa(B) = 0ve boylece BA = 0yani ba = Oelde edilir. Sonug¢ olarak R giiglii sag
a — terslenebilirdir. Baser and Kwak (2010).

R sifir bolensiz bir halka olmak iizere R nin her bir & monomorfizmasi igin R
giiclii @ — terslenebilirdir. Gergekten a, b € R igin aa(b) = 0 olsun. R sifir bolensiz
oldugundan a = 0 veya a(b) = 0 dir. « monomorfizm oldugundan a = 0 veya b = 0
olur. Boylece ba = 0 elde edilir. Yani R giiglii sag a — terslenebilirdir. Benzer sekilde

R nin giiglii sol @ — terslenebilir oldugu gosterilebilir.

Ornek 4.2.4. 7, kalan smiflarin halkas1 olmak iizere bilesensel toplama ve carpma
islemleriyle R = Z, @ Z, halkasin1 gz oniine alalim. Bu durumda R degismeli inmis

bir halkadir. a: R = R, a((a, b)) = (b, @) seklinde tanimlansin. Bu durumda a, R nin



otomorfizmasidir. Fakat R giiglii sag @ — terslenebilir degildir. Ger¢ekten a = (1,0) =

b € R i¢in aa(b) = 0 fakat ba = (0,1) # 0 dir.

Onerme 4.2.5. R terslenebilir bir halka ve a;R nin bir endomorfizmasi olsun.

Asagidaki durumlar birbirine denktir.

(1) R giicli a — terslenebilirdir.

(2) R giiclii sag a — terslenebilirdir.

(3) n € Z* ve a,b € R igin aa™(b) = 0 veya a™(a)b = 0 ise ab = 0 dir. Tersine
a,b € R i¢in ab = 0 iken m herhangi pozitif tamsay1 olmak iizere aa™(b) = 0
ve a™(a)b = 0 dir.

(4) a,b € R olsun. Bu durumda ab = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul aa(b) = 0

olmasidir.

Ispat. (1) = (2) R; giicli «a —terslenebilir halka olsun. Bu durumda giiclii

a —terslenebilir halka tanimi1 geregince R gii¢lii sag @ — terslenebilirdir.

(2) = (3) R giiclii sag a — terslenebilir ve a, b € R i¢in aa™(b) = 0 olsun. Bu
durumda 0 = aa™(b) = aa(a™ (b)) = a™ 1(h)a olup R giiglii sag a — terslenebilir
oldugundan a™ *(b)a = 0 olur. Buradan aaa™ *(b) = 0 olur. Tekrar R giiclii sag

a — terslenebilir oldugundan a™ 2(b)a = 0 dir. Byle devam edersek ab = 0 bulunur.
a™(a)b = 0 i¢inde ayn1 sekilde ilerlenirse ab = 0 elde edilir.Tersine ab = 0 olsun. Bu
durumda ba(a) = 0 dir. Buradan ba(a) =0 = a(a)b =0 = ba?(a) =0..>

aa™(b) = 0 bulunur.
(3) = (4) acgiktir.

(4) = (1) aa(b) =0 olsun. Bu durumda (4) den ab =0 olur. R terslenebilir
oldugundan ba = 0 olur. Boylece a(a)b =0 dir. Sonug olarak R gii¢lii sag a —

terslenebilir ve R giiclii sol a — terslenebilir oldugundan R giiglii @ — terslenebilirdir.
Bager and Kwak (2010).

Lemma 4.2.6. R[x; a] halkanin inmis olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin a —kati

olmasidir.



Sonug¢ 4.2.7. R a —kat1 ise bu durumda R @ —skew Armendariz bir halkadir.

Bir R halkasinin terslenebilir ve giiglii sag a — terslenebilir olmasi durumunda R nin
a — skew Armendariz halka olup olmadigindan siiphe edilebilir. Fakat 6rnek 4.1.5(1)
bu siipheyi ortadan kaldirir. Gergekten, bu ornekteki halka terslenebilir ve giiclii a —

terslenebilir bir halkadir. Fakat inmis bir halka degildir.

p(x) = (8 (1)) + ((2) ;) X € R[x; a] i¢in (p(x))2 = ( fakat ((2) g) a (g (1)) 0

dir. Boylece R, @ — skew Armendariz degildir.

Teorem 4.2.8. R a — skew Armendariz bir halka olsun. Bu durumda R nin terslenebilir
ve giiclii @ — terslenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin R[x; a] skew

polinomlar halkasinin terslenebilir olmasidir.

Ispat. =) R terslenebilir ve giiclii @ — terslenebilir olsun.

m n
p(x) = Z aixt,  qx) = Z bix) € R[x;a]
i=0 ]:O

icin p(x)q(x) = 0 olsun. R, a« — skew Armendariz oldugundan dolay1 herbir i, j igin
aiai(bj) = 0 dir. Onerme 4.2.5. den dolay1 bja; = 0 olur. Bu yiizden bjaj(ai) =0
elde edilir. Buradan q(x)p(x) = (by + bix + byx? + -+ + bpyx™)(ay + ayx + a,x? +
o +amx™) = boag + (boay + bya(ag))x + (boa, + bya(ay) + bya®(ag))x? + -+ +

bpa™(a,)x™*™ = 0 olur ki bu da bize R[x; a] nin terslenebilir oldugunu gosterir.

&) R[x; a] halkasinin terslenebilir oldugunu kabul edelim. a,b € R igin ab = 0 olsun.
Bu durumda p(x) = a, q(x) = b € R[x; a] segilirse p(x)q(x) = ab = 0 olur. R[x; a]
terslenebilir oldugundan q(x)p(x) = ba = 0 bulubur. Yani R terslenebilirdir. Simdi R
nin giiclii & — terslenebilir oldugunu gdsterelim. Bunun i¢in a,b € R olmak iizere
aa(b) =0 olsun. p(x) =ax, q(x) =b € R[x;a] secilirse p(x)q(x) = (ax)b =
aa(b)x = 0x = 0 olur. R[x; a] terslenebilir oldugundan 0 = q(x)p(x) = b(ax) = ba
olur. Boylece R giiglii @ — terslenebilirdir. Baser and Kwak (2010).



Sonug 4.2.9. R Armendariz bir halka olsun. Bu durumda R nin terslenebilir olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul R[x] 1n terslenebilir olmasidir.

4.3. Gii¢lii a —terslenebilir Halkalarin Genislemeleri

Bu boliimde bir halkanin giiclii & —terslenebilir 6zelliginin hangi genislemelerine

tasinip tasinmadigi arastirilacaktir.

Lemma 4.3.1. Bir R halkasmin bir &« endomorfizmi igin eger R gii¢lii sag (sol) a —
terslenebilir ise, bu durumda a(1) = 1 dir. Bu durumda herhangi e? = e € R i¢in

a(e) = edir.
Ispat. R giiclii sag a — terslenebilir olsun. Bu durumda

1-a))a(l) =a(l) —a(Da(1l) =a(l) —a(1) =0 olup R gigli sag a —
terslenebilir oldugundan 1(1 — a(l)) = 0 olur. Boylece a(1) = 1 dir.

Simdi e? = e € R olsun. Bu durumda (1 —e)e =0 ve e(1 —e) = 0 olur. Bdylece
a((l — e)e) =a(l—e)a(e) =a(0) =0, a(e(l — e)) =a(e)a(l—e)=a(0)=0
olur. R giiglii sag @ — terslenebilir oldugundan (1 — e)a(e) = 0 ve eax(1 —e) = 0 elde
edilir. a(1) =1 oldugundan a(e) = ea(e) ve e = ea(e) bulunur. Sonu¢ olarak
a(e) = e elde edilir. Bager and Kwak (2010).

R degismeli bir S halkas1 iizerinde bir cebir olsun. Bu durumda
D=RxS={(r,s)|reR,s€eS}
kartezyen ¢arpim kiimesi;
(r,s1) + (12,82) = (L + 13,51 + 53)

(r1,51) (12, 82) = (1113 + 8173 + S3711, $152)



ikili islemleri ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya R nin Sile Dorroh genislemesi
oldugunu hatirlatalim. R nin bir @ endomorfizmasi i¢in, @ : D - D, a@(r,s) = (a(r),s)

seklinde tanimlanan bagint1 bir S —Cebir homomorfizmasidir.

R bir halka ve a; R nin bir monomorfizmasi olsun. R < A olacak sekilde bir
halka A olsun. Eger a, A dan A =Up,a ®(R) ya bir otomorfizmaya
genisletilebilirse, bu durumda A ya R nin bir Jordan genislemesi denir. Herhangi bir

(R, @) cifti i¢in bdyle bir genislemenin mevcut oldugu gosterilmistir.
Onerme 4.3.2. Bir R halkasinin bir endomorfizmasi a olsun.

(1) S bir halka ve o: R — S bir halka izomorfizmasi olsun. Bu durumda R nin giiglii
sag (sol) a — terslenebilir halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S nin giiglii sag (sol)

oao ™1 — terslenebilir halka olmasidir.

(2) R halkasinin merkezi bir eskare eleman: e olsun. Bu durumda eR ve (1 —e)R
halkalarinin giiglii sag (sol) a — terslenebilir olmas: igin gerek ve yeter kosul R nin

giiclii sag (sol) a — terslenebilir olmasidir.

(3) A R nin Jordan geniglemesi olsun. Bu durumda R nin giiglii sag (sol) a —
terslenebilir halka olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul A nin giiglii sag (sol) a —

terslenebilir halka olmasidir.

(4) S sifir bolensiz bir halka olsun. Bu durumda R nin gii¢lii sag (sol) a — terslenebilir
halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R den S ye D Dorroh genislemesinin giiglii sag

(sol) & — terslenebilir olmasidir.
Ispat. (1) =) R giilii sag a — terslenebilir bir halka olsun. s;, s, € S igin

s,0ac~1(s,) = 0 olsun. o bir izomorfizma oldugundan o(r;) = s;, o(r;) = s, olacak
sekilde 75,75 € R vardir. Bu durumda 0 = s;0a071(s,) = o(r)oac ™ (a(ry)) =
o(r)oa(ry) = a(ria(ry)) = ra(r,) elde edilir. R giiglii sag (sol) a — terslenebilir

oldugundan r,7; = 0 bulunur. O halde o(r,1;) = 0 dir. ¢ homomorfizma oldugundan



o(r,)o(ry) = 0 dir. Sonugta s,s; = 0 bulunur. Yani S giiclii sag cac ! — terslenebilir
halkadir.

&) S giiglii sag oao~! — terslenebilir halka ve 74,7, € R i¢in rya(r,) = 0 olsun. Bu

durumda a(rla(rz)) =0(0)=0=>0(r)oa(r,) =0=a(r)oa (0"1(0(r2))) =0

= a(rl)(aaa_l)(a(rz)) =0=>0(r)o(r) =0=>0(rr) =0=a(rr) =0
= 1,7, = 0 bulunur.
Sonugta R giiglii sag a — terslenebilirdir.

(2) =) eR ve (1 — e)R nin giiclii sag a — terslenebilir olsun. a, b € R igin aa(b) = 0
olsun. Bu durumda aa(b) =0 = eeaa(b) =0 = eaea(b) =0 = eaale)a(b) =
0 = eaa(eb) = 0 olup eR gigli sag a — terslenebilir oldugundan ebea = 0 ve
béylece eba = 0 elde edilir. Diger taraftan aa(b) =0 = (1—e)aa((1—e)b) =0
olup, (1 —eR) giiclii sag a —terslenebilir oldugundan (1 —e)b(1 —e)a =0 olur.
Boylece (1—e)ba=0 = ba—eba=0=ba=-eba elde edilir. eba=0

oldugundan ba = 0 bulunur. Sonug olarak R gii¢lii sag a — terslenebilir halkadir.

<) R nin giiglii sag§ «a — terslenebilir halka oldugunu kabul edelim. ea, eb € eR igin
eaa(eb) = 0 olsun. R giiglii sag a — terslenebilir oldugundan ebea = 0 olur. Boylece

eR giiglii sag a — terslenebilir olur. Ayni durum (1 — e)R iginde gegerlidir.

(3) =) R giiclii sag a — terslenebilir ve a, b € A igin aa(b) = 0 olsun. Bu durumda A

nin tanimindan dolay1 a®(a), a®(b) € R olacak sekilde k > 0 vardir. Boylece
et (@)a(ak(b)) = a*(@)a*(a(b)) = a*(aa(h)) = a*(0) = 0

olur. R giiclii sag a — terslenebilir oldugundan a®(a)a®(b) = 0 elde edilir. Buradan
a®(ab) = 0 elde edilir. a bir monomorfizma oldugundan ba = 0 dir. Sonug olarak A

giiclii sag a — terslenebilir bir halkadir.



&) A giiglii sag a — terslenebilir olsun. a — terslenebilir alt halkalarin alt halkasida a —

terslenebilir oldugundan R giiglii sag a — terslenebilirdir.

(4) R giiglii sag (sol) a — terslenebilir halka iken R den S ye D Dorroh genislemesinin
giicli sag (sol) @& — terslenebilir oldugunu gostermek yeterlidir. R giiglii sag a —
terslenebilir ve (ry,s;),(r,s,) €D i¢in (ry,s;)a@(ry,s,) =0 olsun. Bu durumda
(r,s1)@(12,82) = 0= (11, s1)(a(12),52) = 0= rya(ry) + s1a(ry) + 5,1, =0 ve
s1S, = 0 olur. S bir tamlik bolgesi oldugundan s; = 0 veya s, = 0 olur. Eger s; =0
ise, bu durumda r,a(r,) + s,r; = 0 olup, buradan s,r; = s,(r1z) = r1(s, 1) oldugu
kullanilarak r; (a(r,) + s5) = 0 elde edilir. @ bir S —cebir homomorfizmasi oldugundan
ra(ry +s;1g) = 0= (1p + 5215)1 = 0 = 11y + 55111 = 0= (7,52) (711, 51) = 0

elde edilir. Benzer sekilde s, = 0 i¢inde (1, s,) (11, 51) = 0 oldugu gosterilebilir. Sonug

olarak D Dorroh genislemesi giiglii sag a — terslenebilirdir. Bager and Kwak (2010).

R bir halka ve M bir (R, R) —bimodiil olmak iizere
ROAEM=RXM={(r,m)|r € R,m € M}
kiimesi,
(ry, my) + (rp,my) = (ry + 15, my +my)
(r1, my) (ry, my) = (113, TymMy + my1y)

ikili iglemleri ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya R nin M ile asikar genislemesi (trival
extension) denir ve T(R, M) ile gosterilir. Bir R halkasinin M; (R, R) —bimodiilii ile

asikar genislemesi

o 7)rermen

halkasina izomorftur.

R bir halka ve a;R nin bir endomorfizmast olmak iizere R nin T(R,R) asikar

genislemesi lizerinde



d:T(R,R)—>T(R,R)ﬁ<(g Z)>=(a%a) Zﬁg)

seklinde tanimlanan fonksiyon T'(R, R) halkasinin bir endomorfizmasidir. T(R, 0); R ye

izomorf oldugundan @ 1n T (R, 0) a kisitlamasini « ile 6zdes kilariz.

Onerme 4.3.3. R inmis bir halka ve R nin bir endomorfizmas: a olsun. Bu durumda R
nin giiclii @ —terslenebilir bir halka olmast i¢in gerek ve yeter kosul T(R, R) nin giigli

‘o —terslenebilir bir halka olmasidir.

7 v e - .- . _(a b _(cC d
Ispat. =) R gicli sag a —terslenebilir bir halka ve A = (0 a),B = (0 c) €

T(R,R) i¢in A@(B) = 0 olsun. Bu durumda

aw) =5 a6 D)= D o)

_ (aao(c) aa(da)a-i(-CI;a(c)) _ (g 8)

olup buradan aa(c) =0 veaa(d) + ba(c) =0 elde edilir. R gigli sag a —
terslenebilir oldugundan ca = 0 olur. R inmis bir halka oldugundan terslenebilirdir.
Boylece ac = 0 dir. Bu durumda 0 = c(aa(d) + ba(c)) = cha(c) = ccb = c?b elde
edilir ki, buradan 0 = cbcb = (cbh)? bulunur. R inmis oldugundan c¢b = 0 olur. O
halde ba(c) = 0 dir. Ayrica ba(c) = 0 ve aa(d) + ba(c) = 0 oldugundan aa(d) =

0 olur. Buradan da = 0 bulunur.Sonug olarak,

a=(5 0 J=(5 7= "50)=0

bulunur ki, buda bize T (R, R) nin gii¢lii @@ —terslenebilir oldugunu gosterir.

<)T (R, R) giiglii sag a —terslenebilir bir halka olsun. R = T(R,0) ve T(R,0), T(R,R)
in @(T(R,0)) €S T(R,0) olacak sekilde alt halkasi oldugundan R giigli sag
a —terslenebilir halkadir. Baser and Kwak (2010).



Sonug¢ 4.3.4. Eger R inmis bir halka ise, bu durumda T (R, R) terslenebilir bir halkadir.

Yukaridaki 6nermedeki ‘R bir reduced halkadir.” Sart1 kaldirilamaz. Bunu asagidaki

ornekte gorelim.

Ornek 4.3.5. R = {(g Z) ja,b € Z,} ve a <(g Z)) - (g _cl:) olmak iizere R nin

giiclii sag a —terslenebilir oldugunu biliyoruz.
o o) Co 2N, _(G o G 1)
G o (o0 \Go G o

icin Aa(B) = 0 fakat BA # O oldugundan T(R,R) giclii sag a — terslenebilir

A= B = € T(R,R)

degildir. Ayrica R nin inmis olmadig1 da agiktir.

R bir halka ve n = 3 i¢in

I(/a a;; a3 7 aln\ \I

0 a az *° Gon

s@=1l0 o ¢ = an|leaery
o o o )

olsun. R nin a endomorfizmi d((aij)> = (a(aij)) seklinde tanimlanan S,(R) nin @

endomorfizmine genisletilebilir. R inmis oldugunda n = 3 i¢in S, (R) halkasinin giiglii
a —terslenebilir olup olmadigini sormak dogaldir. Fakat asagidaki 6rnek bu sorunun

cevabinin olumsuz oldugunu gosterir.

Ornek 4.3.6. R bir a —kat1 halka olsun. Bu durumda a(1) = 1 oldugunu biliyoruz.

n = 3 i¢in E;; ler matris birimsellerini gostersin. Bu durumda
0 0 O 0 1 0
A=E;=10 0 1), B=E,={0 0 0]€S,(R)icin
0 0 O 0 0 O

Aa(B) = O fakat BA # O dir. Dolayisiyla S,,(R) giiglii @ — terslenebilir degildir.

R bir halka ve «; R nin bir endomorfizmasi olmak tizere



ag +a;x + -+ apx™ - alag) + ala)x + -+ ala,)x™

seklinde tanimlanan fonksiyonda R[x] polinom halkasinin bir endomorfizmasidir. R[x]
polinom halkasinin yukaridaki sekilde tanimlanan endomorfizmasimida a ile

gosterecegiz.
n
R[x;x71] = { Z a;x':s>0,n>0,a; €ER
i=—s

seklinde tanimlanan kiime polinomlarda ki toplama ve c¢arpma islemlerine gore bir

halkadir. Bu halkaya Laurent polinomlarimin halkast denir.

a; R nin bir endomorfizmasi olmak {izere a yardimiyla R[x] polinom halkas1 iizerinde
tanimladigimiz endomorfizmanin benzeri R[x;x~1] Laurent polinomlarinin halkasi
lizerindede tanimlanir. Asagidaki 6nerme Kim and Lee (2003)’ deki Onerme 2.4 iin

daha genel halidir.

Onerme 4.3.7. Bir R halkasinin bir @ endomorfimasi igin asagidaki ifadeler denktir.
(1) R[x] giiclii sag (sol) a —terslenebilirdir

(2) R[x; x~1] giiclii sag (sol) a —terslenebilirdir.

Eger R Armendariz bir halka ise; bu durumda (1) ve (2) nin her ikiside (3) e denktir.
(3) R giiglii sag (sol) a —terslenebilir.

Ispat. (2) = (1) = (3) aciktir. Ciinkii R < R[x] ve R[x] < R[x;x~1] dir.

(1) = (2) R[x] giglii sag a —terslenebilir olsun. f,g € R[x;x™1] i¢in fa(g) =0
olsun. Bu durumda f; = fx", g, = gx™ € R[x] olacak sekilde bir n pozitif tamsayi
vardir. Buradan fia(gl) = fx"a(gx™) = fx"a(g)a(x™) = fx"a(g)x™ =
fa(g)x?™ = 0 elde edilir. fa(g,) = 0 ve R[x] gii¢lii sag a —terslenebilir oldugundan
g1fi = 0 dir. Boylece gf = x~2"g,f; = 0 olur ki, bu da bize R[x;x~1] in giiclii sag

a —terslenebilir oldugunu gosterir.



(3) = (1) Armendariz R halkas: giiclii sag a —terslenebilir olsun. f = ¥ a;x%, g =
Y=o bjxf € R[x] i¢in fa(g) =0 olsun. Bu durumda R Armendariz oldugundan
heri,j igin aia(bj) = 0 olur. R gii¢lii sag a —terslenebilir oldugundan b;a; = 0 olur.
Boylece fg = 0 elde edilir. Sonugta R[x] giiclii sag a —terslenebilirdir. Baser and
Kwak (2010).

Sonuc 4.3.8. R Armendariz bir halka olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir.

(1) R terslenebilir.
(2) R[x] terslenebilir.
(3) R[x; x~1] terslenebilir.

Terslenebilir halkalarin  homomorfik goriintiilerinin terslenebilir olmak zorunda

olmadiklarini biliyoruz. I < R olmak tizere, eger a(I) < I ise, bu durumda a(a + 1) =

a + Iseklinde tanimlanan fonksiyonda R / 7 bolim halkasinin bir endomorfizmasidir.
Onerme 4.3.9. Bir R halkamin bir endomorfizmasi a olsun.

(1) I, R nin bir ideali olmak iizere a(I) € I olsun. Eger R/ ; bolim halkast giiclii sag

a —terslenebilir ve I, a —kat1 ise, bu durumda R giiglii sag a —terslenebilirdir.

(2) R inmis bir halka ve n pozitif bir tamsayr olsun. Bu durumda R nin giiglii

a —terslenebilir halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Rlx] /(x") giiclii o —terslenebilir

olmasidir.

Ispat. (1) a,b € R igin aa(b) = 0 olsun. Budurumdaa +I,b +1 € R/I olup (a +
Dab +1) = (a+D(ab) +1) = aa(b) + I = olup, R/;; sag & —terslenebilir
oldugundan I = (b + I)(a + I) = ba + I bulunur. Boylece baa(ba) = baa(b)a(a) =

0 vel, a —kati oldugundan ba = 0 elde edilir. Sonug olarak R giiclii sag

a —terslenebilirdir.



(2) ) R[x]/<xn) giiclii sag o —terslenebilir ve a, b € R i¢in aa(b) = 0 olsun. Bu
durumda a + (x™), b + (x) € R["]/<xn) olup (@ + (x™)@(b + (x")) =

(@ + (x™)(a(b) + (x™)) = aa(b) + (x") = (x") olur. Buradan X ["]/(xn> siiclii sag

o —terslenebilir oldugundan (x™) = (b + (x™))(a + (x™)) = ba + (x™) yani ba € (x™)

ve buradan ba = 0 elde edilir. Sonucta R giiclii & —terslenebilirdir.

=) Kabul edelimki R inmis ve giiglii a —terslenebilir olsun. R inmis oldugundan

terslenebilirdir. Ayrica R nin inmis bir halka olmasi igin gerek ve yeter kosul a?b =

0 = ab = 0 olmasidir. Bu gercegi asagida sik¢a kullanacagiz. S = R[x]/( X diyelim.

Eger n = 1 ise bu durumda S = R olup S gii¢lii o —terslenebilirdir. Eger n = 2 ise, bu
durumda S = T'(R, R) olup Onerme 4.2.3. den dolay1 T'(R,R) ve dolayisiyla S halkasi

da giiglii @ —terslenebilirdir. Simdi n > 3 kabul edelim. x = x + (x™) olmak tizere

n-1 -1

f=Zal-J?i,g= b]f]ES

i= 0

3

-
Il

icin fa(g) =0 olsun. Tim i ve j ler i¢in bja; = 0 oldugunu iddia ediyoruz. Eger
i+j=n ise, bu durumda f@(g) =0 dan dolay1 a;a(b)x'*/ =0 dir. Boylece
i+j<n-—1 lzerine timevarim uygulayacagiz. fa(g) =0 dan aya(by) =0 ve
boylece bya, = 0 olur. Bu ise i +j = 0 i¢in iddianin dogru oldugunu gosterir. Simdi
i +j < k — 1 igin dogru oldugunu kabul edelim. i + j = k < n — 1 igin (x*) I1 terimin

katsay1si
apa(by) + ara(byg-1) + -+ + ag_1a(by) + ara(by) = 0 (4.2)
dir. (4.2) esitligi soldan by ile ¢arpilirsa

boaya(by) + boa;a(by_1) + -+ byay_,a(by) + bgara(by) =0 olup (4.2)

hipotezinden byaxa(b,) = 0 bulunur. R giiclii @ —terslenebilir oldugundan by*a; = 0



olur. Boylece bya, = 0 ve apa(by) =0 olur. aya(by) = 0 ifadesi (4.2) de yerine

yazilirsa
apa(by) + aya(by_1) + -+ ag_1a(by) =0 (4.3)
esitligi elde edilir. (4.3) esitligi soldan b, ile carpilirsa

biaga(by) + byaya(by_,) + -+ + byay_,a(by) = 0 bulunur. Buradan b,a;_,a(b,) =
0 dir. R giiclii a —terslenebilir oldugundan b,%a,_; = 0 dir. O halde b,a,_, = 0 ve
ax_1a(b;) =0 dir. Sonugta bja; =0(i+j=k) ve gf =0 dir. S giigli sag
a —terslenebilirdir. Bager and Kwak (2010).

Sonug 4.3.10. (1) R nin uygun bir I ideali i¢in R / I terslenebilir olsun. Eger I inmis ise

bu durumda R terslenebilirdir.
(2) Eger R inmis ise, bu durumda n pozitif bir tamsayr olmak {izere R[x]/( X"

terslenebilirdir.

Asagidaki 6rnek yukaridaki onermedeki I nin @ —kat1 olma sartinin kaldirilamayacagini

gostermektedir.

Ornek 4.3.11. F bir cisim olmak iizere

halkasini ve bu halkanin

seklinde tanimlanan endomorfizmasini géz oniine alalim.

1= D= e

i¢cin



@ = Da((d )-C D - -0

fakat BA = ((1) (1)) (8 (1)) # 0 dir. Yani R giiclii sag a —terslenebilir degildir.

R halkasinin [ = (8 I(;) ideali i¢in R / I gliglii sag a —terslenebilirdir.

R/I = {(g 8) +1I|ace F} olmak tizere

<(g 8)+1>2=(%2 C()2)+I=I ve (%2 COZ)EI dir. F inmis oldugundan

(g (C)) +1 = I elde edilir. Yani R / I inmisdir. @ R/I da birim déniisiimdiir. ] @ —kati

halka degildir.
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