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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

R Riemann egrilik tensor alani

D Degme dagilimi

S Ricci egrilik tensor alani

Q Ricci operatorii

N Nijenhuis tensor alani

\Y Levi-Civita konneksiyonu

r(M) M iizerindeki C* vektor alanlari uzayi

u(n) Uniter grup

div Divergens operatorii

™ M iizerindeki tanjant demeti

™ M iizerindeki tanjant demetinin ortogonal tiimleyeni

O(s) Ortogonal grup

Ry (M) M iizerindeki diferensiyellenebilir fonksiyonlarin bir alt
halkas1

J Hemen hemen kompleks yap1

L Lie tiirev operatorii

P Projektif egrilik tensor alant

C Weyl konformal egrilik tensor alant

C Konsirkiiler egrilik tensor alant




1 GIiRiS

Simetrik Riemann uzaylar1 Riemann manifoldlar: i¢in ¢cok 6nemli bir yere sahiptir. Diger
yandan, bu uzay smiflar1 matematigin bircok bransi i¢in oldukca éneme sahip pek ¢ok
belirgin 6rnekleri de icerir. Ornek olarak, kompakt Lie gruplar, Grassmann ve simirh
simetrik bolgeler verilebilir. Herhangi bir simetrik uzay kendine has 6zel bir geometriye

sahiptir. Oklid, eliptik ve hiperbolik geometri hemen akla gelen ilk gelen ¢rneklerdir.

Ote yandan, bu uzaylar cok fazla ortak ozellik ve zengin bir teoriyle donatilmistir.

Simetrik uzaylar igin oldukca fazla bir bakig agist mevcuttur. Bu uzaylar Riemann
manifoldlar: i¢in noktasal yansimali veya paralel egrilik tensoriine sahip veya ¢zel bir
holonomi veya 6zel bir izometri ile verilen homojen bir uzay veya 6zel Killing vektor
alanlarina sahip veya iiclii bir Lie sistemi veya belli bir involusyona sahip bir Lie grubu

olarak diigiiniilebilir.

Bu tez calismasinda belli sartlari saglayan bir Riemann manifoldu i¢in Riemann egrilik
tensorii yardimiyla verilen yari simetrik manifoldlar1 gézoniine alacagiz. Yar:1 simetrik
uzaylar literatiitde iyi bilinen ve lokal simetrik uzaylarin dogal bir genellestirmesi olarak
ele almir. M iizerinde tiim keyfi X, Y vektor alanlari igin, bir (A, ¢g) Riemann man-
ifoldunun Riemann egrilik tensorii R(X,Y).R = 0 sartim saghyorsa (M, g) bir yar
simetrik uzaydir denir. Burada R(X,Y’), R Riemann egrilik tensorii tizerinde bir tiirev
gibi davranir. Belli bir uzay bir p € M noktasinda (M, g) nin R, egrilik tensorii bir
simetrik uzayin egrilik tensorii ile ayn oldugundan (verilen p noktasina gore degigebilir)
"yar1 simetrik" uzay olarak adlandirilir. Yar: simetrik uzaylar lokal simetrik uzaylarin

bir genellegtirmesi oldugundan biraz da lokal simetrik uzaylardan bahsedelim.

Lokal simetrik uzaylar diferensiyel geometri, topoloji, sayilar teorisi, komplels analiz,
cebirsel geometri gibi bir ¢ok farkli alandan ortaya ¢ikmigtir. Bu tez ¢alismasinda konu
edilen lokal simetriklik tanimi diferensiyel geometri kavramlarindan Riemann egrilik

tensorii ile ilgili olanidir.

Bir (M, g) Riemann manifoldunun egrilik tensorii R, VR = 0 sartin1 saghyorsa (M, g)

bir lokal simetrik Riemann manifoldudur denir. Burada V, Riemann metriginin Levi-



Civita konneksiyonudur. Bu tanima gore, lokal simetrik uzaylarin genellegtirilmesi
diistiniildiigiinde bir ¢ok geometrici yar1 simetrik uzaylar1 gozoniine almiglar ve iki uzay
arasindaki iligkileri incelemislerdir. Yar1 simetriklik tanimi gozoniine alindiginda lokal
simetrik uzaylarin agikar olarak yari simetrik oldugu ortaya gikar. Fakat bu durumun
tersi her zaman dogru degildir (Takagi 1972). Aslinda 2 den biiyiik herhangi boyut du-
rumunda yar1 simetrik uzaylarin lokal simetrik olmadigina dair pek ¢ok érnek mevcuttur

(Boeckx et al. 1996).

Genel olarak, bir yar1 simetrik uzay lokal simetrik olmasa bile, bazi durumlarda yari
simetri lokal simetriyi gerektirir (Boeckx 1993, Calvaruso et al. 1998). Oyleyse, ver-
ilen herhangi bir Riemann manifold sinifi i¢in hangi durumlarda yar1 simetrinin lokal
simetriyi gerektirmesi oldukca 6nem arz eden bir aragtirma konusudur. O halde, bu
tez caligmasinda gozoniine aldigimiz temel manifold yapisina gore ozellikle 3-boyutlu

uzaylarda yari simetri 6zelligi incelenmigtir.

Yar1 simetrik degme manifoldlar pek ¢ok yazar tarafindan ¢aligilmigtir (Takahashi 1969,
Perrone 1992, Papantoniu 1993). Ozellikle, Takahashi yar1 simetrik Sasakian manifold-
larin sabit kesit egriliginin 1 oldugunu ispatlamigtir (Takahashi 1969). Ayrica, Papan-
toniu (k, u)-uzayiyla verilen 3 den biiyiik boyutlar igin yar1 simetrik degme manifoldlar
incelemigtir. Eger M yar1 simetrik ve h tensor alani &-paralel ise, o zaman M mani-
foldu ya diizgiindiir ya da 1 sabit egriligine sahiptir sonucu Perrone tarafindan bulun-
mugtur (Perrone 1992). Bundan bagka, 3-boyutlu yari simetrik degme manifoldlar i¢in
¢ € (k,pn) dagihm Papantoniu tarafindan verilmigtir (Papantoniu 1993). Diger yan-
dan, her 3-boyutlu lokal simetrik degme metrik manifoldunun sabit egriliginin 0 veya 1

oldugu ispatlanmigtir (Blair and Sharma 1990).

Bu uzaylar ile ilgili énemli bir simflama Szabé tarafindan yapilmigtir (Szabé 1982).
Aslinda tarihsel literetiire baktigimizda Nomizu gart1 olarak bilinen R - R = 0 ilk kez
Nomizu tarafindan dile getirilmistir (Nomizu 1968). Eger M™ R"*! Oklid uzaymm
bir tam baglantili yar1 simetrik hiperyiizeyi (n > 3) yani, R - R = 0 ise M" lokal
simetriktir. Yani, VR = 0 dir. Ayrica, Ogawa bir kompakt Kaehler manifoldunun

yar1 simetrik oldugunda lokal simetrik sartini sagladigini gostermistir (Ogawa 1977).



Bundan bagka, degme yapilar diisiiniildiigiinde, Tanno tam yar1 simetrik veya Ricci

yar1 simetrik K-degme manifoldlarin mevcut olmadigim ispatlamistir (Tanno 1969).

Literatiirde R Riemann egrilik tensoriinden sonra en énemli tenstrler Weyl konformal
egrilik tensorii C, projektif egrilik tensorii P ve konsirkiiler egrilik tensorii C' olarak
bilinir. Dolayisiyla bir ¢ok yazar bu tensorleri veya bunlar tarafindan tanimlanan ten-
sor carpimlarini isimleri, sirasiyla, konformal yar1 simetrik, projektif yar: simetrik, kon-
sitkiiler yar1 simetrik olan R(X,Y)-C = 0, R(X,Y)-P = 0ve R(X,Y)-C =0
tensorlerini ele almigtir (Bagewadi et al. 2007, Ozgiir 2007). Burada R(X,Y’) mani-

foldun her bir noktasindaki tensor cebirinin tiirevi olarak alinmigtir.

Simdi de, ele alacagimiz belli bazi tensor alanlarimi kullanacagimiz manifold yapisi

hakkinda bilgiler verelim.

Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlar ¢ok ¢nemli bir yer kaplamak-
tadir. (2n + 1)-boyutlu bir (C'*°) smifindan diferensiyellenebilir M manifoldunun tan-
jant demetlerinin grup yapist U(n) x 1 tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen hemen
degme manifold denir. Ilk olarak, J. Gray 1959 yilinda tek boyutlu manifoldlar tizerin-
de yaptig1 calismada U(n) x 1 yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme

yapilar: tanimlamigtir. Buna gore, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

@X =X +n(X)¢, ) =1

denklemlerini saglayan (1,1)-tipli bir tensor alan ¢, bir vektor alani € ve bir 1-form
olan 7 ile olugturulan (¢, ¢, n)-iicliisiiyle ifade edilir. Daha sonra 1960 yilinda Sasaki

(¢,&,1) hemen hemen degme yapisi iizerinde

9(¢X,0Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y)
n(X) = g(X,§)

esitlikleriyle verilen uygun bir g metrigi tanimlayarak hemen hemen degme metrik
yapiyl tam olarak ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen
degme manifoldlar i¢in normallik sartinin J kompleks yapisiuin (J? = —1I) integral-

lenebilmesi oldugununu ispatlamiglardir.



Hemen hemen degme metrik yapiya bagh kalarak, 1969 yilinda Goldberg ve Yano kosim-
plektik manifoldu tanimlamglardir (Goldberg and Yano 1969). Bu tamimlamay: takip
eden yillarda ozellikle Olszak kosimplektik manifoldlar {izerinde bir ¢ok calismaya imza
atmuigtir (Olszak, 1981). 1972 yilinda Kenmotsu hemen hemen degme metrik mani-
foldlar tizerinde yeni bir karakterizasyon ve siniflama ortaya koymustur. Bu simiflama
Kenmotsu manifold olarak adlandirilmigtir (Kenmotsu 1972). 1981 yilinda Vanhecke
hemen hemen degme yapilarini ele aldigi caligmasinda hemen hemen Kenmotsu mani-
foldlarini genigleterek hemen hemen a-Kenmotsu manifoldlar: tammlamigtir (Vanhecke

1981).

Bundan bagka, Goldberg ve Yano hemen hemen degme metrik yapilar1 kullanarak
metrik ¢atii manifollar olarak adlandirilan daha genel bir manifoldu 1963 yilinda ele
almiglardir. Bunu takiben, Blair 1970 yilinda metrik ¢atili manifoldlar1 kullanarak bu
tip manifoldlarin ¢zel bir hali olan hemen hemen S ve C-manifoldlar1 tanimlamigtir
(Blair 1970). Yakin zamanlarda, Pastore ve Falcitelli metrik ¢atili manifoldlarin bir
altsinifi olan hemen hemen Kenmotsu f-manifoldlar1 tanimlayarak bazi ¢alismalar yap-

muglardir (Pastore and Falcitelli 2007).

Kim ve Pak hemen hemen a-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik yapilarini bir-
lestirerek hemen hemen degme metrik manifoldlarin genis bir altsinifi olan hemen hemen

a-kosimplektik manifold kavramini tamimlamiglardir (Kim and Pak 2005).
(M, $,€,1m,9), (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik yapist
dn=20, d®=2anAN®

sartlarim saglar. Burada o, keyfi bir reel say1 ve ®, temel 2-formdur. Ozel olarak,
a = 0 durumunda hemen hemen kosimplektik veya o # 0 durumunda ise hemen hemen
a-Kenmotsu manifoldlar: elde edilir. Normallik sart1 altinda ise a-kosimplektik mani-

fold ya kosimplektik yada a-Kenmotsu manifoldudur.

Yukaridaki bilgilerin 15181 altinda; yiiksek lisans tez calismamizda hemen hemen a-

kosimplektik manifoldlar iizerindeki bazi egrilik tensorleri kullanilarak bazi sonuclar



elde edilmigtir. Ayrica, tezin ana kismim tegkil eden yar1 simetrik a-Kenmotsu ve

3-boyutlu hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar ayrintili olarak incelenmistir.

Ikinci boliimde, manifoldlar ile ilgili temel kavramlar tamitilacaktir. Bu boliimiin ilk
kisminda, manifold teorisi ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ik kisim iki alt kisim-
dan olugmaktadir. Birinci alt kisimda, Riemann manifoldlar: ve bazi1 temel 6zellikleri
tanitilmustir. Ikinci alt kissmda, hemen hemen degme metrik manifoldlar ile ilgili temel

kavramlar verilmigtir.

Uciincii boliimde, hemen hemen oa-kosimplektik manifoldlar ile ilgili genel literatiir
bilgileri verilmistir. Bu boéliimiin ilk kisminda; hemen hemen a-kosimplektik yapilar
tanitilmistir ve bazi 6zel tensor alanlarinin temel dzellikleri verilmigtir. Ikinci kisimda,
Riemann egrilik tensorii zellikleri verilmis ve (Pastore and Dileo 2007) de deginilen
hemen hemen Kenmotsu manifoldlar ile ilgili temel 6zellikler hemen hemen a-kosimplektik

manifold icin ele alinmugtir (Oztiirk 2009).

Dérdiincii boliimde, belli baz1 yar1 simetrik kosullar1 saglayan a-Kenmotsu manifold-
lar ele alinmistir. Burada o, M?"*! {izerinde da A 7 = 0 seklinde tanimlanan bir
diferensiyellenebilir fonksiyondur. Birinci kisimda, a-Kenmotsu manifoldlar tanitilmig
ve egrilik ozellikleri verilmistir. Ikinci kisimda, yari simetri sart: arastirilmis ve bir
cok sonu¢ bulunmustur. Uciincii kissmda, Ricci yari simetrik manifold incelenmistir.
Dordiincii kisimda, Weyl konformal yari simetri ¢aligilmigtir. Beginci kisimda, projek-
tiktif yar1 simetri sart1 gozoniine alinarak sonuglar ortaya koyulmustur. Son kisimda,

konsirkiiler yar1 simetri sart1 incelenmigtir.

Tez ¢caligmamizin asil kismini olugturan son boliimdeki amacimiz, 3-boyutlu yar: simetrik
hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar: incelemektir. Yar1 simetri yardimiyla baz
orijinal sonuglar elde edilmistir. Birinci kisimda, 3-boyutlu hemen hemen a-kosimplektik
manifold yapisi verilmistir. Ikinci kisimda, 3-boyutlu yari simetrik hemen hemen o-

kosimplektik manifold galigilmig ve yar1 simetrik sartinin etkileri aragtirilmigtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismamiz igin gerekli olan temel kavramlar verilmistir.

2.1 Manifoldlar

Bu kisimda, diger boliimlerde ihtiya¢ duyulacak manifoldlar ile ilgili temel kavramlar

verilmigtir.

2.1.1 Riemann Manifoldlar:

Bu kisimda, Riemann manifoldlarin temel kavramlar: tanitilacaktir.

Tanmim 2.1.1.1. M, n-boyutlu bir C* manifold olsun. M" iizerinde vektor alanlarinin

uzay1 x(M"™) ve reel degerli C* fonksiyonlarinin halkast C*°(M"™, R) olmak iizere,
g xX(M") x x(M") — C*(M",R)

simetrik, 2-lineer ve pozitif taniml bir g déniisiimiine M" {izerinde bir Riemann metrik
tensorii ve (M", g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir (O’neill

1983).

M™ manifoldunun herhangi iki p ve ¢ noktasi i¢cin M" iizerinde bu noktalar1 birlegtiren

bir egri bulunabiliyorsa M™ ye baglantili manifold adi verilir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.1.2. M™ bir C*° manifold olsun. M™" iizerinde vektor alanlarinin uzayi

X(M™) olmak iizere,

2-lineer

Vs (M) x (M) 2T (agm)
(X,Y) — V(X,Y) = VyY

doniigiimii, V f,g € C*(M™ R),V X,Y, Z € x(M™") igin,
(1) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
(2) VixigvZ = [ VxZ +g VyZ,
(3) Vx(fY)=f VxY + X(f)Y,
ozellikleri saglaniyorsa V ya M™ iizerinde bir afin konneksiyon denir (O’neill 1983).



Tanim 2.1.1.3. (M™, g) bir Riemann manifoldu ve V da M™ {izerinde bir afin konnek-
siyon olsun. O zaman, V déniigiimii; V X, Y, Z € x(M") igin,

(1) VxY — Vy X = [X, Y] (Konneksiyonun sifir torsiyon 6zeligi),

(2) Xg(Y, Z) = g(VxY, Z)+g(Y,Vx Z) (Konneksiyonun metrikle bagdagma 6zeligi),
sartlarini sagliyorsa V ya M™ iizerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M™ nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O’neill 1983).

Tamim 2.1.1.4. (M",g) bir Riemann manifoldu ve V da M" iizerinde bir Levi-Civita
konneksiyonu olsun. O zaman,
R x(M™) x X (M™) x x(M™) — x(M")
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —Vxy|Z

(2.1)

ile tanimlanan (1, 3)-tipli tensor alan1 R ye M™ nin Riemann egrilik tensorii denir.

Ayrica, V XY, Z, VW € x(M™) olmak iizere, R Riemann egrilik tensorii
(1) R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z,
(2) g(R(X,Y)V, W) = —g(R(X, Y)W, V),
(3) R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y =0,
(4) g(R(X, )V, W) = g(R(V,W)X,Y),
ozelliklerini saglar (O’neill 1983).

Onerme 2.1.1.1. (M", g) bir Riemann manifold, V da M" iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu ve E, (1.1)-tipli bir tensor alani olsun. O zaman,
(VxE)Y =VxEY — E(VxY)
dir (O’neill 1983).

Onerme 2.1.1.2. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor alani

olmak iizere, her X, Y, Z vektor alanlar icin,
g(VxF)Y,Z) = g(Y,(VxF)Z)

esitligi gegerlidir (O’neill 1983).



Onerme 2.1.1.3. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor

alani olmak {izere, her X, Y, Z vektor alanlari igin,
9(VxGQ)Y, Z) = —g(Y, (VxG)Z)
dir (O’neill 1983).

Tamm 2.1.1.5. (M",¢) bir Riemann manifoldu olsun. 7,M tanjant uzaymmn iki

boyutlu altuzay1 II ve V, W € II vektorleri iizerine kurulan paralel kenarin alani
gV, V)g(W, W) = g(V,W)* #0

olsun. O zaman,
g(R(V. W)W, V)
g(V.V)gW, W) — g(V,W)?

esitligine II nin kesit egriligi denir ve K (II) ile gosterilir (O’neill 1983).

K(V,W) =

Tamim 2.1.1.6. (M",g) bir Riemann manifoldu ve {ej,es,...,e,}, lokal ortonormal

vektor alanlari olmak {izere,

Sox(M™) x x(M™) — R 22)
(X,Y) — S(X,Y) = > g(R(e;, X)Y. €;) '

i=1
seklinde tamimh (0, 2)-tipindeki S tensor alanina M™ iizerinde Ricci egrilik tensorii

denir.
Ayrica, (0,2)-tipli @ Ricci operatorii

S(X,Y) = g(@X,Y)
esitligi ile tanimhidir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.1.7. (M", g) bir Riemann manifoldu ve {ej,es,...,e,}, lokal ortonormal

vektor alanlar: olmak iizere,
n
r= Z S(e;, e;)
i=1

degerine M™ nin skalar egriligi denir (Yano and Kon 1984).



Tanim 2.1.1.8. (M™,g) bir Riemann manifoldu olsun. Eger M™ nin egrilik tensorii

paralel (VR = 0) ise o zaman, M" ye lokal simetrik uzay denir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.1.9. (M", g) bir Riemann manifoldu ve M™ iizerinde bir pozitif fonksiyon p
olsun. Bu durumda, ¢* = p?g esitligi M™ {izerinde metrik degisimini tanimlar. Burada
her bir noktadaki iki vektor arasindaki ag1 degismezdir. Bu nedenle, bu sekilde tanim-
lanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger p fonksiyonu sabit
ise konformal déniisiim homotetik olarak adlandirilir. Eger p fonksiyonu ¢zdes olarak

1 ’e esit ise bu doniigiim bir izometri olarak adlandirilir.

Ayrica, eger bir ¢ Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir ¢* Riemann metrigi ile
konformal olarak iligkili ise o zaman, M"™ Riemann manifolduna konformal diizlemsel

denir (Yano and Kon 1984).

Tanmm 2.1.1.10. (M?"*1 g) bir Riemann manifoldu olsun. M?"*! nin (1, 3)-tipli Weyl
konformal egrilik tensor alami C, M?"*! {izerindeki herhangi X,Y,Z vektor alanlar
icin,
C(X,Y)Z = R(X,Y) [S(Y )X -S(X,2)Y —9(X,2)QY
+9(Y, Z)QX] s (Y, 2)X —g(X, 2)Y]

(2.3)

seklinde tammlanir. Bundan bagka, C' nin divergensi ¢ olmak iizere (¢ = div C),

o(X,Y) = (VxQ)Y = (VyQ)X — 55,5 [(Vx7)Y — (Vy7) X]
dir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.1.11. (M?"*! g) bir Riemann manifoldu olsun. Her XY, Z vektor alanlari
icin M2 nin (1, 3)-tipli konsirkiiler egrilik tensor alam C' ve projektif egrilik tensor
alam P,

C(X,Y)Z = R(X,Y)Z — [9(Y, 2)X — g(X, 2)Y], (2.4)

(2n+1)

P(X,Y)Z = R(X,Y)Z — £ [S(Y, 2)X — (X, Z)Y], (2.5)

seklinde tamimlanir. Burada S Ricci tensorii ve r = tr(.S) skalar egriliktir (Yano and

Kon 1984).



Tanim 2.1.1.12. (M?"*! g) bir Riemann manifoldu olsun. M?*"*iizerinde tiim keyfi

X,Y vektor alanlar igin, bir (M, g) Riemann manifoldunun Riemann egrilik tensorii
R(X,Y).R=0, (2.6)
sartin1 saghyorsa (M?" 1, g) bir yar simetrik uzaydir denir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.1.1. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. M" nin konformal diizlemsel
olmast igin gerek ve yeter kogul n > 3 igin C' = 0 ve n = 3 igin ¢ = 0 olmasidir (Yano

and Kon 1984).

Teorem 2.1.1.2. (M™, g) bir sabit k egriligine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, M™ iizerindeki herhangi XY, Z vektor alanlari igin,
R(X,Y)Z = k[g(Y, 2)X — g(X, Z)Y] (2.7)
dir (Yano and Kon 1984).

Tanmim 2.1.1.13. k sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form denir. n-

boyutlu bir M™ uzay formu M"(k) ile gosterilir (Yano and Kon 1984).

Sonug 2.1.1.1. (M™,g) bir sabit k egrilikli bir uzay form olsun. Bu durumda, n > 2

i¢in,

0 ise M"(k) = E™ Oklid uzayn,
& ise Mm"(k) = S"(r) kiiresi,
—% ise M™(k) = H"(r) Hiperbolik uzay,

k
M*(k) =4 &
k

dir (O’neill 1983).

Tanmim 2.1.1.14. M™ bir C'*° manifold olmak iizere,

p:Rx M" — M"

doniistimii

(1) VteRigin, ¢, : P — ¢,(P) diffeomorfizm,
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(2) v t,S € R ve P € M i(;il’l, SDtJrs(P) = QOt(QOS(P)),
sartlarin1 sagliyorsa ¢ ye M"™ nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir

(Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.1.15. M"™ bir C*° manifold ve M" iizerindeki bir vektor alani X olmak
tizere, X ile gerilmis lokal doniistimlii bir 1-parametreli grup ¢, olsun. O zaman, K bir

tensor alanmi ve p € M™ icin,

(Lx ), = lim 7 [, — (2,K),]

t—0
seklinde tanmimlanan £x K doniigiimiine X yoniinde K nin Lie tiirevi denir ve Lx K ile

gosterilir (Yano and Kon 1984).

Onerme 2.1.1.4. M bir C* manifold ve M" iizerindeki bir X vektor alam yoniindeki
Lie tiirevi icin,

(D) Lx(Y®Z)=(LxY)®Z+Y ®(LxZ), (Y, Z herhangi tensor alanlar:)

(2) Lxf = X(f), ( f, K cismi iizerinde bir fonksiyon)

(3) LxV =[X,V], V€ x(M™)
ozellikleri gegerlidir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.1.16. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektor alam igin,

Lxg =0 ise X vektor alanina bir Killing vektor alan1 denir (Yano and Kon 1984).

2.1.2 Hemen Hemen Degme Manifoldlar
Bu kisimda, hemen hemen degme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tanim 2.1.2.1. M, (2n + 1)-boyutlu bir manifold, ¢, &, n da M?" ! {izerinde, sirasiyla,
(1,1)-tipinde bir tensor alam, bir vektor alani ve 1-form olsunlar. Eger ¢,&,n igin,

M?*"*1 {izerinde herhangi bir vektor alam1 X olmak {izere,

=1
n(€) (2.8)
X = —X +(X)¢
esitlikleri saglaniyorsa o zaman, (¢,&,n) iigliisime M?" ™! iizerinde bir hemen hemen

degme yap1 ve bu yap1 ile birlikte A/?"*! ye bir hemen hemen degme manifold denir

(Yano and Kon 1984).
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Tanim 2.1.2.2. M?"*1 (¢ & n) hemen hemen degme yapist ile verilsin. M?"*! {izerinde

bir g Riemann metrigi
n(X) = g(X, ),
9(0X, 9Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y)

sartlarim sagliyorsa g metrigine M?" ™! iizerinde hemen hemen degme metrik, (¢, £, 7, g)

(2.9)

yapisina hemen hemen degme metrik yap1 ve (¢, &, 7, g) yapisi ile M?"* ye de hemen

hemen degme metrik manifold denir (Yano and Kon 1984).

Sonug 2.1.2.1. M?""1 (¢, £ 1, g) hemen hemen degme metrik yapist ile verilsin. Bu
durumda,

9(06X,Y) = —g(X, ¢Y) (2.10)

dir (Yano and Kon 1984).

Tamim 2.1.2.3. M?"*! iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, £, 1, g) olmak
iizere,

O(X,Y) = g(X,pY) (2.11)

seklinde tanimli @ doniigiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2-formu

denir (Yano and Kon 1984).

Tamim 2.1.2.4. (M", g) bir Riemann manifold ve z1,zs,...,x, M" nin lokal koordi-
natlari olsun. w = +/|g|dxy Adxs A ... Adx, ve g(z) > 0 ise w ye M" iizerindeki bir
hacim form denir. Burada dz;, M™ iizerindeki kotanjant uzayda 1-formlar ve |g|, M"

tizerinde metrik tensoriin determinantidir (Spivak 1965).

Tanim 2.1.2.5. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. M" iizerinde bir hacim form

mevcut ise M™ ye yonlendirilebilirdir denir (Gallot et al. 2004).

Sonug 2.1.2.2. ¢ temel 2-formu ters simetrik ve Tanim 2.1.2.3. yardimiyla n A " # 0
dir. Boylece Tanmim 2.1.2.5. geregince (M™, ¢, &, 1, g) hemen hemen degme metrik mani-

foldu yonlendirilebilirdir (Gonzalez 1990).

Tanim 2.1.2.6. M" bir C'"° manifold olsun. Eger w 1-form ise, keyfi X,Y vektor
alanlari icin,

2dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) — w[X,Y]
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dir. Eger w 2-form ise,

3dw(X, Y, Z) = X(wY,2)+Yw(Z,Y))+ Z(w(X,Y))
_w([Xv Y]7Z) - w([Y, Z]’X) - w([Z,X],Y)

dir (Yano and Kon 1984).

Onerme 2.1.2.1. (M?>**! ¢,£,1,g) bir hemen hemen degme metrik manifold ve V

Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi X, Y, Z vektor alanlar igin,

(i) (Vx®)(Y, Z) = g(Y, (Vx9)Z)

(i) (Vx®)(Y, Z) + (Vx®)(¢Y, 9Z) = n(Z2)(Vxn)¢Y — (Y )(Vxn)oZ
(iii) (Vxn)Y = g(Y,Vx&) = (Vx®)(&, oY)

(iv) 2dn(X,Y) = (Vxn)Y — (Vyn)X

(v) 3d(X,Y,Z) = & (Vx®)(Y,Z2)

XY, Z
esitlikleri gegerlidir. Burada & , X,Y,Z vektor alanlari iizerinden aliman devirli
XY, Z
toplami1 gostermektedir.
Ayrica, {X;, 0 X;, €} i =1,2,...,n olmak iizere, M*"*! nin agk bir altciimlesi {izerinde

tamimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, § operatorii
on = —Z {(Vx,n)Xi + (Vgx,m)oXi}
i=1
seklinde elde edilir (Gonzalez 1990).

Tanim 2.1.2.7. M" bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eger M™ nin her p
noktasi i¢in J? = —T olacak sekilde 7, M tanjant uzaymn bir .J endomorfizmas: mevcut
ise, o zaman M™ tizerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yapi adi verilir.
Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen kompleks

manifold denir (Yano and Kon 1984).

M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢,&, 7, g) ile verilsin. O zaman,

M x R iizerinde herhangi bir vektor alani
d
X f—
(X, 1)
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seklinde tanimlanir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alani; ¢, R nin bir

koordinat1 ve f, M x R iizerinde bir C'*° fonksiyondur.

M iizerinde (¢,&,n,¢g) bir hemen hemen degme metrik yap1 olsun. Boylece M x R

iizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1

106,15 = (0% - 16 00 3)

bigiminde tanimlamir. Kolayca J? = —1I elde edilir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.2.8. M" bir diferensiyellenebilir manifold olmak tizere, M™ iizerinde (1, 1)-

tipli bir tensor alam F olsun. V XY € y(M) icin,
Np(X,Y) = F*[X,Y]+ [FX,FY] - F[FX,Y] — F[X,FY]

seklinde tanimli Ny tensor alanina F' tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

denir (Yano ve Kon 1984).

J, M" iizerinde bir hemen hemen kompleks yap1 olsun. Tamim 2.1.2.8 yardimiyla M™

tizerinde J tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

Ny(X.Y) = JX,Y]+[JX,JY] = JJX, Y] = J[X,JY]
= XY+ [JX,JY] = J[JX,Y] = J[X, Y]

seklindedir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.2.9. (M?",J) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, N; = 0

ise J doniigiimiine integrallenebilirdir denir (Yano and Kon 1984).

Tamim 2.1.2.10. Eger M?" x R iizerindeki bir .J hemen hemen kompleks yapist in-
tegrallenebilir ise (¢, £, ) hemen hemen degme yapisina normaldir denir (Yano and Kon

1984).

Onerme 2.1.2.2. M?"*! iizerinde (¢, €, 1) hemen hemen degme yapisinin normal olmasi
icin gerek ve yeter kosul

Ny +2dn® € =0
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esitliginin saglamasidir. Burada Ny, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensoriidiir

(Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.2.11. (M?", J) hemen hemen kompleks manifold olsun. M?" iizerinde her
X,Y vektor alanlar igin,

g(JX,JY) =9g(X,Y)

seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen bir
hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir. Hermit

metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir (Blair 2002).

Tanmim 2.1.2.12. (M?",J,g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her X,Y
vektor alanlar igin,

QX,Y) = g(X, JY)

esitligi ile tanimlanan €2 2-formuna hemen hemen Hermit yapisinin temel 2-formu denir.
Eger dQ2 = 0 ise (J, g) yapisina hemen hemen Kaehler yap: denir. Bu yapu ile elde edilen
manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yapi ile verilen
kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir Kaehler

manifold olmasi igin gerek ve yeter kogul V.J = 0 esitliginin saglamasidir (Blair 2002).

Tamm 2.1.2.13. (M?"™! ¢, £ 1, g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. O

zaman, verilen bu yap1
d® = 0 (P, kapalidir), dn =0 (n, kapahdir)

sartlarimi sagliyorsa, M?"*! manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.

Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir (Olszak 1981).

Teorem 2.1.2.1. (M?*"*! ¢ £ n,g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.
M?*1 manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul V& ve

V1 kovaryant tiirevlerinin sifira egit olmasidir (Olszak 1981).
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Yardimeci Teorem 2.1.2.1. (M?"*! ¢ £ 7, g) bir hemen hemen degme manifoldu ol-

sun. Eger ® 2-formu kapali ise,

(Vox®)(0Y, Z) + (Vx@)(Y, Z) = n(X) [dn(¢Y, Z) + dn(Y, ¢Z)]
+n(Y) [dn(6Z, X) — 5(Leg)(Z,6X)] +n(Z) [dn(X, Y) — dn(¢X, V)] =0

esitligi saglanir (Olszak 1981).
Yardimci Teorem 2.1.2.2. Bir hemen hemen kosimplektik manifold tizerinde

(Voxd)(9Y) + (Vx)(Y) = n(Y)Vex§ =0
esitligi gecerlidir (Olszak 1981).

Ornek 2.1.2.1. (M, J,G) bir hemen hemen Kaehler manifoldu olsun. O zaman, M,
(2n)-boyutlu bir manifold, J bir hemen hemen kompleks yap1 ve M?" {izerindeki Rie-

mann metrigi G olmak {izere,
JP=-I, GX,)Y)=G(JX,JY)
esitlikleri gecerlidir. M?" {izerindeki temel 2-form
QAX,Y)=G(X,JY)
seklinde taniml olup, df2 = 0 dir.

R reel dogru ve go bir Riemann metrigi olsun. R iizerinde &, sifirdan farkh bir vektor

alani ve 7,
90(X, &) = no(X)

olacak sekilde bir 1-form olsun. Boylece M = M?" x R carpim manifoldu tanimhdir.
(X1, X3), V iizerinde tammmlh vektor alanlari olsunlar. Burada Xj, V' ¢arpim mani-
folduna dik olan vektor ve X, ise R dogrusuna dik olan vektordiir. ¢ (1,1)-tipli bir

tensor alan € bir vektor alam (€ # 0) ve 1 1-formunu
P(X1, Xz) = (JX1,0), £=1(0,&), n(X1, X2) =ne(X2)
seklinde secelim. Ayrica, M " tizerinde tanimh g metrigi
g=G+go
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seklindedir. Boylece (M ", ®,&,m, g) bir hemen hemen kosimplektik manifoldu elde edilir
(Olszak 1981).

Tanim 2.1.2.14. (M?"™1 ¢.£,n,g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

Eger M manifoldu iizerinde her XY, Z vektor alanlar1 ve o € R, a # 0 igin,
dn=0, d®=2anANo

sartlar1 gecerli ise M manifolduna bir hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu denir.

a = 1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandirilir (Kenmotsu 1972).

Onerme 2.1.2.3. (M?>**' ¢, £,1,g) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu olsun. Bu

durumda,
1 / 1
77/ = 5777 5/ = Oéf, ¢ - ¢, gl = ?97 « 7é 07 aeR (212)

seklinde tanimh homotetik deformasyon yardimiyla M?"*! iizerinde bir (¢, 1/, ')

hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim and Pak 2005).

Teorem 2.1.2.2. (M?""1 ¢ £, n,g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

M?"*1 nin bir Kenmotsu manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul
(Vx@)Y = g(6X,Y)E = n(Y)X, Vxé=—¢’X ; V X,V € x(M*")

dir (Kenmotsu 1972).
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3 HEMEN HEMEN o-KOSIMPLEKTIK
MANIFOLDLAR

Bu boliimde, hemen hemen degme metrik manifoldlarin genig bir altsinifi olan hemen

hemen a-kosimplektik manifoldlar incelenmistir.

3.1 Hemen Hemen a-Kosimplektik Yapilar

Bu kisimda 6ncelikle hemen hemen a-kosimplektik yapilar tamitilarak, gerekli literatiir

bilgisi verilmistir.

Tanim 3.1.1. (M, ¢,£,n,9), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold

olsun. Herhangi vektor alanlar ve keyfi o reel sayisi icin, M?"*! {izerinde
dn=20, d®=2anA®

esitlikleri saglaniyorsa M?"*! ye hemen hemen a-kosimplektik manifold denir. Ozel
olarak, o = 0 i¢in hemen hemen kosimplektik, o # 0 durumunda ise hemen hemen

a-Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim and Pak 2005).

Yardimc1 Teorem 3.1.1. M?"*! manifoldunun bir (¢, &, 7n,g) hemen hemen degme

metrik yapisi igin,

20((Vxd)Y,Z) = 3dB(X,dY,6Z) — 3d®(X,Y,7) (3.1)
+g(NW(Y, 2),6X) + NO(Y, Z)n(X)

+2dn(¢Y, X)n(Z) — 2dn(¢Z, X)n(Y)
dir. Burada NV, N® tensor alanlari, sirasiyla,

NO(X)Y) = Nyg(X,Y) +2dn(X,Y)Eé (3.2)
NO(X,Y) = (Loxn)Y — (Loym)X (3.3)

dir (Blair 2002).

18



Onerme 3.1.1. (M2 ¢ £ 1, g), bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. O

zaman, her XY vektor alanlar icin,

hX = 3(Lep)X, h(£) =0 (3.4)

Vxé = —ad’X — ohX (3.5)

Veé =0, Vep=0 (3.6)

(poh)X + (hod)X =0 (3.7)

(Vxn)Y = alg(X,Y) = n(X)n(Y)] + g(8Y, h.X) (3.8)
on = —2an, Iz(h)=0 (3.9)

h=0& VE=—ag? (3.10)

esitlikleri saglanir (Kim et al. 2005, Pastore 2007).

Yardimci1 Teorem 3.1.2. (M?"! ¢ £ 1, g) bir hemen hemen degme manifold olsun.

O zaman, her X vektor alani igin,
(Veh)op+ po(Veh) =0
esitligi gegerlidir (Blair 2002).

Onerme 3.1.2. (M?>**! ¢, £,1,g), bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. O

zaman, ¥V XY € x(M) i¢in Levi-Civita konneksiyonu
(Vx@)Y +(Vox9)oY = —a[n(Y)eX +29(X, ¢Y)E] — n(Y)hX (3.11)

esitligini saglar. Ayrica, (3.11) esitligi kullanilarak

?(Vex @)Y — (Vx )Y =2am(Y)oX — g(adX + hX,Y)¢ (3.12)
elde edilir (Kim and Pak 2005).
Simdi, A ve h tensor alanlar ile ilgili temel esitlikleri verelim:

Yardimci Teorem 3.1.3. (M?" ! ¢, £ 0, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun. M?"*1 iizerinde (1, 1)-tipli A ve h tensor alanlar, sirasiyla, A = —V¢ ve

h = %Eggb seklinde tanimlansin. Bu durumda, her X, Y vektor alanlar igin,
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i) A ve h simetriktir,

ii) Ap + 0 A = —2a0,

i) no A=0,n0h=0,

iv) h = Ao ¢+ ag,

v) hA+ Ah = —2ah,
i) [2(A) = —2an

(vii) Iz(pA) =0

(
(
(
(
(
(v

esitlikleri saglanir.
Ispat (i) M?"*! iizerinde herhangi X,V vektor alanlari igin,

g(AX,Y) = glap’X + ¢hX,Y)
= —ag(¢X,¢Y) — g(X, h¢Y))
= g(ad’X,Y) + g(phY, X)
= g(AY, X)

dir. Boylece A simetriktir. Ozel olarak, X = ¢ icin A¢ = a¢*¢ + ¢hé = 0 elde edilir.

Benzer olarak, h tensor alaninin simetrik oldugu kolayca elde edilir.

(ii) A tensor alaninm ozellikleri gozoniine alindiginda A¢ = (a¢? + ¢h)p ve
pA = ¢(ap® + ¢h) esitlikleri elde edilir. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa
A + pA = —2a¢ esitligi bulunur.

(iii) A tensor alaninin tanmimindan

(noA)X = n(AX)
= g(=Vx&§)
0 = g(X,Vet)

bulunur. Benzer sekilde, noh = 0 esitligi £ Lie tiirev operatoriiniin tanimi kullanilarak

elde edilir.

(iv) (3.5) esitliginden Ap = —a¢p + h dir. Burada h tensor alani gekilerek h = A¢p + g
elde edilir.
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(v) hA ve Ah bilegke tensor alanlar
hA = ah¢® + hoh, Ah = ad*h + dh*

seklinde bulunur. Béylece yukaridaki iki esitlik taraf tarafa toplanarak
hA + Ah = 2a¢*h elde edilir.

(vi)-(vii) A ve ¢A tensor alanlarinin izleri alinir ve (3.9) esitligi kullanilirsa (vi) ve (vii)

siklar1 elde edilir.

3.2 Egrilik Ozellikleri

Bu kisimda, Riemann egrilik tensorii yardimiyla bazi egrilik 6zellikleri incelenmistir.

Onerme 3.2.1. (M?>**! ¢, £,1,g), bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.

O zaman, M?" " iizerinde herhangi vektor alanlar X,Y icin,

R(X,Y)E = o?[n(X)Y —n(Y)X] - a[n(X)phY —n(Y)phX]
+(Vyoh)X — (Vxoh)Y
= (VyA)X — (VxA)Y

esitligi saglanir.
Ispat R Riemann egrilik tensorii tanim ve (3.5) esitligi gozoniine alimirsa

R(X,Y){ = VxVy{—VyVx{—Vixy(
= Vx(—a¢®Y — ¢hY) — Vy(—a¢’X — ¢hX)
— (—ad® [X,Y] = oh [X,Y])
= —aVx¢®Y — VxohY + aVy¢?X + VyohX
+ a¢? [X, Y]+ ¢h[X,Y]
= o’ [(X)Y —n(Y)X] — an(X)phY —n(Y)ohX]
+ (Vyoh)X — (Vxoh)Y

elde edilir.
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Onerme 3.2.2. (M2 ¢ € m,g), bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.

Bu durumda,

R(X,€)¢ = a?¢*X + 2a9hX — h*X + ¢(Veh) X (3.14)
(Veh) X = —pR(X,€)¢ — a’pX — 2ahX — ¢h’X (3.15)
R(X,€)¢ — ¢R(6X,£)¢ = 2 [a¢*X — h*X] (3.16)
S(X,€) = —2na’n(X) — (div(eh)) X (3.17)
S(E,€) = I2(1) = — [mﬂ + jz(fﬂ)] (3.18)

esitlikleri gecerlidir.

Ispat (3.13) esitliginden (3.14) kolayca elde edilir. (3.14) denklemine ¢ uygulanir ve
g((Veh) X, &) = 0 esitligi yardimiyla, (3.15) denklemi elde edilir. Diger yandan, (3.14)
denkleminde X yerine ¢.X yazilirsa

R(6X, )€ = 026X + 200h6X — h*6X + ¢(Veh)(6X) (3.19)
denklemi bulunur. (3.14) ve (3.19) denklemleri gozoniine alindiginda

R(X,6)¢ — dR(6X,£)¢ = *¢°X +2a0hX — B*X + ¢(Veh) X
+a?¢’ X — 2aphX — h*X — ¢*(Veh)(9X)
= 20°¢°X — 202X + ¢(Veh)X + (Veh)pX

elde edilir. Yardimci Teorem 3.1.2. yardimiyla yukaridaki egitlikteki son iki ifadenin
toplamu sifirdir. Boylece (3.16) denklemi elde edilir.

Ricci egrilik tensorii yardimiyla (3.13) denkleminden

2n+1 2n+1

S(X,€) = —2na’n(X) — 2 9((VE,0h) X, E;) + 2 9((Vxoh)E;, E;)

i=1 i=1

elde edilir. Iz(¢h) = 0 oldugundan

2n+1

> 9((Vx¢h)E;, E) =0

i=1
dir. Buradan
2n+1 2n—+1 2n+1

> 9(Vxoh)E:i, Ei) = Y g(Vx¢hE;, Ei) — > g(VxE;, ohE;) (3.20)

=1 =1 =1
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esitligi yazilir. Ayrica,

2n+1 2n+1

> 9(VxohE, E)+ Y g(VxE;, 6hE;) =0 (3.21)

i=1 =1

dir. (3.20) ve (3.21) egitliklerinden dolay:
9(Vxoh)E;, E;) =0

bulunur. (3.17) esitliginde X = ¢ alinirsa

2n+1
S(E€) = ~200%(©) ~ 3= g((Vrdh)E. E)
= —2na2—2§19((h2Ei,Ei)
i=1
= —2na? — Iz(h?)

denklemi elde edilir. Boylece (3.18) denkleminin ispat1 tamamlanmig olur.

Sonug 3.2.1. (M, ¢,&,1m, g), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun. Bu durumda,

(i) a # 0 olmak tizere, S(, &) her zaman negatif deger alir,

(ii) Eger S(£,€) = 0 ise o zaman, (M, ¢,£,n,g) hemen hemen kosimplektik ve bir

hemen hemen Kaehler manifold ile R veya S! nin lokal bir asikar ¢arpimi seklindedir.

Onerme 3.2.3. (M>"*! ¢, £, 1, g), bir lokal simetrik hemen hemen a-kosimplektik ma-
nifold olsun. O halde, V¢h = 0 dir.

Ispat (Pastore and Dileo 2007) deki ispata benzer olarak elde edilir.

Onerme 3.2.4. Sabit egrilikli bir hemen hemen Kaehler manifoldun Kaehler manifold

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul manifoldun lokal diizlemsel olmasidir (Goldberg 1969).

Onerme 3.2.5. (M?"' ¢, £,7,9), bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.
O zaman, M?*"™! nin a-kosimplektik manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul D

dagiliminin integral altmanifoldlarinin Kaehler ve h = 0 olmasidir (Kim and Pak 2005).

Teorem 3.2.1. (M*"*1 ¢ £ n,g), bir lokal simetrik hemen hemen a-Kenmotsu mani-

fold olsun. O zaman,
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(i) M?*! bir a-Kenmotsu manifold,
(ii) h =0,
sartlar1 birbirine denktir. Ayrica, bu sartlardan herhangi biri sagladiginda M?"*! ma-

nifoldu K = —a? kesit egriligine sahiptir.

Ispat A/?**! nin bir a-Kenmotsu manifold oldugu kabul edilirse V& = —a¢? dir. O
halde, (3.10) ifadesinden h = 0 olur. Diger yandan, h = 0 ise V& = —a¢?, (3.8) ve
(3.13) yardimiyla

R(X,Y)¢ = [n(X)Y —n(Y)X]

dir. Bu son denklemin Z vektor alanina gore kovaryant tiirevi alinirsa

(VZR)(X,Y)§ = (VzR)(X,Y)§ — R(VzX,Y){ — R(X,VzY)§ — R(X,Y)V ¢
= o’ [n(VzX)Y +g(X, VZE)Y +n(X)VzY —n(VzY)X
—9(Y,V2)X —n(Y)VzX] = o n(V2Y)X —n(Y)VzX]
—a?[N(X)V2Y = n(VzY)X] + aR(X,Y)¢*Z
= a3 g(X,2)Y —g(Y.2)X] - aR(X,Y)Z

bulunur. VR = 0 oldugundan
ala® (9(X,2)Y —g(Y,2)X)] — aR(X,Y)Z =0
elde edilir. o # 0 oldugundan
R(X,Y)Z =—-a*[g(Y,2)X — g(X, Z)Y]

yazilir. Boylece M?" ™! manifoldu negatif sabit kesit egriligine sahip ve K = —a? dir.
D dagiliminin integral altmanifoldu M olmak iizere, M bir hemen hemen Kaehler ve
total umbilik bir altmanifolddur. M altmanifoldunun kesit egriligi her X, Y ortonormal

vektorleri icin,
F(X,Y) = k(X,Y) + ag]|* = k(X,Y) +a* =0

esitligi ile tanmimlamr (Chen 1973). Boylece Onerme 3.2.4. geregince M’ bir Kaehler
manifold ve lokal diizlemseldir. Bundan dolayi, Onerme 3.2.5 yardimiyla M2?"*! bir

a-Kenmotsu manifoldudur.
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Simdi, bir hemen hemen a-kosimplektik manifold 6rnegi verelim.

Ornek 3.2.1. M? = {(z,y, z) € R®} 3-boyutlu manifoldunu gézoniine alalim. Burada
(z,y, 2)-tigliisii R® uzaymdaki standart koordinatlar olmak iizere, vektor alanlarim

bazlar cinsinden

= ﬁ(z)%; fz(z)a%a

e = _fQ(Z)(?_a: + fl(Z)a—y
9

€3 = &

seklinde secelim. Burada c;, co ayn1 anda sifir olmayan sabitler ve A, & € R olmak tizere,

f1, fo fonksiyonlar

fi(z) = e ¥ cosAz —cre” P sin Az

fo(2) = cre”*cos Az + e sin Az

bigiminde tammlanmugtir. {e;, ez, €3} ¢atisinin M3 manifoldunun her noktasinda lineer

bagimsiz oldugu aciktir. g Riemann metrigi

glei,e1) = glea, e2) = gles,e3) =1,  gler, ea) = gler, e3) = g(ea, e3) =0
ile tanimlansin. Ayrica, ¢ Riemann metrigi tensoér carpimi yardimiyla

1
= —5——=(dr@dr+dy®@dy) +dz R dz
ff+f§( )

seklinde tanimlanir.

n 1-formu M?3 tizerindeki herhangi bir vektor alam igin, 7(X) = g(X, e3) olarak tanim-
lansin. ¢ (1,1)-tipli tensor alani ise ¢(e1) = ez, P(ez) = —eq, ¢(e3) = 0 dir. Ayrica, h
(1,1)-tipli tensor alam da h(e;) = —Xeq, h(es) = Aey ve h(ez) = 0 seklinde tanimlansin.

g ve ¢ tensorlerinin lineer ozelligi kullanilarak herhangi vektor alanlar1 X, Y icin,

¢*X = =X +n(X)es, nles) =1, g(¢X,dY) = g(X,Y) —n(X)n(Y)

elde edilir. O halde, M3manifoldunun bir hemen hemen a-kosimplektik oldugunu

gostermek icgin, ® temel 2-formunun sadece sifirdan farkli bilegsenlerini bulmak yeterli
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olacaktir. Bunun icin,

esitligini kullanarak

elde edilir. Bu nedenle, d® = 2an A ® oldugu kolayca goriiliir. Benzer olarak, is-
pat Levi-Civita konneksiyonu ve Riemann egrilik tensorii kullanilarak hesaplanabilir.
Buna ilaveten, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis tensorii hesaplandiginda Ny # 0 oldugu
goriiliir. Bagka bir degisle, bu 6rnek 3-boyutta normal olmayan bir hemen hemen a-

kosimplektik manifoldun varhigin1 gostermektedir.
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4 BAZIYARISIMETRIK SARTLARI SAGLAYAN
a-KENMOTSU MANIFOLDLAR

Bu boliimde belli baz1 yar1 simetrik kosullar1 saglayan a-Kenmotsu manifoldlar ele
almacaktir. Burada «, M?"*! iizerinde da A = 0 seklinde tanimlanan bir diferen-
siyellenebilir fonksiyondur. Yari simetrik manifold diginda o¢zellikle Weyl konformal,
konsirkular ve projektif yari1 simetrik manifoldlar ¢aligilmigtir. Yari simetrik tensor
alanlarinin manifold yapisi iizerindeki etkileri incelenmigtir. Son olarak, o fonksiyonuna

bagl olarak a-Kenmotsu manifoldlar iizerinde ¢rnekler verilmistir.

4.1 «a-Kenmotsu Manifoldlar

Bilindigi tizere normal hemen hemen a-Kenmotsu manifolduna a-Kenmotsu manifold
denir. Onerme 2.1.2.3 ve Teorem 2.1.2.2 gozoniine almip Riemann egrilik tensoriiniin
ozellikleri kullanildiginda tigiincii boliimde verilen egrilik 6zellikleri agagidaki 6nermede

verilmigtir:

Onerme 4.1.1. (M2 ¢, € 1, g), bir hemen hemen a-Kenmotsu manifold olsun. Her-

hangi X, Y vektor alanlar: igin

Vxé = —ad’X, (4.1)

(Vam)(Y) = a[g(X,Y) —n(X)n(Y)], (4.2)
(Vx®)Y = —a[g(X,9Y)§ +n(Y) ¢ X], (4.3)
R(X,Y)E = [o® +&()] (n(X)Y —n(Y)X), (4.4)
R(X,6)E = [@® +&(a)] (n(X)E - X), (4.5)
R(&X)Y = [@® +&(a)] (V)X - g(X,Y)¢), (4.6)
g(R(E, X)Y,€) = [0 +¢(a)] (—g(X,Y) +n(X)n(Y)), (4.7)
S(X,€) =—2n [aQ + &(a)] n(X), (4.8)

S(€,€) = —2n(a® + &(a)), (4.9)
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S(¢X,9Y) = S(X,Y) +2n [a® + &(a) ] n(X)n(Y), (4.10)
esitlikleri saglanmir. Burada V Riemann metriginin Levi-Civita konneksiyonu ve «,

M?**1 {izerinde da A = 0 seklinde tamimh bir diferensiyellenebilir fonksiyondur.

Ispat Bir (M?"*! ¢, €, 1, g)hemen hemen a-kosimplektik manifoldu
RX,Y)E = (Vyoh)X — (Vxoh)Y —a[n(X)ohY —n(Y)ohX] — (4.11)
+[a® + ()] (XY —n(Y)X],
seklinde yazilir (Aktan 2013). Manifold yapisinin normal olmasi A = 0 durumunu
gerektireceginden (4.11) ifadesi kullanilirsa (4.4) kolayca elde edilir. (4.4) esitliginde X

yerine & vektor alan alinirsa (4.5) bulunur. Ayrica, (4.5) esitliginin her iki tarafinin Y

vektor alanina gore i¢ carpimi alinirsa

g(R(X,€)€.Y) = [0 + &(a)] (n(X)g(&,Y) — 9(X,Y), (4.12)

yazilir. Burada Riemann egrilik tensorii 6zellikleri kullanihip, R(&, X)Y ¢ekilirse (4.6)
elde edilir. Benzer olarak, (4.6) esitliginin her iki tarafinin £ vektor alanina gore tekrar-

dan i¢ ¢arpimu alimirsa (4.7) bulunur. (4.4) esitliginden
g(RX,Y)E, Z) = [o” + £(a)] n(X)g(Y, Z) = n(Y)g(X, Z)] (4.13)

yazihir. {E;},i=1,2,...,(2n+1) tanjant uzaym herhangi bir noktasinin bir ortonormal

baz1 olmak iizere, X = Z = Fj; i¢in kontraksiyon yapilirsa,

ZQ(EmY)f; E;) = 04 +&(a (ZU , E3) —U(Y>ZQ(E17E1)>

i=1

bulunur. Burada Ricci egrilik tensorii tanimi yardimiyla (4.8) elde edilir. (4.8) esitliginde

X yerine £ vektor alam alindiginda (4.9) asikar olarak goriiliir. Diger yandan, ¢ tensor

alanmum ters simetrik dzelliginden
S(¢X,9Y) = —S(¢’X,Y)
= —S(=X +n(X)E,Y)
= S(X,Y) —n(X)S(Y,¢)

yazilir. Burada (4.8) esitliginin yardimiyla (4.10) elde edilir.
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4.2 Yar: Simetrik o-Kenmotsu Manifoldlar

Bu kisimda yar1 simetrik a-Kenmotsu manifoldlar i¢in bazi sonuclar ortaya koyulacak-

tir.

Teorem 4.2.1.(M?" "1 ¢ £, n,g) bir a-Kenmotsu manifold olsun. M?"*! manifoldu

yar1 simetrik ise o zaman M?" ! tizerinde sabit egrilik mevcut degildir.

Ispat M2t manifoldunun yar1 simetrik yani, R.R = 0 oldugunu kabul edelim. M2+

tizerindeki her X, U,V ve W vektor alanlari i¢in yari simetrik gsarti
0 = R(X,HR(U V)W — R(R(X,§ U, VYW (4.14)
—R(U, R(X, V)W — R(U, V)R(X, )W,

esitligine denktir. Oncelikle M?"*! {izerinde o fonksiyonunu sabit alalm. (4.5) ve (4.6)

esitlikleri yardimiyla (4.14) esitliginde U = £ alirsak, (4.14) esitligindeki tensor ifadeleri,

sirasiyla,
R(X,OR(EVIW = —a'n(X)g(V,W)E + a'g(V, W)X (4.15)
+a'n(W)g(X,V)E — a'n(V)n(W)X,
R(R(X, 6, VIW = —a*n(X)g(V, W) + a*n(X)n(W)V (4.16)
—?R(X, V)W,
R RX,OVIW = o’n(W)g(X,V)E —a*n(V)n(W)X (4.17)
—a?n(W)g(X, V)€ + a®n(V)g(X, W),

REVIRX, W = —a'n(V)g(X,W)E + an(W)g(X,V)§ (4.18)
+alg(X, W)V — a*n(X)n(W)V,
seklinde yazilir. (4.15), (4.16), (4.17) ve (4.18) esitlikleri (4.14) ifadesinde birlikte hesaba
katilirsa
0 = a*g(V,IW)X +?R(X, V)W — a*g(X, W)V
—a'n(V)n(W)X + a*n(V)n(W)X
—a?n(V)g(X, W)E +a'n(V)g(X, W)E. (4.19)
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bulunur. Sabit uzay egriligi tanimindan

olacak sekilde bir k reel sabiti mevcut olmahdir. Fakat (4.19) esitligi ele alindiginda
yukaridaki sartin saglamadigi asikardir. O halde, a sabit fonksiyonu icin M?* ™! nin
sabit egriligi yoktur. Simdi, o y1 M?**! {izerinde do A ) = 0 olacak sekilde bir diferen-
siyellenebilir fonksiyon olarak segelim. Bu durumda (4.14) esitligi M?"™! iizerinde her

X,V ve W vektor alanlar igin
F?(a)g(V,W)X + F(a)R(X, V)W — F?*(a)g(X, W)V (4.20)
= FXa)n(V)n(W)X — F(a)n(V)n(W)X

+F(a)n(V)g(X, W)E = F*(a)n(V)g(X, W)E,

formuna déniigiir. Burada kolayhk agisindan F(a) = [a? + £(a)] seklinde alimmustar.

Ardindan (4.20) esitliginin diizenlenmesiyle
R(X, VW = F(a)g(X,W)V —g(V,W)X] (4.21)
+(F(a) = F(a))n(V) [n(W)X — g(X,W)¢].

elde edilir. Boylece o dif.bilir fonksiyonu icin de M?*"*! sabit uzay egriligine sahip

degildir. Bu nedenle, agagidaki sonuclar1 verebiliriz:

Sonug 4.2.1. (M?*"1 ¢, £ 1, g) bir yar simetrik a-Kenmotsu manifold olsun. Eger a
¢ vektor alan1 boyunca paralel (F(a) = o?) ise o zaman « # 0 reel sabit olmak iizere

M?"*1 jizerinde sabit egrilik yoktur.

Sonug 4.2.2. (M?*"1 ¢, £ 1, g) bir yar simetrik Kenmotsu manifold olsun. O zaman

M?*1 manifoldu —1 sabit egriligine sahiptir.

Teorem 4.2.2.(M?*"*1 ¢ £ n,g) bir a-Kenmotsu manifold ve a & vektor alani boyunca
paralel olsun. O halde, M?"*! manifoldu lokal simetrik ise o zaman M?"*! manifoldu

—a? negatif sabit uzay egriligine sahiptir.
Ispat Verilen hipotez yardimiyla Riemann egrilik tensorii R
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seklinde yazilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin keyfi Z vektor alanina gore ko-

varyant tiirevi alinirsa

= VzR(X,)Y) — R(VzX,Y) — R(X,VzY) — R(X,Y)V£
(VZR)(X,Y)§ = a?[n(VzX)Y +g(X, V)Y +n(X)VzY —n(VzY)X
—9(Y,Vz)X —n(Y)VzX] = a® n(V2Y)X —n(Y)VzX]
—a? N(X)VzY —n(V2Y)X]+ aR(X,Y)$*Z

= a?[g(X,2)Y —g(Y.2)X] — aR(X,Y)Z.
(4.22)

elde edilir. (4.22) esitliginin kullanilmasiyla lokal simetri gart1 altinda (VR =0) aw # 0
icin

bulunur. Bu son esitlik sayesinde manifoldun & = —a? negatif sabit egriligine sahip
oldugunu soyleyebiliriz. Boylece ispat tamamlanmig olur. Ayrica, a = 1 durumu igin

asagidaki sonuglar1 da verebiliriz:

Hatirlatma 4.2.1. Bir (M?*"*! ¢, £ n,9) Kenmotsu manifold icin asagidaki kogullar
denktir.

i) M?"*1 manifoldu —1 sabit egriligine sahiptir,
i1) M?" ™! manifoldu lokal simetriktir,
ii1) M*" T manifoldu yar1 simetriktir,

iv) M?" ! {izerinde herhangi bir X vektor alam igin R(X,&) - R = 0 dir.

4.3 Ricci Yar: Simetrik o-Kenmotsu Manifoldlar
Bu kisimda M?* ! iizerinde her X,Y, Z ve U vektor alanlar icin
-S(Z,R(X,Y)U), (4.23)

seklinde tanimli

sartin1 saglayan a-Kenmotsu manifoldlar: inceleyecegiz.
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Teorem 4.3.1. (M?*"' ¢ ¢ n,g) bir a-Kenmotsu manifold olsun. Eger M?"™! bir
Ricci yar simetrik manifold (R.S = 0) ise o zaman M?" ™ manifoldu S = —2nF(a)g

ile verilen bir Einstein manifoldudur.

Ispat Varsayimimiz geregince (4.23) ve (4.24) esitliklerinin birlikte ele alinmasiyla her

X, Z,U vektor alanlar icin
S(R(X,€)Z,U) + S(Z, R(X,&)U) = 0, (4.25)
elde edilir. U = ¢ igin (4.25) esitligi
F(a) [9(X, 2)5(£,€) = n(2)S(X, &) + n(X)S(Z,§) — S(X, Z)] = 0, (4.26)

seklinde yazilir. Burada F(a) = [o? + £()] dur.(4.8)ve (4.9) esitliklerinin (4.26) esitliginde
hesaba katilmasiyla

2nF*(a)g(X, Z) + F(a)S(X, Z) =0,

bulunur. Buradan

S(X,Z)=—-2nF(a)g(X, 2),

oldugu kolaylikla goriiliir. O halde istenen ispata ulagilmigtir.

Hatirlatma 4.3.1. R- R =0 C R-S = 0 oldugunu biliyoruz. Boylece R- R = 0 esitligi

saglandiginda (4.19) esitligi yardimiyla
S(X,Z) = —2na’g(X, Z) + 2n(a” — Dn(X)n(2),
seklinde yazilabilir. Burada o = 1 i¢in agagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 4.3.1. Bir (M?"*! ¢ & n, g) yart simetrik Kenmotsu manifoldu S = —2ng ile

verilen bir Einstein manifoldudur.

Hatirlatma 4.3.2. Bir (M?"*! ¢, £ n,g9) Kenmotsu manifold i¢in asagidaki kogullar
denktir.

i) M?"*! manifoldu S = —2ng ile verilen bir Einstein uzaydir,
it) M*"*1 manifoldu lokal Ricci simetriktir,
ii1) M*" ! manifoldu Ricci yar1 simetriktir,

iv) M?"*1 {izerinde herhangi bir X vektor alam i¢in R(X,¢) - S =0 dur.
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4.4 Konformal Yar: Simetrik a-Kenmotsu Manifoldlar

Bu kisimda a-Kenmotsu manifoldlar iizerinde konformal yar1 simetrik sartini arastira-
cagiz. Kenmotsu manifoldlarin konformal flat olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun mani-
foldun —1 sabit egriligine sahip olmasi gerektigi bilinmektedir (Kenmotsu 1972). Simdi,

R.C = 0 sartin1 a-Kenmotsu yap: iizerinde inceleyelim.

Teorem 4.4.1. (M?*"*! ¢ & 1, g) bir konformal yar1 simetrik a-Kenmotsu manifoldu
olsun. O zaman M?"*! manifoldunun konformal flat olmasi icin gerek ve yeter sart

manifoldun F'(a) = 0 olmasidir.
Ispat Hipotez geregince M?"*! konformal yar1 simetrik olsun. O halde R.C' = 0 esitligi

0 = R(X,OC(UVIW = C(R(X, U, V)W (4.27)
—C(U, R(X, V)W — C(U,V)R(X,E)W.

ifadesine denktir. Tanim 2.1.1.10 daki (2.3) esitligi gozoniine alindiginda

2nF(a) N r
2n—1  2n(2n—1)
2nF () r

m—1 B 2n(2n _ 1):| 77(Y)9<X, Z)

(n(Y)S(X, Z) = n(X)S(Y, Z)]. (4.28)

JCX,Y)Z,6) = {—F<a> : ] n(X)g(¥, 2)

+| @)

+2n—1

elde edilir. Bundan sonraki hesaplamalarda kolaylik agisimdan G = —F(a) + 2;1:_(?) +

T

e Ty almacaktir. Buna gore (4.28) esitligi X = ¢ igin hesaplanirsa

9(C(&,Y)2,6) = Glg(Y,Z) = n(Y)n(Z)] (4.29)
[=2nF(a)n(Y)n(Z) = S(Y, Z)] .

+2n—1

bulunur. (4.28), (4.29) esitlikleri ve Riemann egrilik ¢zellikleri (4.27) esitligine uygu-

lanirsa, bu esitlikteki ifadeler, sirasiyla,

g(R(X,§)C(U, V)W, ) = F(a)g(C(U, V)W, X)
—F(a)n(X) [G (n(U)g(V,W) —n(V)g(U,W))
+505 (n(V)S(U, W) — n(U)S(V,W))] (4.30)

2n—1
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g(C(R(X, U, VIW,§) = —F(a)n(U) [G (n(X)g(V, W) = n(V)g(X, W)
+any (N(V)S(X, W) = n(X)S(V,W))]
+F(a)g(X, U) [G (g(V, W) = n(V)n(W)) (4.31)
—5n1 2nF (@)n(V)n(W) + S(V,W))]

g(CU, R(X, OVIW,§) = Fla)n(V)[G (n(X)g(U, W) —n(U)g(X, W))
+onmy (N(U)S(X, W) = n(X)S(U,W))]
—F(a)g(X, V) [G (g(U,W) =n(U)n(W))  (4.32)
—5n1 2nF ()n(U)n(W) + S(U,W))]

ve

g(C(U,VI)R(X,OW,&) = —F(a)n(W)[G nU)g(X,V) —n(V)g(X,U))
+55 (n(V)S(X,U) —n(U)S(V, X))], (4.33)

dir. Burada g(C(X,Y)¢,&) = 0 dir. (4.30), (4.31), (4.32) ve (4.33) esitlikleri (4.27)

esitliginde yerine yazilirsa

Fa)g(CU, V)W, X) — ( )U(X) (G (n(U)g ( ) n(V)g(U,W))

+omg (n(V)S(U W) = (V.W)] + Fe)n(U) [G (n(X)g(V.W) = n(V)g(X, W)
gnl r (n(V)S(X, W) — ( ) (V.W))] = Fla ) (X ) [G (g(V, W) = n(V)n(W))
—51 @nF(@)n(V)n(W) + S(V.W))] = F(a)n(V) [G (n(X)g(U, W) — n(U)g(X, W)
+onT (U(U)S(X,W)—n( ) (U W)+ ( ) ( G (g(U, W) = n(U)n(W))
—gn1 2nF ()n(U)n(W) + S(U,W))] + WG (nU)g(X, V) = n(V)g(X,U))
+omr (N(V)S(X,U) = n(U)S(V. X))] =

(4.34)
elde edilir. {FE;, i =1,2,..., 2n + 1} tanjant uzayin herhangi bir noktasindaki bir orto-
normal baz olsun. O halde, (2.3) esitligi yardimiyla

2n+1

Zg (E,Y)Z,E;) =0, (4.35)

bulunur. (4.34) esitliginde i = 1,2,...,2n+ 1 ve X = U = F; igin kontraksiyon yapilir
ve (4.35) kullanilirsa

S(V,W) = (2n —1)Gg(V,W) — En(V)n(W), (4.36)
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elde edilir. Burada F, E = (5= + F(«)(2n + 1)) seklinde tammh bir fonksiyondur.
Son olarak, (4.34) ve (4.36) esitlikleri birlikte hesaba katilirsa

scwviwx) = (F52 - 6) g0x 0 inm)
+ (o= 52 goxvm@mon), s

ifadesine ulagilir. Sonra tekrardan (4.37) esitliginde i = 1,2,...,2n+1ve X = U = F;
icin kontraksiyon yapilirsa
E —2nF(«a)

0 = (2n+1) ( 1 G> n(V)n(W)

# (6= E 2 ) v nom),

elde edilir ki bu son esitlik F'(a) = 0 olmasimi gerektirir. Bu durum ise o nin sabit ve
a = 0 olmasimi gerektirir. Fakat M?"*! manifoldu a-Kenmotsu oldugundan « # 0 dur.
O halde, konformal yar1 simetrik sart1 altinda M?*™! manifoldu konformal flat olamaz.
Bu yiizden M?"*! manifoldunu a-kosimplektik manifolda genisletirsek asagidaki sonucu

verebiliriz:

Sonug 4.4.1. (M*"*! ¢ & 1, g) bir konformal yar1 simetrik a-kosimplektik manifold
olsun. O zaman M?"*! manifoldunun konformal flat olmas1 icin gerek ve yeter sart

manifoldun kosimplektik olmasidir.

4.5 Projektif Yar:1 Simetrik a-Kenmotsu Manifoldlar

Bu kisimda projektif flat ve projektif yar1 simetrik a-Kenmotsu manifodlar: ¢calisacagiz.

Ozellikle R.P = 0 sartinin manifold tizerindeki etkilerini inceleyecegiz.

Teorem 4.5.1. Bir (M?"™1, ¢, £, 1, g) projektif flat a-Kenmotsu manifoldu bir Einstein

uzayidir.

Ispat P = 0 oldugunu kabul edelim. O halde, (2.5) esitliginden

R(X,Y)Z = % [S(Y, 2)X — S(X,2)Y], (4.38)

yazilir. (4.38) esitligi gézoniine alindiginda

R(X,Y,Z, W) = 2i S(Y, Z)g(X, W) = S(X,Z)g(Y,W)], (4.39)

n
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bulunur. Burada R(X,Y, Z, W) = g(R(X,Y)Z, W) dir.(4.39) esitliginde W = £ alinirsa
1
N(R(X,Y)Z) = o [S(Y. Z)n(X) = S(X, Z)n(Y)],

bulunur. Bu son esitlikte tekrardan X = ¢ alnir ve (4.5), (4.8) esitlikleri birlikte
kullanilirsa

S(Y,Z) = —2nF(a)g(Y,2), (4.40)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.5.2. (M?" ¢ ¢ n,g) bir projektif yar1 simetrik a-Kenmotsu manifoldu

olsun. O zaman n > 0 icin M?"*! projektif flat a-Kenmotsu manifoldudur.

Ispat (2.5) ve (4.4) esitliklerinden

WP(XY)Z) = —F(an(X)g(Y. Z) + F(a)n(¥)g(X, 2)
5 WX)S(Y. 2) — n(V)S (X, 2)], (1.41)

bulunur. (4.41) esitliginde X = £ alinirsa
1
ve Z = £ icin
n(P(X,Y)§) =0, (4.43)
elde edilir.
Simdi, R(X,Y) - P tensor ¢arpimini goézoniine alalim. Bu ¢arpim her X, Y, U,V ve
7 vektor alanlar: igin
(RX,Y)P)(U,V)Z = R(X,Y)-PUV)Z—-PRX,Y)UV)Z
—P(U,R(X,Y)V)Z — P(UV)R(X,Y)Z. (4.44)
seklinde tammhdir. (4.44) egitliginde hipotezimizden dolay1 R(X,Y") - P = 0 oldugunu
kabul edersek
0 = RX,Y)-P(UV)Z—-PRX,YUV)Z
—PU,RX,Y)V)Z - P(UV)R(X,Y)Z. (4.45)
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yazilir. (4.45) esitliginde Y = ¢ alimip her iki tarafina £ vektor alanina gore i¢ carpim

uygulanirsa

0 = g(R(X,8)-P(UV)Z,8) = g(P(R(X,§)U,V)Z,¢§)
—9(P(U, R(X,§)V)Z2,§) — g(P(U,V)R(X,£)Z,¢), (4.46)

elde edilir. (4.46) esitligindeki ifadeler (4.4) (4.5) (4.6)(4.7) (4.8) ve (2.5) esitlikleri
yardimiyla birlikte hesaba katildiginda

0 = F(a)P(UV,Z,X)+ F*a)g(V,2)g(U, X)
F(a)
2n

P a)g(U. 2)9(v. X) - Dy x)5(0.2)

Fla)

2n

n(Z)n(V)S(X,U), (4.47)

+

9(U, X)S(V. Z) + F*(a)n(Z)n(V)g(U, X)

—F*(a)n(Z)n(U)g(V, X) —

F(a)
2n

n(U)n(2)S(X, V)

bulunur. Burada P(U,V, Z, X) = g(P(U,V)Z, X) seklinde tanimhdir.
{E;, i=1,2,...,2n+ 1} tanjant uzayin herhangi bir noktasindaki bir ortonormal
baz olsun. O halde, (2.5) esitligi yardimiyla

2n+1

9(P(E;,Y)Z, E;) = 0, (4.48)
2

bulunur. O halde (4.47) esitliginde i = 1,2,...,2n+1 ve X = U = E; i¢in kontraksiyon
yapilir ve (4.48) kullanilirsa

S(\V,2) = =2nF(a)g(V, Z) = En(V)n(2), (4.49)

elde edilir. Burada E, E = (5= + F(a)(2n+ 1)) seklinde tanmimh bir fonksiyondur.
(4.49) esitliginde tekrardan V' = Z = E; i¢in kontraksiyon yapildiginda

r=—2n(2n+1)F(a), (4.50)
oldugu goriiliir. (4.49) ve (4.50) esitlikleri (4.47) esitliginde birlikte hesaplanirsa

P(U,V,Z,Y)=0 (4.51)
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elde edilir. (4.51) esitliginden sifirdan farkli her Y vektor alani igin
PU,V)Z =0, (4.52)

sonucuna ulagiir. Bu nedenle, M?"*! konformal flat manifolddur.

4.6 Konsirkiiler Yar: Simetrik a-Kenmotsu Manifoldlar

Bu kisimda konsirkiiler flat ve konsirkiiler yari simetrik a-Kenmotsu manifodlar: ele

alacagiz. Oncelikle flat durumunu inceleyip daha sonra R - C' = 0 sartim calisacagiz.

Teorem 4.6.1. (M?" 1 ¢, £, n,g) bir konsirkiiler flat a-Kenmotsu manifoldu olsun. O

zaman M?" ™! manifoldu r = —2n(2n + 1) F(«) sabit skalar egriligine sahiptir.

Ispat C' = 0 oldugunu kabul edelim. O halde, (2.4) esitliginden

r

RX,)Y) = —— gV, Z2)X —g(X,2)Y 4.53
(XY)Z = gts Y. 2)X (X, 2)Y], (1.53)
yazilir. (4.53) esitligi kullamlarak
T
XY, Z = —— 9V, Z)g(X —9(X, Z2)g(Y, 4.54
RIXY.ZW) = 5ol V. 200X W) = g(X. 20V W), (454)

bulunur. Burada R(X,Y,Z, W) = g(R(X,Y)Z,W) dir. (4.54) esitliginde W = ¢
aliirsa

(—%(27: ) + F(Oz)) n(X)g(Y,Z) —n(Y)g(X, Z)] =0,

elde edilir. Bu son esitlikten

r

onn 1) L@ =0 (459)

yazilabilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. Ayrica, asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 4.6.1. Kosimplektik durumun (o = 0) olmas: i¢in gerek ve yeter sart r = 0

olmasidir.

Teorem 4.6.2. (M*"1 ¢, £, n, g) bir konsirkiiler yar1 simetrik a-Kenmotsu manifoldu

olsun. O zaman n > 0 icin M?"*! konsirkiiler flat a-Kenmotsu manifoldudur.
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Ispat (2.4) ve (4.4) esitliklerinden

n(C(X,Y)Z) = (F(a) n m

bulunur. (4.56) esitliginde X = ¢ alimirsa

) ((V)9(X.Z) —(X)g(Y.Z)).  (4.56)

WCENZ) = (F@) + gl ) 0 (Z) = 9V 2) (45T
ve Z = £ icin
n(C(X,Y)€) =0 (4.58)

elde edilir.
Simdi, R(X,Y) - C tensor carpimim gozoniine alalm. Bu carpim her XY, U,V ve

7 vektor alanlar: icin

(R(X,Y)O)U,V)Z = R(X,Y)-C(UV)Z-C(R(X,Y)UV)Z
~C(U,RX,Y)'V)Z - C(UV)R(X,Y)Z, (4.59)

seklinde tamimhdir. (4.59) esitliginde hipotezimizden dolay1 R(X,Y’) - C' = 0 oldugunu
kabul edersek

0 = R(X,Y)-C(UV)Z-C(R(X,Y)UV)Z
~C(U,R(X,Y)V)Z - C(UV)R(X,Y)Z. (4.60)

yazilir. (4.60) esitliginde Y = ¢ alimp her iki tarafina £ vektor alanina goére i¢ garpim
uygulanirsa

0 = g(R(X,&)-C(U,V)Z¢) — g(C(R(X,§U,V)Z,E)

—9(C(U, R(X,§)V)Z,§) = g(C(U,V)R(X,§)Z, ), (4.61)

elde edilir. Teorem 4.5.2 de oldugu gibi yukaridaki esitligin biitiin terimleri hesaplanip,
{E;, i=1,2,...,2n + 1} tanjant uzaymn herhangi bir noktasindaki bir ortonormal baz

olmak fiizere, 1 = 1,2,...,2n+ 1 ve X = U = E; i¢in kontraksiyon yapilirsa

bulunur.Buradaki hesaplamalarda C'(U,V, Z, X ) = g(C(U,V)Z, X) olarak almmstir.(4.61)
ve (4.62) birlikte diistiniiliirse

C(U,V,2,Y) =0,
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veya

C(U,V)Z =0,

elde edilir. Boylece ispata ulagmis oluruz.
Bilindigi tizere, genellikle bir konsirkiiler Riemann manifoldu Einstein manifoldudur.
Bu durumda, bir konsirkiiler a-Kenmotsu manifoldu i¢in agagidaki teoremi de verebil-

iriz.

Teorem 4.6.3. (M?*"*1 ¢ & 1, g) bir konsirkiiler yar1 simetrik a-Kenmotsu manifoldu,
n > 0 igin bir Einstein manifoldu ve r = —2n(2n + 1)F(«) sabit skalar egriligine

sahiptir.

Ornek 4.6.1. M? = {(z,y,z) € R?} 3-boyutlu manifoldunu gézoniine alalim. Burada
(z,y, 2)-tigliisii R® uzaymdaki standart koordinatlar olmak iizere, vektor alanlarini ba-

zlar cinsinden

0 0
e = fl(Z)a—%ﬂL fQ(Z)a—yé
ey = —f2(2)a—x +f1(2)8_y’
0
€3 = &7

seklinde alalim. Burada c;, co ayni anda sifir olmayan sabitler ve o« € R, o # 0, olmak

iizere, f1, fo fonksiyonlari

fi(z) = cee7*,
fo(2) = cre7®,
bi¢iminde tanimlanmigtir.

Boylece M3 manifoldunun bir a-Kenmotsu oldugunu gostermek icin, ® temel 2-

formunun sadece sifirdan farkl bilesenlerini bulmak yeterli olacaktir. Bunun igin,

0 0 o 0 1 2oz
(o) =0 o) =~ =~
oz’ dy Oy Oz fi+ 13 g+
esitligini kullanarak
oo 2 (dz A dy)
= — x
43 v’
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elde edilir. Burada ® nin dig tiirevi alinirsa

2az

2T _(dzAdynd
C%JFC%(:U y Ndz),

ID — dae
n = dz esitliginden d® = 2an A ® oldugu kolayca goriiliir. Benzer olarak, ispat
Levi-Civita konneksiyonu ve Riemann egrilik tensorii kullanilarak da hesaplanabilir.
Buna ilaveten, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis tensorii hesaplandiginda N4 = 0 oldugu

goriiliir.

Ornek 4.6.2. M? = {(z,y,2) € R?} 3-boyutlu manifoldunu gozoniine alalim. Burada

(7,9, 2)-tigliisii R? uzaymdaki standart koordinatlardir. Vektor alanlari bazlar cinsinden

0
oz’

00
8y7 3_627

z

e = €° ey = ¢€

ile verilsin. « bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere, ® temel 2-formunun sadece

sifirdan farkli bilesenlerini bulmak yeterli olacaktir. O halde,

0o 0 o 0 1

D, Ty = (e, ) =
(ax7 ay) (8y7 81') 6223’
esitliginden
1

elde edilir. Burada ®(ey,e2) = —1 ve aksi taktirde ¢ < j icin ®(e; e;) = 0 dir. ® nin dig
tiirevi tanimindan

AP = 6222 (da A dy A dz), (4.64)

bulunur. n = dz oldugundan (4.63) ve (4.64) esitlikleri yardimiyla
dd = —62° (n A @),

yazilir. Burada o fonksiyonu a(z) = —32z? seklinde tanimhdir. Bundan bagka, ¢ tensor
alanina gore Nijenhuis tensorii hesaplandiginda N, = 0 oldugu goriiliir. Bu nedenle,

M3 bir a-Kenmotsu manifoldudur.
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5 3-BOYUTLU YARI SIMETRIK HEMEN HEMEN
a-KOSIMPLEKTIK MANIFOLDLAR

Bu boéliimde, 3-boyutlu yari simetrik hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar: in-

celeyecegiz. Yari simetri yardimiyla bir ¢ok orijinal sonuclar bulunacaktir.

5.1 3-Boyutlu Hemen Hemen a-Kosimplektik Manifoldlar

Bu kisimda, 6éncelikli amacimiz 3-boyutlu hemen hemen a-kosimplektik manifold yapisini
incelemektir.
(M, 9,&,m,g), 3-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Ayrica,

M manifoldunun
U={p€ M : pnoktasinin bir komgulugunda h # 0}

ve

U ={pe M : pnoktasimn bir komsulugunda i = 0}

olacak sekilde U ve U’ acik altciimlelerini gozoniine alalm. A tensor alani diferensiyel-
lenebilir bir fonksiyon oldugundan U U U’ birlesim ciimlesi acik ve M manifoldunun
bir yogun altciimlesi olur. Boylece U U U iizerinde saglanan her ozellik M tizerinde
de saglanir. O halde, her p € UU U’ icin {e, pe, &} olacak sekilde bir lokal ortonormal
baz mevcuttur. Bu baz M manifoldunun ¢-bazi olarak adlandirilir. Birlegim ciimlesi
iizerinde he = Ae ve hge = —A¢e olacak bicimde bir A\ sifir olmayan pozitif degerli bir

diferensiyellenebilir fonksiyon vardir.
Boylece daha sonra kullanacagimiz agagidaki yardimci teoremi verebiliriz.

Yardimc1 Teorem 5.1.1. (M, $,&, 1, g), 3-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik

manifold olsun. O zaman, M manifoldunun bir U acik altciimlesi iizerinde kovaryant
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tiirev 1¢in,

Vee = —age, Vepe = ae,
Ve = ae — \oe, V se = —)Xe+ age,
3 ¢ ge& ¢ (5.1)
Vee = boe — ag, Vgepe = ce—af,
Vepe = —be+ X, Vg = —coe+ A,

esitlikleri gegerlidir. Burada a, C*° sinifindan bir fonksiyon olup,

b= 516N + 4], A=o(e) = S(&.€) = 9(@6,¢)

ve

o % [e(A) + B], B =o(¢e) = S(&, de) = g(QE, de)

bi¢iminde tanimhdir.

Ispat Her X vektor alani icin V x& kovaryant tiirevinin tamminda X yerine, sirasiyla,

e ve ¢e alinirsa

V& = —ad’e — ohe, Vel = —ag’e — ¢phoe
= ae — an(e)é + hoe, = age — he
= ae — \ge, = age — Xe

bulunur. Ayrica,

Vee = g(Vee,e)e+ g(Vee, de)de + g(Vee, §)§
= 0+ g(Vee, de)ge — g(e, Ve£)E
= 9(Vee, ge)ge
= —gle, Vege)ge

yazilir. Burada a = g(e, Vege) olarak alinirsa Vee = —age elde edilir. Benzer olarak,
b= g(Ve.e, pe) ve c = g(Vyete, e) seklinde alindiginda diger kovaryant tiirevler kolayca
elde edilir.

M, 3-boyutlu oldugundan Weyl tensor alan1 6zdes olarak sifira egittir. Yani, her X, Y, Z
vektor alanlar icin,

R(X.Y)Z = 5(X,2)Y — S(Y, 2)X + g(X, Z)QY

(5.2)
—g9(Y, Z)QX — 3[9(X, 2)Y — g(Y, Z) X]
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esitligi yazilir. Burada X =e, Y = ¢e ve Z = £ olarak secilirse

R(67 Qb@)f = _g(Qea g)qb@ + g(Q¢67 5)6

elde edilir. Her X vektor alam i¢in o(X) = g(Q¢, X) oldugundan

R(e, gpe)& = —a(e)pe + o(pe)e, (5.3)

bulunur. Riemann tensor alaninin egrilik ozellikleri kullanilirsa

R(e,pe)§ = (Vgedh)e — (Veph)ge
= Ve(dh)e — oh(Vyee) — Ve(ph)ge + oh(V.ge)
= Ve — dh(—cde + AE) — Ve + dh(—be + AE)
= (¢e)(\)de + Ace — AE) + che — e(Ne
~Mbge — af) — Abge
= (2Ac — e(N)e + (—2Xb + (ge)(N)) e (5.4)

yazilir. O halde, (5.3) ve (5.4) esitliklerinden

ole) = 2xb—(¢e)(N)
o(pe) = 2Xc—e(N)

elde edilir. Bundan dolay1 b ve ¢ fonksiyonlar

1
b= 55 (60 +ole)

1

¢ = 55 [N +a(oe)

seklinde yazilabilir.

Onerme 5.1.1. (M, ¢,€,7,9), 3-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik manifold

olsun. U C M olmak iizere, U altciimlesi iizerinde
Veh = 2ahg + £(N)s, (5.5)

esitligi gegerlidir. Burada s, s§¢ = 0, se = e ve sge = —¢e olacak sekilde taniml bir

(1, 1)-tipli tensor alamdir.
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Ispat Oncelikle A tensor alanimm ¢ vektor alam yoniindeki degisimini inceleyelim. O

halde,
(Veh)e = Vehe — h(Vee) (5.6)
= Vede + AVee + ahge
= &(N)e —alge — adpe
= —2Xage +£(N)e
ve
(Veh)ge = Vehge — h(Vede) (5.7)
= —VeAge — hae
= —&(N)ge —ale —ale
= —2)\ae — {(N\)ge
olur. Bunlara ilaveten, (V¢h)§ = 0 dir. Boylece (5.6), (5.7) ve son esitlikten dolay:
E(N)s = Veh — 2a¢h
olacak sekilde s tensor alaninmi veren esitligi elde ederiz. Burada Izs =0 oldugu aciktir.

Uyar1 5.1.1. U altciimlesi iizerinde h = 0 oldugundan &()\)s = V¢h = 0 olacaktr.

Onerme 5.1.2. (M, 9,&,m,g), 3-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik manifold

olsun. O zaman,

h? — a?¢* = ? (5.8)

esitligi vardir.

Ispat (3.18) esitligi gozoniine almirsa
Iz(1) = — [2(12 + Iz(hQ)} =—2[a®+ N’

olur. Ispati tamamlamak icin h? — o?¢* ifadesinin baz elemanlarina gore degerlerini

hesaplayalim. Gergekten,
hle — a’¢p’e = Ne+a’e
= g(a2 + Ae
Iz(1)

o 2
= 2¢6




ve

W pe — ap’e = (o + A\?)pe

_ IZ(D 2
= g e

[
dir. Ayrica, h%¢ — a2¢%¢ = 7z¢2§ = 0 olacagindan istenen sonug elde edilir.

M, 3-boyutlu hemen hemen a-kosimplektik manifold oldugundan

IX = R(X,€) = [2(D)X = S(X.)§ + QX = n(X)Q€ — 5 (X = n(X)¢)
yazilir. Buradan QX cekilirse
QX = IX = [2(DX + S(X,O¢ +n(X)QE + 5 (X = (X))
= ¢’ X +200hX — W*X + ¢(Veh) X — (121)X
~S(X,6)¢ +n(X)QE + 3 (X = n(X)e)
bulunur. Diger taraftan
S(#X.€6) = S(-X +n(X)E.€)
= —5(X,) + (X))
oldugundan
S(X,§) = =S(6"X,€) +n(X)I(1)
esitligi saglamr. O halde,
QX = —@&X +200hX + ¢(Veh) X — [2(1)X (5.9)
~S(6°X, 006 + n(X) =€ + n(X)QE ~ 58X
dir. Boylece @), ¢-bazina gore
Q¢ = g(Q€ e)e+g(QE de)de + g(Q€,€)¢
= o(e)e+ o(¢e)de + I2(1)¢
seklinde ifade edilir. (5.9) denklemi diizenlenirse
OX — —% (r + 7)) 67X + 2000 + G(Veh)X +2(a + X)X — S(¢*X. )¢
=2(0® + N)n(X)E +0(X) [o(e)e + o (de)oe] +n(X)1=(1)¢
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bulunur. Bu son denklemden

QX = Er +a? + Aﬂ X + {—%r —3a% = 3\?| n(X)¢
+200hX + ¢(Veh) X — S(4°X, €)E
+n(X)o(e)e +n(X)o(de)pe

ifadesine ulagilir. Boylece

1
d:§r~|—a2+)\2

ve

~ 1
b= 5" 3a% — 3)\°
olarak alinirsa
QX = aX +bn(X)E+2a0hX + ¢(Veh) X — o(¢*X)E
+n(X)o(e)e + n(X)o(pe)pe (5.10)
seklinde yazilabilir. Boylece agsagidaki sonug elde edilir.

Yardimci1 Teorem 5.1.2. (M, ¢,&,n,g), 3-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik

manifold olsun. Bu durumda, Ricci operatorii

Q = al +bn®&+200h+ ¢(Veh) — 0(¢”) @ € (5.11)

+o(e)n ® e+ o(pe)n ® pe

esitligini saglar. Burada a ve b fonksiyonlari, sirasiyla, a = %r + 0?4+ N,

b= —1r —3a% — 3)\? seklinde tanimlannustur.

Onerme 5.1.3. {e, ¢e, £} lokal ortonormal bazina gére @ Ricci operatdriiniin bilegenleri

asagida verilmigtir:

Q¢ = —2(a®+ N)E+ Ae + Boe,
Qe = A+ (g a2+ A%+ 2a\)e + (E(N) + 2a\)de, (5.12)
Qoe = BE+(E(\) +2aN)e + (g + a2+ A% — 2a\)de,

Burada A = o(e) = S(§,e) ve B = o(¢e) = S(&, pe) dir.
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Ispat (5.10) esitliginde X yerine ¢ vektor alanmi alirsak
Q¢ = (a+b)E +a(e)e+ o(ge)e,

yazilir. (5.13) esitliginde a ve b fonksiyonlar1 yerine yazilirsa
Q¢ = (—2a® — 2)\*)¢ + Ae + Be,

elde edilir.
Simdi, (5.10) esitliginde bu kez X yerine e vektor alanini alirsak

Qe = de + 2a0he + ¢(2ahge + E(N)se) — a(—e + n(e)E)E,

bulunur. (5.14) esitligi diizenlenirse
Qe = ae + 2aphe + 2ahe + £(X)pe + o (e)é,

yazilir. Burada se = e ve A = o(e) dir.

Benzer olarak, (5.10) esitliginde X yerine ¢e vektor alamm alirsak

Qde = age + 2ahe + ¢(2ad’e + £E(N)spe) + o(de)é,

(5.13)

(5.14)

elde edilir. Yukaridaki esitlikte spe = —ge ve B = o(¢e) esitlikleri kullanilirsa istenen

sonuca ulagilir.

Onerme 5.1.4. (5.12) denklem sistemi gozoniine alindiginda kovaryant tiirevleri iceren

asagidaki denklem sistemi yazilabilir:

(VeQ)§ = —4X(NE+{E(A) +aB} e+ {£(B) — aA} ge,

(VeQ)e = {—3&3 —a)\? — % —2aaX + A(N) +e(A) — % ((pe)(N) + A)}f

+ {QaA + %e(r) + 2Xe(N) + 2ae(N) + 2Xe(a)

(( e)(A\) +A)(& ()\)+2a)\)}e+{—)\A+aB+2a((q§e)()\)+A)

+2ae(A) +e(E(N))} ge,

2\

8
(V@ = {(00)5) ~ 30 = 5 a4 200+ €A - 1 (elV) + B)
(

+{2a(pe)(N) + (¢e)(E(N)) — AB + aA — 2a (e(\) + B)} e
+ {%(@e)(r) + 2X(ge) (M) — 2a(gpe)(N) — 2A(¢e)(a) + 2aB

1

_X(GO\) + B)(&(\) + 204)\)} oe.
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Ispat Kovaryant tiirev tanimimdan

(VeQ)E = VeQE — Q(VeE),

bulunur. Burada V¢£ = 0 oldugundan Q(0) = 0 dir. O halde yukaridaki esitlikte (5.12)
denklem sistemindeki Q)¢ yerine yazildiginda

(VeQ)€ = —2Ve(a? + V)¢ + VeAe + Ve Boe,

elde edilir. Yukaridaki kovaryant tiirev toplamimdan (5.15) sistemin birinci denklemine
ulagilir.

Benzer yolla, (V.Q)e ifadesinin esitini bulmak i¢in kovaryant tiirev tanimidan

(VeQ>€ = VeQe - Q(vee)a

yazilir. (5.1) sistemindeki V. e = bpe — a denklemi ve (5.12) sistemindeki Qe denklemi
birlikte hesaba katilirsa

(V.Q)e = V. (AE+ (g + a2+ A%+ 2a\)e + (E(N) + 2a0)de)
—bQge + aQ¢,
elde edilir. Bu son esitliklik (5.12) sistemi ile birlikte diizenlendiginde
(V.Qle = {—3a3 X — % — 2aa) + M) + e(A) — bB}f
+ {QaA + %e(r) + 2Xe(N) + 2ae(N) + 2Xe(a) — 2bE(N) — 4(1)\6} e
+{=AA + aB + 4ab) + 2ae(\) + e(§(N)) } ge,

¢-bazinin vektorlerinin lineer toplami geklinde yazilir. O halde, b fonksiyonu yerine
konulursa (5.15) sisteminin ikinci denklemi bulunur.

Son olarak, (V.Q)¢e ifadesinin esitini bulmak icin

(VgeQ)de = Ve Qe — Q(V sete),
denklemi kullanilirsa
(VoeQ)be = VaelBE+(EQ) +2aN)e + (5 + a2 + X2 = 2a))ge)
—cQe + aQ),
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bulunur. Yukaridaki hesaplama yontemine gore son denklem (5.12) sistemi ile birlikte
hesaba katilir ve ¢ fonksiyonu yerine yazilirsa (5.15) sisteminin ii¢iincii denklemi kolayca

elde edilir.

5.2 3-Boyutlu Yari Simetrik Hemen Hemen o-Kosimplektik
Manifoldlar

Bu kisimda, 3-boyutlu hemen hemen a-kosimplektik yapisina yari simetrik sartini ek-
ledigimizde manifold yapisinda ortaya gikacak sonuglar: bulmay: amagladik. Yari simetrik

manifold yapimiz i¢in bir ¢ok orijinal sonug elde edilmistir.

Yardimc1 Teorem 5.2.1. (M, ¢,€, 1, g), 3-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik
manifold olsun. O zaman {e, ¢e, £} lokal ortonormal bazina gore R Riemann egrilik
tensoriiniin sifir olmayan tiim olast bilesenleri ortonormal vektor alanlarinin degigsimine

gore agsagida verilmigtir:

R(&e)6 = —(a?+ X —2a)\)e + (£E(N) + 2a\)ge,

£ = (€N +2a))e — (a® + A2 + 2a)\)ge,

R(e,¢e)é = —Be+ Age, (5.16)
R e)e = (a?+ A\ —2a)\)¢ — Bee,

R(& de)e = —(E(N) + 2aN)€ + Age,
R(e,pe)e = BE+2(a® 4+ X+ o)oe,
R, e)pe = —(&(N) + 2aN)€ + Be,

R(€, pe)pe = (o + A2 +2a\)€ — Ae,
R(e, ge)pe = —AL—2(a®+ N+ De.

Ispat (5.2) esitligini ve (5.12) denklem sistemini gozoniine alalm. Ik olarak, (5.2)
egitliginde X = Z = £ ve Y = e olarak segtigimizde

R(E, )6 = S(&.E)e — S(e. )6 +Qe — ge.
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elde edilir. Yukaridaki esitlikte Ricci tensor ve Ricci operator tanimimdan (5.16) sis-

teminin birinci denklemi elde edilir. Benzer olarak, X = Z = ¢ ve Y = ¢e i¢in

R(E, ge)§ = S(E.§)¢e — S(de. )6 + Qve — e

bulunur ve buradan (5.16) sisteminin ikinci denklemine ulagilir. Ayni metodu takiben

(5.16) sistemi elde edilir. Burada

S(,e) = A, S ¢e)=DB, Sle,e)=a-+2al,

S(pe,e) = &) +2aN, S(ge, pe) = a — 2al,

dir.

Hatirlatma 5.2.1. (M, ¢,£,n,9g), 3-boyutlu hemen hemen a-kosimplektik manifoldu

icin

dir.

I2(h?) = 2)?,

Onerme 5.2.1. (M, $,£,7,g), 3-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik manifold

olsun. O zaman M manifoldunun yar1 simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki

esitliklerin saglanmasidir:

A2

AE(N) = —2a AN + (o + N + 2a\) B,

BE(N) = —2aBA + (a® + N — 2a)) A,

AB = =2(¢()) + 2aN)(a? + X2+ 1),

= —(a?+ A% — 2a\)(3(a? + \%) + 20\ + g)

+(E(N) + 2a0)?,

= —(a®+ )X +2a\)(3(a® + N?) — 2a\ + g)

+(E(N) + 2a0)2.

o1

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)



Ispat (2.6) esitligi M?"*! iizerindeki her X,Y, Z ve V vektor alanlari icin

0 = R(X,OR(Y,Z)V — R(R(X,§Y,Z)V (5.22)
—R(Y,R(X,6)2Z)V — R(Y, Z)R(X, £V,

esitligine denktir. Simdi, (5.22) esitliginde X = e, Y =&, Z = ¢e ve V = £ alalm. O
halde,

0 = R(e, R, pe)§ — R(R(e,§)E, pe)§ — R(S, R(e, §)de)S
_R<§7 ¢6)R(€, £>£> (523)

esitligi yazilir. (5.23) esitliginde (5.16) sistemi hesaba katilirsa

0 = 2B(£(N\) + 2aN)de + B(a? + A* + 2aX)e — 2A(a? + A* — 2a))ge
—A(&(N) + 2a)e, (5.24)

bulunur. Burada R(¢e,¢e)é = 0 ve R(£,€)E = 0 dir. (5.24) egitligi e ve ¢e baz

vektorlerinin lineer toplami seklinde yazilirsa

0 = (—2aM\A+2Ba)\ —&((NA+a?B+ M B)e
+(4aAB + 4aAX — 20° A — 2AN% 4+ 2BE(N)) g, (5.25)

haline doniisiir. O halde, (5.25) esitliginden (5.17) ve (5.18) denklemleri elde edilir.
Benzer yolla, (5.22) esitliginde X =e, Y =e, Z = ¢e ve V = £ alinirsa

0 = R(ev g)R(Q qbe)g - R(R<€7 5)6’ ¢€)§ - R<€’ R<€’ f)¢€)§
_R(e7 ¢6)R<67 5)57 (526)

bulunur. (5.26) esitligi ve (5.16) sistemi birlikte diigiiniildiigiinde

0 = (—AB—2((\) +2aM)(a® + A2 + 2))6
+(=B? — (&® + X? — 2a)\)(a® + \* 4 2a)))ge (5.27)

H((EO) +200)? = 2(a” + X = 2a))(a? + N + 7)) e,

elde edilir. Burada R(e,e)¢ = 0 dir. (5.27) esitligi yardimiyla (5.19) ve (5.20) esitlik-

lerinin ispat1 tamamlanir.
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Son olarak, (5.22) esitliginde X = ¢e, Y = ¢e, Z = e ve V = £ alinirsa

0 = R(¢e,&)R(ge, e)§ — R(R(ge,§)ge, e)§ — R(ge, R(de, §)e)§
—R(ge, ) R(¢e, §)¢, (5.28)

bulunur. (5.28) esitligi ve (5.16) sistemi birlikte hesaplanirsa

0 = (—AB—2(6(\) +20\)(a? + \* + 2))@
+(—A% — (o + X2+ 2a))(a? + A2 — 2a)))e (5.29)

H((EN) +2a0)? — 2(a? + N+ 2a))(a? + N + ;l))e,

elde edilir. (5.29) esitligi gozoniine ahindiginda hem (5.19) esitliginin dogrulugu goriiliir
hem de e bazina gore yazilan ifadeden (5.21) esitliginin ispatina da ulagilir.

Burada ozellikle belirtmeliyiz ki {e, ¢e, £} lokal ortonormal ¢-bazindaki diger tiim
olasi vektor alanlariin segimleri yine aym (5.17), (5.18), (5.19), (5.20) ve (5.21) esit-
liklerini verir. Bu yiizden eger bu esitlikler saglandiginda (5.22) esitligi de gergeklenir.

Yani, M manifoldu yar1 simetriktir.

Simdi, £(A) degerini yok etme adina iizerinde caligtigimiz manifolda bir ek sart

getirerek agagidaki teoremleri verebiliriz:

Teorem 5.2.1. (M, ¢,&,n,g), 3-boyutlu bir yar1 simetrik hemen hemen kosimplektik
manifold olsun. Eger M manifoldunun S(&, §) Ricci egriligi £ karakteristik vektor alan

(karakteristik akig) boyunca sabit ise M lokal simetrik degildir.

Ispat M bir 3-boyutlu bir yar1 simetrik hemen hemen kosimplektik manifold oldugun-
dan a = 0 igin (5.17)-(5.21) esitlikleri gegerlidir. (5.12) sistemi gozoniine alindiginda
¢ karakteristik vektor alan1 boyunca S(&, €) nin sabit olmasi £(A\) = 0 olmasi anlamina

gelir.Gergekten, A # 0 igin V¢S(&, &) = 0 alinirsa
0 = —2V\2

= —4X(N),

yazilir. Bu nedenle, (5.5) esitligini takiben eger a = 0 alimirsa V¢h = 0 bulunur. O

zaman Onerme 3.2.3 den dolay1 manifold lokal simetrik olacaktir. Aksi takdirde, eger
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a # 0 ise o zaman M manifoldu lokal simetrik degildir. Boylece ispat1 tamamlamak
icin a = 0 olamayacagini gostermeliyiz.

Oncelikle a # 0 oldugunu kabul edelim ve a(p) # 0 olacak sekilde M {izerinde bir p
noktasini gozoniine alahm. Oyleyse a # 0 olacak sekilde p noktasinin bir W komsulugu
mevcuttur. Ik olarak, (5.17) ve (5.18) denklemlerini sirasiyla B ve A ile taraf tarafa

carparsak

ABE(N) = —2aABA + (a? + N? + 2a)\) B?, (5.30)
ABE(N) = —2aABA + (a? + N — 2a\) A%, (5.31)

bulunur. (5.30) denklemi (5.31) denkleminden taraf tarafa gikarihr ve (5.20), (5.21)

esitlikleri, sirasiyla, B? ve A? ifade etmek icin kullanilirsa
(@® + A% +2a\)B? — (o + \* — 2a\) A% = 0, (5.32)
elde edilir. aX # 0, £(A\) = 0 ve a = 0 olmak iizere, (5.32) esitliginden
M —4a?)\? =0, (5.33)
bulunur. (5.33) esitliginden A? £ 2a\ = 0 elde edilir. Boylece
A+ 20\ =0, (5.34)

oldugunu varsayabiliriz. Burada a # 0 kabuliimiizden dolay1 bu iki durum ayni anda
saglanmaz. Fakat A fonksiyonunun sifirdan farkli oldugu bilindigine gore bu iki durum
icin @ = 0 sart1 A nin sifir olmasimi gerektirir ki bu da bir geligkidir. O halde, a = 0
olamaz.

Simdi, bagka bir yolla celigki elde etmeye caligalim ve bir defa daha a = 0 ola-
mayacagim gosterelim. O halde, {(\) = 0 oldugundan (5.19) denkleminden AB = 0
oldugunu gosterir. O halde, lokal olarak ya A = 0 ya da B = 0 dir. Bu yiizden A = 0
oldugunu kabul edersek A nin sabit ve B = 0 oldugunu ispatlamaliyiz. Benzer yolla,
eger B = 0 oldugu kabul edilirse A nin sabit ve A = 0 oldugunu ispatlamaliyiz.

Kabul edelim ki A = 0 olsun. (5.34) esitliginin £ vektor alanina gore kovaryant

tiirevi alinirsa

2AE(N) + 2a€(N) + 2XE(a) = 0, (5.35)
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elde edilir. £(\) = 0 oldugundan £(a) = 0 bulunur. Bundan bagka, (5.34) esitliginin e

vektor alanina gore kovaryant tiirevi alindiginda
0=2(Xe(A) + ae(N) + Xe(a)), (5.36)

elde edilir.

Simdi, n-boyutlu Riemann manifoldu i¢in ¢ok bilinen
1 n
§X<T) = Zg((veiQ)ei;X), (537)
i=1

formiiliinti hatirlayalim. Burada {e;} keyfi bir ortonormal bazdir. (5.37) formiilii ve
(5.15) sistemi yardimyla se(r) ve 3(¢e)(r) ifadelerini hesaplanabilir. Oncelikle, 1e(r)
ifadesinden

5() = 9((VeQ)E,) + 9((V.Q)e. ) + 9((VeeQ)ore, ),

yardimiyla
0= —B(A+a)+2X(e(N) +e(a)), (5.38)

bulunur. (5.36) esitligi kullamlarak (5.38) gdzoniine alinirsa
B(A+a) = —2ae(N), (5.39)

yazilir. £(A) = 0 ve {(a) = 0 oldugundan (5.39) esitliginin & ye gore kovaryant tiirevi
aliirsa

E(B)(A+a) = —2a&(e(N)), (5.40)

elde edilir.

Benzer olarak, 1(¢e)(r) ifadesinden
§(B) = 2X((¢e)(a) — (de)(N)), (5.41)
elde edilir. Burada (5.41) ve (5.41) esitlikleri birlikte hesaba katilrsa
ag(e(A)) = —A(A +a)((ge)(a) — (¢e)(N)), (5.42)
bulunur. Ayrica, £(A) = 0 oldugundan

al€, e](A) = ag(e(X)), (5.43)



ve (5.1) sistemi yardimiyla

al¢, e](A) = (—a® + a))(¢e)(N), (5.44)

yazilir. (5.42), (5.43) ve (5.44) esitliklerinden

—AA +a)((ge)(a) — (¢e)(N) = (—a” + aX)(de)(N) (5.45)

elde edilir. Diger yandan, (5.34) esitliginin ¢e ye gore kovaryant tiirevi alinirsa

—A(ge)(a) = (A + a)(¢e)(N), (5.46)

bulunur. O halde, (5.45) ve (5.46) esitliklerinden
)\2
()N + 5) =0,
denklemine ulagilir. A # 0 oldugundan (¢e)(A\) = 0 dir. Ayrica, {(A) = 0 ve (5.1)
sisteminden

0= [¢, 6el(N) = (A+ a)e(N), (5.47)

dir. Bu nedenle, e(A) = 0 elde edilir. Gergekten, e(\) # 0 oldugunu kabul edersek,
Ata = 0 ve (5.34) esitliginin e ye gore kovaryant tiirevinden elde edilecek denklemlerden
e(A) = 0 oldugu bulunur ki bu da hipotezimizle geligir. O halde, A sifirdan farkh bir
sabittir. Bununla birlikte, (5.34) esitliginden B = 0 oldugunu soyleyemeyiz. Eger
B = 0 olsaydi a = 0 oldugu elde edilirdi.

Son olarak, R(e, ¢e)e ifadesini (5.1) sistemi yardimiyla hesaplayip (5.16) sistemiyle
karsilagtirdigimizda

r = 12a, (5.48)
bulunur. (5.20) esitliginde (5.34) ve (5.48) kullanilirsa
B? = 32a*, (5.49)

elde edilir. Dolayisiyla, B # 0 oldugundan a fonksiyonu da sifirdan farklidir. Boylece

ispat tamamlanmig olur.

Teorem 5.2.2. (M, ¢,&,n,g), 3-boyutlu bir yar1 simetrik hemen hemen a-Kenmotsu
manifold olsun. Eger M manifoldunun S (¢, £) Ricci egriligi  karakteristik vektor alan

(karakteristik akig) boyunca sabit ve r = —4(a? + A?) ise M lokal simetriktir.
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Ispat Teorem 5.2.1 de uygulanan benzer metodolojiyi o # 0 icin ele alahm. O halde,

a # 0 ve £(A) =0 igin

N F2Wa2+ a2 +a? =0, (5.50)
yazilir. Boylece
N +220a2 + a2+ a? =0, (5.51)

oldugunu kabul edebiliriz. Burada a # 0 kabuliimiizden dolay1 bu iki durum ayni anda

saglamayacaktir. Ayrica, £(A) = 0 oldugundan (5.19) denkleminden

AB = —da(a® + )2 + 2), (5.52)

elde edilir. Burada lokal olarak ya A = 0 ya da B = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
r=—4(a? + \?), (5.53)

olmasidir. Bu yiizden A = 0 oldugunu kabul edersek A nin sabit ve B = 0 oldugunu
ispatlamaliyiz. Benzer yolla, eger B = 0 oldugu kabul edilirse A nin sabit ve A = 0
oldugunu ispatlamaliyiz.

Kabul edelim ki A = 0 olsun. (5.51) esitliginin £ vektor alanina gore kovaryant
tiirevi alimirsa £(\) = 0 oldugundan &(v/a2 + a2) = 0 bulunur. Bundan baska, (5.51)

esitliginin e vektor alanina gére kovaryant tiirevi alindiginda
—Va® + aZe(\) = A (e()\) te(Vat a2)> , (5.54)

elde edilir. Teorem 5.2.1 de uygulanan ispat metotlariyla e(\) = 0 ve (¢e)(A) = 0
bulunur. (5.20), (5.21) ve (5.51) egitlikleri gbzoniine alinirsa a # 0 kabulumiizle gelisen
a = 0 sonucu ortaya c¢ikar. Bu nedenle, a dif.bilir fonksiyonunun 6zdes olarak sifir

oldugu sonucuna ulasiriz. Boylece asagidaki sonuglar: verebiliriz:

Sonug 5.2.1. (M, ¢,£,n,9), 3-boyutlu bir yar1 simetrik hemen hemen a-kosimplektik
manifold olsun. Eger M manifoldunun S(&, £) Ricci egriligi & karakteristik vektor alani
(karakteristik akig) boyunca sabit ise M lokal simetrik degildir.

Sonug 5.2.2. (M, ¢,£,1,9), 3-boyutlu bir yar1 simetrik hemen hemen a-Kenmotsu
manifoldun lokal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart S(&, £) Ricci egriliginin ¢ karak-

teristik vektor alam (karakteristik akis) boyunca sabit ve r = —4(a? + \?) olmasidir.

o7



6 TARTISMA ve SONU(Q

Bu yapilan caligmalar sonunda 3 ve daha biiyiik boyutlu yar1 simetrik hemen hemen
a-kosimplektik manifoldlar i¢in genel bir simflandirma problemi hala aciktir. Yap-
tigimiz caligmalar £(\) = 0 ve baz1 6zel r degerleri igin saglanmaktadir. Yar1 simetrik
sart1 altinda lokal simetrik manifoldlarla ilgili daha genel sonuglara ulagmak i¢in calig-
malarimiz devam etmektedir. Ayrica, Ricci simetrik, Ricci yar1 simetrik, Projektif yari
simetrik, Konsirkiiler yar1 simetrik, konformal yar1 simetrik, Pseudo simetrik ve Pseudo
yar1 simetrik gibi 6zel tensor sartlar: altinda hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar

i¢in ilging sonuglar bulunabilir.
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