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1 GİRİŞ

Simetrik Riemann uzaylarıRiemann manifoldlarıiçin çok önemli bir yere sahiptir. Diğer

yandan, bu uzay sınıflarımatematiğin birçok branşıiçin oldukça öneme sahip pek çok

belirgin örnekleri de içerir. Örnek olarak, kompakt Lie gruplar, Grassmann ve sınırlı

simetrik bölgeler verilebilir. Herhangi bir simetrik uzay kendine has özel bir geometriye

sahiptir. Öklid, eliptik ve hiperbolik geometri hemen akla gelen ilk gelen örneklerdir.

Öte yandan, bu uzaylar çok fazla ortak özellik ve zengin bir teoriyle donatılmı̧stır.

Simetrik uzaylar için oldukça fazla bir bakı̧s açısımevcuttur. Bu uzaylar Riemann

manifoldlarıiçin noktasal yansımalıveya paralel eğrilik tensörüne sahip veya özel bir

holonomi veya özel bir izometri ile verilen homojen bir uzay veya özel Killing vektör

alanlarına sahip veya üçlü bir Lie sistemi veya belli bir involusyona sahip bir Lie grubu

olarak düşünülebilir.

Bu tez çalı̧smasında belli şartlarısağlayan bir Riemann manifoldu için Riemann eğrilik

tensörü yardımıyla verilen yarısimetrik manifoldlarıgözönüne alacağız. Yarısimetrik

uzaylar literatütde iyi bilinen ve lokal simetrik uzayların doğal bir genelleştirmesi olarak

ele alınır. M üzerinde tüm keyfi X, Y vektör alanlarıiçin, bir (M, g) Riemann man-

ifoldunun Riemann eğrilik tensörü R(X, Y ).R = 0 şartını sağlıyorsa (M, g) bir yarı

simetrik uzaydır denir. Burada R(X, Y ), R Riemann eğrilik tensörü üzerinde bir türev

gibi davranır. Belli bir uzay bir p ∈ M noktasında (M, g) nin Rp eğrilik tensörü bir

simetrik uzayın eğrilik tensörü ile aynıolduğundan (verilen p noktasına göre deği̧sebilir)

"yarısimetrik" uzay olarak adlandırılır. Yarısimetrik uzaylar lokal simetrik uzayların

bir genelleştirmesi olduğundan biraz da lokal simetrik uzaylardan bahsedelim.

Lokal simetrik uzaylar diferensiyel geometri, topoloji, sayılar teorisi, komplels analiz,

cebirsel geometri gibi bir çok farklıalandan ortaya çıkmı̧stır. Bu tez çalı̧smasında konu

edilen lokal simetriklik tanımıdiferensiyel geometri kavramlarından Riemann eğrilik

tensörü ile ilgili olanıdır.

Bir (M, g) Riemann manifoldunun eğrilik tensörü R, ∇R = 0 şartınısağlıyorsa (M, g)

bir lokal simetrik Riemann manifoldudur denir. Burada ∇, Riemann metriğinin Levi-
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Civita konneksiyonudur. Bu tanıma göre, lokal simetrik uzayların genelleştirilmesi

düşünüldüğünde bir çok geometrici yarısimetrik uzaylarıgözönüne almı̧slar ve iki uzay

arasındaki ili̧skileri incelemi̧slerdir. Yarısimetriklik tanımıgözönüne alındı̆gında lokal

simetrik uzayların aşikar olarak yarısimetrik olduğu ortaya çıkar. Fakat bu durumun

tersi her zaman doğru değildir (Takagi 1972). Aslında 2 den büyük herhangi boyut du-

rumunda yarısimetrik uzayların lokal simetrik olmadı̆gına dair pek çok örnek mevcuttur

(Boeckx et al. 1996).

Genel olarak, bir yarısimetrik uzay lokal simetrik olmasa bile, bazıdurumlarda yarı

simetri lokal simetriyi gerektirir (Boeckx 1993, Calvaruso et al. 1998). Öyleyse, ver-

ilen herhangi bir Riemann manifold sınıfıiçin hangi durumlarda yarısimetrinin lokal

simetriyi gerektirmesi oldukça önem arz eden bir araştırma konusudur. O halde, bu

tez çalı̧smasında gözönüne aldı̆gımız temel manifold yapısına göre özellikle 3-boyutlu

uzaylarda yarısimetri özelliği incelenmi̧stir.

Yarısimetrik değme manifoldlar pek çok yazar tarafından çalı̧sılmı̧stır (Takahashi 1969,

Perrone 1992, Papantoniu 1993). Özellikle, Takahashi yarısimetrik Sasakian manifold-

ların sabit kesit eğriliğinin 1 olduğunu ispatlamı̧stır (Takahashi 1969). Ayrıca, Papan-

toniu (κ, µ)-uzayıyla verilen 3 den büyük boyutlar için yarısimetrik değme manifoldları

incelemi̧stir. Eğer M yarısimetrik ve h tensör alanıξ-paralel ise, o zaman M mani-

foldu ya düzgündür ya da 1 sabit eğriliğine sahiptir sonucu Perrone tarafından bulun-

muştur (Perrone 1992). Bundan başka, 3-boyutlu yarısimetrik değme manifoldlar için

ξ ∈ (κ, µ) dağılımıPapantoniu tarafından verilmi̧stir (Papantoniu 1993). Diğer yan-

dan, her 3-boyutlu lokal simetrik değme metrik manifoldunun sabit eğriliğinin 0 veya 1

olduğu ispatlanmı̧stır (Blair and Sharma 1990).

Bu uzaylar ile ilgili önemli bir sınıflama Szabó tarafından yapılmı̧stır (Szabó 1982).

Aslında tarihsel literetüre baktı̆gımızda Nomizu şartıolarak bilinen R · R = 0 ilk kez

Nomizu tarafından dile getirilmi̧stir (Nomizu 1968). Eğer Mn Rn+1 Öklid uzayının

bir tam bağlantılı yarı simetrik hiperyüzeyi (n > 3) yani, R · R = 0 ise Mn lokal

simetriktir. Yani, ∇R = 0 dır. Ayrıca, Ogawa bir kompakt Kaehler manifoldunun

yarı simetrik olduğunda lokal simetrik şartınısağladı̆gınıgöstermi̧stir (Ogawa 1977).
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Bundan başka, değme yapılar düşünüldüğünde, Tanno tam yarı simetrik veya Ricci

yarısimetrik K-değme manifoldların mevcut olmadı̆gınıispatlamı̧stır (Tanno 1969).

Literatürde R Riemann eğrilik tensöründen sonra en önemli tensörler Weyl konformal

eğrilik tensörü C, projektif eğrilik tensörü P ve konsirküler eğrilik tensörü C olarak

bilinir. Dolayısıyla bir çok yazar bu tensörleri veya bunlar tarafından tanımlanan ten-

sör çarpımlarınıisimleri, sırasıyla, konformal yarısimetrik, projektif yarısimetrik, kon-

sirküler yarı simetrik olan R(X, Y ) · C = 0, R(X, Y ) · P = 0 ve R(X, Y ) · C = 0

tensörlerini ele almı̧stır (Bagewadi et al. 2007, Özgür 2007). Burada R(X, Y ) mani-

foldun her bir noktasındaki tensör cebirinin türevi olarak alınmı̧stır.

Şimdi de, ele alacağımız belli bazı tensör alanlarını kullanacağımız manifold yapısı

hakkında bilgiler verelim.

Manifold teorisinde hemen hemen değme manifoldlar çok önemli bir yer kaplamak-

tadır. (2n + 1)-boyutlu bir (C∞) sınıfından diferensiyellenebilir M manifoldunun tan-

jant demetlerinin grup yapısıU(n) × 1 tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen hemen

değme manifold denir. İlk olarak, J. Gray 1959 yılında tek boyutlu manifoldlar üzerin-

de yaptı̆gıçalı̧smada U(n)×1 yapısal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen değme

yapılarıtanımlamı̧stır. Buna göre, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen değme yapısı

φ2X = −X + η(X)ξ, η(ξ) = 1

denklemlerini sağlayan (1, 1)-tipli bir tensör alanıφ, bir vektör alanı ξ ve bir 1-form

olan η ile oluşturulan (φ, ξ, η)-üçlüsüyle ifade edilir. Daha sonra 1960 yılında Sasaki

(φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısıüzerinde

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

η(X) = g(X, ξ)

eşitlikleriyle verilen uygun bir g metriği tanımlayarak hemen hemen değme metrik

yapıyı tam olarak ifade etmi̧stir. 1961 yılında Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen

değme manifoldlar için normallik şartının J kompleks yapısının (J2 = −I) integral-

lenebilmesi olduğununu ispatlamı̧slardır.

3



Hemen hemen değme metrik yapıya bağlıkalarak, 1969 yılında Goldberg ve Yano kosim-

plektik manifoldu tanımlamı̧slardır (Goldberg and Yano 1969). Bu tanımlamayıtakip

eden yıllarda özellikle Olszak kosimplektik manifoldlar üzerinde bir çok çalı̧smaya imza

atmı̧stır (Olszak, 1981). 1972 yılında Kenmotsu hemen hemen değme metrik mani-

foldlar üzerinde yeni bir karakterizasyon ve sınıflama ortaya koymuştur. Bu sınıflama

Kenmotsu manifold olarak adlandırılmı̧stır (Kenmotsu 1972). 1981 yılında Vanhecke

hemen hemen değme yapılarınıele aldı̆gıçalı̧smasında hemen hemen Kenmotsu mani-

foldlarınıgeni̧sleterek hemen hemen α-Kenmotsu manifoldlarıtanımlamı̧stır (Vanhecke

1981).

Bundan başka, Goldberg ve Yano hemen hemen değme metrik yapıları kullanarak

metrik çatılımanifollar olarak adlandırılan daha genel bir manifoldu 1963 yılında ele

almı̧slardır. Bunu takiben, Blair 1970 yılında metrik çatılımanifoldlarıkullanarak bu

tip manifoldların özel bir hali olan hemen hemen S ve C-manifoldları tanımlamı̧stır

(Blair 1970). Yakın zamanlarda, Pastore ve Falcitelli metrik çatılımanifoldların bir

altsınıfıolan hemen hemen Kenmotsu f -manifoldlarıtanımlayarak bazıçalı̧smalar yap-

mı̧slardır (Pastore and Falcitelli 2007).

Kim ve Pak hemen hemen α-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik yapılarınıbir-

leştirerek hemen hemen değme metrik manifoldların geni̧s bir altsınıfıolan hemen hemen

α-kosimplektik manifold kavramınıtanımlamı̧slardır (Kim and Pak 2005).

(M,φ, ξ, η, g), (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik yapısı

dη = 0, dΦ = 2αη ∧ Φ

şartlarını sağlar. Burada α, keyfi bir reel sayıve Φ, temel 2-formdur. Özel olarak,

α = 0 durumunda hemen hemen kosimplektik veya α 6= 0 durumunda ise hemen hemen

α-Kenmotsu manifoldlarıelde edilir. Normallik şartıaltında ise α-kosimplektik mani-

fold ya kosimplektik yada α-Kenmotsu manifoldudur.

Yukarıdaki bilgilerin ı̧sı̆gı altında; yüksek lisans tez çalı̧smamızda hemen hemen α-

kosimplektik manifoldlar üzerindeki bazı eğrilik tensörleri kullanılarak bazı sonuçlar
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elde edilmi̧stir. Ayrıca, tezin ana kısmını teşkil eden yarı simetrik α-Kenmotsu ve

3-boyutlu hemen hemen α-kosimplektik manifoldlar ayrıntılıolarak incelenmi̧stir.

İkinci bölümde, manifoldlar ile ilgili temel kavramlar tanıtılacaktır. Bu bölümün ilk

kısmında, manifold teorisi ile ilgili temel kavramlar verilmi̧stir. İlk kısım iki alt kısım-

dan oluşmaktadır. Birinci alt kısımda, Riemann manifoldlarıve bazıtemel özellikleri

tanıtılmı̧stır. İkinci alt kısımda, hemen hemen değme metrik manifoldlar ile ilgili temel

kavramlar verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, hemen hemen α-kosimplektik manifoldlar ile ilgili genel literatür

bilgileri verilmi̧stir. Bu bölümün ilk kısmında; hemen hemen α-kosimplektik yapılar

tanıtılmı̧stır ve bazıözel tensör alanlarının temel özellikleri verilmi̧stir. İkinci kısımda,

Riemann eğrilik tensörü özellikleri verilmi̧s ve (Pastore and Dileo 2007) de değinilen

hemen hemen Kenmotsu manifoldlar ile ilgili temel özellikler hemen hemen α-kosimplektik

manifold için ele alınmı̧stır (Öztürk 2009).

Dördüncü bölümde, belli bazıyarısimetrik koşullarısağlayan α-Kenmotsu manifold-

lar ele alınmı̧stır. Burada α, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 şeklinde tanımlanan bir

diferensiyellenebilir fonksiyondur. Birinci kısımda, α-Kenmotsu manifoldlar tanıtılmı̧s

ve eğrilik özellikleri verilmi̧stir. İkinci kısımda, yarı simetri şartı araştırılmı̧s ve bir

çok sonuç bulunmuştur. Üçüncü kısımda, Ricci yarısimetrik manifold incelenmi̧stir.

Dördüncü kısımda, Weyl konformal yarısimetri çalı̧sılmı̧stır. Beşinci kısımda, projek-

tiktif yarısimetri şartıgözönüne alınarak sonuçlar ortaya koyulmuştur. Son kısımda,

konsirküler yarısimetri şartıincelenmi̧stir.

Tez çalı̧smamızın asıl kısmınıoluşturan son bölümdeki amacımız, 3-boyutlu yarısimetrik

hemen hemen α-kosimplektik manifoldları incelemektir. Yarısimetri yardımıyla bazı

orijinal sonuçlar elde edilmi̧stir. Birinci kısımda, 3-boyutlu hemen hemen α-kosimplektik

manifold yapısıverilmi̧stir. İkinci kısımda, 3-boyutlu yarı simetrik hemen hemen α-

kosimplektik manifold çalı̧sılmı̧s ve yarısimetrik şartının etkileri araştırılmı̧stır.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çalı̧smamız için gerekli olan temel kavramlar verilmi̧stir.

2.1 Manifoldlar

Bu kısımda, diğer bölümlerde ihtiyaç duyulacak manifoldlar ile ilgili temel kavramlar

verilmi̧stir.

2.1.1 Riemann Manifoldları

Bu kısımda, Riemann manifoldların temel kavramlarıtanıtılacaktır.

Tanım 2.1.1.1. M, n-boyutlu bir C∞ manifold olsun. Mn üzerinde vektör alanlarının

uzayıχ(Mn) ve reel değerli C∞ fonksiyonlarının halkasıC∞(Mn,R) olmak üzere,

g : χ(Mn)× χ(Mn) −→ C∞(Mn,R)

simetrik, 2-lineer ve pozitif tanımlıbir g dönüşümüneMn üzerinde bir Riemann metrik

tensörü ve (Mn, g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir (O’neill

1983).

Mn manifoldunun herhangi iki p ve q noktasıiçin Mn üzerinde bu noktalarıbirleştiren

bir eğri bulunabiliyorsa Mn ye bağlantılımanifold adıverilir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.1.2. Mn bir C∞ manifold olsun. Mn üzerinde vektör alanlarının uzayı

χ(Mn) olmak üzere,

∇ : χ(Mn)× χ(Mn)
2-lineer−→ χ(Mn)

(X, Y ) −→ ∇(X, Y ) = ∇XY

dönüşümü, ∀ f, g ∈ C∞(Mn,R), ∀ X, Y, Z ∈ χ(Mn) için,

(1) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(2) ∇fX+gYZ = f ∇XZ + g ∇YZ,

(3) ∇X(f Y ) = f ∇XY +X(f)Y,

özellikleri sağlanıyorsa ∇ ya Mn üzerinde bir afin konneksiyon denir (O’neill 1983).
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Tanım 2.1.1.3. (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve ∇ da Mn üzerinde bir afin konnek-

siyon olsun. O zaman, ∇ dönüşümü; ∀ X, Y, Z ∈ χ(Mn) için,

(1) ∇XY −∇YX = [X, Y ] (Konneksiyonun sıfır torsiyon özeliği),

(2)Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z)+g(Y,∇XZ) (Konneksiyonunmetrikle bağdaşma özeliği),

şartlarınısağlıyorsa ∇ ya Mn üzerinde sıfır torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

Mn nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.1.4. (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve ∇ da Mn üzerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. O zaman,

R : χ(Mn)× χ(Mn)× χ(Mn) −→ χ(Mn)

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z
(2.1)

ile tanımlanan (1, 3)-tipli tensör alanıR ye Mn nin Riemann eğrilik tensörü denir.

Ayrıca, ∀ X, Y, Z, V,W ∈ χ(Mn) olmak üzere, R Riemann eğrilik tensörü

(1) R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z,

(2) g(R(X, Y )V,W ) = −g(R(X, Y )W,V ),

(3) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,

(4) g(R(X, Y )V,W ) = g(R(V,W )X, Y ),

özelliklerini sağlar (O’neill 1983).

Önerme 2.1.1.1. (Mn, g) bir Riemann manifold, ∇ da Mn üzerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu ve E, (1.1)-tipli bir tensör alanıolsun. O zaman,

(∇XE)Y = ∇XEY − E (∇XY )

dır (O’neill 1983).

Önerme 2.1.1.2. (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensör alanı

olmak üzere, her X, Y, Z vektör alanlarıiçin,

g((∇XF )Y, Z) = g(Y, (∇XF )Z)

eşitliği geçerlidir (O’neill 1983).
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Önerme 2.1.1.3. (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensör

alanıolmak üzere, her X, Y, Z vektör alanlarıiçin,

g((∇XG)Y, Z) = −g(Y, (∇XG)Z)

dır (O’neill 1983).

Tanım 2.1.1.5. (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. TpM tanjant uzayının iki

boyutlu altuzayıΠ ve V,W ∈ Π vektörleri üzerine kurulan paralel kenarın alanı

g(V, V )g(W,W )− g(V,W )2 6= 0

olsun. O zaman,

K(V,W ) =
g(R(V,W )W,V )

g(V, V )g(W,W )− g(V,W )2

eşitliğine Π nin kesit eğriliği denir ve K(Π) ile gösterilir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.1.6. (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve {e1, e2, ..., en} , lokal ortonormal

vektör alanlarıolmak üzere,

S : χ(Mn)× χ(Mn) −→ R

(X, Y ) −→ S(X, Y ) =
n∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei)
(2.2)

şeklinde tanımlı (0, 2)-tipindeki S tensör alanına Mn üzerinde Ricci eğrilik tensörü

denir.

Ayrıca, (0, 2)-tipli Q Ricci operatörü

S(X, Y ) = g(QX, Y )

eşitliği ile tanımlıdır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.7. (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve {e1, e2, ..., en} , lokal ortonormal

vektör alanlarıolmak üzere,

r =

n∑
i=1

S(ei, ei)

değerine Mn nin skalar eğriliği denir (Yano and Kon 1984).
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Tanım 2.1.1.8. (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. Eğer Mn nin eğrilik tensörü

paralel (∇R = 0) ise o zaman, Mn ye lokal simetrik uzay denir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.9. (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve Mn üzerinde bir pozitif fonksiyon ρ

olsun. Bu durumda, g∗ = ρ2g eşitliği Mn üzerinde metrik deği̧simini tanımlar. Burada

her bir noktadaki iki vektör arasındaki açıdeği̧smezdir. Bu nedenle, bu şekilde tanım-

lanan metrik deği̧simine metriğin bir konformal deği̧simi denir. Eğer ρ fonksiyonu sabit

ise konformal dönüşüm homotetik olarak adlandırılır. Eğer ρ fonksiyonu özdeş olarak

1 ’e eşit ise bu dönüşüm bir izometri olarak adlandırılır.

Ayrıca, eğer bir g Riemann metriği lokal düzlemsel olan bir g∗ Riemann metriği ile

konformal olarak ili̧skili ise o zaman, Mn Riemann manifolduna konformal düzlemsel

denir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.10. (M2n+1, g) bir Riemann manifoldu olsun. M2n+1 nin (1, 3)-tipli Weyl

konformal eğrilik tensör alanıC, M2n+1 üzerindeki herhangi X, Y, Z vektör alanları

için,

C(X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1
2n−1 [S(Y, Z)X − S(X,Z)Y − g(X,Z)QY

+g(Y, Z)QX] + r
2n(2n−1) [g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ]

(2.3)

şeklinde tanımlanır. Bundan başka, C nin divergensi c olmak üzere (c = divC),

c(X, Y ) = (∇XQ)Y − (∇YQ)X − 1
2(2n−1) [(∇Xr)Y − (∇Y r)X]

dır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.11. (M2n+1, g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y, Z vektör alanları

için M2n+1 nin (1, 3)-tipli konsirküler eğrilik tensör alanıC ve projektif eğrilik tensör

alanıP ,

C(X, Y )Z = R(X, Y )Z − r
2n(2n+1)

[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ] , (2.4)

P (X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1
2n

[S(Y, Z)X − S(X,Z)Y ] , (2.5)

şeklinde tanımlanır. Burada S Ricci tensörü ve r = tr(S) skalar eğriliktir (Yano and

Kon 1984).
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Tanım 2.1.1.12. (M2n+1, g) bir Riemann manifoldu olsun. M2n+1üzerinde tüm keyfi

X, Y vektör alanlarıiçin, bir (M, g) Riemann manifoldunun Riemann eğrilik tensörü

R(X, Y ).R = 0, (2.6)

şartınısağlıyorsa (M2n+1, g) bir yarısimetrik uzaydır denir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.1.1. (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn nin konformal düzlemsel

olmasıiçin gerek ve yeter koşul n > 3 için C = 0 ve n = 3 için c = 0 olmasıdır (Yano

and Kon 1984).

Teorem 2.1.1.2. (Mn, g) bir sabit k eğriliğine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, Mn üzerindeki herhangi X, Y, Z vektör alanlarıiçin,

R(X, Y )Z = k [g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ] (2.7)

dır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.13. k sabit eğrilikli, tam ve bağlantılımanifoldlara uzay form denir. n-

boyutlu bir Mn uzay formu Mn(k) ile gösterilir (Yano and Kon 1984).

Sonuç 2.1.1.1. (Mn, g) bir sabit k eğrilikli bir uzay form olsun. Bu durumda, n ≥ 2

için,

Mn(k) =


k = 0 ise Mn(k) = En Öklid uzayı,

k = 1
r2

ise Mn(k) = Sn(r) küresi,

k = − 1
r2

ise Mn(k) = Hn(r) Hiperbolik uzay,

dır (O’neill 1983).

Tanım 2.1.1.14. Mn bir C∞ manifold olmak üzere,

ϕ : R×Mn −→Mn

(t, p) −→ ϕt(P )

dönüşümü

(1) ∀ t ∈ R için, ϕt : P −→ ϕt(P ) diffeomorfizm,
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(2) ∀ t, s ∈ R ve P ∈Mn için, ϕt+s(P ) = ϕt(ϕs(P )),

şartlarını sağlıyorsa ϕ ye Mn nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir

(Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.15. Mn bir C∞ manifold ve Mn üzerindeki bir vektör alanıX olmak

üzere, X ile gerilmi̧s lokal dönüşümlü bir 1-parametreli grup ϕt olsun. O zaman, K bir

tensör alanıve p ∈Mn için,

(LXK)p = lim
t→0

1

t
[Kp − (ϕtK)p]

şeklinde tanımlanan LXK dönüşümüne X yönünde K nın Lie türevi denir ve LXK ile

gösterilir (Yano and Kon 1984).

Önerme 2.1.1.4. Mn bir C∞ manifold veMn üzerindeki bir X vektör alanıyönündeki

Lie türevi için,

(1) LX(Y ⊗ Z) = (LXY )⊗ Z + Y ⊗ (LXZ), (Y, Z herhangi tensör alanları)

(2) LXf = X(f), ( f, K cismi üzerinde bir fonksiyon)

(3) LXV = [X, V ] , V ∈ χ(Mn)

özellikleri geçerlidir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.16. (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektör alanı için,

LXg = 0 ise X vektör alanına bir Killing vektör alanıdenir (Yano and Kon 1984).

2.1.2 Hemen Hemen Değme Manifoldlar

Bu kısımda, hemen hemen değme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmi̧stir.

Tanım 2.1.2.1. M , (2n+ 1)-boyutlu bir manifold, φ, ξ, η da M2n+1 üzerinde, sırasıyla,

(1, 1)-tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanı ve 1-form olsunlar. Eğer φ, ξ, η için,

M2n+1 üzerinde herhangi bir vektör alanıX olmak üzere,

η(ξ) = 1

φ2X = −X + η(X)ξ
(2.8)

eşitlikleri sağlanıyorsa o zaman, (φ, ξ, η) üçlüsüne M2n+1 üzerinde bir hemen hemen

değme yapıve bu yapıile birlikte M2n+1 ye bir hemen hemen değme manifold denir

(Yano and Kon 1984).

11



Tanım 2.1.2.2. M2n+1, (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısıile verilsin. M2n+1 üzerinde

bir g Riemann metriği

η(X) = g(X, ξ),

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )
(2.9)

şartlarınısağlıyorsa g metriğineM2n+1 üzerinde hemen hemen değme metrik, (φ, ξ, η, g)

yapısına hemen hemen değme metrik yapıve (φ, ξ, η, g) yapısıile M2n+1 ye de hemen

hemen değme metrik manifold denir (Yano and Kon 1984).

Sonuç 2.1.2.1. M2n+1, (φ, ξ, η, g) hemen hemen değme metrik yapısıile verilsin. Bu

durumda,

g(φX, Y ) = −g(X,φY ) (2.10)

dır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.2.3. M 2n+1 üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı(φ, ξ, η, g) olmak

üzere,

Φ(X, Y ) = g(X,φY ) (2.11)

şeklinde tanımlıΦ dönüşümüne hemen hemen değme metrik yapısının temel 2-formu

denir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.2.4. (Mn, g) bir Riemann manifold ve x1, x2, . . . , xn Mn nin lokal koordi-

natlarıolsun. w =
√
|g|dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn ve g(x) > 0 ise w ye Mn üzerindeki bir

hacim form denir. Burada dxi, Mn üzerindeki kotanjant uzayda 1-formlar ve |g| , Mn

üzerinde metrik tensörün determinantıdır (Spivak 1965).

Tanım 2.1.2.5. (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn üzerinde bir hacim form

mevcut ise Mn ye yönlendirilebilirdir denir (Gallot et al. 2004).

Sonuç 2.1.2.2. Φ temel 2-formu ters simetrik ve Tanım 2.1.2.3. yardımıyla η ∧Φn 6= 0

dır. Böylece Tanım 2.1.2.5. gereğince (Mn, φ, ξ, η, g) hemen hemen değme metrik mani-

foldu yönlendirilebilirdir (Gonzalez 1990).

Tanım 2.1.2.6. Mn bir C∞ manifold olsun. Eğer w 1-form ise, keyfi X, Y vektör

alanlarıiçin,

2dw(X, Y ) = X(w(Y ))− Y (w(X))− w[X, Y ]
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dır. Eğer w 2-form ise,

3dw(X, Y, Z) = X(w(Y, Z)) + Y (w(Z, Y )) + Z(w(X, Y ))

−w([X, Y ], Z)− w([Y, Z], X)− w([Z,X], Y )

dır (Yano and Kon 1984).

Önerme 2.1.2.1. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik manifold ve ∇

Riemann konneksiyonu olsun. KeyfiX, Y, Z vektör alanlarıiçin,

(i) (∇XΦ)(Y, Z) = g(Y, (∇Xφ)Z)

(ii) (∇XΦ)(Y, Z) + (∇XΦ)(φY, φZ) = η(Z)(∇Xη)φY − η(Y )(∇Xη)φZ

(iii) (∇Xη)Y = g(Y,∇Xξ) = (∇XΦ)(ξ, φY )

(iv) 2dη(X, Y ) = (∇Xη)Y − (∇Y η)X

(v) 3dΦ(X, Y, Z) = ⊕
X,Y,Z

(∇XΦ)(Y, Z)

eşitlikleri geçerlidir. Burada ⊕
X,Y,Z

, X, Y, Z vektör alanları üzerinden alınan devirli

toplamıgöstermektedir.

Ayrıca, {Xi, φXi, ξ} i = 1, 2, . . . , n olmak üzere, M2n+1 nin açık bir altcümlesi üzerinde

tanımlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, δ operatörü

δη = −
n∑
i=1

{(∇Xiη)Xi + (∇φXiη)φXi}

şeklinde elde edilir (Gonzalez 1990).

Tanım 2.1.2.7. Mn bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eğer Mn nin her p

noktasıiçin J2 = −I olacak şekilde TpM tanjant uzayının bir J endomorfizmasımevcut

ise, o zamanMn üzerindeki J tensör alanına bir hemen hemen kompleks yapıadıverilir.

Bir J hemen hemen kompleks yapısıile verilen manifolda bir hemen hemen kompleks

manifold denir (Yano and Kon 1984).

M üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı (φ, ξ, η, g) ile verilsin. O zaman,

M × R üzerinde herhangi bir vektör alanı

(X, f
d

dt
)
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şeklinde tanımlanır. Burada X, M manifolduna teğet bir vektör alanı; t, R nin bir

koordinatıve f, M × R üzerinde bir C∞ fonksiyondur.

M üzerinde (φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik yapı olsun. Böylece M × R

üzerindeki bir hemen hemen kompleks yapı

J(X, f
d

dt
) =

(
φX − f.ξ, η(X)

d

dt

)
biçiminde tanımlanır. Kolayca J2 = −I elde edilir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.2.8. Mn bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere, Mn üzerinde (1, 1)-

tipli bir tensör alanıF olsun. ∀ X, Y ∈ χ(M) için,

NF (X, Y ) = F 2[X, Y ] + [FX,FY ]− F [FX, Y ]− F [X,FY ]

şeklinde tanımlıNF tensör alanına F tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü

denir (Yano ve Kon 1984).

J, Mn üzerinde bir hemen hemen kompleks yapıolsun. Tanım 2.1.2.8 yardımıyla Mn

üzerinde J tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü

NJ(X, Y ) = J2[X, Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]

= −[X, Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]

şeklindedir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.2.9. (M2n, J) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, NJ = 0

ise J dönüşümüne integrallenebilirdir denir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.2.10. Eğer M2n × R üzerindeki bir J hemen hemen kompleks yapısıin-

tegrallenebilir ise (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısına normaldir denir (Yano and Kon

1984).

Önerme 2.1.2.2. M 2n+1 üzerinde (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısının normal olması

için gerek ve yeter koşul

Nφ + 2dη ⊗ ξ = 0
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eşitliğinin sağlamasıdır. BuradaNφ, φ tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörüdür

(Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.2.11. (M2n, J) hemen hemen kompleks manifold olsun. M2n üzerinde her

X, Y vektör alanlarıiçin,

g(JX, JY ) = g(X, Y )

şeklinde verilen g Riemannmetriğine Hermit metriği denir. Hermit metriği ile verilen bir

hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir. Hermit

metriği ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir (Blair 2002).

Tanım 2.1.2.12. (M2n, J, g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her X, Y

vektör alanlarıiçin,

Ω(X, Y ) = g(X, JY )

eşitliği ile tanımlanan Ω 2-formuna hemen hemen Hermit yapısının temel 2-formu denir.

Eğer dΩ = 0 ise (J, g) yapısına hemen hemen Kaehler yapıdenir. Bu yapıile elde edilen

manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yapı ile verilen

kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir Kaehler

manifold olmasıiçin gerek ve yeter koşul ∇J = 0 eşitliğinin sağlamasıdır (Blair 2002).

Tanım 2.1.2.13. (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. O

zaman, verilen bu yapı

dΦ = 0 (Φ, kapalıdır), dη = 0 (η, kapalıdır)

şartlarını sağlıyorsa M2n+1 manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.

Eğer bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir (Olszak 1981).

Teorem 2.1.2.1. (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen değme metrik manifold olsun.

M2n+1 manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasıiçin gerek ve yeter koşul ∇Φ ve

∇η kovaryant türevlerinin sıfıra eşit olmasıdır (Olszak 1981).
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YardımcıTeorem 2.1.2.1. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme manifoldu ol-

sun. Eğer Φ 2-formu kapalıise,

(∇φXΦ)(φY, Z) + (∇XΦ)(Y, Z)− η(X) [dη(φY, Z) + dη(Y, φZ)]

+η(Y )
[
dη(φZ,X)− 1

2
(Lξg)(Z, φX)

]
+ η(Z) [dη(X,φY )− dη(φX, Y )] = 0

eşitliği sağlanır (Olszak 1981).

YardımcıTeorem 2.1.2.2. Bir hemen hemen kosimplektik manifold üzerinde

(∇φXφ)(φY ) + (∇Xφ)(Y )− η(Y )∇φXξ = 0

eşitliği geçerlidir (Olszak 1981).

Örnek 2.1.2.1. (M,J,G) bir hemen hemen Kaehler manifoldu olsun. O zaman, M ,

(2n)-boyutlu bir manifold, J bir hemen hemen kompleks yapıve M2n üzerindeki Rie-

mann metriği G olmak üzere,

J2 = −I, G(X, Y ) = G(JX, JY )

eşitlikleri geçerlidir. M2n üzerindeki temel 2-form

Ω(X, Y ) = G(X, JY )

şeklinde tanımlıolup, dΩ = 0 dır.

R reel doğru ve g0 bir Riemann metriği olsun. R üzerinde ξ0 sıfırdan farklıbir vektör

alanıve η0

g0(X, ξ0) = η0(X)

olacak şekilde bir 1-form olsun. Böylece M
′

= M2n × R çarpım manifoldu tanımlıdır.

(X1, X2), V üzerinde tanımlı vektör alanları olsunlar. Burada X1, V çarpım mani-

folduna dik olan vektör ve X2 ise R doğrusuna dik olan vektördür. φ (1, 1)-tipli bir

tensör alanıξ bir vektör alanı(ξ 6= 0) ve η 1-formunu

φ(X1, X2) = (JX1, 0), ξ = (0, ξ0), η(X1, X2) = η0(X2)

şeklinde seçelim. Ayrıca, M
′
üzerinde tanımlıg metriği

g = G+ g0
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şeklindedir. Böylece (M
′
, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen kosimplektik manifoldu elde edilir

(Olszak 1981).

Tanım 2.1.2.14. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik manifold olsun.

Eğer M manifoldu üzerinde her X, Y, Z vektör alanlarıve α ∈ R, α 6= 0 için,

dη = 0, dΦ = 2αη ∧ Φ

şartları geçerli ise M manifolduna bir hemen hemen α-Kenmotsu manifoldu denir.

α = 1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandırılır (Kenmotsu 1972).

Önerme 2.1.2.3. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu olsun. Bu

durumda,

η′ =
1

α
η, ξ′ = αξ, φ

′
= φ, g′ =

1

α2
g, α 6= 0, α ∈ R (2.12)

şeklinde tanımlı homotetik deformasyon yardımıyla M2n+1 üzerinde bir (φ′, ξ′, η′, g′)

hemen hemen α-Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim and Pak 2005).

Teorem 2.1.2.2. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik manifold olsun.

M2n+1 nin bir Kenmotsu manifold olmasıiçin gerek ve yeter koşul

(∇Xφ)Y = g(φX, Y )ξ − η(Y )φX, ∇Xξ = −φ2X ; ∀ X, Y ∈ χ(M2n+1)

dır (Kenmotsu 1972).
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3 HEMEN HEMEN α-KOSİMPLEKTİK

MANİFOLDLAR

Bu bölümde, hemen hemen değme metrik manifoldların geni̧s bir altsınıfıolan hemen

hemen α-kosimplektik manifoldlar incelenmi̧stir.

3.1 Hemen Hemen α-Kosimplektik Yapılar

Bu kısımda öncelikle hemen hemen α-kosimplektik yapılar tanıtılarak, gerekli literatür

bilgisi verilmi̧stir.

Tanım 3.1.1. (M,φ, ξ, η, g), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifold

olsun. Herhangi vektör alanlarıve keyfi α reel sayısıiçin, M2n+1 üzerinde

dη = 0, dΦ = 2αη ∧ Φ

eşitlikleri sağlanıyorsa M2n+1 ye hemen hemen α-kosimplektik manifold denir. Özel

olarak, α = 0 için hemen hemen kosimplektik, α 6= 0 durumunda ise hemen hemen

α-Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim and Pak 2005).

YardımcıTeorem 3.1.1. M 2n+1 manifoldunun bir (φ, ξ, η, g) hemen hemen değme

metrik yapısıiçin,

2g((∇Xφ)Y, Z) = 3dΦ(X,φY, φZ)− 3dΦ(X, Y, Z) (3.1)

+g(N (1)(Y, Z), φX) +N (2)(Y, Z)η(X)

+2dη(φY,X)η(Z)− 2dη(φZ,X)η(Y )

dir. Burada N (1), N (2) tensör alanları, sırasıyla,

N (1)(X, Y ) = Nφ(X, Y ) + 2dη(X, Y )ξ (3.2)

N (2)(X, Y ) = (LφXη)Y − (LφY η)X (3.3)

dir (Blair 2002).
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Önerme 3.1.1. (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. O

zaman, her X, Y vektör alanlarıiçin,

hX = 1
2
(Lξφ)X, h(ξ) = 0 (3.4)

∇Xξ = −αφ2X − φhX (3.5)

∇ξξ = 0, ∇ξφ = 0 (3.6)

(φ ◦ h)X + (h ◦ φ)X = 0 (3.7)

(∇Xη)Y = α [g(X, Y )− η(X)η(Y )] + g(φY, hX) (3.8)

δη = −2αn, İz(h) = 0 (3.9)

h = 0⇔ ∇ξ = −αφ2 (3.10)

eşitlikleri sağlanır (Kim et al. 2005, Pastore 2007).

YardımcıTeorem 3.1.2. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme manifold olsun.

O zaman, her X vektör alanıiçin,

(∇ξh) ◦ φ+ φ ◦ (∇ξh) = 0

eşitliği geçerlidir (Blair 2002).

Önerme 3.1.2. (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. O

zaman, ∀ X, Y ∈ χ(M) için Levi-Civita konneksiyonu

(∇Xφ)Y + (∇φXφ)φY = −α [η(Y )φX + 2g(X,φY )ξ]− η(Y )hX (3.11)

eşitliğini sağlar. Ayrıca, (3.11) eşitliği kullanılarak

φ(∇φXφ)Y − (∇Xφ)Y = 2αη(Y )φX − g(αφX + hX, Y )ξ (3.12)

elde edilir (Kim and Pak 2005).

Şimdi, A ve h tensör alanlarıile ilgili temel eşitlikleri verelim:

YardımcıTeorem 3.1.3. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold

olsun. M2n+1 üzerinde (1, 1)-tipli A ve h tensör alanları, sırasıyla, A = −∇ξ ve

h = 1
2
Lξφ şeklinde tanımlansın. Bu durumda, her X, Y vektör alanlarıiçin,
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(i) A ve h simetriktir,

(ii) Aφ+ φA = −2αφ,

(iii) η ◦ A = 0, η ◦ h = 0,

(iv) h = A ◦ φ+ αφ,

(v) hA+ Ah = −2αh,

(vi) İz(A) = −2αn

(vii) İz(φA) = 0

eşitlikleri sağlanır.

İspat (i) M2n+1 üzerinde herhangi X, Y vektör alanlarıiçin,

g(AX, Y ) = g(αφ2X + φhX, Y )

= −αg(φX, φY )− g(X, hφY ))

= g(αφ2X, Y ) + g(φhY,X)

= g(AY,X)

dır. Böylece A simetriktir. Özel olarak, X = ξ için Aξ = αφ2ξ + φhξ = 0 elde edilir.

Benzer olarak, h tensör alanının simetrik olduğu kolayca elde edilir.

(ii) A tensör alanının özellikleri gözönüne alındı̆gında Aφ = (αφ2 + φh)φ ve

φA = φ(αφ2 + φh) eşitlikleri elde edilir. Bu iki eşitlik taraf tarafa toplanırsa

Aφ+ φA = −2αφ eşitliği bulunur.

(iii) A tensör alanının tanımından

(η ◦ A)X = η(AX)

= g(−∇Xξ, ξ)

0 = g(X,∇ξξ)

bulunur. Benzer şekilde, η ◦h = 0 eşitliği L Lie türev operatörünün tanımıkullanılarak

elde edilir.

(iv) (3.5) eşitliğinden Aφ = −αφ+ h dır. Burada h tensör alanıçekilerek h = Aφ+αφ

elde edilir.
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(v) hA ve Ah bileşke tensör alanları

hA = αhφ2 + hφh, Ah = αφ2h+ φh2

şeklinde bulunur. Böylece yukarıdaki iki eşitlik taraf tarafa toplanarak

hA+ Ah = 2αφ2h elde edilir.

(vi)-(vii) A ve φA tensör alanlarının izleri alınır ve (3.9) eşitliği kullanılırsa (vi) ve (vii)

şıklarıelde edilir.

3.2 Eğrilik Özellikleri

Bu kısımda, Riemann eğrilik tensörü yardımıyla bazıeğrilik özellikleri incelenmi̧stir.

Önerme 3.2.1. (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun.

O zaman, M2n+1 üzerinde herhangi vektör alanlarıX, Y için,

R(X, Y )ξ = α2 [η(X)Y − η(Y )X]− α [η(X)φhY − η(Y )φhX] (3.13)

+(∇Y φh)X − (∇Xφh)Y

= (∇YA)X − (∇XA)Y

eşitliği sağlanır.

İspat R Riemann eğrilik tensörü tanımıve (3.5) eşitliği gözönüne alınırsa

R(X, Y )ξ = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ

= ∇X(−αφ2Y − φhY )−∇Y (−αφ2X − φhX)

− (−αφ2 [X, Y ]− φh [X, Y ])

= −α∇Xφ
2Y −∇XφhY + α∇Y φ

2X +∇Y φhX

+ αφ2 [X, Y ] + φh [X, Y ]

= α2 [η(X)Y − η(Y )X]− α [η(X)φhY − η(Y )φhX]

+ (∇Y φh)X − (∇Xφh)Y

elde edilir.
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Önerme 3.2.2. (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun.

Bu durumda,

R(X, ξ)ξ = α2φ2X + 2αφhX − h2X + φ(∇ξh)X (3.14)

(∇ξh)X = −φR(X, ξ)ξ − α2φX − 2αhX − φh2X (3.15)

R(X, ξ)ξ − φR(φX, ξ)ξ = 2
[
α2φ2X − h2X

]
(3.16)

S(X, ξ) = −2nα2η(X)− (div(φh))X (3.17)

S(ξ, ξ) = İz(l) = −
[
2nα2 + İz(h2)

]
(3.18)

eşitlikleri geçerlidir.

İspat (3.13) eşitliğinden (3.14) kolayca elde edilir. (3.14) denklemine φ uygulanır ve

g((∇ξh)X, ξ) = 0 eşitliği yardımıyla, (3.15) denklemi elde edilir. Diğer yandan, (3.14)

denkleminde X yerine φX yazılırsa

R(φX, ξ)ξ = α2φ3X + 2αφhφX − h2φX + φ(∇ξh)(φX) (3.19)

denklemi bulunur. (3.14) ve (3.19) denklemleri gözönüne alındı̆gında

R(X, ξ)ξ − φR(φX, ξ)ξ = α2φ2X + 2αφhX − h2X + φ(∇ξh)X

+α2φ2X − 2αφhX − h2X − φ2(∇ξh)(φX)

= 2α2φ2X − 2h2X + φ(∇ξh)X + (∇ξh)φX

elde edilir. YardımcıTeorem 3.1.2. yardımıyla yukarıdaki eşitlikteki son iki ifadenin

toplamısıfırdır. Böylece (3.16) denklemi elde edilir.

Ricci eğrilik tensörü yardımıyla (3.13) denkleminden

S(X, ξ) = −2nα2η(X)−
2n+1∑
i=1

g((∇Eiφh)X,Ei) +
2n+1∑
i=1

g((∇Xφh)Ei, Ei)

elde edilir. İz(φh) = 0 olduğundan

2n+1∑
i=1

g((∇Xφh)Ei, Ei) = 0

dır. Buradan
2n+1∑
i=1

g((∇Xφh)Ei, Ei) =

2n+1∑
i=1

g(∇XφhEi, Ei)−
2n+1∑
i=1

g(∇XEi, φhEi) (3.20)
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eşitliği yazılır. Ayrıca,

2n+1∑
i=1

g(∇XφhEi, Ei) +

2n+1∑
i=1

g(∇XEi, φhEi) = 0 (3.21)

dır. (3.20) ve (3.21) eşitliklerinden dolayı

g((∇Xφh)Ei, Ei) = 0

bulunur. (3.17) eşitliğinde X = ξ alınırsa

S(ξ, ξ) = −2nα2η(ξ)−
2n+1∑
i=1

g((∇Eiφh)ξ, Ei)

= −2nα2 −
2n+1∑
i=1

g((h2Ei, Ei)

= −2nα2 − İz(h2)

denklemi elde edilir. Böylece (3.18) denkleminin ispatıtamamlanmı̧s olur.

Sonuç 3.2.1. (M,φ, ξ, η, g), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik manifold

olsun. Bu durumda,

(i) α 6= 0 olmak üzere, S(ξ, ξ) her zaman negatif değer alır,

(ii) Eğer S(ξ, ξ) = 0 ise o zaman, (M,φ, ξ, η, g) hemen hemen kosimplektik ve bir

hemen hemen Kaehler manifold ile R veya S1 nin lokal bir aşikar çarpımışeklindedir.

Önerme 3.2.3. (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir lokal simetrik hemen hemen α-kosimplektik ma-

nifold olsun. O halde, ∇ξh = 0 dır.

İspat (Pastore and Dileo 2007) deki ispata benzer olarak elde edilir.

Önerme 3.2.4. Sabit eğrilikli bir hemen hemen Kaehler manifoldun Kaehler manifold

olmasıiçin gerek ve yeter koşul manifoldun lokal düzlemsel olmasıdır (Goldberg 1969).

Önerme 3.2.5. (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun.

O zaman, M2n+1 nin α-kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter koşul D

dağılımının integral altmanifoldlarının Kaehler ve h = 0 olmasıdır (Kim and Pak 2005).

Teorem 3.2.1. (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir lokal simetrik hemen hemen α-Kenmotsu mani-

fold olsun. O zaman,
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(i) M2n+1 bir α-Kenmotsu manifold,

(ii) h = 0,

şartlarıbirbirine denktir. Ayrıca, bu şartlardan herhangi biri sağladı̆gında M2n+1 ma-

nifoldu K = −α2 kesit eğriliğine sahiptir.

İspat M2n+1 nin bir α-Kenmotsu manifold olduğu kabul edilirse ∇ξ = −αφ2 dır. O

halde, (3.10) ifadesinden h = 0 olur. Diğer yandan, h = 0 ise ∇ξ = −αφ2, (3.8) ve

(3.13) yardımıyla

R(X, Y )ξ = α2 [η(X)Y − η(Y )X]

dır. Bu son denklemin Z vektör alanına göre kovaryant türevi alınırsa

(∇ZR)(X, Y )ξ = (∇ZR)(X, Y )ξ −R(∇ZX, Y )ξ −R(X,∇ZY )ξ −R(X, Y )∇Zξ

= α2 [η(∇ZX)Y + g(X,∇Zξ)Y + η(X)∇ZY − η(∇ZY )X

−g(Y,∇Zξ)X − η(Y )∇ZX]− α2 [η(∇ZY )X − η(Y )∇ZX]

−α2 [η(X)∇ZY − η(∇ZY )X] + αR(X, Y )φ2Z

= α3 [g(X,Z)Y − g(Y.Z)X]− αR(X, Y )Z

bulunur. ∇R = 0 olduğundan

α
[
α2 (g(X,Z)Y − g(Y, Z)X)

]
− αR(X, Y )Z = 0

elde edilir. α 6= 0 olduğundan

R(X, Y )Z = −α2 [g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ]

yazılır. Böylece M2n+1 manifoldu negatif sabit kesit eğriliğine sahip ve K = −α2 dır.

D dağılımının integral altmanifoldu M ′
olmak üzere, M

′
bir hemen hemen Kaehler ve

total umbilik bir altmanifolddur. M
′
altmanifoldunun kesit eğriliği herX, Y ortonormal

vektörleri için,

k
′
(X, Y ) = k(X, Y ) + ‖αξ‖2 = k(X, Y ) + α2 = 0

eşitliği ile tanımlanır (Chen 1973). Böylece Önerme 3.2.4. gereğince M
′
bir Kaehler

manifold ve lokal düzlemseldir. Bundan dolayı, Önerme 3.2.5 yardımıyla M2n+1 bir

α-Kenmotsu manifoldudur.
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Şimdi, bir hemen hemen α-kosimplektik manifold örneği verelim.

Örnek 3.2.1. M3 = {(x, y, z) ∈ R3} 3-boyutlu manifoldunu gözönüne alalım. Burada

(x, y, z)-üçlüsü R3 uzayındaki standart koordinatlar olmak üzere, vektör alanlarını

bazlar cinsinden

e1 = f1(z)
∂

∂x
+ f2(z)

∂

∂y

e2 = −f2(z)
∂

∂x
+ f1(z)

∂

∂y

e3 =
∂

∂z

şeklinde seçelim. Burada c1, c2 aynıanda sıfır olmayan sabitler ve λ, α ∈ R olmak üzere,

f1, f2 fonksiyonları

f1(z) = c2e
−αz cosλz − c1e−αz sinλz

f2(z) = c1e
−αz cosλz + c2e

−αz sinλz

biçiminde tanımlanmı̧stır. {e1, e2, e3} çatısının M3 manifoldunun her noktasında lineer

bağımsız olduğu açıktır. g Riemann metriği

g(e1, e1) = g(e2, e2) = g(e3, e3) = 1, g(e1, e2) = g(e1, e3) = g(e2, e3) = 0

ile tanımlansın. Ayrıca, g Riemann metriği tensör çarpımıyardımıyla

g =
1

f 21 + f 22
(dx⊗ dx+ dy ⊗ dy) + dz ⊗ dz

şeklinde tanımlanır.

η 1-formu M3 üzerindeki herhangi bir vektör alanıiçin, η(X) = g(X, e3) olarak tanım-

lansın. φ (1, 1)-tipli tensor alanıise φ(e1) = e2, φ(e2) = −e1, φ(e3) = 0 dır. Ayrıca, h

(1, 1)-tipli tensör alanıda h(e1) = −λe1, h(e2) = λe2 ve h(e3) = 0 şeklinde tanımlansın.

g ve φ tensörlerinin lineer özelliği kullanılarak herhangi vektör alanlarıX, Y için,

φ2X = −X + η(X)e3, η(e3) = 1, g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

elde edilir. O halde, M3manifoldunun bir hemen hemen α-kosimplektik olduğunu

göstermek için, Φ temel 2-formunun sadece sıfırdan farklıbileşenlerini bulmak yeterli
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olacaktır. Bunun için,

Φ

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
= −Φ

(
∂

∂y
,
∂

∂x

)
= − 1

f 21 + f 22

= − e−2αz

c21 + c22

eşitliğini kullanarak

Φ =

(
− 2e−2αz

c21 + c22

)
dx ∧ dy

elde edilir. Bu nedenle, dΦ = 2αη ∧ Φ olduğu kolayca görülür. Benzer olarak, is-

pat Levi-Civita konneksiyonu ve Riemann eğrilik tensörü kullanılarak hesaplanabilir.

Buna ilaveten, φ tensör alanına göre Nijenhuis tensörü hesaplandı̆gında Nφ 6= 0 olduğu

görülür. Başka bir deği̧sle, bu örnek 3-boyutta normal olmayan bir hemen hemen α-

kosimplektik manifoldun varlı̆gınıgöstermektedir.
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4 BAZI YARI SİMETRİK ŞARTLARI SAĞLAYAN

α-KENMOTSU MANİFOLDLAR

Bu bölümde belli bazı yarı simetrik koşulları sağlayan α-Kenmotsu manifoldlar ele

alınacaktır. Burada α, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 şeklinde tanımlanan bir diferen-

siyellenebilir fonksiyondur. Yarı simetrik manifold dı̧sında özellikle Weyl konformal,

konsirkular ve projektif yarı simetrik manifoldlar çalı̧sılmı̧stır. Yarı simetrik tensör

alanlarının manifold yapısıüzerindeki etkileri incelenmi̧stir. Son olarak, α fonksiyonuna

bağlıolarak α-Kenmotsu manifoldlar üzerinde örnekler verilmi̧stir.

4.1 α-Kenmotsu Manifoldlar

Bilindiği üzere normal hemen hemen α-Kenmotsu manifolduna α-Kenmotsu manifold

denir. Önerme 2.1.2.3 ve Teorem 2.1.2.2 gözönüne alınıp Riemann eğrilik tensörünün

özellikleri kullanıldı̆gında üçüncü bölümde verilen eğrilik özellikleri aşağıdaki önermede

verilmi̧stir:

Önerme 4.1.1. (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen α-Kenmotsu manifold olsun. Her-

hangi X, Y vektör alanlarıiçin

∇Xξ = −αφ2X, (4.1)

(∇Xη)(Y ) = α [g(X, Y )− η(X)η(Y )] , (4.2)

(5Xφ)Y = −α [g(X,φY )ξ + η (Y )φX] , (4.3)

R(X, Y )ξ =
[
α2 + ξ(α)

]
(η(X)Y − η(Y )X), (4.4)

R(X, ξ)ξ =
[
α2 + ξ(α)

]
(η(X)ξ −X), (4.5)

R(ξ,X)Y =
[
α2 + ξ(α)

]
(η(Y )X − g(X, Y )ξ), (4.6)

g(R(ξ,X)Y, ξ) =
[
α2 + ξ(α)

]
(−g(X, Y ) + η(X)η(Y )), (4.7)

S(X, ξ) = −2n
[
α2 + ξ(α)

]
η(X), (4.8)

S(ξ, ξ) = −2n(α2 + ξ(α)), (4.9)
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S(φX, φY ) = S(X, Y ) + 2n
[
α2 + ξ(α)

]
η(X)η(Y ), (4.10)

eşitlikleri sağlanır. Burada ∇ Riemann metriğinin Levi-Civita konneksiyonu ve α,

M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 şeklinde tanımlıbir diferensiyellenebilir fonksiyondur.

İspat Bir (M2n+1, φ, ξ, η, g)hemen hemen α-kosimplektik manifoldu

R(X, Y )ξ = (∇Y φh)X − (∇Xφh)Y − α [η(X)φhY − η(Y )φhX] (4.11)

+
[
α2 + ξ(α)

]
[η(X)Y − η(Y )X] ,

şeklinde yazılır (Aktan 2013). Manifold yapısının normal olması h = 0 durumunu

gerektireceğinden (4.11) ifadesi kullanılırsa (4.4) kolayca elde edilir. (4.4) eşitliğinde X

yerine ξ vektör alanıalınırsa (4.5) bulunur. Ayrıca, (4.5) eşitliğinin her iki tarafının Y

vektör alanına göre iç çarpımıalınırsa

g(R(X, ξ)ξ, Y ) =
[
α2 + ξ(α)

]
(η(X)g(ξ, Y )− g(X, Y )), (4.12)

yazılır. Burada Riemann eğrilik tensörü özellikleri kullanılıp, R(ξ,X)Y çekilirse (4.6)

elde edilir. Benzer olarak, (4.6) eşitliğinin her iki tarafının ξ vektör alanına göre tekrar-

dan iç çarpımıalınırsa (4.7) bulunur. (4.4) eşitliğinden

g(R(X, Y )ξ, Z) =
[
α2 + ξ(α)

]
[η(X)g(Y, Z)− η(Y )g(X,Z)] (4.13)

yazılır. {Ei} , i = 1, 2, . . . , (2n+1) tanjant uzayın herhangi bir noktasının bir ortonormal

bazıolmak üzere, X = Z = Ei için kontraksiyon yapılırsa,
2n+1∑
i=1

g(Ei, Y )ξ, Ei) =
[
α2 + ξ(α)

](2n+1∑
i=1

η(Ei)g(Y,Ei)− η(Y )

2n+1∑
i=1

g(Ei, Ei)

)
bulunur. Burada Ricci eğrilik tensörü tanımıyardımıyla (4.8) elde edilir. (4.8) eşitliğinde

X yerine ξ vektör alanıalındı̆gında (4.9) aşikar olarak görülür. Diğer yandan, φ tensör

alanının ters simetrik özelliğinden

S(φX, φY ) = −S(φ2X, Y )

= −S(−X + η(X)ξ, Y )

= S(X, Y )− η(X)S(Y, ξ)

yazılır. Burada (4.8) eşitliğinin yardımıyla (4.10) elde edilir.
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4.2 YarıSimetrik α-Kenmotsu Manifoldlar

Bu kısımda yarısimetrik α-Kenmotsu manifoldlar için bazısonuçlar ortaya koyulacak-

tır.

Teorem 4.2.1.(M2n+1, φ, ξ, η, g) bir α-Kenmotsu manifold olsun. M2n+1 manifoldu

yarısimetrik ise o zaman M2n+1 üzerinde sabit eğrilik mevcut değildir.

İspat M2n+1 manifoldunun yarısimetrik yani, R.R = 0 olduğunu kabul edelim. M2n+1

üzerindeki her X,U, V ve W vektör alanlarıiçin yarısimetrik şartı

0 = R(X, ξ)R(U, V )W −R(R(X, ξ)U, V )W (4.14)

−R(U,R(X, ξ)V )W −R(U, V )R(X, ξ)W,

eşitliğine denktir. Öncelikle M2n+1 üzerinde α fonksiyonunu sabit alalım. (4.5) ve (4.6)

eşitlikleri yardımıyla (4.14) eşitliğinde U = ξ alırsak, (4.14) eşitliğindeki tensör ifadeleri,

sırasıyla,

R(X, ξ)R(ξ, V )W = −α4η(X)g(V,W )ξ + α4g(V,W )X (4.15)

+α4η(W )g(X, V )ξ − α4η(V )η(W )X,

R(R(X, ξ)ξ, V )W = −α4η(X)g(V,W )ξ + α4η(X)η(W )V (4.16)

−α2R(X, V )W,

R(ξ, R(X, ξ)V )W = α2η(W )g(X, V )ξ − α2η(V )η(W )X (4.17)

−α2η(W )g(X, V )ξ + α2η(V )g(X,W )ξ,

ve

R(ξ, V )R(X, ξ)W = −α4η(V )g(X,W )ξ + α4η(W )g(X, V )ξ (4.18)

+α4g(X,W )V − α4η(X)η(W )V,

şeklinde yazılır. (4.15), (4.16), (4.17) ve (4.18) eşitlikleri (4.14) ifadesinde birlikte hesaba

katılırsa

0 = α4g(V,W )X + α2R(X, V )W − α4g(X,W )V

−α4η(V )η(W )X + α2η(V )η(W )X

−α2η(V )g(X,W )ξ + α4η(V )g(X,W )ξ. (4.19)
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bulunur. Sabit uzay eğriliği tanımından

R(X, V )W = k [−g(X,W )V + g(V,W )X]

olacak şekilde bir k reel sabiti mevcut olmalıdır. Fakat (4.19) eşitliği ele alındı̆gında

yukarıdaki şartın sağlamadı̆gıaşikardır. O halde, α sabit fonksiyonu için M2n+1 nin

sabit eğriliği yoktur. Şimdi, α yıM2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 olacak şekilde bir diferen-

siyellenebilir fonksiyon olarak seçelim. Bu durumda (4.14) eşitliği M2n+1 üzerinde her

X, V ve W vektör alanlarıiçin

F 2(α)g(V,W )X + F (α)R(X, V )W − F 2(α)g(X,W )V (4.20)

= F 2(α)η(V )η(W )X − F (α)η(V )η(W )X

+F (α)η(V )g(X,W )ξ − F 2(α)η(V )g(X,W )ξ,

formuna dönüşür. Burada kolaylık açısından F (α) = [α2 + ξ(α)] şeklinde alınmı̧stır.

Ardından (4.20) eşitliğinin düzenlenmesiyle

R(X, V )W = F (α) [g(X,W )V − g(V,W )X] (4.21)

+(F 2(α)− F (α))η(V ) [η(W )X − g(X,W )ξ] .

elde edilir. Böylece α dif.bilir fonksiyonu için de M2n+1 sabit uzay eğriliğine sahip

değildir. Bu nedenle, aşağıdaki sonuçlarıverebiliriz:

Sonuç 4.2.1. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir yarısimetrik α-Kenmotsu manifold olsun. Eğer α

ξ vektör alanıboyunca paralel (F (α) = α2) ise o zaman α 6= 0 reel sabit olmak üzere

M2n+1 üzerinde sabit eğrilik yoktur.

Sonuç 4.2.2. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir yarısimetrik Kenmotsu manifold olsun. O zaman

M2n+1 manifoldu −1 sabit eğriliğine sahiptir.

Teorem 4.2.2.(M2n+1, φ, ξ, η, g) bir α-Kenmotsu manifold ve α ξ vektör alanıboyunca

paralel olsun. O halde, M2n+1 manifoldu lokal simetrik ise o zaman M2n+1 manifoldu

−α2 negatif sabit uzay eğriliğine sahiptir.

İspat Verilen hipotez yardımıyla Riemann eğrilik tensörü R

R(X, Y )ξ = α2 [η(X)Y − η(Y )X] ,
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şeklinde yazılır. Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafının keyfi Z vektör alanına göre ko-

varyant türevi alınırsa

= ∇ZR(X, Y )ξ −R(∇ZX, Y )ξ −R(X,∇ZY )ξ −R(X, Y )∇Zξ

(∇ZR)(X, Y )ξ = α2 [η(∇ZX)Y + g(X,∇Zξ)Y + η(X)∇ZY − η(∇ZY )X

−g(Y,∇Zξ)X − η(Y )∇ZX]− α2 [η(∇ZY )X − η(Y )∇ZX]

−α2 [η(X)∇ZY − η(∇ZY )X] + αR(X, Y )φ2Z

= α3 [g(X,Z)Y − g(Y.Z)X]− αR(X, Y )Z.

(4.22)

elde edilir. (4.22) eşitliğinin kullanılmasıyla lokal simetri şartıaltında (∇R = 0) α 6= 0

için

R(X, Y )Z = −α2 [g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ] ,

bulunur. Bu son eşitlik sayesinde manifoldun k = −α2 negatif sabit eğriliğine sahip

olduğunu söyleyebiliriz. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur. Ayrıca, α = 1 durumu için

aşağıdaki sonuçlarıda verebiliriz:

Hatırlatma 4.2.1. Bir (M2n+1, φ, ξ, η, g) Kenmotsu manifold için aşağıdaki koşullar

denktir.

i) M2n+1 manifoldu −1 sabit eğriliğine sahiptir,

ii) M2n+1 manifoldu lokal simetriktir,

iii) M2n+1 manifoldu yarısimetriktir,

iv) M2n+1 üzerinde herhangi bir X vektör alanıiçin R(X, ξ) ·R = 0 dır.

4.3 Ricci YarıSimetrik α-Kenmotsu Manifoldlar

Bu kısımda M2n+1 üzerinde her X, Y, Z ve U vektör alanlarıiçin

(R(X, Y ) · S)(Z,U) = R(X, Y )S(Z,U)− S(R(X, Y )Z,U)

−S(Z,R(X, Y )U), (4.23)

şeklinde tanımlı

(R(X, Y ) · S)(Z,U) = 0, (4.24)

şartınısağlayan α-Kenmotsu manifoldlarıinceleyeceğiz.
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Teorem 4.3.1. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir α-Kenmotsu manifold olsun. Eğer M2n+1 bir

Ricci yarısimetrik manifold (R.S = 0) ise o zaman M2n+1 manifoldu S = −2nF (α)g

ile verilen bir Einstein manifoldudur.

İspat Varsayımımız gereğince (4.23) ve (4.24) eşitliklerinin birlikte ele alınmasıyla her

X,Z, U vektör alanlarıiçin

S(R(X, ξ)Z,U) + S(Z,R(X, ξ)U) = 0, (4.25)

elde edilir. U = ξ için (4.25) eşitliği

F (α) [g(X,Z)S(ξ, ξ)− η(Z)S(X, ξ) + η(X)S(Z, ξ)− S(X,Z)] = 0, (4.26)

şeklinde yazılır. Burada F (α) = [α2 + ξ(α)] dır.(4.8)ve (4.9) eşitliklerinin (4.26) eşitliğinde

hesaba katılmasıyla

2nF 2(α)g(X,Z) + F (α)S(X,Z) = 0,

bulunur. Buradan

S(X,Z) = −2nF (α)g(X,Z),

olduğu kolaylıkla görülür. O halde istenen ispata ulaşılmı̧stır.

Hatırlatma 4.3.1. R ·R = 0 ⊂ R ·S = 0 olduğunu biliyoruz. Böylece R ·R = 0 eşitliği

sağlandı̆gında (4.19) eşitliği yardımıyla

S(X,Z) = −2nα2g(X,Z) + 2n(α2 − 1)η(X)η(Z),

şeklinde yazılabilir. Burada α = 1 için aşağıdaki sonucu verebiliriz:

Sonuç 4.3.1. Bir (M2n+1, φ, ξ, η, g) yarısimetrik Kenmotsu manifoldu S = −2ng ile

verilen bir Einstein manifoldudur.

Hatırlatma 4.3.2. Bir (M2n+1, φ, ξ, η, g) Kenmotsu manifold için aşağıdaki koşullar

denktir.

i) M2n+1 manifoldu S = −2ng ile verilen bir Einstein uzaydır,

ii) M2n+1 manifoldu lokal Ricci simetriktir,

iii) M2n+1 manifoldu Ricci yarısimetriktir,

iv) M2n+1 üzerinde herhangi bir X vektör alanıiçin R(X, ξ) · S = 0 dır.
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4.4 Konformal YarıSimetrik α-Kenmotsu Manifoldlar

Bu kısımda α-Kenmotsu manifoldlar üzerinde konformal yarısimetrik şartınıaraştıra-

cağız. Kenmotsu manifoldların konformal flat olmasıiçin gerek ve yeter koşulun mani-

foldun −1 sabit eğriliğine sahip olmasıgerektiği bilinmektedir (Kenmotsu 1972). Şimdi,

R.C = 0 şartınıα-Kenmotsu yapıüzerinde inceleyelim.

Teorem 4.4.1. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir konformal yarısimetrik α-Kenmotsu manifoldu

olsun. O zaman M2n+1 manifoldunun konformal flat olması için gerek ve yeter şart

manifoldun F (α) = 0 olmasıdır.

İspat Hipotez gereğinceM2n+1 konformal yarısimetrik olsun. O halde R.C = 0 eşitliği

0 = R(X, ξ)C(U, V )W − C(R(X, ξ)U, V )W (4.27)

−C(U,R(X, ξ)V )W − C(U, V )R(X, ξ)W.

ifadesine denktir. Tanım 2.1.1.10 daki (2.3) eşitliği gözönüne alındı̆gında

g(C(X, Y )Z, ξ) =

[
−F (α) +

2nF (α)

2n− 1
+

r

2n(2n− 1)

]
η(X)g(Y, Z)

+

[
F (α)− 2nF (α)

2n− 1
− r

2n(2n− 1)

]
η(Y )g(X,Z)

+
1

2n− 1
[η(Y )S(X,Z)− η(X)S(Y, Z)] . (4.28)

elde edilir. Bundan sonraki hesaplamalarda kolaylık açısından G = −F (α) + 2nF (α)
2n−1 +

r
2n(2n−1) alınacaktır. Buna göre (4.28) eşitliği X = ξ için hesaplanırsa

g(C(ξ, Y )Z, ξ) = G [g(Y, Z)− η(Y )η(Z)] (4.29)

+
1

2n− 1
[−2nF (α)η(Y )η(Z)− S(Y, Z)] .

bulunur. (4.28), (4.29) eşitlikleri ve Riemann eğrilik özellikleri (4.27) eşitliğine uygu-

lanırsa, bu eşitlikteki ifadeler, sırasıyla,

g(R(X, ξ)C(U, V )W, ξ) = F (α)g(C(U, V )W,X)

−F (α)η(X) [G (η(U)g(V,W )− η(V )g(U,W ))

+ 1
2n−1 (η(V )S(U,W )− η(U)S(V,W ))

]
, (4.30)
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g(C(R(X, ξ)U, V )W, ξ) = −F (α)η(U) [G (η(X)g(V,W )− η(V )g(X,W ))

+ 1
2n−1 (η(V )S(X,W )− η(X)S(V,W ))

]
+F (α)g(X,U) [G (g(V,W )− η(V )η(W )) (4.31)

− 1
2n−1 (2nF (α)η(V )η(W ) + S(V,W ))

]
,

g(C(U,R(X, ξ)V )W, ξ) = F (α)η(V ) [G (η(X)g(U,W )− η(U)g(X,W ))

+ 1
2n−1 (η(U)S(X,W )− η(X)S(U,W ))

]
−F (α)g(X, V ) [G (g(U,W )− η(U)η(W )) (4.32)

− 1
2n−1 (2nF (α)η(U)η(W ) + S(U,W ))

]
,

ve

g(C(U, V )R(X, ξ)W, ξ) = −F (α)η(W ) [G (η(U)g(X, V )− η(V )g(X,U))

+ 1
2n−1 (η(V )S(X,U)− η(U)S(V,X))

]
, (4.33)

dır. Burada g(C(X, Y )ξ, ξ) = 0 dır. (4.30), (4.31), (4.32) ve (4.33) eşitlikleri (4.27)

eşitliğinde yerine yazılırsa

F (α)g(C(U, V )W,X)− F (α)η(X) [G (η(U)g(V,W )− η(V )g(U,W ))

+ 1
2n−1 (η(V )S(U,W )− η(U)S(V,W ))

]
+ F (α)η(U) [G (η(X)g(V,W )− η(V )g(X,W ))

+ 1
2n−1 (η(V )S(X,W )− η(X)S(V,W ))

]
− F (α)g(X,U) [G (g(V,W )− η(V )η(W ))

− 1
2n−1 (2nF (α)η(V )η(W ) + S(V,W ))

]
− F (α)η(V ) [G (η(X)g(U,W )− η(U)g(X,W ))

+ 1
2n−1 (η(U)S(X,W )− η(X)S(U,W ))

]
+ F (α)g(X, V ) [G (g(U,W )− η(U)η(W ))

− 1
2n−1 (2nF (α)η(U)η(W ) + S(U,W ))

]
+ F (α)η(W ) [G (η(U)g(X, V )− η(V )g(X,U))

+ 1
2n−1 (η(V )S(X,U)− η(U)S(V,X))

]
= 0

(4.34)

elde edilir. {Ei, i = 1, 2, . . . , 2n+ 1} tanjant uzayın herhangi bir noktasındaki bir orto-

normal baz olsun. O halde, (2.3) eşitliği yardımıyla

2n+1∑
i=1

g(C(Ei, Y )Z,Ei) = 0, (4.35)

bulunur. (4.34) eşitliğinde i = 1, 2, . . . , 2n+ 1 ve X = U = Ei için kontraksiyon yapılır

ve (4.35) kullanılırsa

S(V,W ) = (2n− 1)Gg(V,W )− Eη(V )η(W ), (4.36)
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elde edilir. Burada E, E =
(
r
2n

+ F (α)(2n+ 1)
)
şeklinde tanımlıbir fonksiyondur.

Son olarak, (4.34) ve (4.36) eşitlikleri birlikte hesaba katılırsa

g(C(U, V )W,X) =

(
E − 2nF (α)

2n− 1
−G

)
g(X,U)η(V )η(W )

+

(
G− E + 2nF (α)

2n− 1

)
g(X, V )η(U)η(W ), (4.37)

ifadesine ulaşılır. Sonra tekrardan (4.37) eşitliğinde i = 1, 2, . . . , 2n+ 1 ve X = U = Ei

için kontraksiyon yapılırsa

0 = (2n+ 1)

(
E − 2nF (α)

2n− 1
−G

)
η(V )η(W )

+

(
G− E + 2nF (α)

2n− 1

)
η(V )η(W ),

elde edilir ki bu son eşitlik F (α) = 0 olmasınıgerektirir. Bu durum ise α nın sabit ve

α = 0 olmasınıgerektirir. Fakat M2n+1 manifoldu α-Kenmotsu olduğundan α 6= 0 dır.

O halde, konformal yarısimetrik şartıaltında M2n+1 manifoldu konformal flat olamaz.

Bu yüzdenM2n+1 manifoldunu α-kosimplektik manifolda geni̧sletirsek aşağıdaki sonucu

verebiliriz:

Sonuç 4.4.1. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir konformal yarı simetrik α-kosimplektik manifold

olsun. O zaman M2n+1 manifoldunun konformal flat olması için gerek ve yeter şart

manifoldun kosimplektik olmasıdır.

4.5 Projektif YarıSimetrik α-Kenmotsu Manifoldlar

Bu kısımda projektif flat ve projektif yarısimetrik α-Kenmotsu manifodlarıçalı̧sacağız.

Özellikle R.P = 0 şartının manifold üzerindeki etkilerini inceleyeceğiz.

Teorem 4.5.1. Bir (M2n+1, φ, ξ, η, g) projektif flat α-Kenmotsu manifoldu bir Einstein

uzayıdır.

İspat P = 0 olduğunu kabul edelim. O halde, (2.5) eşitliğinden

R(X, Y )Z =
1

2n
[S(Y, Z)X − S(X,Z)Y ] , (4.38)

yazılır. (4.38) eşitliği gözönüne alındı̆gında

R(X, Y, Z,W ) =
1

2n
[S(Y, Z)g(X,W )− S(X,Z)g(Y,W )] , (4.39)
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bulunur. Burada R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) dır.(4.39) eşitliğindeW = ξ alınırsa

η(R(X, Y )Z) =
1

2n
[S(Y, Z)η(X)− S(X,Z)η(Y )] ,

bulunur. Bu son eşitlikte tekrardan X = ξ alınır ve (4.5), (4.8) eşitlikleri birlikte

kullanılırsa

S(Y, Z) = −2nF (α)g(Y, Z), (4.40)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.

Teorem 4.5.2. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir projektif yarı simetrik α-Kenmotsu manifoldu

olsun. O zaman n > 0 için M2n+1 projektif flat α-Kenmotsu manifoldudur.

İspat (2.5) ve (4.4) eşitliklerinden

η(P (X, Y )Z) = −F (α)η(X)g(Y, Z) + F (α)η(Y )g(X,Z)

− 1

2n
[η(X)S(Y, Z)− η(Y )S(X,Z)] , (4.41)

bulunur. (4.41) eşitliğinde X = ξ alınırsa

η(P (ξ, Y )Z) = −F (α)g(Y, Z)− 1

2n
S(Y, Z) (4.42)

ve Z = ξ için

η(P (X, Y )ξ) = 0, (4.43)

elde edilir.

Şimdi, R(X, Y ) · P tensör çarpımınıgözönüne alalım. Bu çarpım her X, Y, U, V ve

Z vektör alanlarıiçin

(R(X, Y )P )(U, V )Z = R(X, Y ) · P (U, V )Z − P (R(X, Y )U, V )Z

−P (U,R(X, Y )V )Z − P (U, V )R(X, Y )Z. (4.44)

şeklinde tanımlıdır. (4.44) eşitliğinde hipotezimizden dolayıR(X, Y ) · P = 0 olduğunu

kabul edersek

0 = R(X, Y ) · P (U, V )Z − P (R(X, Y )U, V )Z

−P (U,R(X, Y )V )Z − P (U, V )R(X, Y )Z. (4.45)
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yazılır. (4.45) eşitliğinde Y = ξ alınıp her iki tarafına ξ vektör alanına göre iç çarpım

uygulanırsa

0 = g(R(X, ξ) · P (U, V )Z, ξ)− g(P (R(X, ξ)U, V )Z, ξ)

−g(P (U,R(X, ξ)V )Z, ξ)− g(P (U, V )R(X, ξ)Z, ξ), (4.46)

elde edilir. (4.46) eşitliğindeki ifadeler (4.4) (4.5) (4.6)(4.7) (4.8) ve (2.5) eşitlikleri

yardımıyla birlikte hesaba katıldı̆gında

0 = F (α)P (U, V, Z,X) + F 2(α)g(V, Z)g(U,X)

+
F (α)

2n
g(U,X)S(V, Z) + F 2(α)η(Z)η(V )g(U,X)

−F 2(α)g(U,Z)g(V,X)− F (α)

2n
g(V,X)S(U,Z)

−F 2(α)η(Z)η(U)g(V,X)− F (α)

2n
η(U)η(Z)S(X, V )

+
F (α)

2n
η(Z)η(V )S(X,U), (4.47)

bulunur. Burada P (U, V, Z,X) = g(P (U, V )Z,X) şeklinde tanımlıdır.

{Ei, i = 1, 2, . . . , 2n+ 1} tanjant uzayın herhangi bir noktasındaki bir ortonormal

baz olsun. O halde, (2.5) eşitliği yardımıyla

2n+1∑
i=1

g(P (Ei, Y )Z,Ei) = 0, (4.48)

bulunur. O halde (4.47) eşitliğinde i = 1, 2, . . . , 2n+1 ve X = U = Ei için kontraksiyon

yapılır ve (4.48) kullanılırsa

S(V, Z) = −2nF (α)g(V, Z)− Eη(V )η(Z), (4.49)

elde edilir. Burada E, E =
(
r
2n

+ F (α)(2n+ 1)
)
şeklinde tanımlıbir fonksiyondur.

(4.49) eşitliğinde tekrardan V = Z = Ei için kontraksiyon yapıldı̆gında

r = −2n(2n+ 1)F (α), (4.50)

olduğu görülür. (4.49) ve (4.50) eşitlikleri (4.47) eşitliğinde birlikte hesaplanırsa

P (U, V, Z, Y ) = 0 (4.51)
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elde edilir. (4.51) eşitliğinden sıfırdan farklıher Y vektör alanıiçin

P (U, V )Z = 0, (4.52)

sonucuna ulaşılır. Bu nedenle, M2n+1 konformal flat manifolddur.

4.6 Konsirküler YarıSimetrik α-Kenmotsu Manifoldlar

Bu kısımda konsirküler flat ve konsirküler yarı simetrik α-Kenmotsu manifodları ele

alacağız. Öncelikle flat durumunu inceleyip daha sonra R · C = 0 şartınıçalı̧sacağız.

Teorem 4.6.1. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir konsirküler flat α-Kenmotsu manifoldu olsun. O

zaman M2n+1 manifoldu r = −2n(2n+ 1)F (α) sabit skalar eğriliğine sahiptir.

İspat C = 0 olduğunu kabul edelim. O halde, (2.4) eşitliğinden

R(X, Y )Z =
r

2n(2n+ 1)
[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ] , (4.53)

yazılır. (4.53) eşitliği kullanılarak

R(X, Y, Z,W ) =
r

2n(2n+ 1)
[g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W )] , (4.54)

bulunur. Burada R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) dır. (4.54) eşitliğinde W = ξ

alınırsa (
r

2n(2n+ 1)
+ F (α)

)
[η(X)g(Y, Z)− η(Y )g(X,Z)] = 0,

elde edilir. Bu son eşitlikten

r

2n(2n+ 1)
+ F (α) = 0, (4.55)

yazılabilir. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur. Ayrıca, aşağıdaki sonucu verebiliriz:

Sonuç 4.6.1. Kosimplektik durumun (α = 0) olması için gerek ve yeter şart r = 0

olmasıdır.

Teorem 4.6.2. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir konsirküler yarısimetrik α-Kenmotsu manifoldu

olsun. O zaman n > 0 için M2n+1 konsirküler flat α-Kenmotsu manifoldudur.
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İspat (2.4) ve (4.4) eşitliklerinden

η(C(X, Y )Z) =

(
F (α) +

r

2n(2n+ 1)

)
(η(Y )g(X,Z)− η(X)g(Y, Z)), (4.56)

bulunur. (4.56) eşitliğinde X = ξ alınırsa

η(C(ξ, Y )Z) =

(
F (α) +

r

2n(2n+ 1)

)
(η(Y )η(Z)− g(Y, Z)) (4.57)

ve Z = ξ için

η(C(X, Y )ξ) = 0 (4.58)

elde edilir.

Şimdi, R(X, Y ) · C tensör çarpımınıgözönüne alalım. Bu çarpım her X, Y, U, V ve

Z vektör alanlarıiçin

(R(X, Y )C)(U, V )Z = R(X, Y ) · C(U, V )Z − C(R(X, Y )U, V )Z

−C(U,R(X, Y )V )Z − C(U, V )R(X, Y )Z, (4.59)

şeklinde tanımlıdır. (4.59) eşitliğinde hipotezimizden dolayıR(X, Y ) · C = 0 olduğunu

kabul edersek

0 = R(X, Y ) · C(U, V )Z − C(R(X, Y )U, V )Z

−C(U,R(X, Y )V )Z − C(U, V )R(X, Y )Z. (4.60)

yazılır. (4.60) eşitliğinde Y = ξ alınıp her iki tarafına ξ vektör alanına göre iç çarpım

uygulanırsa

0 = g(R(X, ξ) · C(U, V )Z, ξ)− g(C(R(X, ξ)U, V )Z, ξ)

−g(C(U,R(X, ξ)V )Z, ξ)− g(C(U, V )R(X, ξ)Z, ξ), (4.61)

elde edilir. Teorem 4.5.2 de olduğu gibi yukarıdaki eşitliğin bütün terimleri hesaplanıp,

{Ei, i = 1, 2, . . . , 2n+ 1} tanjant uzayın herhangi bir noktasındaki bir ortonormal baz

olmak üzere, i = 1, 2, . . . , 2n+ 1 ve X = U = Ei için kontraksiyon yapılırsa

S(V, Z) = −2nF (α)g(V, Z), (4.62)

bulunur.Buradaki hesaplamalarda C(U, V, Z,X) = g(C(U, V )Z,X) olarak alınmı̧stır.(4.61)

ve (4.62) birlikte düşünülürse

C(U, V, Z, Y ) = 0,
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veya

C(U, V )Z = 0,

elde edilir. Böylece ispata ulaşmı̧s oluruz.

Bilindiği üzere, genellikle bir konsirküler Riemann manifoldu Einstein manifoldudur.

Bu durumda, bir konsirküler α-Kenmotsu manifoldu için aşağıdaki teoremi de verebil-

iriz.

Teorem 4.6.3. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir konsirküler yarısimetrik α-Kenmotsu manifoldu,

n > 0 için bir Einstein manifoldu ve r = −2n(2n + 1)F (α) sabit skalar eğriliğine

sahiptir.

Örnek 4.6.1. M3 = {(x, y, z) ∈ R3} 3-boyutlu manifoldunu gözönüne alalım. Burada

(x, y, z)-üçlüsü R3 uzayındaki standart koordinatlar olmak üzere, vektör alanlarınıba-

zlar cinsinden

e1 = f1(z)
∂

∂x
+ f2(z)

∂

∂y
,

e2 = −f2(z)
∂

∂x
+ f1(z)

∂

∂y
,

e3 =
∂

∂z
,

şeklinde alalım. Burada c1, c2 aynıanda sıfır olmayan sabitler ve α ∈ R, α 6= 0, olmak

üzere, f1, f2 fonksiyonları

f1(z) = c2e
−αz,

f2(z) = c1e
−αz,

biçiminde tanımlanmı̧stır.

Böylece M3 manifoldunun bir α-Kenmotsu olduğunu göstermek için, Φ temel 2-

formunun sadece sıfırdan farklıbileşenlerini bulmak yeterli olacaktır. Bunun için,

Φ(
∂

∂x
,
∂

∂y
) = −Φ(

∂

∂y
,
∂

∂x
) = − 1

f 21 + f 22
= − e2αz

c21 + c22
,

eşitliğini kullanarak

Φ = − 2e2αz

c21 + c22
(dx ∧ dy),
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elde edilir. Burada Φ nin dı̧s türevi alınırsa

dΦ = −4αe2αz

c21 + c22
(dx ∧ dy ∧ dz),

η = dz eşitliğinden dΦ = 2αη ∧ Φ olduğu kolayca görülür. Benzer olarak, ispat

Levi-Civita konneksiyonu ve Riemann eğrilik tensörü kullanılarak da hesaplanabilir.

Buna ilaveten, φ tensör alanına göre Nijenhuis tensörü hesaplandı̆gında Nφ = 0 olduğu

görülür.

Örnek 4.6.2. M3 = {(x, y, z) ∈ R3} 3-boyutlu manifoldunu gözönüne alalım. Burada

(x, y, z)-üçlüsü R3 uzayındaki standart koordinatlardır. Vektör alanlarıbazlar cinsinden

e1 = ez
3 ∂

∂x
, e2 = ez

3 ∂

∂y
, e3 =

∂

∂z
,

ile verilsin. α bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak üzere, Φ temel 2-formunun sadece

sıfırdan farklıbileşenlerini bulmak yeterli olacaktır. O halde,

Φ(
∂

∂x
,
∂

∂y
) = −Φ(

∂

∂y
,
∂

∂x
) = − 1

e2z3
,

eşitliğinden

Φ = − 1

e2z3
(dx ∧ dy), (4.63)

elde edilir. Burada Φ(e1,e2) = −1 ve aksi taktirde i ≤ j için Φ(ei,ej) = 0 dır. Φ nin dı̧s

türevi tanımından

dΦ = 6z2e−2z
3

(dx ∧ dy ∧ dz), (4.64)

bulunur. η = dz olduğundan (4.63) ve (4.64) eşitlikleri yardımıyla

dΦ = −6z2 (η ∧ Φ) ,

yazılır. Burada α fonksiyonu α(z) = −3z2 şeklinde tanımlıdır. Bundan başka, φ tensör

alanına göre Nijenhuis tensörü hesaplandı̆gında Nφ = 0 olduğu görülür. Bu nedenle,

M3 bir α-Kenmotsu manifoldudur.
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5 3-BOYUTLUYARI SİMETRİKHEMENHEMEN

α-KOSİMPLEKTİK MANİFOLDLAR

Bu bölümde, 3-boyutlu yarı simetrik hemen hemen α-kosimplektik manifoldları in-

celeyeceğiz. Yarısimetri yardımıyla bir çok orijinal sonuçlar bulunacaktır.

5.1 3-Boyutlu Hemen Hemen α-Kosimplektik Manifoldlar

Bu kısımda, öncelikli amacımız 3-boyutlu hemen hemen α-kosimplektik manifold yapısını

incelemektir.

(M,φ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Ayrıca,

M manifoldunun

U = {p ∈M : p noktasının bir komşuluğunda h 6= 0}

ve

U
′

= {p ∈M : p noktasının bir komşuluğunda h = 0}

olacak şekilde U ve U
′
açık altcümlelerini gözönüne alalım. h tensör alanıdiferensiyel-

lenebilir bir fonksiyon olduğundan U ∪ U ′
birleşim cümlesi açık ve M manifoldunun

bir yoğun altcümlesi olur. Böylece U ∪ U ′
üzerinde sağlanan her özellik M üzerinde

de sağlanır. O halde, her p ∈ U ∪ U ′
için {e, φe, ξ} olacak şekilde bir lokal ortonormal

baz mevcuttur. Bu baz M manifoldunun φ-bazıolarak adlandırılır. Birleşim cümlesi

üzerinde he = λe ve hφe = −λφe olacak biçimde bir λ sıfır olmayan pozitif değerli bir

diferensiyellenebilir fonksiyon vardır.

Böylece daha sonra kullanacağımız aşağıdaki yardımcıteoremi verebiliriz.

YardımcıTeorem 5.1.1. (M,φ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik

manifold olsun. O zaman, M manifoldunun bir U açık altcümlesi üzerinde kovaryant
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türev için,

∇ξe = −aφe, ∇ξφe = ae,

∇eξ = αe− λφe, ∇φeξ = −λe+ αφe,

∇ee = bφe− αξ, ∇φeφe = ce− αξ,

∇eφe = −be+ λξ, ∇φee = −cφe+ λξ,

(5.1)

eşitlikleri geçerlidir. Burada a, C∞ sınıfından bir fonksiyon olup,

b =
1

2λ
[(φe)(λ) + A] , A = σ(e) = S(ξ, e) = g(Qξ, e)

ve

c =
1

2λ
[e(λ) + B] , B = σ(φe) = S(ξ, φe) = g(Qξ, φe)

biçiminde tanımlıdır.

İspat Her X vektör alanıiçin ∇Xξ kovaryant türevinin tanımında X yerine, sırasıyla,

e ve φe alınırsa

∇eξ = −αφ2e− φhe, ∇φeξ = −αφ3e− φhφe

= αe− αη(e)ξ + hφe, = αφe− he

= αe− λφe, = αφe− λe

bulunur. Ayrıca,

∇ξe = g(∇ξe, e)e+ g(∇ξe, φe)φe+ g(∇ξe, ξ)ξ

= 0 + g(∇ξe, φe)φe− g(e,∇ξξ)ξ

= g(∇ξe, φe)φe

= −g(e,∇ξφe)φe

yazılır. Burada a = g(e,∇ξφe) olarak alınırsa ∇ξe = −aφe elde edilir. Benzer olarak,

b = g(∇ee, φe) ve c = g(∇φeφe, e) şeklinde alındı̆gında diğer kovaryant türevler kolayca

elde edilir.

M, 3-boyutlu olduğundan Weyl tensör alanıözdeş olarak sıfıra eşittir. Yani, her X, Y, Z

vektör alanlarıiçin,

R(X, Y )Z = S(X,Z)Y − S(Y, Z)X + g(X,Z)QY

−g(Y, Z)QX − r
2
[g(X,Z)Y − g(Y, Z)X]

(5.2)

43



eşitliği yazılır. Burada X = e, Y = φe ve Z = ξ olarak seçilirse

R(e, φe)ξ = −g(Qe, ξ)φe+ g(Qφe, ξ)e

elde edilir. Her X vektör alanıiçin σ(X) = g(Qξ,X) olduğundan

R(e, φe)ξ = −σ(e)φe+ σ(φe)e, (5.3)

bulunur. Riemann tensör alanının eğrilik özellikleri kullanılırsa

R(e, φe)ξ = (∇φeφh)e− (∇eφh)φe

= ∇φe(φh)e− φh(∇φee)−∇e(φh)φe+ φh(∇eφe)

= ∇φeλφe− φh(−cφe+ λξ)−∇eλe+ φh(−be+ λξ)

= (φe)(λ)φe+ λ(ce− λξ) + cλe− e(λ)e

−λ(bφe− αξ)− λbφe

= (2λc− e(λ))e+ (−2λb+ (φe)(λ))φe (5.4)

yazılır. O halde, (5.3) ve (5.4) eşitliklerinden

σ(e) = 2λb− (φe)(λ)

σ(φe) = 2λc− e(λ)

elde edilir. Bundan dolayıb ve c fonksiyonları

b =
1

2λ
[(φe)(λ) + σ(e)]

c =
1

2λ
[e(λ) + σ(φe)]

şeklinde yazılabilir.

Önerme 5.1.1. (M,φ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik manifold

olsun. U ⊂M olmak üzere, U altcümlesi üzerinde

∇ξh = 2ahφ+ ξ(λ)s, (5.5)

eşitliği geçerlidir. Burada s, sξ = 0, se = e ve sφe = −φe olacak şekilde tanımlıbir

(1, 1)-tipli tensör alanıdır.
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İspat Öncelikle h tensör alanının ξ vektör alanıyönündeki deği̧simini inceleyelim. O

halde,

(∇ξh)e = ∇ξhe− h(∇ξe) (5.6)

= ∇ξλe+ λ∇ξe+ ahφe

= ξ(λ)e− aλφe− aλφe

= −2λaφe+ ξ(λ)e

ve

(∇ξh)φe = ∇ξhφe− h(∇ξφe) (5.7)

= −∇ξλφe− hae

= −ξ(λ)φe− aλe− aλe

= −2λae− ξ(λ)φe

olur. Bunlara ilaveten, (∇ξh)ξ = 0 dır. Böylece (5.6), (5.7) ve son eşitlikten dolayı

ξ(λ)s = ∇ξh− 2aφh

olacak şekilde s tensör alanınıveren eşitliği elde ederiz. Burada İzs = 0 olduğu açıktır.

Uyarı5.1.1. U ′
altcümlesi üzerinde h = 0 olduğundan ξ(λ)s = ∇ξh = 0 olacaktır.

Önerme 5.1.2. (M,φ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik manifold

olsun. O zaman,

h2 − α2φ2 =
İz(l)

2
φ2 (5.8)

eşitliği vardır.

İspat (3.18) eşitliği gözönüne alınırsa

İz(l) = −
[
2α2 + İz(h2)

]
= −2

[
α2 + λ2

]
olur. İspatıtamamlamak için h2 − α2φ2 ifadesinin baz elemanlarına göre değerlerini

hesaplayalım. Gerçekten,

h2e− α2φ2e = λ2e+ α2e

=
2

2
(α2 + λ2)e

=
İz(l)

2
φ2e
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ve

h2φe− α2φ3e = (α2 + λ2)φe

=
İz(l)

2
φ2φe

dır. Ayrıca, h2ξ − α2φ2ξ =
İzl

2
φ2ξ = 0 olacağından istenen sonuç elde edilir.

M, 3-boyutlu hemen hemen α-kosimplektik manifold olduğundan

lX = R(X, ξ)ξ = İz(l)X − S(X, ξ)ξ +QX − η(X)Qξ − r

2
(X − η(X)ξ)

yazılır. Buradan QX çekilirse

QX = lX − İz(l)X + S(X, ξ)ξ + η(X)Qξ +
r

2
(X − η(X)ξ)

= α2φ2X + 2αφhX − h2X + φ(∇ξh)X − (İzl)X

−S(X, ξ)ξ + η(X)Qξ +
r

2
(X − η(X)ξ)

bulunur. Diğer taraftan

S(φ2X, ξ) = S(−X + η(X)ξ, ξ)

= −S(X, ξ) + η(X)İz(l)

olduğundan

S(X, ξ) = −S(φ2X, ξ) + η(X)İz(l)

eşitliği sağlanır. O halde,

QX = − İz(l)

2
φ2X + 2αφhX + φ(∇ξh)X − İz(l)X (5.9)

−S(φ2X, ξ)ξ + η(X)İz(l)ξ + η(X)Qξ − r

2
φ2X

dır. Böylece Q, φ-bazına göre

Qξ = g(Qξ, e)e+ g(Qξ, φe)φe+ g(Qξ, ξ)ξ

= σ(e)e+ σ(φe)φe+ İz(l)ξ

şeklinde ifade edilir. (5.9) denklemi düzenlenirse

QX = −1

2

(
r + İz(l)

)
φ2X + 2αφhX + φ(∇ξh)X + 2(α2 + λ2)X − S(φ2X, ξ)ξ

−2(α2 + λ2)η(X)ξ + η(X) [σ(e)e+ σ(φe)φe] + η(X)İz(l)ξ
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bulunur. Bu son denklemden

QX =

[
1

2
r + α2 + λ2

]
X +

[
−1

2
r − 3α2 − 3λ2

]
η(X)ξ

+2αφhX + φ(∇ξh)X − S(φ2X, ξ)ξ

+η(X)σ(e)e+ η(X)σ(φe)φe

ifadesine ulaşılır. Böylece

ã =
1

2
r + α2 + λ2

ve

b̃ = −1

2
r − 3α2 − 3λ2

olarak alınırsa

QX = ãX + b̃η(X)ξ + 2αφhX + φ(∇ξh)X − σ(φ2X)ξ

+η(X)σ(e)e+ η(X)σ(φe)φe (5.10)

şeklinde yazılabilir. Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir.

YardımcıTeorem 5.1.2. (M,φ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik

manifold olsun. Bu durumda, Ricci operatörü

Q = ãI + b̃η ⊗ ξ + 2αφh+ φ(∇ξh)− σ(φ2)⊗ ξ (5.11)

+σ(e)η ⊗ e+ σ(φe)η ⊗ φe

eşitliğini sağlar. Burada ã ve b̃ fonksiyonları, sırasıyla, ã = 1
2
r + α2 + λ2,

b̃ = −1
2
r − 3α2 − 3λ2 şeklinde tanımlanmı̧stır.

Önerme 5.1.3. {e, φe, ξ} lokal ortonormal bazına göre Q Ricci operatörünün bileşenleri

aşağıda verilmi̧stir:

Qξ = −2(α2 + λ2)ξ + Ae+ Bφe,

Qe = Aξ + (
r

2
+ α2 + λ2 + 2aλ)e+ (ξ(λ) + 2αλ)φe,

Qφe = Bξ + (ξ(λ) + 2αλ)e+ (
r

2
+ α2 + λ2 − 2aλ)φe,

(5.12)

Burada A = σ(e) = S(ξ, e) ve B = σ(φe) = S(ξ, φe) dir.

47



İspat (5.10) eşitliğinde X yerine ξ vektör alanınıalırsak

Qξ = (ã+ b̃)ξ + σ(e)e+ σ(φe)φe, (5.13)

yazılır. (5.13) eşitliğinde ã ve b̃ fonksiyonlarıyerine yazılırsa

Qξ = (−2α2 − 2λ2)ξ + Ae+ Bφe,

elde edilir.

Şimdi, (5.10) eşitliğinde bu kez X yerine e vektör alanınıalırsak

Qe = ãe+ 2αφhe+ φ(2ahφe+ ξ(λ)se)− σ(−e+ η(e)ξ)ξ, (5.14)

bulunur. (5.14) eşitliği düzenlenirse

Qe = ãe+ 2αφhe+ 2ahe+ ξ(λ)φe+ σ(e)ξ,

yazılır. Burada se = e ve A = σ(e) dir.

Benzer olarak, (5.10) eşitliğinde X yerine φe vektör alanınıalırsak

Qφe = ãφe+ 2αhe+ φ(2aφ2e+ ξ(λ)sφe) + σ(φe)ξ,

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikte sφe = −φe ve B = σ(φe) eşitlikleri kullanılırsa istenen

sonuca ulaşılır.

Önerme 5.1.4. (5.12) denklem sistemi gözönüne alındı̆gında kovaryant türevleri içeren

aşağıdaki denklem sistemi yazılabilir:

(∇ξQ)ξ = −4λξ(λ)ξ + {ξ(A) + aB} e+ {ξ(B)− aA}φe,

(∇eQ)e =

{
−3α3 − αλ2 − αr

2
− 2aαλ+ λξ(λ) + e(A)− B

2λ
((φe)(λ) + A)

}
ξ

+

{
2αA+

1

2
e(r) + 2λe(λ) + 2ae(λ) + 2λe(a)

−1

λ
((φe)(λ) + A)(ξ(λ) + 2αλ)

}
e+ {−λA+ αB + 2a ((φe)(λ) + A)

+2αe(λ) + e(ξ(λ))}φe,

(∇φeQ)φe =

{
(φe)(B)− 3α3 − αr

2
− αλ2 + 2αaλ+ ξ(λ)λ− A

2λ
(e(λ) + B)

}
ξ

+ {2α(φe)(λ) + (φe)(ξ(λ))− λB + αA− 2a (e(λ) + B)} e

+

{
1

2
(φe)(r) + 2λ(φe)(λ)− 2a(φe)(λ)− 2λ(φe)(a) + 2αB (5.15)

−1

λ
(e(λ) + B)(ξ(λ) + 2αλ)

}
φe.
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İspat Kovaryant türev tanımından

(∇ξQ)ξ = ∇ξQξ −Q(∇ξξ),

bulunur. Burada ∇ξξ = 0 olduğundan Q(0) = 0 dır. O halde yukarıdaki eşitlikte (5.12)

denklem sistemindeki Qξ yerine yazıldı̆gında

(∇ξQ)ξ = −2∇ξ(α
2 + λ2)ξ +∇ξAe+∇ξBφe,

elde edilir. Yukarıdaki kovaryant türev toplamından (5.15) sistemin birinci denklemine

ulaşılır.

Benzer yolla, (∇eQ)e ifadesinin eşitini bulmak için kovaryant türev tanımından

(∇eQ)e = ∇eQe−Q(∇ee),

yazılır. (5.1) sistemindeki ∇ee = bφe−αξ denklemi ve (5.12) sistemindeki Qe denklemi

birlikte hesaba katılırsa

(∇eQ)e = ∇e(Aξ + (
r

2
+ α2 + λ2 + 2aλ)e+ (ξ(λ) + 2αλ)φe)

−bQφe+ αQξ,

elde edilir. Bu son eşitliklik (5.12) sistemi ile birlikte düzenlendiğinde

(∇eQ)e =
{
−3α3 − αλ2 − αr

2
− 2aαλ+ λξ(λ) + e(A)− bB

}
ξ

+

{
2αA+

1

2
e(r) + 2λe(λ) + 2ae(λ) + 2λe(a)− 2bξ(λ)− 4αλb

}
e

+ {−λA+ αB + 4abλ+ 2αe(λ) + e(ξ(λ))}φe,

φ-bazının vektörlerinin lineer toplamı şeklinde yazılır. O halde, b fonksiyonu yerine

konulursa (5.15) sisteminin ikinci denklemi bulunur.

Son olarak, (∇φeQ)φe ifadesinin eşitini bulmak için

(∇φeQ)φe = ∇φeQφe−Q(∇φeφe),

denklemi kullanılırsa

(∇φeQ)φe = ∇φe(Bξ + (ξ(λ) + 2αλ)e+ (
r

2
+ α2 + λ2 − 2aλ)φe)

−cQe+ αQξ,
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bulunur. Yukarıdaki hesaplama yöntemine göre son denklem (5.12) sistemi ile birlikte

hesaba katılır ve c fonksiyonu yerine yazılırsa (5.15) sisteminin üçüncü denklemi kolayca

elde edilir.

5.2 3-Boyutlu Yarı Simetrik Hemen Hemen α-Kosimplektik

Manifoldlar

Bu kısımda, 3-boyutlu hemen hemen α-kosimplektik yapısına yarısimetrik şartınıek-

lediğimizde manifold yapısında ortaya çıkacak sonuçlarıbulmayıamaçladık. Yarısimetrik

manifold yapımız için bir çok orijinal sonuç elde edilmi̧stir.

YardımcıTeorem 5.2.1. (M,φ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik

manifold olsun. O zaman {e, φe, ξ} lokal ortonormal bazına göre R Riemann eğrilik

tensörünün sıfır olmayan tüm olasıbileşenleri ortonormal vektör alanlarının deği̧simine

göre aşağıda verilmi̧stir:

R(ξ, e)ξ = −(α2 + λ2 − 2aλ)e+ (ξ(λ) + 2αλ)φe,

R(ξ, φe)ξ = (ξ(λ) + 2αλ)e− (α2 + λ2 + 2aλ)φe,

R(e, φe)ξ = −Be+ Aφe, (5.16)

R(ξ, e)e = (α2 + λ2 − 2aλ)ξ − Bφe,

R(ξ, φe)e = −(ξ(λ) + 2αλ)ξ + Aφe,

R(e, φe)e = Bξ + 2(α2 + λ2 + r
4
)φe,

R(ξ, e)φe = −(ξ(λ) + 2αλ)ξ + Be,

R(ξ, φe)φe = (α2 + λ2 + 2aλ)ξ − Ae,

R(e, φe)φe = −Aξ − 2(α2 + λ2 + r
4
)e.

İspat (5.2) eşitliğini ve (5.12) denklem sistemini gözönüne alalım. İlk olarak, (5.2)

eşitliğinde X = Z = ξ ve Y = e olarak seçtiğimizde

R(ξ, e)ξ = S(ξ, ξ)e− S(e, ξ)ξ +Qe− r

2
e,
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elde edilir. Yukarıdaki eşitlikte Ricci tensör ve Ricci operatör tanımından (5.16) sis-

teminin birinci denklemi elde edilir. Benzer olarak, X = Z = ξ ve Y = φe için

R(ξ, φe)ξ = S(ξ, ξ)φe− S(φe, ξ)ξ +Qφe− r

2
φe,

bulunur ve buradan (5.16) sisteminin ikinci denklemine ulaşılır. Aynımetodu takiben

(5.16) sistemi elde edilir. Burada

S(ξ, e) = A, S(ξ, φe) = B, S(e, e) = ã+ 2aλ,

S(φe, e) = ξ(λ) + 2αλ, S(φe, φe) = ã− 2aλ,

dır.

Hatırlatma 5.2.1. (M,φ, ξ, η, g), 3-boyutlu hemen hemen α-kosimplektik manifoldu

için

İz(h2) = 2λ2,

dir.

Önerme 5.2.1. (M,φ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir hemen hemen α-kosimplektik manifold

olsun. O zamanM manifoldunun yarısimetrik olmasıiçin gerek ve yeter şart aşağıdaki

eşitliklerin sağlanmasıdır:

Aξ(λ) = −2αAλ+ (α2 + λ2 + 2aλ)B, (5.17)

Bξ(λ) = −2αBλ+ (α2 + λ2 − 2aλ)A, (5.18)

AB = −2(ξ(λ) + 2αλ)(α2 + λ2 +
r

4
), (5.19)

B2 = −(α2 + λ2 − 2aλ)(3(α2 + λ2) + 2aλ+
r

2
)

+(ξ(λ) + 2αλ)2, (5.20)

A2 = −(α2 + λ2 + 2aλ)(3(α2 + λ2)− 2aλ+
r

2
)

+(ξ(λ) + 2αλ)2. (5.21)
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İspat (2.6) eşitliği M2n+1 üzerindeki her X, Y, Z ve V vektör alanlarıiçin

0 = R(X, ξ)R(Y, Z)V −R(R(X, ξ)Y, Z)V (5.22)

−R(Y,R(X, ξ)Z)V −R(Y, Z)R(X, ξ)V,

eşitliğine denktir. Şimdi, (5.22) eşitliğinde X = e, Y = ξ, Z = φe ve V = ξ alalım. O

halde,

0 = R(e, ξ)R(ξ, φe)ξ −R(R(e, ξ)ξ, φe)ξ −R(ξ, R(e, ξ)φe)ξ

−R(ξ, φe)R(e, ξ)ξ, (5.23)

eşitliği yazılır. (5.23) eşitliğinde (5.16) sistemi hesaba katılırsa

0 = 2B(ξ(λ) + 2αλ)φe+ B(α2 + λ2 + 2aλ)e− 2A(α2 + λ2 − 2aλ)φe

−A(ξ(λ) + 2αλ)e, (5.24)

bulunur. Burada R(φe, φe)ξ = 0 ve R(ξ, ξ)ξ = 0 dır. (5.24) eşitliği e ve φe baz

vektörlerinin lineer toplamışeklinde yazılırsa

0 = (−2αλA+ 2Baλ− ξ(λ)A+ α2B + λ2B)e

+(4αλB + 4aAλ− 2α2A− 2Aλ2 + 2Bξ(λ))φe, (5.25)

haline dönüşür. O halde, (5.25) eşitliğinden (5.17) ve (5.18) denklemleri elde edilir.

Benzer yolla, (5.22) eşitliğinde X = e, Y = e, Z = φe ve V = ξ alınırsa

0 = R(e, ξ)R(e, φe)ξ −R(R(e, ξ)e, φe)ξ −R(e, R(e, ξ)φe)ξ

−R(e, φe)R(e, ξ)ξ, (5.26)

bulunur. (5.26) eşitliği ve (5.16) sistemi birlikte düşünüldüğünde

0 = (−AB − 2(ξ(λ) + 2αλ)(α2 + λ2 +
r

4
))e

+(−B2 − (α2 + λ2 − 2aλ)(α2 + λ2 + 2aλ))φe (5.27)

+((ξ(λ) + 2αλ)2 − 2(α2 + λ2 − 2aλ)(α2 + λ2 +
r

4
))φe,

elde edilir. Burada R(e, e)ξ = 0 dır. (5.27) eşitliği yardımıyla (5.19) ve (5.20) eşitlik-

lerinin ispatıtamamlanır.
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Son olarak, (5.22) eşitliğinde X = φe, Y = φe, Z = e ve V = ξ alınırsa

0 = R(φe, ξ)R(φe, e)ξ −R(R(φe, ξ)φe, e)ξ −R(φe,R(φe, ξ)e)ξ

−R(φe, e)R(φe, ξ)ξ, (5.28)

bulunur. (5.28) eşitliği ve (5.16) sistemi birlikte hesaplanırsa

0 = (−AB − 2(ξ(λ) + 2αλ)(α2 + λ2 +
r

4
))φe

+(−A2 − (α2 + λ2 + 2aλ)(α2 + λ2 − 2aλ))e (5.29)

+((ξ(λ) + 2αλ)2 − 2(α2 + λ2 + 2aλ)(α2 + λ2 +
r

4
))e,

elde edilir. (5.29) eşitliği gözönüne alındı̆gında hem (5.19) eşitliğinin doğruluğu görülür

hem de e bazına göre yazılan ifadeden (5.21) eşitliğinin ispatına da ulaşılır.

Burada özellikle belirtmeliyiz ki {e, φe, ξ} lokal ortonormal φ-bazındaki diğer tüm

olasıvektör alanlarının seçimleri yine aynı(5.17), (5.18), (5.19), (5.20) ve (5.21) eşit-

liklerini verir. Bu yüzden eğer bu eşitlikler sağlandı̆gında (5.22) eşitliği de gerçeklenir.

Yani, M manifoldu yarısimetriktir.

Şimdi, ξ(λ) değerini yok etme adına üzerinde çalı̧stı̆gımız manifolda bir ek şart

getirerek aşağıdaki teoremleri verebiliriz:

Teorem 5.2.1. (M,φ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir yarısimetrik hemen hemen kosimplektik

manifold olsun. Eğer M manifoldunun S(ξ, ξ) Ricci eğriliği ξ karakteristik vektör alanı

(karakteristik akı̧s) boyunca sabit ise M lokal simetrik değildir.

İspat M bir 3-boyutlu bir yarısimetrik hemen hemen kosimplektik manifold olduğun-

dan α = 0 için (5.17)-(5.21) eşitlikleri geçerlidir. (5.12) sistemi gözönüne alındı̆gında

ξ karakteristik vektör alanıboyunca S(ξ, ξ) nin sabit olmasıξ(λ) = 0 olmasıanlamına

gelir.Gerçekten, λ 6= 0 için ∇ξS(ξ, ξ) = 0 alınırsa

0 = −2∇ξλ
2,

= −4λξ(λ),

yazılır. Bu nedenle, (5.5) eşitliğini takiben eğer a = 0 alınırsa ∇ξh = 0 bulunur. O

zaman Önerme 3.2.3 den dolayımanifold lokal simetrik olacaktır. Aksi takdirde, eğer
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a 6= 0 ise o zaman M manifoldu lokal simetrik değildir. Böylece ispatıtamamlamak

için a = 0 olamayacağınıgöstermeliyiz.

Öncelikle a 6= 0 olduğunu kabul edelim ve a(p) 6= 0 olacak şekilde M üzerinde bir p

noktasınıgözönüne alalım. Öyleyse a 6= 0 olacak şekilde p noktasının bir W komşuluğu

mevcuttur. İlk olarak, (5.17) ve (5.18) denklemlerini sırasıyla B ve A ile taraf tarafa

çarparsak

ABξ(λ) = −2αABλ+ (α2 + λ2 + 2aλ)B2, (5.30)

ABξ(λ) = −2αABλ+ (α2 + λ2 − 2aλ)A2, (5.31)

bulunur. (5.30) denklemi (5.31) denkleminden taraf tarafa çıkarılır ve (5.20), (5.21)

eşitlikleri, sırasıyla, B2 ve A2 ifade etmek için kullanılırsa

(α2 + λ2 + 2aλ)B2 − (α2 + λ2 − 2aλ)A2 = 0, (5.32)

elde edilir. aλ 6= 0, ξ(λ) = 0 ve α = 0 olmak üzere, (5.32) eşitliğinden

λ4 − 4a2λ2 = 0, (5.33)

bulunur. (5.33) eşitliğinden λ2 ± 2aλ = 0 elde edilir. Böylece

λ2 + 2aλ = 0, (5.34)

olduğunu varsayabiliriz. Burada a 6= 0 kabulümüzden dolayıbu iki durum aynıanda

sağlanmaz. Fakat λ fonksiyonunun sıfırdan farklıolduğu bilindiğine göre bu iki durum

için a = 0 şartıλ nın sıfır olmasınıgerektirir ki bu da bir çeli̧skidir. O halde, a = 0

olamaz.

Şimdi, başka bir yolla çeli̧ski elde etmeye çalı̧salım ve bir defa daha a = 0 ola-

mayacağınıgösterelim. O halde, ξ(λ) = 0 olduğundan (5.19) denkleminden AB = 0

olduğunu gösterir. O halde, lokal olarak ya A = 0 ya da B = 0 dır. Bu yüzden A = 0

olduğunu kabul edersek λ nın sabit ve B = 0 olduğunu ispatlamalıyız. Benzer yolla,

eğer B = 0 olduğu kabul edilirse λ nın sabit ve A = 0 olduğunu ispatlamalıyız.

Kabul edelim ki A = 0 olsun. (5.34) eşitliğinin ξ vektör alanına göre kovaryant

türevi alınırsa

2λξ(λ) + 2aξ(λ) + 2λξ(a) = 0, (5.35)
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elde edilir. ξ(λ) = 0 olduğundan ξ(a) = 0 bulunur. Bundan başka, (5.34) eşitliğinin e

vektör alanına göre kovaryant türevi alındı̆gında

0 = 2 (λe(λ) + ae(λ) + λe(a)) , (5.36)

elde edilir.

Şimdi, n-boyutlu Riemann manifoldu için çok bilinen

1

2
X(r) =

n∑
i=1

g((∇eiQ)ei, X), (5.37)

formülünü hatırlayalım. Burada {ei} keyfi bir ortonormal bazdır. (5.37) formülü ve

(5.15) sistemi yardımıyla 1
2
e(r) ve 1

2
(φe)(r) ifadelerini hesaplanabilir. Öncelikle, 1

2
e(r)

ifadesinden
1

2
e(r) = g((∇ξQ)ξ, e) + g((∇eQ)e, e) + g((∇φeQ)φe, e),

yardımıyla

0 = −B(λ+ a) + 2λ(e(λ) + e(a)), (5.38)

bulunur. (5.36) eşitliği kullanılarak (5.38) gözönüne alınırsa

B(λ+ a) = −2ae(λ), (5.39)

yazılır. ξ(λ) = 0 ve ξ(a) = 0 olduğundan (5.39) eşitliğinin ξ ye göre kovaryant türevi

alınırsa

ξ(B)(λ+ a) = −2aξ(e(λ)), (5.40)

elde edilir.

Benzer olarak, 1
2
(φe)(r) ifadesinden

ξ(B) = 2λ((φe)(a)− (φe)(λ)), (5.41)

elde edilir. Burada (5.41) ve (5.41) eşitlikleri birlikte hesaba katılırsa

aξ(e(λ)) = −λ(λ+ a)((φe)(a)− (φe)(λ)), (5.42)

bulunur. Ayrıca, ξ(λ) = 0 olduğundan

a[ξ, e](λ) = aξ(e(λ)), (5.43)
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ve (5.1) sistemi yardımıyla

a[ξ, e](λ) = (−a2 + aλ)(φe)(λ), (5.44)

yazılır. (5.42), (5.43) ve (5.44) eşitliklerinden

−λ(λ+ a)((φe)(a)− (φe)(λ)) = (−a2 + aλ)(φe)(λ) (5.45)

elde edilir. Diğer yandan, (5.34) eşitliğinin φe ye göre kovaryant türevi alınırsa

−λ(φe)(a) = (λ+ a)(φe)(λ), (5.46)

bulunur. O halde, (5.45) ve (5.46) eşitliklerinden

(φe)(λ)(λ2 +
λ2

2
) = 0,

denklemine ulaşılır. λ 6= 0 olduğundan (φe)(λ) = 0 dır. Ayrıca, ξ(λ) = 0 ve (5.1)

sisteminden

0 = [ξ, φe](λ) = (λ+ a)e(λ), (5.47)

dır. Bu nedenle, e(λ) = 0 elde edilir. Gerçekten, e(λ) 6= 0 olduğunu kabul edersek,

λ+a = 0 ve (5.34) eşitliğinin e ye göre kovaryant türevinden elde edilecek denklemlerden

e(λ) = 0 olduğu bulunur ki bu da hipotezimizle çeli̧sir. O halde, λ sıfırdan farklıbir

sabittir. Bununla birlikte, (5.34) eşitliğinden B = 0 olduğunu söyleyemeyiz. Eğer

B = 0 olsaydıa = 0 olduğu elde edilirdi.

Son olarak, R(e, φe)e ifadesini (5.1) sistemi yardımıyla hesaplayıp (5.16) sistemiyle

kaŗsılaştırdı̆gımızda

r = 12aλ, (5.48)

bulunur. (5.20) eşitliğinde (5.34) ve (5.48) kullanılırsa

B2 = 32a4, (5.49)

elde edilir. Dolayısıyla, B 6= 0 olduğundan a fonksiyonu da sıfırdan farklıdır. Böylece

ispat tamamlanmı̧s olur.

Teorem 5.2.2. (M,φ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir yarısimetrik hemen hemen α-Kenmotsu

manifold olsun. Eğer M manifoldunun S(ξ, ξ) Ricci eğriliği ξ karakteristik vektör alanı

(karakteristik akı̧s) boyunca sabit ve r = −4(α2 + λ2) ise M lokal simetriktir.
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İspat Teorem 5.2.1 de uygulanan benzer metodolojiyi α 6= 0 için ele alalım. O halde,

a 6= 0 ve ξ(λ) = 0 için

λ2 ∓ 2λ
√
a2 + α2 + α2 = 0, (5.50)

yazılır. Böylece

λ2 + 2λ
√
a2 + α2 + α2 = 0, (5.51)

olduğunu kabul edebiliriz. Burada a 6= 0 kabulümüzden dolayıbu iki durum aynıanda

sağlamayacaktır. Ayrıca, ξ(λ) = 0 olduğundan (5.19) denkleminden

AB = −4αλ(α2 + λ2 +
r

4
), (5.52)

elde edilir. Burada lokal olarak ya A = 0 ya da B = 0 olmasıiçin gerek ve yeter koşul

r = −4(α2 + λ2), (5.53)

olmasıdır. Bu yüzden A = 0 olduğunu kabul edersek λ nın sabit ve B = 0 olduğunu

ispatlamalıyız. Benzer yolla, eğer B = 0 olduğu kabul edilirse λ nın sabit ve A = 0

olduğunu ispatlamalıyız.

Kabul edelim ki A = 0 olsun. (5.51) eşitliğinin ξ vektör alanına göre kovaryant

türevi alınırsa ξ(λ) = 0 olduğundan ξ(
√
a2 + α2) = 0 bulunur. Bundan başka, (5.51)

eşitliğinin e vektör alanına göre kovaryant türevi alındı̆gında

−
√
a2 + α2e(λ) = λ

(
e(λ) + e(

√
a2 + α2)

)
, (5.54)

elde edilir. Teorem 5.2.1 de uygulanan ispat metotlarıyla e(λ) = 0 ve (φe)(λ) = 0

bulunur. (5.20), (5.21) ve (5.51) eşitlikleri gözönüne alınırsa a 6= 0 kabulumüzle çeli̧sen

a = 0 sonucu ortaya çıkar. Bu nedenle, a dif.bilir fonksiyonunun özdeş olarak sıfır

olduğu sonucuna ulaşırız. Böylece aşağıdaki sonuçlarıverebiliriz:

Sonuç 5.2.1. (M,φ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir yarısimetrik hemen hemen α-kosimplektik

manifold olsun. Eğer M manifoldunun S(ξ, ξ) Ricci eğriliği ξ karakteristik vektör alanı

(karakteristik akı̧s) boyunca sabit ise M lokal simetrik değildir.

Sonuç 5.2.2. (M,φ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir yarı simetrik hemen hemen α-Kenmotsu

manifoldun lokal simetrik olmasıiçin gerek ve yeter şart S(ξ, ξ) Ricci eğriliğinin ξ karak-

teristik vektör alanı(karakteristik akı̧s) boyunca sabit ve r = −4(α2 + λ2) olmasıdır.
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6 TARTIŞMA ve SONUÇ

Bu yapılan çalı̧smalar sonunda 3 ve daha büyük boyutlu yarısimetrik hemen hemen

α-kosimplektik manifoldlar için genel bir sınıflandırma problemi hala açıktır. Yap-

tı̆gımız çalı̧smalar ξ(λ) = 0 ve bazıözel r değerleri için sağlanmaktadır. Yarısimetrik

şartıaltında lokal simetrik manifoldlarla ilgili daha genel sonuçlara ulaşmak için çalı̧s-

malarımız devam etmektedir. Ayrıca, Ricci simetrik, Ricci yarısimetrik, Projektif yarı

simetrik, Konsirküler yarısimetrik, konformal yarısimetrik, Pseudo simetrik ve Pseudo

yarısimetrik gibi özel tensör şartlarıaltında hemen hemen α-kosimplektik manifoldlar

için ilginç sonuçlar bulunabilir.
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14.FEN.BİL.44 numaralıProje Kapsamındaki Etkinlikler:

1. "Some Curvature Tensors on Almost α-Cosymplectic Three-Manifolds"
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