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SIMGELER DIiZINI

Simgeler

Q@ R’nin bir endomorfizmasi

o} R’nin bir a endomorfizmasinin genigletilmisi

C(R) Bir R halkasinin merkezi

Ei; Matris birimleri

[r(X) X'in sol sifirlayan:

M,(R) R tuzerindeki n x n tipindeki tiim matrislerin halkasi
Mg Sag R modiil

rr(X) X’in sag sifirlayan

P(R) R’nin asal radikali

R[x] R iizerindeki polinomlar halkas:

R]| z || R tizerindeki kuvvet serileri halkasi

Rlz; q] R’nin skew polinom halkasi

R]| z; o |] R tizerindeki skew kuvvet seriler halkas

R[z; o, 0] R halkasinin Ore geniglemesi

R(+)nM R halkasinin M modiilii ile Nagata genislemesi
T(R,M) = R halkasinin M modiilii ile agikar geniglemesi

T,.(R) R iizerindeki n x n tipindeki iist tiggensel matrislerin halkasi

2™ tarafindan uretilen ideal




1. GIRIS

Matematigin Cebir dalinin caliyma alanlarindan biri de halka kuramidir. Genel
olarak bir halkanin yapisi ve ozellikleri incelenirken o halkanin degismeli olup ol-
madigl onem tagimaktadir. Bu anlamda literatiirde yapilan ¢aligmalar degismeli
olan ve degismeli olmayan halkalar tizerindeki caligmalar olarak ayrilmaktadirlar.
Clunkii degismeli olan ve degismeli olmayan halkalar iizerinde bir takim ozellikler
ya da tamimlar tamamen farklilik gostermektedir. Bir halkanin kesir cisimlerinin
inga edilmesinde degismeli halkalar icin sifir bolen bulunmamasi kosuluna gerek
vardir. Fakat genel halkalarda, boliimli halkalarin alt halkalarimi karakterize et-
mek i¢in bagka tiirli kogullara ihtiya¢ duyulur. Degismeli bir halkada iki elemanin
carpimu sifir iken, bu elemanlarin yerleri degistirilse de sonug yine sifir olur. Fakat
degismeli olmayan bir halkada bu ozellik saglanmaz. Bu bakimdan hem degismeli
halkalar1 hem de sifir bolen bulundurmayan halkalar1 kapsayan bir halka sinifinin
tanimlanmasi dogal olarak ortaya ¢ikmigtir. Bu ¢aligmada aksi belirtilmedikge hal-

kalar, birimli halka olarak alinacaktir.

Bu calismanin ikinci bolimiinde, tez ¢aligmasi i¢in gerekli olan bazi temel kavram-
larin tanimlarinin ve 6zelliklerinin verilmesini takiben, tez calismasinin ti¢iincii bolii-
miinde ise terslenebilir halka smifinin tanitimima yer verilmisgtir. Cohn (1999),
a,b € R olmak tizere ab = 0 iken ba = 0 6zelligini saglayan halkalar1 terslenebilir (re-
versible) olarak adlandirmigtir. Anderson ve Camillo (1998) bu halka simifi i¢in ZCs
gosterimini kullanarak ozelliklerini incelemistir. Krempa ve Niewieczerzal (1977),
Cp adi altinda bu halka siifini1 ¢alismigtir. Tarihsel olarak; terslenebilir halkalarla
ilgili en eski bilinen sonuglardan bazilar1 (o yillarda bu halka simifi tammlanmamig

olmasina ragmen) Habeb (1990)’e dayanir.

Terslenebilir halka sinifinin iligkili oldugu bir takim halka sinifi bulunmaktadir. Bun-
lardan bazilari su sekildedir: Her r,s,t € R icin rst = 0 iken rts = 0 oluyorsa R’ye
simetrik (symmetric) halka denir (Lambek 1971). Anderson ve Camillo (1999) bu

halka smifi i¢cin ZC'3 gosterimini kullanmigtir. Bir R halkasinin simetrik olmasi i¢in



gerek ve yeter kosul n herhangi bir pozitif tam say1 olmak tizere ryrs - - - 7,, = 0 iken o;
{1,2,--- ,n} kiimesinin herhangi bir permiitasyonu olmak iizere 75(1)75(2) - * To(n) =
0 olmasidir (Krempa 1977). Bu sonucu Anderson ve Camillo (1998) bagimsiz olarak
ispatlamiglardir. Her a € R i¢in rg(a) sag sifirlayami R'nin bir ideali oluyorsa R
halkas1 yaridegismeli (semicommutative) olarak adlandirilir (Shin 1973). Inmis (re-
duced) (yani sifirdan farkli sifirtislii eleman bulundurmayan) halkalar simetriktir
(Anderson and Camillo 1999). Degismeli halkalarin simetrik ve simetrik halkalarin
terslenebilir oldugu agiktir. Ayrica terslenebilir halkalar yaridegismelidir (Lambek
1971). Bu gerektirmelerin kargitlarinin dogru olmadigini gosteren 6rnekler bulun-

maktadar.

Uciineii boliimde; terslenebilir halkalarm ozellikleri, yaridegismeli halkalarla iligkisi
ve terslenebilir halka orneklerini de igine alan bu halka sinifinin bazi geniglemeleri in-
celenecektir. Bir halkanin terslenebilir olma 6zelliginin polinom halkasina taginama-
digr gosterilecektir. Terslenebilir bir halkanin bazi geniglemelerinin terslenebilir ol-

masi i¢in baz karakterizasyonlar verilecektir.

Dordiincii boliimde; genel olarak genigletilmis terslenebilir halka siniflarina bazi
ornekler verilmigtir. Ik olarak R halkasinmn bir o endomorfizmasi kullanilarak ters-
lenebilir halka kavrami genigletilmistir. Bir R halkasi inmis iken R[z]| polinom halkas
inmistir, fakat R[z; | skew polinom halkasi inmig degildir. Boylece skew polinom
halkasi inmis olan yeni bir halka sinifinin tanimlanmasi dogal olarak ortaya ¢ikmisgtir.
Oncelikle Krempa (1996), a € R olmak iizere aa(a) = 0 iken a = 0 6zelligini saglayan
R’nin bir a endomorfizmasimi kat: olarak adlandirlmigtir. Sonra Hong vd. (2000)
kat1 bir o endomorfizmasi var olan R halkasi a-kat: olarak adlandirilmigtir. Ayrica
R’nin a-kat1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R|x; a] skew polinom halkasinin inmig

olmasidir (Hong et al. 2003).

Dordiincii boliimiin birinci kisminda; R halkasinin bir endomorfizmasi o olmak iizere
Bager vd. (2009) a-kati halkalarin bir genellemesi ve terslenebilir halkalarm bir ge-

niglemesi olarak a-terslenebilir halka kavramini tanimlamiglardir. Ayni caligmada bu



halka sinifinin 6zellikleri aragtirilmig ve bazi karakterizasyonlar1 verilmistir. Bundan
bagka Rege ve Chhawchharia (1997), R[x]'deki herhangi f(z) = ap+az+- - -+a,z™
ve g(x) = by + byx + -+ - + ba™ polinomlar i¢in f(x)g(z) = 0 iken her bir 4, j i¢in
a;b; = 0 oluyorsa R halkasini Armendariz olarak adlandirmiglardir. Bir halkanin
Armendariz olma 6zelligi Anderson ve Camillo (1998) geregince polinom halkasina
tagiabilirken R[z;a] skew polinom halkasina taginamamaktadir. Bundan dolay:
skew polinom halkas: tizerinde Armendarizlik 6zelligi tanimlanarak iki yeni halka
smifi daha inga edilmistir. Hong vd. (2003) R[z;«a|’daki herhangi p(x) = ag +
ax + -+ apx™ ve q(x) = by + bz + -+ + ba™ polinomlan icin p(z)g(x) = 0
iken her bir 4, j igin a;a*(b;) = 0 (a;b; = 0) oluyorsa R halkasii a-skew Armendariz
(a-Armendariz) olarak adlandirmiglardir. Ayrica Bager vd. (2009) a-terslenebilir

halkalarin genellegtirilmis Armendariz halkalarla iligkileri de incelenmigtir.

Dordiincti boliimiin ikinci kisminda giiglii terslenebilir halkalar tanitilmaktadir. Ters-
lenebilir bir R halkasi tizerindeki polinom halkasi terslenebilir olmak zorunda degildir
(Kim and Lee 2003). Boylece polinom halkas: terslenebilir olan halkalara ; f(x), g(x)
€ R[z] i¢in f(z)g(x) = 0 iken g(z)f(xz) = 0 oluyorsa R’ye giiglii terslenebilir halka
tanmmi Yang ve Liu (2008) tarafindan terslenebilir halkalarin yeni bir geniglemesi
olarak tanimlanmigtir.. Giiclii terslenebilir halka sinifinin 6zellikleri ve geniglemeleri-

nin de giiclii terslenebilir olup olmadigr incelenmistir.

Dordiincti boliimiin ti¢lincii kisminda; genigletilmis terslenebilir halkalara bir bagka
ornek olan ve Liang ve Gang (2007) tarafindan tanimlanan zayifga terslenebilir hal-
kalar incelenmektedir. Bir R halkasi; ab = 0 olacak gekildeki her a,b € R icin
Rbra, R’nin bir nil sol ideali (denk olarak; braR, R’nin bir nil sag ideali) oluyor-
sa, zayif terslenebilir olarak adlandirilir. Burada zayifca terslenebilir halkalarin
geniglemelerinin de zayifca terslenebilir olup olmadigi ya da hangi kogullar altinda

zayifca terslenebilir olabilecekleri aragtirilmistir.

Son olarak; terslenebilir halkalarin bir bagka genellemesi olan merkezi terslenebilir

halkalar, Kose vd. (2014) tarafindan su sekilde tanimlanmigtir: herhangi a,b € R



icin ab = 0 iken ba merkezi (yani her » € R i¢in bar = rba) oluyorsa R halkasi
merkezi terslenebilir olarak adlandirilir. Bu calismaya gore terslenebilir halkalar
merkezi terslenebilir, merkezi terslenebilir halkalar ise zayifca terslenebilirdir. Bu
gerektirmelerin kargitlarinin dogru olmadigini gosteren bazi érneklere yer verilmistir.
Boylece merkezi terslenebilir halka siifinin, terslenebilir ve zayifca terslenebilir
halka siniflarinin arasinda kalan bir halka siifi oldugu gosterilmigtir. Bir halkanin
merkezi terslenebilir olma 6zelliginin, o halkanin Armendariz olmasi kogulu altinda,
polinom halkasina ve Laurent polinom halkasina tagindigi ispatlanmigtir. Ayni za-
manda merkezi terslenebilir bir halkanin Dorroh geniglemesinin de merkezi ters-

lenebilir oldugu gosterilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez caligmasi icin gerekli olan temel kavramlar ve bu kavramlarin
baz1 ozellikleri ve gerektirmeleri verilecek. Sonraki boliimlerde ihtiyag duyulacak
olan bazi halka simmiflar1 tanitilacaktir. Bu boliimde temel kaynak olarak Anderson
ve Fuller (1992) ve Hungerford (2000) kullanilacaktir. Bu galismada, aksi belir-
tilmedikge R birimli bir halkadir. Halkanin toplamaya gore birim elemani 0 ve

carpmaya gore birim elemani 1 ile gosterilecektir.

2.1. Genel Tanimlar

Tanim 2.1.1 Bir R halkasinda sifirdan farkli bir a elemanina; sirasiyla ab = 0
(ba = 0) olacak sekilde sifirdan farkli bir b elemani varsa sirasiyla bir sol (sag)
sifir bolen denir. R’nin bir elemani hem sol hem de sag sifir bolen ise bu eleman
sifur bélen olarak adlandirilir. Sifir bélen icermeyen bir halkaya tam halka (domain)
denir. 1 # O olmak tizere birimli, degismeli olan bir tam halka, tamlik bolgesi

(integral domain) olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.2 R bir halka ve, R halkasinin bir [ ideali ve bir a endomorfizmasi
icin; r € R olmak tizere 72 € I iken r € I oluyorsa I'ya bir yarasal ideal, a(I) C T
oluyorsa I’ya bir a-ideal, ™ *(I) = {a € R : «afa) € I} = I oluyorsa I’ya bir

a-degismez ideal denir.
Onerme 2.1.3 Her a-degismez ideal bir a-idealdir.

ispat Gergekten I bir a-degismez ideal olsun. b € () alahm. Bu durumda
b = a(a) olacak sekilde a € I vardir. I ideali a-degismez oldugundan I = o~ '([)
ve buradan da a € a'(I) olup a(a) = b € I bulunur. Sonug olarak a(I) C I

oldugundan I bir a-idealdir.

Tanmim 2.1.4 Bir R halkasinin bir I ideali i¢in R/I = {r+ 1 : r € R} kiimesine
R'nin I’ya gére bolim halkas: (ya da R’nin homomorfik gérintisi) denir.

a bir R halkasinin bir endomorfizmasi ve I; R'nin bir a-ideali ise her a € R igin
a endomorfizmasy; a(a + I) = «(a) + I ile tamimlanarak bir & : R/I — R/I

endomorfizmasina genisletilebilir.



Tanim 2.1.5 R bir halka ve P de R’nin kendisinden farklh bir ideali olsun. R’nin
A, B idealleri i¢in AB C P iken A C P veya B C P oluyorsa, P’ye R’nin bir asal
tdeali denir. R’nin tum asal ideallerinin arakesitine R'nin asal radikali denir ve

P(R) ile gosterilir.

Tanim 2.1.6 Her bir ¢« € [ i¢in R; birer halka olmak iizere bilesensel toplama ve
carpma islemleriyle birlikte
{(ai)ier = ai € Ri}

kiimesine R;’lerin direkt ¢arpimi denir ve [[..; R; ile gosterilir.

iel
Her bir ¢ € I i¢in R;'nin bir o; endomorfizmasi yardimiyla, her (a;)icr € [];c; Ri

i¢in a((a;)ier) = (a;(a;))ier ile [ [,c; Ri'nin bir & endomorfizmas: tanimlanabilir.

Tanim 2.1.7 R bir halka ve g Mz bir bimodiil olsun. R'nin M ile asikar genislemesi

(trivial extension) olarak adlandirilan R(+)M kiimesi;
(r1,my) + (r2,ma) = (11 + 19, M1 + M)

(7”1, ml)(ﬁ; me) = (7“17‘2, T1Mg + myry)

ile tanimlanan iglemlerle bir halkadir. Bu halka T'(R, M) ile gosterilir. Bu halka

r-m

ayni zamanda r € R ve m € M olmak iizere formundaki matrislerin
0 r
halkasina izomorftur. Yani
rom
T(R,M)=R(+)M = reRmeM
0 r

bi¢imindedir.
R’nin bir a endomorfizmasi, her (a,b) € T(R,R) ic¢in a(a,b) = ((a(a),a(b)))

bigiminde tanimlanarak T'(R, R)'nin bir & endomorfizmasina genisletilebilir.

Tanim 2.1.8 R degismeli bir halka, h : R — R bir halka endomorfizmasi ve M bir

R-modil olsun. R ile M 'nin Nagata genislemesi olarak adlandirilan R @ M kiimesi
(ri,ma) + (r2,ma) = (r1 + ro,my + mo)

(r1,m1)(re, ma) = (r1re, h(r1)me + ramy)

ile tanmimli iglemlerle (degigmeli olmayan) bir halka yapisindadir. Bu halka R(+), M

ile gosterilir.



Ozel olarak h halkanm birim endomorfizmasi olarak alimirsa
R(+)psM = R(+)M =T (R, M)

oldugu aciktir.

2.2. Polinom Halkalar:

R bir halka olmak tizere R tizerindeki f(z) = ag+a1x+agz?*+- - -+ a,z" bigimindeki
tiim polinomlarin kiimesi; polinomlarin bilinen toplama ve ¢arpma iglemlerine gore
bir halkadir ve bu halka R|x] ile gosterilir.

R'nin bir o endomorfizmasy; her > " ja;2" € R[z] igin a(d i~  a;x’) = Y00 afa;) !

bi¢iminde tanimlanarak R[z|in bir & endomorfizmasina genisletilebilir.

Tanim 2.2.1 R bir halka olmak tizere

R[[z]] = {Zax | a; € R}

kiimesi polinomlarin bilinen toplama ve carpma islemleriyle birlikte bir halkadir.
Bu halka R iizerindeki kuwvvet serileri halkasuy (formal power series ring) olarak ad-

landarilir.

Tanim 2.2.2 R bir halka olmak tizere

Rlz;o71] = {Z a;x" : a; € R (k ve n negatif olabilir)}
i=k
kiimesi polinomlarin bilinen toplama ve ¢arpma iglemleriyle bir halkadir ve bu halka

Laurent polinomlar halkas: olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.3 R bir halka; «, R’nin bir endomorfizmasi ve §, R'nin bir a-tiirevi
olsun. R halkasinin R[x;«,d] Ore genislemesi; polinomlarin bilinen toplama ve
herhangi bir a € R i¢in

za = a(a)r + 6(a)

ile tanimlanan yeni ¢arpma isglemi ile birlikte bir halkadir. Eger §, R'nin sifir endo-

morfizmasi ise, bu durumda R|x; «, 0] yerine R[z; o] yazilir ve bu halka endomorfizma



tipinin bir Ore genislemesi (ya da skew polinom halkasi) olarak adlandirilir. Diger

bir ifadeyle R|x; ] kiimesi polinomlardaki bilinen toplama iglemi ve
zra = afa)r
ile tanimlanan ¢arpma iglemi ile birlikte bir halkadir.

Ozel olarak «, R’nin birim endomorfizmasi ve §, R’nin sifir endomorfizmasi olarak

alinirsa R[x; I, 0] = R|x] olacag: aciktir.

2.3. Matris Halkalar:

Bu boliimde bir R halkasindan elde edilen bazi 6zel tipteki matris halkalar: tanitilacak-

tir.

Tanim 2.3.1 R bir halka olmak tizere R iizerindeki n X n tipindeki tiim matrislerin
kiimesi, matrislerin bilinen toplama ve ¢arpma iglemlerine gore toplamsal birimi

n x n tipindeki sifir matrisi, ¢carpimsal birimi ise n x n tipindeki birim matris olan
bir halkadir. Burada sifir matrisi 0 ile birim matrisi ise I,, ile gosterilecektir. R

iizerindeki n x n tipindeki tiim matrislerin halkasi
My (R) = {lajlnxn : ai; € R}

ile gosterilecektir. R iizerindeki n x n tipindeki tiim tist tiggensel matrislerin halkasi
ise

To(R) = {[aijlnxn : @ij € R ve i>j iken a;; =0}
ile gosterilecektir.
R'nin bir o endomorfizmasi; her [a;;|nxn € M, (R) (ya da her [a;;]nxn € T (R)) icin
a([aijlnxn) = [a@(aij)]lnxn biciminde tanimlanarak M, (R)nin ( ya da T, (R)) bir &

endomorfizmasina genigletilebilir.

Tanim 2.3.2 Herhangi bir R halkas1 tizerinde ¢. satir j. stitunundaki bilegeni 1,
diger bilesenleri 0 olan matrise, matris birimi (matriz unit) denir ve E;; ile gosterilir.

Ornegin herhangi bir R halkas: {izerindeki tiim 2 x 2 tipindeki matris birimleri

seklindedir.



Tanim 2.3.3 Herhangi bir R halkasi i¢in n = 2k > 2 porzitif bir ¢ift tam say1 olmak

uzere i -
Va(R)=>_ > RE;;+Y RE;;+RI,
i=1 j=k+1 Jj=1

ve n > 2 pozitif bir tam say1 ve k = [n/2] (yani; n = 2k’daki k degeri ve n =
2k + 1’deki k degeri) olmak iizere
k n n
UsR)=>_ > RE;+ Y RE.;+RI,
i=1 j=k+1 j=k+2
matris halkalar1 tanimhdir.

R'nin bir a endomorfizmasi; her [a;;]nxn € Vi (R) (ya da her [a;;]nxn € Un(R) ) icin
a([aiglnxn) = [a(ai)lnxn

bigiminde tanimlanarak V,,(R) nin (ya da U, (R) nin) bir & endomorfizmasina genisle-

tilebilir.

2.4. Klasik Sag Kesirler Halkasi

Tanim 2.4.1 R bir halka olsun. s € R olmak tizere her 0 # r € R i¢in rs # 0
ve sr # 0 ise s'ye diizenli (reqular) eleman denir. Bagka bir ifadeyle bir r € R igin

rs =0 veya sr = 0 iken r = 0 oluyorsa s’ye diizenli (reqular) eleman denir.
Bir halkanin birimi diizenli eleman iken sifir1 diizenli eleman degildir.
Onerme 2.4.2 Bir R halkasmmn tersinir elemanlari diizenlidir.

Ispat R bir halka ve s € R tersinir eleman olsun. r € R olmak iizere rs = 0

1

oldugunu kabul edelim. s tersinir oldugundan rss~! = 0s™! olur. Buradan r = 0

olup s diizenlidir.

Fakat bu ifadenin tersi her zaman dogru degildir. Ornegin Z halkasinda 2 diizenli
elemandir fakat tersinir degildir. Bundan bagka; bir tamlik bélgesinde sifirdan farkl

her eleman diizenlidir.

Tanim 2.4.3 R bir halka olmak iizere R’deki ¢arpma iglemine gore birimli ve

birlesmeli olan bir alt kiimesi S olmak {izere;
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(i) v: R — @ homomorfizmas: her s € S igin v(s) tersinir olacak sekilde vardir.
(ii) @mun her elemam s € S ve r € R igin [v(s)]~'v(r) formundadir.

ozellikleri saglanmirsa @ halkasma R’nin S’ye gore kesirler halkasi (quotient ring)

denir.

Lemma 2.4.4 S={r € R : r diizenli eleman} kiimesi R'nin bir garpimsal kapali

bir alt monoididir.

ispat ry, o € S alalim. ryry € S yani ryronin diizenli oldugunu gosterelim. Kabul
edelim ki 7(r;79) = 0 olsun. R halkasi birlegmeli oldugundan (rr1)rs = 0 olup 7
diizenli eleman oldugundan rry = Odir. r; diizenli eleman oldugundan » = 0 bulunur.
Benzer olarak (ry72)r = 0 olsun. R halkasi birlesmeli oldugundan r(ror) = 0 olup
r1 diizenli oldugundan ror = 0 olur. ry diizenli eleman oldugundan r = 0 elde edilir.
Sonug olarak riry € S bulunur. 15 € S ve S’de birlesme 6zelligi var oldugundan S,

R’nin ¢arpimsal kapali alt monoididir. 0]

Tanmim 2.4.5 S = {r € R : r diizenli eleman} olmak tizere birebir olan ¢ : R — @
doniigiimii varsa Q'ya R'nin klasik sag kesirler halkasi (classical right quotient ring)
denir.

«a bir R halkasinin bir endomorfizmasi; b diizenli olmak iizere a,b € R olacak
sekildeki herhangi ab™! € Q i¢in @(ab™') = a(a)a(b) ! bicimde tammlanarak @ nun

bir & endomorfizmasina genisletilebilir.

Tanim 2.4.6 S, R'nin bir alt monoidi olsun. Bu durumda, asagidaki o6zellikler

saglaniyorsa S’ye bir dominator (ya da Ore kiime) denir.

(i) Herhangi s; € S ve ;1 € R igin serp = 1281 olacak sekilde s, € S ve ry € R

vardir.

(ii) r € Rve s € Sigin rs = 0 ise s'r = 0 olacak gekilde s’ € S vardur.

Onerme 2.4.7 Eger R halkasi, S’ye gore klasik sag (sol) kesir halkasina sahipse S

Ore kiimedir.
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2.5. Bazi Halka Siniflar:

Bu kisimda terslenebilir halkalarla iligkileri olan bazi halka siiflarinin tanimlar:

verilecek ve aralarindaki iligkiler incelenecektir.

Tanim 2.5.1 R bir halka, a; R’nin bir endomorfizmas:1 ve a € R olmak iizere
ac(a) = 0iken a = 0 6zelligini saglayan o endomorfizmasi Krempa (1996) tarafindan

bir kati (rigid) endomorfizma olarak adlandirilir. Hong vd. (2000) bir R halkasinin

bir kat1 @ endomorfizmasi varsa R halkasini a-kat: olarak adlandirilmiglardir.

Tanim 2.5.2 R bir halka ve a € R olsun. Eger a™ = 0 olacak sekilde bir n dogal
say1st varsa a elemam sifirisli (nilpotent) olarak adlandirihir. Bu 6zelligi saglayan
en kiiciik n dogal sayisina da a elemanimin sifsrislilik gostergesi (nilpotency index)
denir. Degismeli bir R halkasinin her bir elemani sifirtislii olan bir N idealine nil

ideal denir (Anderson and Fuller 1992).

Tanim 2.5.3 Bir R halkasinin sifirdan farklh sifiriisliic eleman1 yoksa veya denk
olarak; a € R i¢in a? = 0 olmas1 a = 0 olmasim gerektiriyorsa, bu durumda R’ye
inmis (reduced) halka denir. Inmig bir halkanin her alt halkasmimn da inmis oldugu

agiktir.

Uyar1 2.5.4 « bir R halkasinin bir endomorfizmasi olmak tizere R halkasi a-kat1
ise R halkasi inmistir. Gergekten; a € R icin a® = 0 olsun. Bu durumda a(a?) =0
oldugundan 0 = aa(a?)a?(a) = aa(a)a(a)a(ala))) = aa(a)a(aa(a)) bulunur. R

halkasi a-kat1 oldugundan ac(a) = 0 ve tekrar kabulden a = 0 elde edilir.

Tanim 2.5.5 a,b,c € R i¢in abc = 0 iken achb = 0 oluyorsa R halkas1 simetrik (sym-
metric) olarak adlandirilir (Lambek 1971). Anderson ve Camillo (1999), simetrik

halkalar i¢in ZC'5 gosterimini kullanarak bu halka sinifinin 6zelliklerini incelemistir.
Onerme 2.5.6 Her inmis halka simetriktir (Shin 1973).

ispat R bir halka ve a, b, c € R i¢in abc = 0 olsun. Bu esitlik sagdan b ile ¢arpilirsa
abch = 0 olur. R terslenebilir oldugundan bcba = 0 bulunur. Son esitlik sagdan ¢

ile carpilirsa bebac = 0 elde edilir. R terslenebilir oldugundan cbachb = 0 olur. Bu
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durumda (cba)? = cbacba = 0 ve R inmig oldugundan cba = 0 olup R terslenebilir

oldugundan acb = 0 bulunur. Boylece R simetriktir.

Fakat simetrik olup da, inmis olmayan halka siniflar1 da vardir. Bununla birlikte

degismeli halkalarin simetrik oldugu aciktir.

Tanim 2.5.7 a,b € R igin ab = 0 iken aRb = 0 oluyorsa R halkas1 yaridegismels
(semicommutative) olarak adlandirihr (Shin 1973). Bir R halkasinin yaridegismeli
olmasi igin gerek ve yeter kogul her bir a € R i¢in rg(a) sag sifirlayan (ya da [g(a) sol
sifirlayan) kiimesinin R’nin bir ideali olmasidir. Shin (1973) yaridegismeli halkalar
icin ST ozelligine sahip halkalar adin1 da kullanmigtir. Yaridegigmeli halkalar ayni

zamanda Habep (1990) tarafindan zero insertive olarak gahgilmigtir.
Onerme 2.5.8 R halkas inmis ise yaridegismelidir.

ispat Gergekten; R inmig olsun. R’nin yaridegismeli oldugunu gosterelim. Bunun
icin ab = 0 olsun. Her r € R i¢in abr = 0 olsun. Onerme geregince her inmis
halka simetrik oldugundan arb = 0 elde edilir. Boylece aRb = 0, yani R halkasi

yaridegismelidir.

Tamm 2.5.9 Bir R halkasiin e? = e ozelligini saglayan bir e elemanma 6ziisli
(idempotent) denir. Birimli bir halka her zaman 0 ve 1 6ziislii elemanlarina sahiptir.
R halkasinin bir e 6ziislii elemani R’nin merkezinde ise, yani her a € R icin, ae = ea
oluyorsa e Oztislii eleman1 merkezi 6zisli (central idempotent) olarak adlandirihr

(Anderson and Fuller 1992).

Tanim 2.5.10 Bir R halkasinin tiim 0Oziisli elemanlar1 merkezi ise R halkasina

abelyan halka denir.
Onerme 2.5.11 Her yaridegismeli halka abelyan halkadir.

Ispat R bir halka ve ¢ = e € R olsun. Bu durumda e(1 — e) = 0’dir. R halkasi
yaridegismeli oldugundan eR(1 — e¢) = 0 olur. Bu durumda herhangi bir r € R igin
er(l1—e) = 0 bulunur. Buradan ere = er elde edilir. Diger taraftan (1 —e)e = 0’dur.

R halkasi yaridegismeli oldugundan (1 — e)Re = 0 olur. Bu durumda herhangi bir

12



r € R igin (1 — e)re = 0 bulunur. Buradan ere = re elde edilir. Sonug olarak
herhangi bir » € R igin er = re oldugundan e oziisli elemani merkezidir, yani R

halkas1 abelyandir.

Uyar: 2.5.12 Yukarida tanimlar: verilen halka simiflar1 igin asagidaki gerektirmeler
vardir. Fakat genel olarak bu gerektirmelerin herbirinin kargitinin dogru olmadigini

gosteren ornekler bulunmaktadir.
R a-kati= R inmis= R simetrik= R terslenebilir = R yaridegismeli=- R abelyan

Tanim 2.5.13 R bir halka ve a € R olsun. aRa = 0 iken a = 0 oluyorsa R
halkas1 yariasal (semiprime) olarak adlandirilir. Yariasal halkalarin simfinin, inmig

halkalarin siifi tarafindan kapsandigi ¢ok aciktir.

Tanim 2.5.14 R bir halka olmak {izere R'nin bogtan farkl her alt kiimesinin sag (ya
da sol) sifirlayani bir 6ziislii eleman tarafindan tiretiliyorsa, yani her bir ) # X C R
alt kiimesi igin rz(X) = eR (ya da Igr(X) = Rf) olacak sekilde bir ¢ = ¢ € R (ya
da f? = f € R) varsa R halkasi Baer olarak adlandirilir (Kaplansky 1968).

Tanim 2.5.15 R bir halka olmak iizere R'nin her bir sag (ya da sol) ideali bir
oziislii eleman tarafindan tiretiliyorsa, yani her bir () # I < R ideali igin rg(I) = eR
(ya da lg(X) = Rf) olacak sekilde bir ¢ = ¢ € R (yada f2 = f € R) varsa R
halkas1 quasi-Baer olarak adlandirilir (Clark 1967).

Tanim 2.5.16 R bir halka olmak iizere R'nin her bir temel sag ideali projektif
ya da denk olarak R'nin her bir elemanimin sag (ya da sol) sifirlayani bir 6ztslii
eleman tarafindan tiretiliyorsa, yani her bir a € R elemani i¢in rg(a) = eR (ya da
Ir(a) = Rf) olacak sekilde bir e* = e € R (ya da f? = f € R) varsa R halkas1 sag
principally projective (p.p.) (ya da sol p.p.) olarak adlandirihr. R halkasi hem sag
p.p. hem de sol p.p. ise kisaca p.p.-halka olarak adlandirilir.

Tanmim 2.5.17 R bir halka olmak tizere R'nin her bir temel sag (ya da sol) idealinin
sag (ya da sol) sifirlayam bir 6ziislii eleman tarafindan iiretiliyorsa, yani ) £ I < R

temel sag (ya da sol) ideali i¢in rg(I) = eR (ya da [gr(I) = Rf) olacak sekilde bir
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e =e € R (yada f2 = f € R) varsa R halkas1 bir sag principally quasi-Baer (ya
da kisaca sag (ya da sol) p.q.-Baer) olarak adlandirilir. R halkas1 hem sag p.g-Baer
hem de sol p.g-Baer ise kisaca p.q-Baer halka olarak adlandirihr (Birkenmeier et al.

2001).

Uyar1 2.5.18 Baer halkalarin p.p.-halka oldugu agiktir. Bundan bagka abelyan sag
(sol) p.p.-halkalar inmig halkalardir.

Tamim 2.5.19 R bir halka olmak tizere herhangi a € R igin a® = 0 iken a € C(R)
oluyorsa R halkasi merkezi inmis (central reduced) olarak adlandirilir (Agayev et al.

2009).

Tanim 2.5.20 Bir R halkasinin tiim tersinir elemanlari merkezi ise, R halkasi

tersinir merkezi (unit central) olarak adlandirilir (Khurono et al. 2010).

Tanim 2.5.21 R bir halka ve a,b € R olsun. ab = 1 iken ba = 1 oluyorsa R halkasi
direkt olarak sonlu (directly finite) olarak adlandirihr (Agayev et al. 2009).

Tanim 2.5.22 Herhangi a,b € R i¢in ab = 0 iken herbir r € R ic¢in arb, R'nin
bir 6ziisli elemani oluyorsa R halkasi zayif yaridegismeli (weakly semicommutative)

olarak adlandirilir (Liang et al. 2007).

14



3. TERSLENEBILIR HALKALAR

Bu boliimde ilk olarak Kim ve Lee (2003) makalesi esas almarak terslenebilir halka
sinifi tanitilacak ve yaridegismeli halkalarin sinifi ile iligkilerinden bahsedilecektir.

Daha sonra terslenebilir halkalarin bazi 6zellikleri ayrintili bir bicimde incelenecektir.

3.1. Terslenebilir Halkalar ve Ozellikleri

Habeb (1990), a,b € R olmak iizere ab = 0 iken ba = 0 oluyorsa R halkasim
sifur degismeli (zero commutative) olarak adlandirmigtir. Cohn (1999), bu ozelligi
saglayan halkalar1 terslenebilir (reversible) adi altinda incelemistir. Terslenebilir
halkalar ayn1 zamanda Anderson ve Camillo (1999) sifir ¢arpimlar degisir (zero
products commute) dzelligine sahip halkalar olarak (ZCy gosterimiyle) caligmiglardir.
Ayrica Krempa ve Niewieczerzal (1977) bu 6zelligi saglayan halkalara Cy halka adin
vermiglerdir. Bu tezde terslenebilir halka ifadesi kullamlacaktir. Oncelikle asagidaki

ornekte, terslenebilir halka kavramina neden ihtiya¢ duyuldugu ifade edilmistir.

Ornek 3.1.1
a b
R = ca,b,c e
0 c
halkasin1 goz oniine alahm. R'nin A = ve B = elemanlar

0 2
icin AB = 0 iken BA = # 0 olup, herhangi bir halkanin terslenebilirligi
00

saglamak zorunda olmadigr goriiliir.

Tanim 3.1.2 R bir halka olmak iizere her bir a,b € R i¢in ab = 0 iken ba = 0

oluyorsa R halkas1 terslenebilir (reversible) olarak adlandirilir.

Kim ve Lee (2003), asagidaki 6nermeyi ispatlayarak terslenebilir ve yaridegismeli

halkalar arasindaki iligkiyi gostermisglerdir.
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Onerme 3.1.3 R bir inmig halka olsun.

a b c
S3(R) = 0 a d : a,b,c,d € R
0 0 a
yaridegismeli bir halkadir.
a, by ¢ as by ¢

Ispat Ss(R)nin | 0 a, d | ve| 0 ay dy | elemanlan (ay,by,¢1,dy) ve

0 0 a 0 0 a
(ag, by, ca, d3) bigiminde yazilabilir. Simdi S3(R)’'nin yaridegismeli oldugunu gostere-

lim. (ay, b1, c1,dp).(as,be, ca,dy) = 0 olsun. Bu durumda,

ajay =0 (3.1)

a1by + byas =0 (3.2)

aicy + bidy + cray =0 (3.3)
aidy + dyas =0 (3.4)

esitlikleri elde edilir. Onerme geregince R inmig oldugundan R yaridegismelidir.
Dolayisiyla (3.1) esitliginden a; Ras = 0 olur. (3.2) esitligi sagdan ay ile garpilirsa
ai1bsas + biasas = 0 olur. Buradan aibyas € a1 Ras = 0 olup biasas = 0 bulunur. R
inmis (yani terslenebilir) oldugundan asbjas = 0 dir. (byas)? = 0 olur ki R inmis
oldugundan bja; = 0 olur. (3.2)’de yerine yazarsak a;bs = 0 olur. Bu durumda
R’nin yaridegismeli oldugu kullanilarak by Ras = 0 ve a3 Rby = 0 bulunur. Benzer
sekilde (3.4) esitligi sagdan as ile garpilirsa ajdsas + dyasas = 0 olup, buradan
dyay = 0 bulunur. Bu ifade (3.4)’te yerine yazilirsa, a;dy = 0 olur. R yaridegigmeli
oldugundan d;Ras = 0 ve a;Rdy = 0 bulunur. Simdi (3.3) esitligi sagdan ay ile
carpilirsa ajcsas + bidsas + crasas = 0 olup, a;Ras =0 ve by Ras = 0 oldugundan

c1ag = 0 olur. Bu ifade (3.3)’te yerine yazilirsa,
a1Co + b1d2 =0 (35)

bulunur. (3.5) esitligi sagdan ds ile garpilirsa a;cady + bydady = 0 olup, a3 Rdy = 0
oldugundan b;ds = 0 olur. Bu ifade (3.5)’te yerine yazilirsa, a;ca = 0 olur. R yari-
degismeli oldugundan by Rds = 0 ve a3 Rcy = 0 olur. Sonug olarak her (r,s,t,u) €
Ss(R) igin,
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(a1,b1,c1,dy).(r, 8, t,u).(ag, by, Co, dy) =(ayrag, a1rbs + asag + byrag, ayrcs + asds
+ birds + aitas + biuas + cirag, a1rds
+ ajuas + diras) = 0.

r s t

elde edilir. Boylece S3(R)nin keyfi bir | 0 » « | elemam igin,

00 r
aq b1 C1 r s t a9 bg Co
0 aq dl 0 r u 0 as d2 =0
0 0 au 00 r 0 0 a
oldugundan S3(R) yaridegismelidir. d
Ayrica n > 2 olmak tizere
4 3\
a a2 aiz ... Qaip
0 a a923 ... QA9p
Sn(R) = 0 0 a ... asy, : a,a;; € R
0 0 0 ... a
\ )

halkas: tammlanabilir. Onerme m temel alinarak, n > 4 i¢in S,,(R) nin yaridegis-

meli olmasindan siiphe edilebilir. Fakat agagidaki ornek bu olasiligi ortadan kaldirir.

Ornek 3.1.4 R bir halka olsun.
( 3
a a2 a13 Q14

Si(R) 04 a0 a,a;; € R
4 = : s Wiy

0 0 a asy ’

0 0 0 a

\ /

halkasini ele alalim. S;(R) halkasinn iki elemani igin,

01 -1 0 0000
00 0 O 0001 0
00 0 O 0001
00 0 O 0000
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iken,

0000 0000 01 -1 0
00 01 0010 00 0 O

# 0
0001 0000 00 0 O
0000 0000 00 0 O

oldugundan S;(R) yaridegismeli degildir. Benzer sekilde n > 5 i¢in, S, (R) nin yari-

degismeli olmadigr gosterilebilir.

Lambek (1971) tarafindan ifade edilen, Kim ve Lee (2003) tarafindan yeniden ispat-
lanan terslenebilir ve yaridegismeli halkalar arasindaki iligkinin gosterildigi asagidaki

lemmay1 verelim.
Lemma 3.1.5 Terslenebilir halkalar yaridegismelidir.

ispat a,b € R i¢in ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan ba = 0 ve her r € R
icin bar = 0 olup tekrar R’'nin terslenebilir oldugu kullanilarak arb = 0 elde edilir.

Boylece aRb = 0 oldugundan R yaridegismelidir. O

Kim ve Lee (2003), Lemma ’in karsut ifadesinin dogru olmadigimi, Onerme

geregince agagidaki ornegi vererek gostermistir.

Ornek 3.1.6 R inmis bir halka olmak iizere Onerme geregince

a b c
S3(R) = 0 ad]| :abcdeR
0 0 a
0 0O 010
halkas1 yaridegismelidir. Fakat 00 1 0 0 0 | =0 iken
0 00 0 00
010 0 00 0 0 1
000]|-1]001]|=]000]#0
0 0O 000 0 0O
oldugundan S3(R) terslenebilir degildir. O
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Asagidaki 6nerme Kim ve Lee (2003) tarafindan ispatlanmig olup terslenebilir bir

halkaya ornek tegkil eder.

Onerme 3.1.7 R bir inmis halka olmak iizere, R'nin agikar geniglemesi terslenebilir-

dir.

. a b c d
Ispat  R’nin inmisg bir halka oldugunu kabul edelim. , €
0 a 0 ¢
a b c d
T(R, R) i¢in, ) = 0 olsun. Buradan ac = 0 = ad + bc olup R
0 a 0 c

inmis oldugundan terslenebilir olup ca = 0 ve buradan 0 = cad + cbc = cbe bulunur.
Bu durumda (bc)? = bcbe = 0 olup R inmis oldugundan bc = 0 ve buradan ad = 0
elde edilir. Boylece R terslenebilir oldugundan

olup T'(R, R) terslenebilirdir. O

Onerme geregince inmig bir halkanin agikar geniglemesi terslenebilirdir. Fakat
Kim ve Lee (2003) tarafindan verilen agagidaki drnekten goriilecegi gibi terslenebilir

bir halkanin agikar genislemesi terslenebilir olmak zorunda degildir.

Ornek 3.1.8 Reel sayilar kiimesi iizerindeki H (Hamilton) quaterniyonlar halkasini
gz 6niine alahm. H'nin inmis oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla Onerme m
geregince R = T'(H, H) agikar geniglemesi terslenebilirdir. Fakat S = T'(R, R) olarak

adlandirilirsa S terslenebilir degildir. Gergekten,

0 i i 0 0 1 E 0
0 0 0 j 0 0 0 k _0
0 0 0 i 0 0 0 1
0 0 0 0 ) 0 0
iken
0 i i 0 i 0 0 0 0 1 E 0
0 0 0 j 0 0 0 0 0 0 k 20
0 0 0 i ) i 0 0 0 0 1
0 0 ) ) j 0 0 )

oldugundan S yaridegismeli degildir. Boylece Lemma [3.1.5] geregince S terslenebilir
degildir. 0
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Lemma 3.1.9 Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) R terslenebilirdir.
(ii) Herbir S C R igin rg(S) = lz(5) dir.
(iii) Herbir a € R i¢in rg(a) = [g(a)’dir.
(iv) Herhangi ) # A, B C R igin, AB = 0 iken BA = (’dur.

Ispat (i) = (ii) R terslenebilir ve S C R oldugunu kabul edelim. z € r5(S) alalm.
Bu durumda Sz = 0’dir. Her s € S i¢in sz = 0 olup R terslenebilir oldugundan
xzs = 0 bulunur. Buradan xS = 0 oldugundan x € [g(S) olup rr(S) C Ig(S) bu-
lunur. Benzer sekilde [g(S) C rg(S) oldugu gosterilir. Boylece rg(S) = Ig(S) elde
edilir. U

(i) = (iii) Kabul edelim ki S C R icin rz(S) = I(S) olsun. Ozel olarak
S ={a} C Rigin rg(a) = lg(a) oldugu agktir. O

(iii) = (iv) Her bir a € R i¢in rg(a) = lg(a) ve ) # A, B C R olmak iizere
AB ={) a;bila; € A,b; € B} =0
i=1

oldugunu kabul edelim. Bu durumda herhangi a € A,b € B i¢in ab = 0’dir. Bura-
dan b € rg(a) = lg(a) olup kabulden ba = 0’dir. Béylece BA = 0 oldugu agiktir. [

(iv) = (i) Herhangi § # A, B C R igin, AB = 0 iken BA = 0 oldugunu kabul
edelim. R’nin terslenebilir oldugunu gosterelim. a,b € R igin ab = 0 olsun. A = {a}
ve B = {b} altkiimeleri i¢gin AB = 0 olup kabulden ba € BA = 0 oldugundan R

terslenebilirdir. O

Lemma 3.1.10 Terslenebilir halkalarin sinifi, direkt carpimlar ve althalkalar altinda

kapalidir (Kim and Lee 2003).
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ispat Her bir 7 € I i¢in R; terslenebilir bir halka olmak tizere,

HRi = {(a)ier|a; € Ry}

iel
terslenebilir oldugunu gosterelim. (a;)ier,(bi)ier € [l;c; Ri icin, (as)ier.(bi)ier = 0
olsun. (a;.b;);er = (0);er. Her i € I igin a;b; = 0 olup, R; terslenebilir oldugundan
b;a; = 0 olur. Buradan (b;.a;)icr = (0)ier yani (b;)ies-(ai)ier = 0 bulunur. Boylece
[] R; terslenebilirdir.
R terslenebilir ve S < R olsun. S’nin terslenebilir oldugunu gosterelim. sq,s5 € S

igin s159 = 0 olsun. S < R, 51,52 € R ve R terslenebilir oldugundan s;s; = 0 elde

edilir. O

Kim ve Lee (2003) bir halkanin asal radikalini kullanarak o halkanin terslenebilir

olmasi i¢in agagidaki gibi bir karakterizasyon vermislerdir.

Onerme 3.1.11 R bir halkas: ve R'nin asal radikali P(R) ile gésterilsin. P(R)? =0
ve {a,b} ¢ P(R) olmak fizere R halkasimn herhangi {a,b} altkiimesi i¢in ab = 0

iken ba = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda R terslenebilirdir.

Ispat Gercekten R halkasinm a ve b elemanlar1 i¢in ab = 0 olsun. Eger {a,b} ¢
P(R) ise kabulden ba = 0 olup R terslenebilirdir. Eger {a,b} C P(R) ise P(R)?> =0

oldugundan ba = 0 olup R’nin terslenebilir oldugu agiktir. O

Kim ve Lee (2003), Onerme [3.1.11fdeki kogullarin fazladan olmadigini, agagidaki

ornekleri vererek gostermislerdir.

Ornek 3.1.12 Bir halkanm terslenebilir olmas: icin P(R)? = 0 olmasi fazladan bir
kosul degildir. Hatta n > 3 i¢in P(R)" = 0 olsa bile R terslenebilir olmayabilir.

Gercekten S bir boliimli halka olmak tizere

a b ¢
R = 0 a d ca,be,de S
0 0 a
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o8 S

halkasini goz 6niine alahm. R’nin asal radikali P(R)=| 0 0 S | olup, P(R)? =
00 0

0 olmasma ragmen P(R)?> # 0'dir. Ayrica Ornek geregince R terslenebilir

degildir. 0

Ornek 3.1.13 Bir halkanin terslenebilir olmas i¢in {a,b} ¢ P(R) olmak iizere
ab = 0 iken ba = 0 olma kosulu da fazladan degildir. Gergekten, S bir yariasal halka

olmak tizere,

R = s a,bce S
0 c
o : - U
halkasini goz oniine alalim. R'nin asal radikali P(R) = olup P(R)?> =0
0 0
1 10
olur. Fakat A = , B = € R i¢gin B ¢ P(R) oldugundan,
0 0 0 0
{A, B} ¢ P(R)dir.
01 10 0 0
AB = =
0 0 0 0 0 0
iken,
10 01 01
00 0 0 0 0
olup R terslenebilir degildir. O

Ornek 3.1.14 Onerme [3.1.11]deki kogullarin her ikisi de kaldirilirsa halka ters-
lenebilir olmaz. Gergekten D inmig bir halka ve S = D®D = {(dy,ds) : di,ds € D}

olmak tizere,

(di,d2) (d3,ds) (ds,ds)
R= 0 (d1,d3) (d7,ds) D (di,dy) €S
0 0 (dl,dg)
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0S5 S
halkasini g6z Oniine alalim. R halkasinin asal radikali P(R) = 0 0 S olup
00
(1,0) (0,1) 0 00 O
P(R)2 # 0’dir. Ayrica Y = 0 (1,0) 0 , X=100 (0,1) | €R
0 0 (1,0) 00 0
i¢gin Y ¢ P(R) oldugundan {X,Y} ¢ P(R)’dir. Bununla birlikte
00 O (1,0) (0,1) 0 000
XY =10 0 (0,1 0 (L,0) 0 =]1000|=0
00 O 0 0 (1,0) 000
iken
0 0 (0,1)
YX=100 o0 # 0
00 O
oldugundan R terslenebilir degildir. O

Ornek 3.1.15 Onerme ’in kargit1 genelde dogru degildir. Gergekten n bir
pozitif tamsay1 olmak tizere 2" modiiliine gore tamsayilarin halkast R = Zy» olsun.
R’nin degismeli oldugu aciktir. Bundan dolay1 R terslenebilirdir. Fakat R’'nin asal
radikali P(R) = {0,2,22,---,2""'} bi¢iminde olup P(R)" = 0 olmasma ragmen
i <n—1igin P(R)" #0. O

Bir R halkasin sifirdan farkh bir [ 6z ideali ve R/I boliim halkas: terslenebilir iken
R’nin terslenebilir olmasindan siiphe edilebilir. Fakat Kim ve Lee (2003) agagidaki

ornegi vererek bu giiphenin dogrulugunu gostermislerdir.

Ornek 3.1.16 S bir boliimlii halka olmak iizere Ornek m’deki terslenebilir ol-

mayan

R = 0 a d : a,b,e,de S
0 0 a
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halkasini goz oniine alalim. a # 0 olmak tizere R’nin

a b ¢
0 a d
0 0 a

bicimindeki her

eleman terslenebilir oldugundan sifirdan farkl tiim 6z idealleri agagidaki bicimdedir.

oS S
L=100 S
0 0 0
0S5 S
L=]100 S
0 0 0
elemanin carpimi
olmasina ragmen
01
00
00

7[2:

1
1
0

oS S 00 S 00 S
00 0 |:L=|003S 5 |,a=|000
0 0 0 0 0 0 000

idealini goz ontine alalim. [; idealinde agagidaki bicimde iki

00 1 011
001 001]=0
000 000
00 1 00 1
001 ]|=|000]#0
000 000

oldugundan [; terslenebilir degildir.

j=2,3,4 i¢in I;'nin elemanlarimin sifiriisliiliik gostergeleri 2 oldugundan I; ideallerinin

terslenebilir oldugu agiktir. Simdi

(
a

R/I2= 0

b

a

C

d

+1; : abc,deS

0 b c
+1 000
000

+1, : abc,de S

+1I, : a,de S
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boliim halkasini goz 6niine alalm.R/ I nin terslenebilir oldugunu gosterelim.

zy 0 O o 0 O
o= 0 = y |+12, B= 0 xy yo | +12€ R/ icin
0 0 xl O O ./L'2

aB = 0 olsun. Bu durumda

T 0 0 i) 0 0
0 1 U + [2 0 To Y2 + ]2 - ]2
0 0 T 0 0 T2

T1T9 0 0

0 zxy T+ iz | =1

0 0 T1T2

T2 O 0
0 zx Ytz | €50
0 0 T1T2
oldugundan xz9 = 0 ve x1ys + Y122 = 0 bulunur. Burada iki durum soz konusudur.
1.Durum: z; # 0 ise S boliimli halka oldugundan x5 = 0 ve yo = 0 bulunur.

2.Durum: zo # 0 ise S bolimli halka oldugundan z; = 0 ve y; = 0 bulunur.

Boylece,
zo 0 O zy 0 O
Ba = 0 o o | +1D2 0 o 9 |+6L|=0
0 0 ) 0 0 x

olur. Dolayisiyla R/I, terslenebilirdir. Benzer olarak R/I3 ve R/I, bolim hal-

kalarinin da terslenebilir oldugu yukaridaki bicimde gosterilebilir. U

Kim ve Lee (2003), halkanin ideali tizerindeki kogulu giiglendirerek halkanin ters-

lenebilir olmasi i¢in agagidaki gibi bir karakterizasyon vermislerdir.

Onerme 3.1.17 Bir R halkasin uygun bir 7 ideali icin R/I bélim halkas: ters-

lenebilir bir halka olsun. I inmig ise, bu durumda R terslenebilirdir.
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ispat I inmig ve R/I terslenebilir olsun. R'nin terslenebilir oldugunu gésterelim.
a,b € R igin ab = 0 olsun. Bu durumda ab € I ve buradan (a + I)(b+ 1) = I olup
R/I terslenebilir oldugundan (b + I)(a + I) = I olur. Buradan ba + I = I olup
ba € I bulunur. (ba)? = baba = 0 ve I inmis oldugundan ba = 0 olur. Sonug olarak

R terslenebilirdir. O

3.2. Terslenebilir Halkalarin Geniglemeleri

Bu boliimde terslenebilir bir R halkasinin bazi geniglemelerinin terslenebilir olup

olmadigi, ya da hangi kosullar altinda terslenebilir olacag: incelenecektir.

Onerme 3.2.1 Bir R halkas: icin agagidaki ozellikler saglanir.

(i) R halkasinin terslenebilir olmas igin gerek ve yeter kogul e, R'nin bir merkezi

Oziislii elemani olmak {izere eR ve (1 —e) R halkalarinin terslenebilir olmasidir.

(ii) R’nin merkezi diizgiin elemanlarimin garpimsal kapali bir alt kiimesi A olmak
lizere R'nin terslenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul A~ R'nin terslenebilir

olmasidir.

Ispat (i) (=) R terslenebilir olsun. Terslenebilir halkalar, alt halkalar altinda
kapali oldugundan eR ve (1 — e) R'nin terslenebilir oldugu agiktir.

(<) eR ve (1 — e)R terslenebilir olsun. a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Bu esitlik
soldan e ile ¢garpilip e’nin merkesi 6ziislii olma 6zelligi kullanilirsa (ea)(eb) = 0 elde
edilir. eR terslenebilir oldugundan (eb)(ea) = 0 olup eba = 0 bulunur. Diger
yandan (1 — e)ab = 0 igin (1 — e)?ab = 0 olup buradan ((1 — €)a)((1 —e)b) = 0
bulunur. (1 — e)R terslenebilir oldugundan ((1 — €)b)((1 — e)a) = 0 oldugundan
(1 —e)ba = 0 elde edilir. Sonug olarak ba = eba + (1 — e)ba = 0+ 0 = 0 oldugundan
R terslenebilirdir. O
(ii) (<) A™' R terslenebilir olsun. a,b € R igin ab = 0 olsun. ab = 17'ab = 0
oldugundan (17'a)(17'b) = 0 olup kabulden (17'6)(17'a) = 0 bulunur. Buradan
17'ha = 0 olacagmdan ba = 0 elde edilir. Boylece R terslenebilirdir.

(=) R terslenebilir olsun. u~'a,v™'b €A™' R i¢in (v 'a)(v™'h) = 0 olsun. Bu

durumda (u™*v™')ab = 0 ve buradan (vu) 'ab = 0 olup ab = 0 bulunur. R ters-
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lenebilir oldugundan ba = 0 bulunur. (uv)~'ba = 0 olacagmdan (v"*u=')ba = 0

olup (v™1b)(u"ta) = 0 elde edilir. Bu durumda A™! R terslenebilirdir. O

Onerme 3.2.2

(i) R simetrik bir halka ve I, R’de bir sifirlayan olacak gekilde bir ideal olsun. Bu
durumda R/I terslenebilirdir.

(ii) R terslenebilir ve S tam halka ise, D = Rx S Dorroh geniglemesi terslenebilirdir.

(iii) R degigmeli bir tam halka ve ¢, R'nin bir monomorfizmasi olsun. Bu durumda

R’nin R ve o ile Nagata geniglemesi terslenebilirdir.

Ispat (i) R simetrik bir halka ve J C R olmak iizere I = rp(J) olacak sekilde I,
R’nin bir ideali olsun. a + I,b+ I € R/I olmak tizere (a + I)(b+ I) = I oldugunu
kabul edelim. Bu durumda ab+ I = I olup ab € I bulunur. I = rg(J) oldugundan
Jab = 0’dir. Yani her ¢ € J i¢in cab = 0 olup R simetrik oldugundan cba = 0 ve
buradan Jba = 0 olur. ba € rg(J) = I oldugundan (b+ I)(a+ I) = I olup R/I
terslenebilirdir. O
(i7) R terslenebilir ve S bir tam halka olsun. (rq,s;), (r2,82) € D = R x S olmak

tizere (11, $1)(ra, s2) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
(71, 81)(r2, 82) = (r1ra + 172 + 5971, 5182) = (0,0)

olup 1179 4+ s179 + s911 = 0 ve s18o = 0 bulunur. S bir tam halka oldugundan s; = 0
veya S = 0 olmalidir. Burada iki durum sézkonusudur.
L.durum: s; = 0ise, r1ro+sor; = 0 olur. Buradan r1(ry+s;) = 0 olup R terslenebilir

oldugundan (79 + s2)r; = 0 elde edilir. Béylece
(72, 82) (71, 51) = (rar1 + 5271 + 5172, S251) = (0,0)

oldugundan D terslenebilirdir.
2.durum: sy = 0ise, r17ra+s172 = 0 olur. Buradan (r1+4s1)rs = 0 olup R terslenebilir

oldugundan r5(r; 4+ s1) = 0 elde edilir. Boylece

(r9, 82)(r1,51) = (rary + Sor1 + 8172, S251) = (0,0)
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oldugundan D terslenebilirdir. O
(771) R degismeli bir tam halka ve ¢, R'nin bir monomorfizmasi olsun. N = R @
M Nagata geniglemesinin terslenebilir oldugunu gosterelim. (ry,my), (ra,m2) € N
olmak tizere (11, m1)(rz, ms) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda 75 = 0 ve
o(r1)mg 4+ remy = 0 bulunur. R bir tam halka oldugundan r; = 0 veya r, = 0
olmahdir. Burada iki durum sozkonusudur.

l.durum: r; = 0 ise, bu durumda rom; = 0 olup buradan r, = 0 veya m; = 0
bulunur. Boylece (12, mg)(r1,m1) = (ror1, 0(r2)my + rims) = (0,0) oldugundan N
terslenebilirdir.

2.durum: ry = 0 ise, bu durumda o(r;)ms = 0 olup buradan o(r;) = 0 veya
mo = 0 bulunur. ¢ monomorfizma oldugundan r; = 0 veya my = 0’dir. Boylece

(ro,ma)(r1,my) = (rary, o(re)my + rimse) = (0,0) oldugundan N terslenebilirdir. [

Onerme m (77i)’den R halkasi degigmeli inmig iken de bu 6zelligin saglanip saglan-

madigindan siiphe edilebilir. Fakat agsagidaki 6rnek bunun dogru olmadigini gosterir.

Ornek 3.2.3 D karakteristigi 0 olan bir tam halka olmak tizere bilesensel toplama

ve carpma iglemlerine gore R = D & D halkasini goz oniine alalim.
(a,b)(c. d) = (ac,bd) = (ca,bd) = (c,d)(a,b)

oldugundan R degigmelidir. Ayrica (a,b) € R icin ((a,b))? = (a?,b*) = (0,0) iken
D domain oldugundan a = 0 ve b = 0 ve buradan (a,b) = (0,0) oldugundan R
inmistir. Fakat (0,0) # (1,0),(0,1) € D i¢in (1,0)(0,1) = (0,0) oldugundan R bir
tam halka degildir.

Simdi o((a,b)) = (b,a) ile tammmli ¢ : R — R endomorfizmasini gz oniine
alalim. ¢’nin monomorfizma oldugu acgiktir. Ayrica R'nin R ve o ile Nagata
geniglemesi N = R® R = {((a,b),(c,d)) : (a,b),(c,d) € R} terslenebilir degildir.
Gergekten, ((0,1)(0,1))((1,0)(0,1)) = ((0,1)(1,0),a((0,1))(0,1) + (1,0)(0,1)) =
((0,0),(0,0)) dir. Fakat,

((1,0)(0, 1))((0, 1)(0, 1)) = ((1,0)(0,1), 0((1,0))(0, 1) + (0, 1)(0, 1)) = ((0,0), (0,2))
# 0 olur. O
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Asagida bir R halkasinin polinom halkasina taginabilen bazi 6zellikleri ifade edilmistir.

e R halkasinin degigmeli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul R[z] polinom halkasinin

degismeli olmasidir.

e R halkasimin inmig olmasi i¢in gerek ve yeter kogul R[z] polinom halkasinin

inmis olmasidir.

e R halkasinin Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R[z] polinom halkasinin

Armendariz olmasidir.

e R halkasimin abelyan olmasi igin gerek ve yeter kogul R[z]| polinom halkasinin

abelyan olmasidir.

Yukaridaki 6zellikler géz oniine alindiginda R halkasi terslenebilir iken R[z] poli-
nom halkasinin terslenebilir olmasindan siiphe edilebilir. Fakat asagidaki ornek bu

olasiligi ortadan kaldirir.

Ornek 3.2.4 Z, = {0,1} olmak tizere A = Zy[ag, a1, az, bo, by, ba, ¢] sifir sabit terimli

polinomlarin serbest cebiri olsun. A birimsiz bir halkadir. Z, + A’nin

apby, apby + a1bg, agby + a1by + asbg, a1by + asby, ashs,
agrby, azrba, boag, boar + biag, boaz + biay + baag, bias + beay,
boas, borag, baras, (ap + a1 + az)r(by + by + b2),

(bg + bl + bg)T’(CLO + aq -+ ag), r1TroT3Ty

elemanlar1 tarafindan iiretilen I idealini goz oniine alahm. A* € I oldugu aciktir.
R =17Zy+ A/I olsun. R[x] = (Zy+ A)/I[x] olur. (ag+ a1z + asx?)(by + by + byx?) =
aobo + (aghy + arbo)x + (agby + a1by + asby)z® + (aiby + ashy)a® + aghyx* € I[x]
olur. Fakat (ag + a1z + asx?)c(by + bix + bax?) = agchy + (agchy + aichg)x + (agchy +
aichy +aschy)x?+ (aycby +aschy ) x® + (aschy )zt ¢ I[x]. oldugundan R[z] yaridegismeli
degildir. Bundan dolayr R[z] terslenebilir degildir.

Simdi R'nin terslenebilir oldugunu gosterelim. ag, aq, as, by, b1, b2, ¢ bilinmeyenlerinin
herbir ¢arpimina monomial, n tane ¢arpiminin sayisina monomialin derecesi denir.
H,, = {n.dereceden tiim monomiallerin lineer kombinasyonu} kiimesi sonludur. Ay-

rica R'nin [ ideali homogeneous, yani r; € H; olmak tlizere Zle r; € I iken r; € I’dir.
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Iddia 1: f1,91 € Hy olmak iizere fig; € I ise, bu durumda ¢,hy € I’dir.

I'min tamimindan sadece asagidaki durumlar s6z konusudur.
(f1 = ao, g1 = bo)

(fi = as, g1 = by)

(fi = a0+ a1 + az, g1 = by + by + by)
(f1 = bo, g1 = ao)
(fi = b2, 1 = a2)

(fi =bo+b1+bs,91 =ao+ a; + as)

Yine I'nin tanimi kullanilarak bu iddianin dogru oldugu goriiliir.

Iddia 2: f, g € A olmak iizere fg € I ise, bu durumda ¢f € I’dur.

i > 4 i¢in Hi C I oldugundan uygun fi,91 € Hi, fo,92 € Ha, f3,93 € Hjz ve
fi,94 € Ligin f = f1+ fo+ fs+ fa ve g = g1+ g2+ g3+ g4 yazilirsa h € I olmak tizere
9= fig1+f192+ f2g1+h bigiminde olur. fg € I oldugundan f1g1+f192+f2g1+h € I
olur. I homogeneous oldugundan figi € I, figs + fogi € I'dir. Iddial den dolay
g1f1 € I oldugu agiktir. f1go + fog1 € I oldugundan,

fi=ao, g1 ="bo (3.6)
fi=az, g1 =10 (3.7)
fi=ay+ar+ax, g1 =bo+ b+ b (3.8)
Ji=by, g1 =ao (3.9)
fi=b, g1 =a (3.10)
Ji=bo+bi+by, g1 =ao+ar+a (3.11)

durumlar sézkonusudur. s ve ¢, 1.dereceden keyfi monomialler olmak tizere (3.7)’den
fig2 + fog1 € I oldugundan ¢, fo + gof1 € I elde edilir. Benzer olarak (3.8) ve (3.9)
i¢in ispat yapilir. (3.10),(3.11),(3.12) durumlar i¢in simetri kullanilarak istenen
elde edilir. Sonug olarak gf = g1 f1 + g1f2 + g2f1 + k € I bulunur.

Simdi R’nin terslenebilir oldugunu gostermek icin o, € Zy ve ¢, h' € A olmak

tizere g = a+ ¢, h =+ h € Zy+ Aicin gh = 0 oldugunu kabul edelim. Bu
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durumda (g + I)(h+ I) = I dan gh+ I = I olup gh € I bulunur. Buradan
gh=(a+d)B+N)=aB+ah +¢B+4¢N el

bulunur. T homogeneous oldugundan af € I'dir. Boylece aff = 0 (o, 8 € Zs
oldugundan) olmak zorundadir. Bu durumda o = 0 veya 3 = 0 olmas: gibi iki
durum sozkonusudur.

l.durum: o = 0 ise, bu durumda ¢’8 + ¢’h' € I ve I homogeneous oldugundan
gB € I vegh €I elde edilir. 8 = 0 olursa ¢’h/ € I olup yukarida ifade edilen
Iddia2’den dolayr h'¢’ € I’dir. 8 =1 olursa ¢’ € I ve ¢'h' € I olup yine Iddia2’den
dolay1 h'¢" € I'dir. Sonug olarak hg = (8 + h')(a+ ¢') = fa+ B9 +Ha+h'g €1
oldugundan hg + I = I ve buradan (h + I)(g + I) = I yani hg = 0. Béylece R
terslenebilirdir. U
2.durum: B = 0 ise, 1.duruma benzer olarak R halkasinin terslenebilir oldugu ko-

layca goriliir. O

Yukarida R = Zy+ A/ halkasi terslenebilir ilen R[z] polinom halkasinin terslenebilir
olmadig1 gosterilmig olur. Aymi 6rnekten; (Zs + A)[z] halkasmin (bir tam halka
oldugundan) terslenebilir oldugu fakat (Zy + A)[z|/I[z] = R[z] bolim halkasinin

terslenebilir olmadigi goriiliir.

Lemma 3.2.5 R herhangi bir halka olmak tizere R[x]'in terslenebilir olmasi igin

gerek ve yeter kosul R[x;z~!]’in terslenebilir olmasidir.

ispat (<) Terslenebilir halkalar alt halkalar altinda kapali oldugundan agiktir.

(=) A= {1,x,22 23, - } kilmesi R[z]’in garpimsal kapal bir alt kiimesi oldugundan
A~" R[z] = R[x; 27" olup kabulden R[z] terslenebilir oldugundan Onerme [3.2.1]ii)
geregince A~! R[z] = R[z; x| terslenebilirdir. O

Onerme 3.2.6 R bir halka ve Z (R), R'nin sifirdan farkh diizgiin elemanlaridan

olusan sonsuz bir alt halkay1 kapsasin. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir:
(i) R terslenebilirdir.
(ii) R[z] terslenebilirdir.
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(iii) R[x;2z~'] terslenebilirdir.

Ispat  Lemma [3.2.5{den (i7) <= (i) oldugu aciktir. Lemma [3.1.10| geregince
(i7) = (i) ve (di1) = (i) agiktir. Verilen kosullar altinda R[x], R'nin bir alt direkt

garpimi olup Lemma (3.1.10| geregince (i) = (ii) agiktir. OJ

Asagida ispatsiz olarak verilen 6nerme, Armendariz halkalar tlizerinde terslenebilir

halkalarin bir karakterizasyonunu icermektedir.

Onerme 3.2.7 R bir Armendariz halka olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler

birbirine denktir:

(i) R terslenebilirdir.

(i) R[z] terslenebilirdir.
(iii) R[x;z~'] terslenebilirdir.

Onerme 3.2.8 R bir halka ve n pozitif bir tamsay1 olsun. R inmig ise, bu durumda

R[z]/(z™) boliim halkasi terslenebilirdir.

Ispat R inmis bir halka olmak iizere S = R[z]/(z") olsun. n = 1 ise S = R ve
R inmis oldugundan S’nin terslenebilir oldugu agiktir. n = 2 ise S = R[z]/(2?) =
T(R, R) olup Onerme m geregince S'nin terslenebilir oldugu aciktir. Simdin > 3
oldugunu kabul edelim. # = x + (z") olmak iizere, f = ag + a7 + apz® + - +
Un 12" G = by + 01T + bZ% + -+ b, 17" € Sigin fg =0olsun. i +j > n

olmak iizere her i,j igin fg = 0 oldugundan a;b;z"*7 = 0 oldugu aciktir. Bundan

dolay1 i + j < n durumu icin ispat yapmak yeterlidir. fg = 0 oldugundan

CLQbo =0 (312)

a0b1 + a1b0 =0 (313)

aobz + a161 + CLQbO =0 (314)

aobn_l + albn_g + -4 an_lbo =0 (315)
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esitlikleri elde edilir. R’nin inmig oldugunu kullanarak (3.12) esitliginden byag = 0
bulunur. (3.13) esitligi soldan by ile garpilir ve R'nin inmig oldugu kullanihirsa a;by =
0 olur ve (3.13)’de yerine yazilarak agh; = 0 elde edilir. Bu sekilde iglemlere devam
edilirse i +j = 0,1,2,--- ,n — 1 olmak tizere her ¢, j icin a;b; = 0 bulunur. Buradan

R inmis oldugundan terslenebilir olup b;a; = 0 ve buradan b;a;z"7 = 0 elde edilir.

Boylece
n—1 n—1
7= 55 =
j=0 i=0
olup S terslenebilirdir. 0

Agagidaki teorem bir halkanin terslenebilir olma 6zelliginin klasik sag kesirler halkasi-

na tasimabildigini gostermektedir.

Teorem 3.2.9 R bir sag Ore halka ve (), R'nin klasik sag kesirler halkasi olsun.

R’nin terslenebilir olmasi icin gerek ve yeter kogul @)'nun terslenebilir olmasidir.

Ispat (<) Terslenebilir halkalar alt halkalar altinda kapali oldugundan ispat
aciktir.

(=) R'nin terslenebilir oldugunu kabul edelim. «f8 = 0 olacak sekilde a = ab™?,
B = cd' € Q alahm. Kabulden be; = cby, b~'c = c1b; ! olacak sekilde b, € R
diizgiin olmak iizere by, c; € R vardir. Dolayisiyla 0 = a8 = ab~ted™! = acyby'd ™!
ve buradan ac; = 0 olur. Daha sonra a ve d icin ad; = da;, ve d 'a = aldl_1 olacak
sekilde d; € R diizgiin olmak tizere a;,d; € R vardir. R terslenebilir (ve boylece
yaridegismeli) oldugundan, ¢;a = 0 olup 0 = abc; = achy ve buradan ac = 0 bulunur.
Bu durumda ca = 0 olup 0 = ad;c = da;c oldugundan a;c = 0 ve dolasiyla ca; =

elde edilir. Sonug olarak Ba = cd~'ab™' = ca;d;*b~" = 0 olup Q terslenebilirdir. O]

Agagidaki lemma, R halkasinin yariasal olmasi durumunda inmis, simetrik, ters-

lenebilir ve yaridegismeli olma 6zelliklerinin ¢akigtigini ifade eder.

Lemma 3.2.10 R yariasal bir halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine

denktir:

(i) R inmistir.
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(i) R simetriktir.
(iii) R terslenebilirdir.
(iv) R yaridegismelidir.

Ispat (i) = (i), (1) = (i4), (iii) = (iv) oldugu aciktir. (iv) = (i) oldugunu
gostermek yeterlidir. R yaridegismeli olsun. a € R olmak iizere 0 = a? oldugunu
kabul edelim. Kabulden aRa = 0 olur. R yariasal oldugundan a = 0 olup R inmig

olur. O
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4. BAZI TERSLENEBILIR HALKA SINIFLARI

4.1. o-Terslenebilir Halkalar ve Ozellikleri

Bager vd. (2009) a-kati halkalarm bir genellemesi ve terslenebilir halkalarin bir
geniglemesi olarak a-terslenebilir halkalar1 tanimlayip ozelliklerini incelemiglerdir.
Ayni zamanda a-terslenebilir halkalarin bazi karakterizasyonlarimi vererek diger
halka simmiflariyla aralarindaki iliskileri aragtirmiglardir. Tez ¢aligmasinin bu boli-
miinde Bager vd. (2009) esas alimarak a-terslenebilir halkalarin 6zelliklerine yer

verilecektir.

Tanim 4.1.1 a,b € R olmak {izere ab = 0 iken ba(a) = 0 (ya da a(a)b = 0)
oluyorsa bir R halkasinin bir @ endomorfizmasi; sag (ya da sol) terslenebilir olarak
adlandirihir. R halkasinin bir sag (sol) terslenebilir a@ endomorfizmas: var ise R

halkas: a-terslenebilir olarak adlandirilir.

Uyar1 4.1.2 R bir halka ve a R’nin bir homomorfizmasi olmak tizere,

(i) R terslenebilir halka ise 1p, R'nin birim endomorfizmas: olmak iizere R bir

yanli 1z—terslenebilirdir.

(ii) R sag a-terslenebilir bir halka ve a(S) C S olacak sekilde S, R'nin bir alt

halkasi ise S sag a-terslenebilirdir.

Asagidaki ornek a-terslenebilir olmanin sag yada sol simetrik olmadigini gosterir.

Ornek 4.1.3
a b
R = ra,b,c e’
0 c
0 1
halkasini g6z ontine alahm. R’nin A = ve B = elemanlari igin
01 0 0

0 2
AB =0 iken BA = # 0 oldugundan R terslenebilir degildir.
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(i) a ile tanimhi o : R — R endomorfizmasini
0 ¢
o a b a v .
gbz oniine alalim. A = , B = € R i¢cin AB = 0 olsun. Bu
0 ¢ 0 ¢

durumda aa’ = 0 olup Z terslenebilir oldugundan

a b

0 1 11
bulunur. Boylece R sag a-terslebilirdir. Fakat A = ( , B = €R
icin AB = 0 iken

10 01
a(B)A = #0
0 0 00
oldugundan R sol a-terslenebilir degildir. O
- a b 0 0\
(ii) B = ile tamimh 5 : R — R endomorfizmasini
0 c 0 c
a b a v
goz ontine alalim. A = , B = € R i¢cin AB = 0 olsun. Bu
0 ¢ (Ved

durumda ¢’ = 0 olup Z terslenebilir oldugundan

0 0 a b 0 O
0 ¢ 0 ¢ 0 dc
0 1 11
bulunur. Boylece R sol p-terslebilirdir. Fakat A = ,B = €ER
0 1 00
icin AB = 0 iken
11 00 0 1
BA(A) = - £0
0 0 01 0 0
oldugundan R sag [-terslenebilir degildir. 0

Uyar1 4.1.4 R herhangi bir tamlik bolgesi ve ar, R’nin herhangi bir endomorfizmasi
ise, R'nin a-terslenebilir oldugu aciktir. Fakat bu ifadenin karsiti Ornek (i)
geregince dogru degildir. Ayrica agagidaki ornekte de goriilecegi gibi R degismeli

inmig bir halka ise R sag a-terslenebilir olmayabilir.
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Ornek 4.1.5 Bilinen toplama ve carpma islemleriyle R = Zy & Zo halkasim goz
oniine alalim. R’nin degigmeli ve inmig (dolayisiyla terslenebilir) oldugu agiktir.

Simdi a((a,b)) = (b,a) ile tanimh o : R — R otomorfizmasmi géz oniine alalim.
a = (1,0),b = (0,1) € R igin ab = 0 iken ba(a) = (0,1)(0,1) = (0,1) # 0
oldugundan R sag a-terslenebilir degildir. O

Ornek ve Ornek geregince bir halkanin terslenebilir ve sag a-terslenebilir
olmasi birbirini gerektirmez. Bununla birlikte agagidaki énermede terslenebilir bir

halkanin a-terslenebilir olmasi i¢in bazi karakterizasyonlar verilmistir.

Onerme 4.1.6 R terslenebilir bir halka olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) R a-terslenebilirdir.
(ii) R sag a-terslenebilirdir.

(iii) a,b € R olmak iizere herhangi negatif olmayan n tamsayisi i¢gin ab = 0 iken

aRa™(b) = 0 ve a"(a)Rb = 0’dur.

Ispat (i) = (ii) ve (iii) = (i) aqktir. (i) = (iii) R terslenebilir bir halka olsun.
Kabul edelim ki R sag a-terslenebilir olsun. a,b € R olmak iizere, ab = 0 iken
aRa(b) = 0 ve a(a)Rb = 0 oldugunu goéstermek yeterlidir. ab = 0 oldugundan R
sag a-terslenebilir ve terslenebilir oldugundan ba(a) = 0 ve ba = 0’dir. Buradan
herhangi bir r € R i¢in ba(a)r = 0 ve bar = 0 olup kabulden a(a)rb = 0 ve
ara(b) = 0 bulunur. Boylece a(a)Rb = 0 ve aRa(b) = 0 olup ispat tamamlanir. [J

Onerme 4.1.7 Bir R halkasmm bir monomorfizmasi o olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikler saglanir.

(i) R’nin sag a-terslenebilir olmas igin gerek yeter kogul a,b € R i¢in aa(b) = 0

iken ba = 0 olmasidir.
(ii) Eger R sag a-terslenebilir ise, R yaridegismelidir.

(iii) R'nin a-kat1 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul R'nin yariasal ve sag a-terslenebilir

olmasidir.
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Ispat (1) R sag a-terslenebilir olmak iizere a,b € R i¢in aa(b) = 0 oldugunu kabul
edelim. Kabulden «a(b)a(a) = 0’dir. Buradan a(ba) = 0 olup @ monomorfizma
oldugundan ba = 0 bulunur. Kargit olarak aa(b) = 0 iken ba = 0 oldugunu kabul
edip R’nin sag a-terslenebilir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in a,b € R olmak iizere
ab = 0 olsun. Bu durumda 0 = a(ab) = «a(a)a(b) olup kabulden ba(a) = 0 elde
edilir.

(7i) Kabul edelim ki R sag a-terslenebilir olsun. R'min yaridegismeli oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in a,b € R olmak iizere ab = 0 alalim. Kabulden ba(a) = 0’dir.
Bu durumda herhangi r € R i¢in rba(a) = 0 olup kabulden 0 = a(a)a(rb) =
a(arb) ve buradan o monomorfizma oldugundan arb = 0 yani aRb = 0 olup R
yaridegismelidir.

(771) R'nin a-kat1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda Hong vd.(2000) geregince
R inmistir. Ayrica R’nin yariasal oldugu aciktir. a,b € R olmak tizere ab = 0

oldugunu kabul edelim. Bu durumda
ba(a)a(bala)) = ba(ab)a’(a) =0

olup kabulden ba(a) = 0 bulunur.

Kargit olarak R yariasal ve sag a-terslenebilir olsun. a € R i¢in aa(a) = 0 oldugunu
kabul edelim. Buradan herhangi r € R i¢in raa(a) = 0 olup R sag a-terslenebilir
oldugundan a(a)a(ra) = a(ara) = 0’dir. o monomorfizma oldugundan ara = 0

olup aRa = 0 bulunur. R yariasal oldugundan a = 0 elde edilir. 0

Ornek (ii) sikkinda «, birim endomorfizmasi alinarak Lambek (1971) tarafindan

ifade edilen agagidaki sonug elde edilir.
Sonuc 4.1.8 Terslenebilir halkalar yaridegismelidir.

Uyar1 4.1.9 Onerme M(ii)’nin kargitimn dogru olmadigi Ornek geregi
aciktir. Ayrica Onerme ’nin (i) ve (ii) siklarinda "« bir monomorfrizma” ol-
masi kosulu Ornek geregince fazladan bir kogul degildir. Gergekten; Ornek
(i)’deki R halkasi ve a endomorfizmasi gz éniine ahndiginda R sag a-terslenebilirdir.

Burada a’nin monomorfizma olmadig1 kolayca gortilebilir.
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11 0 1
R halkasinin A = ve B = elemanlar1 i¢cin AB = 0 iken
0 0 0 —1
0 —1 11
0 +# =A B € ARB
0 0 0 1

oldugundan ARB # 0’'dir. R vyandegismeli olmadigindan Onerme (ii)’nin
kargit1 dogru degildir. Ayni zamanda

0 1 10 00

0 1 0 0 00

11 01 ..
olmasina ragmen AB = = # (0 oldugundan Onerme

0 0 0 1 00

4.1.7|(1)’nin de karsitinin saglanmadig goriiliir.

Onerme M(iii) ile ilgili olarak R'nin yariasal olmasi kosulu fazladan olmadigi
asagida verilen 6rnegin (i) sikkindan goriilebilir. Yani sag a-terslenebilir olan fakat
yariasal olmayan bir R halkasinin bir otomorfizmasi « olmak iizere R’'nin a-kati ol-
madigr goriiliir. Asgagidaki érnegin (ii) sikkindan ise, monomorfizma olmasi kogulu
kaldirihrsa Onerme M(iii)’iin dogru olmadig1 goriiliir. Yani o monomorfizma ol-

mayacak gekilde a-kati olmayan bir degismeli R tam halkas1 vardir.

. a b
Ornek 4.1.10 (i) R = a,b € Zy p halkasimn ve
0 a
a b a —b
o = =
0 a 0 a

ile tammmh o : R — R endomorfizmasini gozone alalim. «’nin bir otomorfizma
oldugu aciktir. R'nin sag a-terslenebilir oldugu kolayca goriilebilir. Fakat R halkas
yariasal degildir. Boylece R a-kat1 degildir.

(ii) Bir F' cismi tizerindeki R = F'[z] polinom halkasini ve a(f(x)) = a(a) ile tanimh
a : R — R endomorfizmasini goz ontine alalim. a’nin monomorfizma oldugu kolayca
goriilebilir. R'nin bir degigmeli tam halka (yani inmig ve buradan yariasal) oldugu
aciktir. R bir tam halka oldugundan herhangi bir a endomorfizmasi i¢in R sag

a-terslenebilirdir. Fakat Hong vd.(2003) geregince R a-kat1 degildir.
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Asagidaki onerme bir halkanin sag a-terslenebilir olmasi i¢in bazi karakterizasyonlar

igerir.
Onerme 4.1.11 Bir R halkas: i¢in agagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) R sag a-terslenebilirdir.
(ii) Her bir S C R i¢in rg(S) C lg(a(S)) dir.
(iii) Her bir a € R i¢in rg(a) C lgr(a(a)) olur.

(iv) Herhangi bostan farkli A, B C R alt kiimeleri igin AB = 0 iken Ba(A) = 0’dur.

Ispat (i) = (ii) R sag a-terslenebilir olsun. a € rz(S) alahm. Bu durumda Sa = 0
olup, her s € S i¢gin sa = 0’dir. Kabulden aa(s) = 0 olup aa(S) = 0 elde edilir.
Boylece a € lg(a(S)) olup rr(S) C lg(a(S)) dir.

(ii) = (iii) S = {a} oldugu goz éniine alindiginda ispat agiktir.

(iii) = (iv) Her bir @ € R i¢in rg(a) C lg(a(a)) olsun. Bogtan farkli A, B C R
altkiimeleri igin AB = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda herhangi a € A ve

b€ B igin ab= 0 olup b € rg(a(a)) bulunur. Kabulden ba(a) = 0 olup

> “ba(a) p = Ba(A) = {0}
acA
beB
elde edilir.
(iv) = (i) A = {a} ve B = {b} olarak alinirsa (iv)’den R’nin sag a-terslenebilir

oldugu aciktir. 0

Ornek ve Ornek 4.1.10(i) geregince inmig ve sag a-terslenebilir halkalarin sinifi
birbirinden bagimsizdir. Fakat agagidaki teoremde de goriilecegi gibi bir halka hem
inmis hem de sag a-terslenebilir oldugu durumda a-skew Armendariz halkalar karak-

terize edilmig olur.
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Teorem 4.1.12 R bir halka olsun. O zaman

(i) Eger R bir inmis ve sag a-terslenebilir halkasi ise, R a-skew Armendariz’dir.

(ii) Eger Bir R halkasinin R[z; a] skew polinom halkas: terslenebilir ise, R'de a-

terslenebilirdir.

Ispat (i) R inmig ve sag a-terslenebilir bir halka olsun.

p(x) = Zaixi, q(z) = Z bz’ € R[z;ql
i=0 =0

icin p(x)g(x) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda k = 0,1, ..., m + n igin

Z a,-o/(bj) =0

i+j=Fk
elde edilir. Her i, igin a;a’(b;) = 0 oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in i + j = k
tizerinde tiimevarim uygulayalim.
k = 0igin 2 = 0,57 = 0 olup apby = 0 oldugu aciktir. £ =i+ 5 < s olmak tizere
a;a'(b;) = 0 oldugunu kabul edelim. k& =i+ j = s+ 1 i¢in a;a'(b;) = 0 oldugunu
gosterelim. p(x)g(x) = 0 oldugunu kullanarak z*™''li terimin katsayisindan;
agbsi1 + aja(bs) + - + a0’ (by) + agp 1 (by) = 0 (4.1)

elde edilir. Bu ifade sagdan a**1(by) ile carpilirsa;

aobs+10és+1 (bo) + (lloé(bs)OéS_H (bo) + -+ CLsOés<bl)Oés+1(b0> + Ast1 (Oés_‘_1 (bo))2 =0
(4.2)

olur. Tiimevarim kabuliinden i = 0,1, - - , s icin a;a’(by) = 0 olur. Onerme [4.1.6(ii)

geregi a; Ra* ™ (by) = 0 bulunur. Boylece
agbs 110 (b)) = aya(by)a* T (by) = -+ = a,a’ (b))’ (by) =0
oldugu (4.2) esitliginde kullanmlarak
asr1 (0 (bo))2 =0

elde edilir. R'min inmig oldugu kullanilarak a,1a*™(by) = 0 oldugu goriiliir. Bu

ifade (4.1)’de yerine yazilirsa;

agbsi1 + ara(bs) + -+ -+ asa’(by) =0 (4.3)
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bulunur. Benzer olarak (4.3) esitligi sagdan a®(b;) ile garpilirsa as(a®(b;))? = 0 ve

buradan asa®(b;) = 0 olur. Bu gekilde devam edilerek
s+1 _ s _ — —
g1 (bo) = asx (b1> == a0b5+1 =0

oldugu goriiliir. Sonug olarak tiimevarim prensibi geregince her 4, j i¢in a;a’(b;) = 0
oldugundan R a-skew Armendarizdir.

(ii) R[z;a)nm terslenebilir oldugunu kabul edelim. R'nin a-terslenebilir oldugunu
gostermek i¢in ab = 0 olacak sekilde a, b € R alahm. Bu durumda R[z; a’dakip = a
ve ¢ = bz polinomlari i¢in pg = 0 olup kabulden 0 = ¢gp = bxa = ba(a)z ve buradan

ba(a) = 0 oldugundan R a-terslenebilirdir. O

Hong vd.(2003) tarafindan ifade edilmis olan asagidaki sonug, Teorem |4.1.12/nin bir

sonucu olarak daha basitce ifade edilmektedir.
Sonuc 4.1.13 Eger R bir a-kat1 halka ise o zaman R, a-skew Armendariz’dir.

Ispat Kabul edelim ki R a-kat1 bir halka olsun. Bu durumda Onerme M(iii)’den
R halkas1 sag a-terslenebilirdir. Ayrica R a-kati oldugundan inmis ve buradan ters-
lenebilirdir. Boylece Teorem [4.1.12{(i) geregince R'nin a-skew Armendariz oldugu
aciktir. 0

Uyar1 4.1.14 (i) Teorem[t.1.12{i)’de " R bir a-skew Armendariz halkadir.” ifadesi
yerine Ornek (ii) geregince ” R bir a-Armendariz halkadir” ifadesi getirilemez.
Gergekten o f(z)) = f(0) ile tammh o endomorfizmasiyla birlikte R = F'[x] halkas
a-terslenebilir ve inmigtir. Fakat Hong vd.(2006) geregince R a-Armendariz degildir.
(ii) Teorem [4.1.12(i)’de "R bir inmis halka” ifadesi fazladan bir kosul degildir.
Gercekten Ornek (i)’deki R halkas1 sag a-terslenebilirdir. Fakat inmis degildir.

01 2 2
Bundan dolay1 p = + r € R[x;a] polinomu i¢in p? = 0, fakat
0 0 0 2
2 2 01 2 2 0 —1 0 —2
« = = 7é 0
0 2 0 0 0 2 0 0 0 0

oldugundan R a-skew Armendariz degildir.
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Sonuc 4.1.15 R, a-Armendariz olmak iizere asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) R|x;a] terslenebilirdir.

(ii) R a-terslenebilirdir.

(iii) R sag a-terslenebilirdir.

(iv) R terslenebilirdir.
Ispat (i) < (i1) Hong vd.(2006) geregi aciktir.
(11) < (i1i) a-terslenebilir halkalarin tammindan agiktir.
(17i) < (iv) Kabul edelim ki R sag a-terslenebilir ve a,b € R i¢in ab = 0 olsun.

Bu durumda ba(a) = 0 oldugundan Hong vd.(2006) geregince ba = 0 olup R ters-
lenebilirdir. ]

Huh vd.(2002) ve Ornek |4.1.10(ii) geregince sag a-terslenebilir halkalarmn smfi ile
a-Armendariz halkalarin sinifi birbirinden bagimsizdir.
Kim ve Lee(2003) tarafindan énerme olarak ifade edilmis agagidaki sonug, « yerine

birim endomorfizma alindiginda Sonug [4.1.15[den direkt olarak elde edilir.

Sonuc 4.1.16 R Armendariz bir halka olsun. R'nin terslenebilir olmas: i¢in gerek

ve yeter kogul R[z]’in terslenebilir olmasidir.

Uyar1 4.1.17 Ornek |4.1.10{(ii)’den dolay1, Teorem [4.1.12((ii) nin karsit1 saglanmaz.
Ayni zamanda Sonug [4.1.15[deki ” R'nin a-Armendariz” olmasi kosulu da fazladan

degildir. Gergekten terslenebilir olan R = F[z]| halkasim ve a(f(z)) = f(0) ile
tamiml « endomorfizmasini goz ontine alalim. A = R[T;a] = F[z][T;a] olmak

tizere, p = 271", ¢ = x € A polinomlari i¢in
pq =2Tr =za(x)T =201 =0

fakat,
qp = vaT = 2*°T # 0

oldugundan R[T'; o] terslenebilir degildir. Aym zamanda p = 2T € R[T’; o] alalim.
p? = 2TaT = rva(z)T? =0
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fakat zoz = ? # 0 oldugundan R[T'; a] a-Armendariz degildir. Boylece Sonug |4.1.15
deki R’nin a-Armendariz olmasi kogulu ortadan kaldirildiginda verilen denklikler

saglanmaz.

Teorem 4.1.18 R sag a-terslenebilir bir halka olsun.
(i) a; R’nin bir monomorfizmas: ise, a(1) = 1’dir.

(ii) «(1) = 1 olmasi icin gerek ve yeter kogul herhangi e* = ¢ € R i¢in a(e) = ¢

olmasidir.

(iii) (1) =1 ise, R abelyandir ve R[z;a]'nmn tiim 6ztsli elemanlarinin kiimesi ile

R’nin tiim 6ziislii elemanlarinin kiimesi aynidir.

Ispat (i) Kabul edelim ki R sag a-terslenebilir bir halka ve o bir monomorfizma

olsun. (1 — a(1))a(l) = 0 dir. Burada R sag a-terslenebilir oldugundan
a(l)a(l —a(1)) =0

olup a(1)(a(1) — a?(1)) = 0 ve buradan o monomorfizma oldugundan «(1) = 1
bulunur. O
(i) (1) = 1 oldugunu kabul edelim. e? = e € R olsun. Bu durumda (1 —e)e = 0 ve
e(l1—e) =0 olur. R sag a-terslenebilir oldugundan ea(l—e) =0 ve (1 —e)a(e) =0
olup e(1 —af(e)) = 0 ve buradan e — ea(e) = a(e) — ea(e) = 0’dir. Boylece a(e) =e
bulunur. Diger taraftan e? = e € R i¢in a(e) = e oldugu kabul edilip e yerine 1 € R
alinirsa ispat aciktir. 0
(iii) Kabul edelim ki R sag a-terslenebilir ve (1) = 1 olsun. €? = e € R olmak
lizere R'nin abelyan oldugunu yani her » € R i¢in er = re oldugunu gosterelim.
e(l—e)=0ve(l—e)e=0o0lup herr € Ricine(l —e)r =0ve (1—e)er =0'dir. R
sag a-terslenebilir oldugundan (1 —e)ra(e) = 0 ve era(l —e) = 0 olup (ii) geregince
er = re bulunur. Boylece R abelyandir.

Simdi R[z;a] ile R'nin 6ziislii elemanlarimim kiimesinin ayni oldugunu gosterelim.

44



f? = f olacak sekilde f(z) = ey + e1x + -+ - + e,2" € R[z; a] alalm. Bu durumda

ea = €o (4.4)

eper + e1a(eg) = e (4.5)

eoes + era(er) + exa(eg) = ey (4.6)

eoen + era(en_1) + -+ + e’ (eg) = ey (4.7)

esitlikleri elde edilir. (4.4) esitliginden ep; R'nin bir 6ziislii eleman1 olup R abelyan

oldugundan ey merkezidir ve a(eg) = ¢y olur. Bu durumda

26061 = €1 (48)
epez + erafer) = e (4.9)
eoen + e1a(en_1) + - +en_1a™ Her) + eneo = €y (4.10)

elde edilir. (4.8) esitligi sag taraftan (1 — eg) ile garpilirsa e;(1 — ¢p) = 0 bulunur.
Buradan e; = ejeg ve (4.8) esitligi kullanilarak e; = 0 elde edilir. (4.9) esitliginden
2eges = ey olur. Bu ifade sagdan (1 — e) ile carpilirsa es(1 — eg) = 0 olup e; = 0
bulunur. Bu sekilde devam edilerek her ¢ > 1 icin e; = 0 elde edilir. Sonug olarak

f(x) = ey = e € R'dir. Ayrica R abelyan oldugundan R[z; ] abelyandir. O

Sonuc 4.1.19 «(1) = 1 olmak {izere R sag a-terslenebilir olsun. Bu durumda

agagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) R a-Armendarizdir.

(ii) Herhangi e? = e € R igin eR ve (1 — e) R a-Armendarizdir.
(iii) Uygun bir ¢* = e € R igin eR ve (1 — e)R a-Armendarizdir.

Ispat Hong vd. (2006) ve Teorem [4.1.18((ii)’den direkt olarak elde edilir. O

Bager vd. (2009) agagida verilen énermede farkli sag a-terslenebilir halka érneklerine

yer vermiglerdir.
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Onerme 4.1.20 (i) a(e) = e ve a1 — e) = 1 — e olmak iizere e, bir R halkasimn
merkezi 6ziislii elemamn ise, eR ve (1 — e) R'nin sag a-terslenebilir olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul R’'nin sag a-terslenebilir olmasidir.

(ii) a(1) = 1 olacak sekilde bir sag a-terslenebilir bir halka ve S bir tam halka ise,

R'nin S ile D Dorroh geniglemesi a-terslenebilirdir.

Ispat (i) eR ve (1—e)R sag a-terslenebilir iken R'nin sag a-terslenebilir oldugunu
gostermemiz yeterlidir. Kabul edelim ki eR ve (1 — e)R sag a-terslenebilir olsun.
a,b € R igin ab = 0 oldugunu kabul edelim. Buradan eab = 0 ve (1 — e)ab = 0 olup
kabulden ba(ea) = 0 ve ba((1 — e)a) = 0 bulunur. Bu durumda

0 = ba(ea) = ba(e)a(a) = bea(a) = eba(a)

ve

0=ba((l —e)a) =ba(l —e)a(a) =b(1 —e)a(a) = (1 —e)ba(a)

olur. Boylece

ba(a) = eba(a) + (1 —e)ba(a) =0+0=0

oldugundan R sag a-terslenebilirdir.

(ii) Kabul edelim ki (1) = 1 olmak iizere R sag a-terslenebilir ve S bir tam halka
olsun. (ry,s1), (r2,s2) € D igin (71, s1) (72, s2) = 0 oldugunu kabul edelim. Buradan
r1ry+ 8179+ Sor1 = 0 ve s159 = 0 bulunur. Bu durumda S bir tam halka oldugundan
s1 = 0 veya sy = 0 olmahdir. s; = 0 ise, 7179 + s971 = 0 olup r1(r9 + s2) = 0 ve

buradan R sag a-terslenebilir oldugundan
(ry + s9)a(ry) = raa(ry) + sya(ry) =0
olur. Boylece
(1o, s9)a((r1, 1)) = (ra, s2)((r1), $1) = (rocx(r1) + 8179 + S2cx(71), $281) = 0

oldugundan D Dorroh genislemesi a-terslenebilirdir. Diger taraftan s, = 0 ise r17ro+

s11m9 = 0 olup (71 + s1)re = 0 ve buradan R sag a-terslenebilir oldugundan

roa(ry + s1) = raa(ry) + res; =0
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olur. Boylece

(ra, s9)a((r1, 1)) = (ra, s2)((r1), $1) = (rocx(r1) + $179 + S2cx(71), $182) = 0
oldugundan D Dorroh geniglemesi a-terslenebilirdir. 0

Onerme [4.1.20{ii)’de "a(1) = 17 kogulu kaldirldiginda énermenin dogru olmadig:

agagidaki ornekte goriilmektedir.

Ornek 4.1.21 R = Z, & Z, halkasim, o((a,b)) = (0,0) ile tammh o : R —
R endomorfizmasimi goz 6niine alahm. «((1,1)) = (0,1) # (1,1) oldugu agiktir.
Bundan bagka ((1,0),—1)((1,0),0) = ((1,0)(1,0)+0.(1,0) + (—1)(1,0),(—=1).0) =0
olur. Fakat ((1,0),0)a((1,0),—1) = ((1,0),0)(«(1,0),—1) = ((1,0),0)((0,0), —1) =
((—=1,0),0) # 0 oldugundan R’nin Z ile D = R xZ Dorroh genislemesi a-terslenebilir

degildir.

Kim ve Lee (2003) geregince inmig bir halkanin agikar geniglemesi terslenebilirdir.
Fakat Bager vd. (2009) asagidaki 6rnegi vererek a-terslenebilir bir R halkasinin

agikar geniglemesinin a-terslenebilir olmadigini gostermislerdir.

Ornek 4.1.22 Ornek [4.1.10(i)’deki sag a-terslenebilir olan

a b
R= :a,b€Z4
0 a

b a
a 0

ile tamimh o : R — R endomorfizmasini géz éniine alalim.T'(R, R)’deki

halkasini ve

0 1 - 1 0 1 11
00 ~1 00 0 1
A= ve B =
00 0 1 0 0 0 1
00 0 0 00 00
elemanlar1 i¢cin AB = 0 fakat;
0 1 11 0 1 ( -1 1
00 0 1 0 0 0 -1
# 0
00 0 1 00 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0

oldugundan T'(R, R) a-terslenebilir degildir.

47



Onerme 4.1.23 R inmis bir halka olsun. Eger R halkas1 a-terslenebilir ise T(R, R)
a-terslenebilirdir. (Bager et al. 2009)

. a b
Ispat Kabul edelim ki R inmis ve a-terslenebilir bir halka olsun. A = ,
0 a
c d
B = € T(R,R) igin AB = 0 olsun. Bu durumda ac = 0 ve ad 4+ bc = 0
0 c

bulunur. R inmig oldugundan ca = 0 olur. 0 = ad+ bc = ¢(ad+ bc) = cad + cbe olup
burada (bc)? = 0 yani bc = 0 elde edilir. Dolayisiyla ad = 0 olur. R a-terslenebilir

oldugundan ca(a) = 0, ca(b) = 0 ve da(a) = 0 bulunur. Sonug olarak

Ba(4) = c d e b _ ca(a) ca(b) + da(a) 0

0 ¢ 0 a 0 ca(a)

oldugundan T'(R, R) a-terslenebilirdir.
Sonuc 4.1.24 R inmig bir halka ise T'(R, R) terslenebilirdir. (Kim and Lee 2003)

Bager vd.(2009) R halkas1 a-kat1 olsa bile S3(R) 'nin a-terslenebilir olmadigini agagi-

daki ornegi vererek gostermiglerdir.

Ornek 4.1.25 R halkasinn a-kat1 oldugunu kabul edelim. Hong vd.(2000)’de a-
kat1 bir halkanin o endomorfizmasi i¢in €* = e € R olmak iizere a(e) = e ve ozel

olarak a(1) = 1 dzelligini sagladigin1 belirtmiglerdir. S3(R)’deki

000 010
A=10 0 1 ve B=10 0 0
000 000
0 0 1
elemanlar i¢in AB = 0’dir. Fakat Ba(A) = BA=1| 0 0 0 | # 0 oldugundan
0 00
S3(R) a-terslenebilir degildir. O

Terslenebilir bir halkanin homomorfik goriintiisi terslenebilir olmak zorunda degildir

(Hong et al. 2005). R halkasimin sifirdan farkli herhangi bir sag a-terslenebilir I 6z

48



ideali igin R/I a-terslenebilir iken R'nin a-terslenebilir olmasindan siiphe edilebilir.
Fakat Bager vd. (2009) tarafindan verilen asagidaki érnek bu olasiligi ortadan
kaldirir.

. F F
Ornek 4.1.26 F bir cisim olmak tizere R = halkasini ve
0o F
a b a —b
OZ =
0 ¢ 0 c

11
A= , B = eER
00 00
icin AB = 0 fakat
11 0 —1
Ba(A) = #0
0 0 0 0

oldugundan R a-terslenebilir degildir. R halkasinin sifirdan farkli 6z idealleri;

FF
0 0 0 F 0 0

bi¢imindedir. I, .J ve K’'nin sag a-terslenebilir olduklar: kolayca goriilebilir. Ayrica
R/I ve R/J bolim halkalar tam halka ve R/I = F ve R/J = F oldugundan

a-terslenebilirdir. K idealine kargilik gelen
a 0
R/K = ca,c€F
0 ¢
boliim halkas: inmistir. R/K {izerindeki & birim endomorfizma olur. Béylece R/ K

a-terslenebilirdir. O

Bager vd.(2009) [ ideali tizerindeki kogulu gii¢lendirerek agagidaki 6nermeyi vermis-

lerdir.

Onerme 4.1.27 a(l) C I olmak iizere bir R halkasimin uygun bir [ ideali igin
R/I sag a-terslenebilir olsun. Eger I (birimsiz bir halka olarak) a-kat1 ise R sag

a-terslenebilirdir.
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ispat a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Bu durumda ab € [ olup ab+ I = I ve
buradan (a + I)(b + I) = I bulunur. Kabulden R/I a-terslenebilir oldugundan
b+ Da(a+1)=(b+I)(a(a)+ I) =1 yani ba(a) € I olur. Bu durumda

ba(a)a(bala)) = ba(a)a(b)a?(a) = ba(ab)a?(a) =0
olup I a-kat1 oldugundan ba(a) = 0 elde edilir. Béylece R sag a-terslenebilirdir.

Sonuc 4.1.28 Bir R halkasimin uygun bir [ ideali i¢in R/I terslenebilir bir halka

olsun. Eger [ inmis ise, R terslenebilirdir.
ispat a = 1g birim endomorfizma olarak alinirsa ispat aciktir. 0

Teorem 4.1.29 R bir halka olsun.

(i) R[z]'in sag a-terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul R[z; x~']’in sag a-

terslenebilir olmasidir.

(ii) R Armendariz bir halka ise, R'nin sag a-terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter

kosul R[z|'in sag a-terslebilir olmasidir.

(iii) R inmig bir halka ve n pozitif bir tamsay1 olsun. R sag a-terslenebilir ve

a(l) =1 ise, Rlz]/(z"™) sag a-terslenebilirdir.

Ispat (i) Gerek kogulu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in R[x]'in sag a-terslenebilir
oldugunu kabul edelim. f(z)g(z) € R[z;x'] igin f(z)g(x) = 0 olsun. Bu durumda
fi(x)g1(z) = 0 olmak iizere R[z]'de fi(x) = f(x)x", gi(x) = g(x)x™ olacak gekilde
pozitif bir n tamsayisi vardir. R[z] sag a-terslenebilir oldugundan g, (x)a(fi(x)) =0
olur. Boylece g(x)a(f(z)) = z72"gi(z)a(fi(x)) = 0 olup R[x; x| sag a-terslenebi-
lirdir.

(ii) Kabul edelim ki R Armendariz olsun. R[z] sag a-terslenebilir iken R’nin sag

a-terslenebilir oldugu aciktir. Simdi R’nin sag a-terslenebilir oldugunu kabul edelim.
flz) = Zaixi,g(x) = Z bjv’ € R[]
i=0 3=0

icin f(x)g(x) = 0 olsun. R Armendariz oldugundan her ¢ ve j icin a;b; = 0’dir. R
sag a-terslenebilir oldugundan b;a(a;) = 0 olur. Béylece g(z)a(f(x)) = 0 olup R[z]
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sag a-terslenebilirdir.

(iii) Kabul edelim ki (1) = 1 olmak iizere R inmis ve sag a-terslenebilir bir halka
olsun. S = Rz]/(z") diyelim. n = 1 ise S = R olup ispat agiktir. n = 2 ise
S = R[z]/(z?) = T(R, R) olup Onerme geregince S sag a-terslenebilirdir.

Simdi kabul edelim ki n > 3 olsun. = = = + (2") olmak {izere

n—1
f(x) = a; 7", g(x) = Zbﬁj €S
=0

=0

icin f(x)g(z) =0 olsun. Eger i +j <n —1ise f(z)g(x) = 0 oldugundan

aobo =0 (411)

a0b1 + a1b0 =0 (412)

a0b2 + (llbl + a2b0 =0 (413)

aobp—2 + a1byp—3 + -+ - + a,_30y + ap_2by =0 (4.14)
aobp—1 + aib,—o + -+ -+ a,—2by + a,—106p =0 (4.15)

esitlikleri elde edilir. R’'nin bir inmig halka olmasi icin gerek ve yeter kogul herhangi
a,b € Ricin ab®> = 0 iken ab = 0 olmas1 kullanilarak ve inmis halkalar yar1 degismeli
oldugundan (4.11) ve (4.12) esitlikleri sagdan by ile ¢apilirsa 0 = agb1by + a1boby =

arby® ve buradan,
a1b0 = a0b1 =0 (416)

bulunur. (4.11) ve (4.16) kullamlarak (4.13) swrasiyla by ve by ile ¢arpilinca 0 =
aopby = a1by = asby elde edilir. ¢ +5 =0,1,--- ,n — 2 i¢in a;b; = 0 olup (4.14) by ile

carpilinca 0 = a,_1byby ve buradan a,_1by = 0 olur. Boylece,
agbp—1 + a1bp—2 + -+ + ap—201 =0 (4.17)

bulunur. (4.17)'de b; ile carpilinca agb,_1 + aib, 2 + -+ + a,_3bs = 0 olup tiim
i+ j =mn—1olan i ve j icin a;b; = 0 olur. Buradan tiim ¢+ j < n — 1 olan i ve
J icin a;b; = 0 olup R sag a-terslenebilir ve inmis oldugundan her ¢ tamsayis1 igin

bjat(a;) = 0 olur. ga(f) =0 oldugundan, S sag a-terslenebilirdir.
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Yukaridaki teoremin (iii) sikkinda a yerine birim endomorfizma alindiginda, Kim ve

Lee (2003) tarafindan elde edilen agagidaki sonug daha basit olarak ispatlanir.

Sonuc 4.1.30 R inmis bir halka olsun. Bu durumda herhangi bir n pozitif tamsayisi

icin R[z]|/(«™) terslenebilirdir.

4.2. Kuvvetli Terslenebilir Halkalar ve Ozellikleri

Kim ve Lee (2003) bir R halkas: terslenebilir iken R[x] polinom halkasinin ters-
lenebilir olmadigim Ornek ile ifade etmiglerdir. Yang ve Liu (2008) poli-
nom halkasi terslenebilir olan bir halkay1 kuvvetli terslenebilir olarak adlandirmig

ve agagidaki tanimi vermislerdir.

Tanim 4.2.1 R bir halka olmak iizere f(z)g(z) = 0 olacak sekilde f(z), g(x) € R|x]

polinomlari igin g(z) f(x) = 0 oluyorsa R’ye kuvvetli terslenebilir denir.

Herhangi kuvvetli terslenebilir bir halkanimn terslenebilir oldugu aciktir. Fakat Ornek
geregi bu ifadenin karsit1 dogru degildir. Kuvvetli terslenebilir halkalarin siifi
althalkalar ve direkt carpimlar altinda kapalidir. Ayrica herhangi inmig bir halka
hem kuvvetli terslenebilirdir hem de simetriktir. Fakat kuvvetli terslenebilir hal-
kalarin simifi ile simetrik halkalarin sinifinin birbirinden bagimsiz oldugunu Tang ve

Liu (2005) agagidaki iki drnegi vererek gostermiglerdir.

Ornek 4.2.2 D degismeli bir halka olmak tizere F' = D < a, b, c > serbert cebirini

g0z Oniine alalim.
I = (FaF)* 4 (FbF)* 4 (FcF)?* + FabcF + FbcaF + FcabF C F

olmak tizere R = F'/I olsun. abc € I fakat cba ¢ I oldugundan R simetrik degildir.
Diger taraftan F|x] = D[z] < a,b,c > serbest cebir olmak {izere R[z| = Flz]/I[x]
ve D[z]’in degismeli tam halka oldugu agiktir. Boylece R[z] terslenebilirdir. Sonug

olarak R kuvvetli terslenebilirdir.

Ornek 4.2.3 Ornek de R[z] = ((Z2+ A)/I)[z] oldugundan R kuvvetli ters-
lenebilir degildir. Fakat R simetriktir. Bunu gostermek icin fgh € I olacak sekilde
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f,9,h € Zy + A alalim. fhg € I oldugunu goérmeliyiz. R lokal terslenebilir bir
halka oldugundan genelligi bozmaksizin f + I, g+ I ve h + I elemanlarinin tersinir
olmadigim kabul edebiliriz. Boylece bu elemanlar R'nin A/l maksimal idealine ait

olurlar. + = 1,2, 3,4 ic¢in f;, g;, h; € H; olmak iizere

f=h+f+fs+fa

g=91+t3g2+gs+ga

h=hy+he+hs+hy
yazalim. Bu durumda
fgh € I iken fig1hy € I olur. Burada i,7 = 0,1,2 i¢in {a;,b;} C {f1,91,h1} ya da
{ao+ay+az,bo+ b1+ b2} C {f1,91,h1} olup fihygy € I fhg € I olur. Sonug olarak
R simetriktir. ]

Onerme 4.2.4 R bir halka, e; R'nin bir merkezi 0ziisli eleman ve A; R'nin tim
merkezi diizenli elemanlarindan olusan carpimsal kapali bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) R kuvvetli terslenebilirdir.
(ii) eR ve (1 — e)R kuvvetli terslenebilirdir.
(iii) A™'R kuvvetli terslenebilirdir.

Ispat (i) < (ii) Kuvvetli terslenebilir halkalarm smfi alt halkalar ve direkt
arpimlar altinda kapali oldugundan ispat agiktir.

¢
(i17) = (i) Ispat aciktar.
(1) = (4i1) R kuvvetli terslenebilir olsun.
f(z) = Zu;laixi,g(:c) = Zv{lbj:cj € A™'R[z]
i=0

Jj=0

icin f(z)g(z) = 0 olsun. Bu durumda
F(2) = (UmUm—1Um—2 - - urug) f(x), G(2) = (UpUn_1Un_2 - - - 0109)g(x) € R[z]

icin F(z)G(x) = 0 olup R kuvvetli terslenebilir oldugundan G(z)F(x) = 0 olur.
Boylece her © = 0,1,2,--- ;mve j =0,1,2,--- ,n i¢in w;v; diizgiin merkezi oldugun-

dan g(z)f(x) = 0 elde edilir. Sonug olarak A™'R kuvvetli terslenebilirdir. O
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Onerme 4.2.5 R; kuvvetli terslenebilir halkalarin bir alt direkt toplami olsun. Bu

durumda R, kuvvetli terslenebilirdir.

Ispat I,(a € A); R/I, kuvvetli terslenebilir ve Nacp Lo = 0 olacak sekilde R'nin

idealleri olsun. f(z)g(x) = 0 olacak sekilde
flx) = Zaixi,g(x) = Z bz’ € R[x]
i=0 =0

alahm. Bu durumda f(z)g(z) = 0 € I, olup f(z) = f(z) + I, g(z) = g(z) €
(R/1,)[x] igin f(z)g(z) = 0 olup kabulden g(z)f(x) = 0 yani g(z)f(z) € I,
olur.Boylece £k =0,1,2,--- ,m 4+ n i¢in

Z bjai e I

itj=k

olur. (,cp Ia = 0 oldugundan

Z bj(li =0

i+j=k

bulunur. Sonug olarak g(z)f(x) = 0 olup R kuvvetli terslenebilirdir. O

Anderson ve Camillo (1998), bir halkanin Armendariz olma 6zelliginin R[z] polinom
halkasina tagindigini gostermiglerdir. Ayrica inmig bir halkanin polinom halkasi-
nin da inmis oldugu kolayca goriiliir. Fakat terslenebilir bir halkanin polinom
halkasmin terslenebilir olmadigi Ornek geregince aciktir. Bir halkanin kuvvetli
terslenebilir olma 6zelliginin bazi polinom halkalarina tasindigi agsagidaki teoremde

ifade edilmigtir.

Teorem 4.2.6 «, bir R halkasinin endomorfizmasi olmak tizere agagidaki kogullar

birbirine denktir:
(i) R kuvvetli terslenebilirdir.
(ii) R[z] kuvvetli terslenebilirdir.

(iii) R[z;2z~'] kuvvetli terslenebilirdir.
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Ispat (i)= (ii)i=0,1,--- ,pvej=0,1,--- ¢ icin

m; nj
fi= Zaixs,gj = Zbﬁxt € Rz]
s=0 t=0

olacak sekilde f(y) = fo+ fiy+fay +- -+ oy, 9(y) = go+g1y+- - -+gqy* € Rlz][y]
polinomlart igin f(y)g(y) = 0 oldugunu kabul edelim. Sifir polinomunun derecesi 0
olmak tizere k = der(fo) +der(f1)+---+der(f,) +der(go) +der(gi)+---+der(g,)
olsun. Bu durumda

f@®) = fo+ fia® + -+ fraP*
ve

Q(Ik) =go+ gwk 4+ -+ gqqu

R[z]’de iki polinom olup f;(sirasiyla g;)'nin katsayilar ile f(z*) (sirasiyla g(z*)) nin
katsayilart aymidir. f(y)g(y) = 0 oldugundan f(z*)g(x*) = 0 bulunur. R kuvvetli
terslenebilir oldugundan g(x*)f(z*) = 0 olup buradan g(y)f(y) = 0 elde edilir.
Boylece R[z] kuvvetli terslenebilirdir.

(1) = (i11) R[z] kuvvetli terslenebilir olsun. Onerme m geregince A7 R[z]
kuvvetli terslenebilirdir. Lemma geregince A™'R[z] = R[z;27'] oldugundan
R[z; z71)in kuvvetli terslenebilir oldugu agiktir.

(i17) = (i) Ispat aciktar.

Sonuc 4.2.7 R kuvvetli terslenebilir bir halka ve {z,}, R tizerinde degismeli olan
bilinmeyenlerin herhangi bir kiimesi olsun. Bu durumda R[{z,}|'nin herhangi bir

alt halkas:1 kuvvetli terslenebilirdir.

R halkas: terslenebilir iken Onerme m geregince R kuvvetli terslenebilir olur.
Kuvvetli terslenebilir olan fakat inmig olmayan bir bagka halka 6rnegi asagidaki

onermede verilmistir.

Onerme 4.2.8 R bir halka n herhangi bir pozitif tamsay1 olsun. Eger R inmig ise,

Rz]/(2™) boliim halkasi kuvvetli terslenebilirdir.

Ispat R inmis bir halka olsun. Onerme m geregince R|x]/(z™) terslenebilirdir.
Ayrica Anderson ve Camillo (1998) geregince R[z|/(xz™) Armendarizdir. Sonug
olarak R[z]/(z") kuvvetli terslenebilirdir.
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Sonuc 4.2.9 R inmis bir halka ise, T'( R, R) asikar geniglemesi kuvvetli terslenebilirdir.

Ispat  Onerme 4.2.8/de n = 2 almirsa R[z]/(22) = T(R,R) olup R inmis iken
T(R, R)'nin kuvvetli terslenebilir oldugu agiktir. 0

R halkasi kuvvetli terslenebilir iken Ornek geregi T'(R, R) agikar geniglemesi
kuvvetli terslenebilir degildir. Ayrica sifirdan farkli kuvvetli terslenebilir herhangi
bir I ideali i¢in R/I kuvvetli terslenebilir iken R’'nin kuvvetli terslenebilir oldugundan
siiphe edilebilir. Fakat R halkas1 yaridegismeli olsa bile agagidaki 6rnek bu siipheyi

ortadan kaldirir.

Ornek 4.2.10 S bir boliimlii halka olmak iizere

a b ¢
R = 0 a d ca,bc,de S
0 0 a

halkas1 Ornek geregi terslenebilir olmadigindan kuvvetli terslenebilir degildir.

R’nin sifirdan farkh 6z idealleri sadece

09 S 095 S 00 S 00 S
I = 00 S |.LL= 0 0 O s = 00 S |.lu= 00 O
0 0 0 0 0 0 000 000

bi¢iminde olup [; ideali Ornek geregince kuvvetli terslenebilir degildir. j =
2,3, 4 icin I; ideallerinin sifirisliilitk gostergeleri 2 oldugundan kuvvetli terslenebilir

olduklar1 aciktir. Bununla birlikte

z 0 0
R/I, = 0z w |+ : z,wesS
0 0 =z
boliim halkasi i¢in
z 0 0
T w
% 0 = w =
0 =«
0 0 =
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ile tammh ¢ : R/I; — T(S,S) doniisiimiiniin bir halka homomorfizmas1 oldugu
kolayca goriiliir. Bu durumda R/I, = T(S,S) olup Sonug [£.2.9] geregince R/I;
kuvvetli terslenebilirdir. R/I3 boliim halkasi i¢inde benzer bir yol izlenir. Son olarak

f(z)g(z) = 0 olacak sekilde (R/I4)[x] deki

[ a b 0 w0
f(x) = Z 0 a ¢ x, g(z) = Z 0 u; w; a’
“\o o0 a N o o0 g
polinomlarini alalim.
Yo aixt YT bt 0 Z?:o u;? Z?:o v 0
0 Yitgmr' YLyt 0 Y iotyr! Y qwir? [ =0
0 0 S aixt 0 0 > o ua?

elde edilir.

S aa) (Y uga’) =0

i=0 j=

olup S bir boliimlii halka oldugundan Y " a2’ = 0 yada 7" ju;z’/ = 0 bulunur.

Béylece g(x)f(x) = 0 bulunur. Sonug olarak R/I, kuvvetli terslenebilirdir. |

Bolum halkasi kuvvetli terslenebilir olan bir halkanin ideali tizerindeki kosul giiclendi-

rilerek halkanin kuvvetli terslenebilir oldugu agagidaki énermede gosterilmistir.

Onerme 4.2.11 Bir R halkasmm bir I ideali i¢in R/I boliim halkasinin kuvvetli
terslenebilir oldugunu kabul edelim. Eger I inmig ise, R kuvvetli terslenebilirdir.
Ispat  f(x),g(x) € R[z] icin f(x)g(z) = 0 olsun.

m n

f(x) = (a;+Da', glx) =) (b + Dl € (R/I)[a]

i=0 =0

olup f(z)g(z) = 0 bulunur. R/I terslenebilir oldugundan g(x)f(x) = 0 olup bu-
radan g(z)f(z) + I = I yani g(x)f(z) € I elde edilir. [g(x)f(x)]> = 0 olup I inmis
oldugundan g(z)f(x) = 0 yani R kuvvetli terslenebilirdir.

Bir R halkasinin sag Ore olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R’'nin () klasik sag ke-
sirler halkasinin var olmasidir. R’nin inmis (terslenebilir) olmasi i¢in gerek yeter
kogul @'nun inmis (terslenebilir) olmasidir. Bundan hareketle kuvvetli terslenebilir

halkalar i¢in benzer bir sonu¢ agagidaki teoremde ifade edilmistir.
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Teorem 4.2.12 Bir R halkasinin ) klasik sag kesirler halkasinn var oldugunu
kabul edelim. Bu durumda R'nin kuvvetli terslenebilir olmas1 i¢in gerek ve yeter

kosul @'nun kuvvetli terslenebilir olmasidir.

4.3. Zayif Terslenebilir Halkalar ve Ozellikleri

Liang ve Gang (2007), terslenebilir halkalarin bir genellemesi olan zayif (weakly)

terslenebilir halka sinifin1 agagidaki gibi tanimlamiglardir.

Tanim 4.3.1 Bir R halkas1 ab = 0 olacak sekildeki her a,b € R i¢in Rbra; R'nin bir
nil sol ideali (denk olarak, braR; R’'nin bir nil sag ideali) oluyorsa zayif terslenebilir

olarak adlandirilir.
Zayif terslenebilir halkalarin sinifi althalkalar ve direkt toplamlar altinda kapalidir.

Onerme 4.3.2 R bir halka, R /I zayif terslenebilir olacak sekilde I, R’'nin bir ideali
olsun. Eger I C nil(R) ise R zayif terslenebilirdir.

Ispat R/I zayif terslenebilir ve I C nil(R) olsun. a,b € R igin ab = 0 oldugunu
kabul edelim. Bu durumda @ = a + 1, b = b+ I € R/I olmak iizere ab = (a +
INb+1)=ab+ 1 =1 olup R/I zayif terslenebilir oldugundan her r € R/I igin
(R/I)bra, R/I'mn bir nil sol idealidir. Yani her 7y € R/I icin (ribra)" = I olacak
sekilde n € N vardir. Buradan (r1bra)” € I C nil(R) olup Rbra, R'nin bir nil sol

ideealidir. Boylece R zayif terslenebilirdir. U

Teorem 4.3.3 Kabul edelim ki S ve T birer halka ve M bir (S,7) bimodiil olsun.

S M
0 T

halkasinin zayif terslenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S ve T"nin zayif ters-

lenebilir olmasidir.

Ispat (=) R zayif terslenebilir olsun. S = < R ve zayif terslenebilir hal-
00

kalar alt halkalar altinda kapali oldugundan S’nin zayif terslenebilir oldugu agiktir.

Benzer olarak T' zayif terslenebilirdir.
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(<) S ve T zayif terslenebilir olsun.

0 M
I = <R
0 0

ideali i¢in R/I = S x T zayif terslenebilir olur. Onerme m geregince R'nin zayif

terslenebilir oldugu agiktir. O

n Uzerinde tiimevarim uygulanarak Teorem[4.3.3]1in bir direkt sonucu olarak agagida-

ki onerme verilebilir.

Onerme 4.3.4 Bir R halkasmin zayif terslenebilir olmas: igin gerek ve yeter kosgul

herhangi n € N igin 7, (R) halkasinin zayif terslenebilir olmasidir.

Sonuc 4.3.5 Bir R halkasinin zayif terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul

T(R, R) asikar geniglemesinin zayif terslenebilir olmasidir.

Sonuc 4.3.6 Bir R halkasinin zayif terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul

herhangi bir n € N i¢in R[x]/(z") halkasinin zayif terslenebilir olmasidir.

Terslenebilir halkalarin zayif terslenebilir oldugu aciktir. Fakat asagidaki ¢rnek

geregince bu ifadenin karsit1 dogru degildir.

Ornek 4.3.7 S bir zayif terslenebilir halka olsun. Bu durumda Onerme m
geregince,
ailr G2 a13
T= 0 ax a Paj €5
0 0 as3
halkas1 zayif terslenebilirdir. Fakat

000 010
00 1 000 ]|=0
000 000
iken
010 000 00 1
000 001 [|=]000]#0
000 000 000
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oldugundan T terslenebilir degildir. Ayrica T’nin yaridegismeli olmadigi agiktir.
S zayif terslenebilir bir halka olsun. Bu durumda Ornek geregince T, (R) nin
bir alt halkasi

( )
a a2 a3 ... Qaip
0 a Qa3 ... Qa2p
Sn(R) = 0 0 a ... Qasp ©oa,ai; €R
0O 0 0 ... «a

/

halkas: terslenebilir degildir. Fakat Onerme geregince S, (R) zayif terslenebilir-
dir. Kolayca goriilebilir ki n = 4 i¢in S4(R) yaridegismeli degildir. n > 5 igin de
Sy (R)’nin yaridegismeli olmadigy agiktir.

Onerme |4.3.4/de T,,(R) halkas: yerine M, (R) halkasmm getirilemeyecegi asagidaki

ornekle agiktir.

Ornek 4.3.8 R zayif terslenebilir bir halka olmak tizere n = 2 igin My(R) zayif

terslenebilir degildir. Gergekten,

iken

0
= ¢ nil(M,(R))
10 00 10 01 0 1

olur. n > 2 iken M, (R)nin zayif terslenebilir olmadig1 benzer sekilde gosterilebilir.

4.4. Merkezi Terslenebilir Halkalar ve Ozellikleri

Kose vd. (2014) terslenebilir halkalarin bir genellemesi olan merkezi terslenebilir

halkalari, halkanin merkezini kullanarak, asagidaki bicimde tanimlamisglardir.

Tanim 4.4.1 R bir halka olmak iizere herhangi a,b € R i¢in ab = 0 iken ba € C(R)

oluyorsa R halkas1 merkezi terslenebilir olarak adlandirihr.
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Degismeli, inmis, merkezi inmis, simetrik ve terslenebilir halkalar merkezi terslenebi-
lir halkalara birer ornektir. Merkezi terslenebilir bir halkanin terslenebilir olmadig:

agagidaki ornekte goriiliir.

Ornek 4.4.2 R degismeli inmis bir halka olmak tizere

a b ¢
S3(R) = 0 a d :a,b,ec,d e R
0 0 a

halkas: Ornek geregi yaridegismeli degildir. Bu yiizden terslenebilir degildir.

Simdi S3(R)nin merkezi terslenebilir oldugunu gosterelim.

aq bl C1 a2 b2 Ca
A=\ 0 a d |, B=1| 0 a dy | € S3(R) icin AB = 0 olsun. Bu
0 0 m 0 0 ao

durumda Onerme [3.1.3[de de ifade edildigi gibi; (a1, b, c1,dy).(ag, by, ca,dy) = 0

olsun. Bu durumda,

ayas =0 (4.18)

a1by + byas =0 (4.19)

aiCy + bidy + cray =0 (4.20)
aidy + dias =0 (4.21)

egitlikleri elde edilir. R degigmeli oldugundan asa; = 0 olur. (4.2) esitligi soldan ay
ile carpilirsa asbias = 0 olup (byaz)? = 0 ve buradan R imig oldugundan biay = 0
bulunur. Bu ifade (4.2)’de yerine yazilirsa a;by = 0 bulunur. Benzer olarak (4.4)
esitligi soldan as ile ¢arpilarak yukaridaki metod ile dyay = 0 ve buradan a;dy = 0
elde edilir. (4.3) esitligi soldan ay ile ¢arpilarak yukaridaki benzer sekilde dncelikle
c1,2 = 0 bulunur. Bu ifade (4.3)’te yerine yazilarak

a1Cy + bldg =0 (422)
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bulunur. (4.5) esitligi sagdan a, ile ¢arpilarak a;ca = 0 ve buradan byds = 0 bulunur.

Sonug olarak,

a9 b2 Co aq bl C1 0 0 b2d1
BA = 0 as dg 0 aq d1 = 0 0 0
0 0 a 0 0 a 00 O

olup BA'nin S3(R)nin merkezinde oldugu kolayca goriiliir. Boylece S5(R) merkezi

terslenebilirdir.

Asagidaki 6nerme, merkezi terslenebilir halkalarin hangi kosullar altinda terslenebilir

olacagini ifade eder.

Onerme 4.4.3 R halkas: merkezi terslenebilir olsun. Eger R agagidaki kosullardan

herhangi birini saglarsa R terslenebilirdir.
(i) R yariasal bir halkadir.
(ii) R sag (sol) p.p. bir halkadir.

(iii) R sag (sol) p.q. Baer halkadir.

ispat R’nin merkezi terslenebilir oldugunu kabul edelim. R’'nin terslenebilir
oldugunu gostermek icin a,b € R olmak iizere ab = 0 alalim. Bu durumda kabul-
den ba, R'nin merkezindedir.

(i) R yarasal bir halka ise, ba R’nin merkezinde oldugundan baRba = 0 olup R
yariasal oldugundan ba = 0 olur. Boylece R terslenebilirdir.

(ii) R sag p.p. ise, bu durumda a € R i¢in rg(a) = eR olacak sekilde ¢* = ¢ € R
vardir. ab = 0 oldugundan b € rg(a) = eR olup b = eb yazlabilir. Diger taraftan
e = el € eR = rg(a) oldugundan ae = 0 bulunur. ba, R'nin merkezinde oldugundan
ba = eba = bae = b0 = 0 olur. Boylece R terslenebilirdir.

(iii) Ispat1 (ii)’ye benzer olarak yapilir. O

Sonuc 4.4.4 R merkezi terslenebilir bir halka ise, bu durumda asagidaki ifadeler

birbirine denktir:
(i) R, bir sag p.p.-halkadir.
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(ii) R, bir sol p.p.-halkadir.
(iii) R, bir sag p.q.-Baer halkadir.
(iv) R bir sol p.q.-Baer halkadur.

Sonuc 4.4.5 Merkezi terslenebilir halkalar i¢in asagidaki sonuglar verilebilir.

(i) Merkezi terslenebilir halkalar sonlu direkt toplamlar ve althalkalar altinda ka-

palidir.

(ii) e; R'nin bir merkezi 6ziislii elemani olmak tizere eR ve (1 — e) R'nin merkezi
terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul R'nin merkezi terslenebilir olma-

sidir.

Agagidaki Ornekte goriilecegi gibi bir merkezi terslenebilir halkanin homomorfik

goriintiisii merkezi terslenebilir olmak zorunda degildir.

Ornek 4.4.6 D boliimlii halka, R = D[z, 1] ve zy # yx olmak iizere I = (zy) olsun.
R bir tam halka oldugundan merkezi terslenebilirdir. Diger yandan z+1,y+1 € R/I
icin (x +I)(y+ 1) = ay+ 1 = I’dir. Fakat (y + I)(x + ) = yx + [ elemanm
R/I'nin merkezinde degildir. Ciinkii enaz bir y+ I € R/I i¢in xy # yx oldugundan
(yr+I)(y+ 1) # (y+ I)(yx + I)’dir. Béylece R/I merkezi terslenebilir degildir.

Yukaridaki ornekte merkezi terslenebilir bir halkanin herhangi bir ideale gore boliim
halkasinin merkezi terslenebilir olmadig1 gosterilmistir. Fakat tersinir merkezi bir
halkanin bir I nil idealine gore boliim halkasinin merkezi terslenebilir oldugu agagida-

ki lemmada ifade edilmistir.

Lemma 4.4.7 R bir tersinir merkezi halka olmak iizere eger /; R'nin bir nil ideali

ise, o zaman R/I boliim halkasi merkezi terslenebilirdir.

Ispat  (a+ I)(b+ 1) = 0+ I olacak sekilde a,b € R olsun. ab € I ve buradan
n bir pozitif tamsay1 olmak tizere (ab)” = 0 olur. Bu ifade soldan b, sagdan a ile
carpilarak (ba)"™ = 0 elde edilir. Buradan 1 — ba tersinir ve bu sebeple merkezi
olur. Bundan dolay1 keyfi bir € R i¢in rba = bar’dir. Sonug olarak (b+ I)(a+ I),
R/I’da merkezidir. O
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Asagidaki 6rnek, bir R halkasinin bir [ ideali igin R/l merkezi terslenebilir iken R

halkasinin merkezi terslenebilir olmas1 gerekmedigini gosterir.

. F F
Ornek 4.4.8 F bir cisim olmak iizere, R = olsun. R'nin bir [ =
0 F

idealini g6z ontine alahm. R/I'min merkezi terslenebilir oldugu agiktir.

0 0
01 11
= ,B = € R icin AB = 0 olur. Ancak ¢; # c3 olmak iizere
0 1 0 0
¢ c
C= PP ) er icin CBA # BAC olugundan R merkezi terslenebilir degildir.
0 C3

Lemma 4.4.9 Bir R halkasim bir [ ideali i¢in R/I merkezi terslenebilir halka ve

I inmig ise R halkas1 merkezi terslenebilirdir.

Ispat R/I merkezi terslenebilir ve I inmig olsun. a,b € R olmak iizere ab = 0
oldugunu kabul edelim. Bu durumda R/I’da (a + I)(b+ I) = I olur. Kabulden
(b+1I)(a+1I)=ba+ I, R/I'nin merkezindedir. Yani her r + I € R/I igin (ba +
N(r+1) = (r+1)ba+1I) olup bar + I = rba + I ve buradan bar — rba € [
bulunur./(bar — rba) = 0 oldugundan (bar — rba)> = 0 olur. I inmig oldugundan

bar = rba olur ve boylece R merkezi terslenebilirdir. O
Teorem 4.4.10 R bir halka olsun. Bu durumda asagidaki gerektirmeler vardir.
R terslenebilir = R merkezi terslenebilir = R zayif terslenebilir

ispat Ik gerektirmenin dogru oldugu aciktir. Simdi ikinci gerektirme icin R'nin
merkezi terslenebilir oldugunu kabul edelim. a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Her
r € R i¢in a(br) = 0 olup kabulden bra, R'nin merkezindedir. Yani her s € R igin
sbra = bras olur. Buradan (sbra)? = sbrasbra = s(bras)bra = ssbr(ab)ra = 0 olur.

Boylece Rbra, R'nin bir nil ideali oldugundan R zayif terslenebilirdir. U

Asagidaki ornek ikinci gerektirmenin kargitinin dogru olmadigini gosterir.

64



Ornek 4.4.11 R bir zayif terslenebilir bir halka olsun.

a b c
S = 0 d e s a,b,ede, f €ER
0 0 f

halkasini gbz oniine alahm. Liang ve Gang (2007) geregince S halkasi zayif ters-

lenebilirdir.
011 1 1 1

A=1000|.B=]100 1 |€5
000 00 —1
icin AB = 0 olur, fakat BA = A oldugundan S merkezi degildir.

Terslenebilir halkalarin abelyan oldugu iyi bilinen bir gercektir. Buna ek olarak

agagidaki lemmada merkezi terslenebilir halkalarin da abelyan oldugu ifade edilmistir.
Lemma 4.4.12 R merkezi terslenebilir bir halka olsun. Bu durumda R abelyandir.

Ispat ¢ =e e Rolsun. Her r € Ricin (1—e)(er —ere) = 0 ise (er —ere)(1—e) =
er — ere merkezidir. Ayrica e’nin tanimi geregi er — ere = 0’dir. Benzer sekilde

re —ere = 0 bulunur. Sonug olarak R abelyandir. U

Asagidaki Ornek Lemma [4.4.12/nin kargitinn genelde dogru olmadigmi gosterir.

Ornek 4.4.13
a b
R = : a=d(mod2), b=c=0(mod2)
c d
0 10
halkasinin ele alalim. R’nin ve ozusli elemanlar1 icin R
00 0 1
00 2 2
abelyandir. Simdi R'nin A = ve B = elemanlar i¢cin AB =0
0 2 00
10
olur. Fakat C' = € R igin BA merkezi degildir. Bdylece R merkezi
0 3

terslenebilir degildir.
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Sonuc 4.4.14 Her merkezi terslenebilir halka, direkt olarak sonludur.

Ispat Lemmald.4.12|geregince merkezi terslenebilir halkalar abelyan ve her abelyan
halka direkt olarak sonlu oldugundan ispat aciktir. U

Her terslenebilir halkanin yaridegismeli oldugu aciktir. Asagidaki lemmada merkezi

terslenebilir halkalarin zayif yaridegismeli oldugu gosterilmistir.
Lemma 4.4.15 Her merkezi terslenebilir halka zayif yaridegismelidir.

Ispat  a,b € R olmak iizere ab = 0 olsun. Burada ba merkezidir. (arb)? =
(arb)(arb) = ar(ba)rb = a(ba)rrb = 0 ve buradan her r € R i¢in arb 6ziisli olur.

Sonug olarak R zayif yaridegismeli oldugu gortiliir. U

Sonuc 4.4.16 R bir sag p.p-halka olsun. Bu durumda R merkezi terslenebilir ise

R yandegismelidir.
Ispat  Onerme M(u) geregince agiktir. O

Bir halkanin tam halka olmasi i¢in gerek ve yeter kogul halkanin asal ve terslenebilir

olmasidir. Asagidaki onermede buna benzer bir sonug elde edilmistir.

Lemma 4.4.17 Bir R halkasinin asal ve merkezi terslenebilir olmasi i¢in gerek ve

yeter kogul R'nin bir tam halka olmasidir.

ispat Kabul edelim ki R halkas1 asal ve merkezi terslenebilir olsun. R’nin tam
halka oldugunu gosterelim. Bunun i¢in a,b € R olmak iizere ab = 0 oldugunu kabul
edelim. Buradan her r € R i¢in abr = 0 olup kabulden bra, R’nin merkezindedir.
Yani her s € R i¢in (bra)s = sbra’dir. Ozel olarak s = b almirsa brab = b*ra = 0
olup herhangi ¢ € R icin b*rat = 0 ve kabulden bratb R'nin merkezindedir. R asal

oldugundan a = 0 yada b = 0 bulunur. Boylece ispat tamamlanir. 0

Shin (1973) her terslenebilir halkanin 2-primal oldugunu gostermistir. Kése vd.
(2014) agagrdaki teoremi vererek bu ifadeyi direkt olarak ispatlamiglardir.

Teorem 4.4.18 R bir merkezi terslenebilir halka ise, bu durumda R 2-primaldir.

Bu ifadenin kargiti R’nin yariasal olmasi durumunda dogrudur.
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ispat R bir merkezi terslenebilir halka olsun. P(R), R'nin bir nil ideali oldugundan
P(R) C N(R) oldugu agiktir. Ters kapsama i¢in ¢ € N(R) alahm. Bu durumda
a" = 0 olacak sekilde n € N vardir. Kabul edelim ki a ¢ @ olacak sekilde bir @
asal ideali var olsun. R merkezi terslenebilir oldugundan a merkezidir. Herhangi
Tno1,Tn_2,-..,72, 71 € R icin ar,_1ar,_sr,_1a...arsar1a = r,_1rp_s...r9r1a”™ = 0 bu-
lunur. Her P asal ideali i¢in ar,_1(ar,_sa...arsaria) € P(R)dir. Kabulden a ¢ @
oldugundan ar, _sa...arsaria € P(R) olur. Benzer sekilde ar,_sa...arsaria € P(R)
bulunur. Bu prosediir devam ettirilerek arja € P(R) elde edilir. Buradan a €
P(R) € @ bulunur ki bu durum a ¢ @ kabulu ile geligir. Boylece a € P(R)
olup N(R) = P(R) olur. Kargit olarak R halkasi yariasal ve 2-primal olsun. Bu
durumda R halkas: yariasal oldugundan P(R) = 0’dir. R 2-primal oldugundan
P(R) = N(R) = 0 olup buradan R halkasi inmigtir. Bundan dolay1 R merkezi
terslenebilirdir. U

R halkasinin inmig oldugu durumda R’'nin asikar geniglemesinin terslenebilir oldugu
Onerme ’de ifade edilmigti. Kése vd.(2014) buna benzer bir sonucu agagidaki

bi¢imde vermislerdir.

Onerme 4.4.19 R bir merkezi inmis halka iken R’nin asikar geniglemesi merkezi

terslenebilirdir.

. a b c d a b c d

Ispat , € T(R, R) i¢in = 0 oldugunu
0 a 0 c 0 a 0 c

kabul edelim. Bu durumda ac = 0 ve ad + bc = 0 bulunur. Kabulden R merkezi
inmig oldugundan ca merkezidir. Boylece (ad)® = (—bc)(ad)(—bc) = b(ca)dbc =

bdbcac = 0 olup R merkezi inmig oldugundan ad merkezidir. Benzer olarak bc

merkezidir. Ayrica (da)* = 0 ve (¢b)* = 0 oldugundan da ve cb merkezi olup
c d a b ca cb+da ) B )
= merkezi olur. Boylece T(R, R) merkezi
0 ¢ 0 a 0 ca
terslenebilirdir.

S, bir R halkasinin merkezi diizgiin elemanlarindan olugan carpimsal kapali bir alt
kiimesi olmak iizere R'nin S ile lokalizasyonu S~ R olsun. R’nin merkezi terslenebilir

olmasimi S~!R’e tagmabildigi asagidaki 6nermede ifade edilmistir.
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Onerme 4.4.20 Bir R halkasinn merkezi terslenebilir olmas icin gerek ve yeter

kosul S~!Rnin merkezi terslenebilir olmasidir.

ispat R halkas1 merkezi terslenebilir olsun. a,b € R ve r,s € S olmak iizere
r~ta,s b € ST'R i¢in r"tas™'b = 0 oldugunu kabul edelim. Buradan (rs)™*ab =0
olup ab = 0 elde edilir. Kabulden ba merkezidir. Yani her ¢ € R i¢in cba = bac
olur. Bu durumda her t~'c € S7'R icin (t7'c)(s71b)(r~ta) = (s7'b)(r~ta)(t "¢
oldugundan s~!'br~—ta, S~! R'nin merkezindedir. Boylece S~!'R merkezi terslenebilir-

dir. Karsit olarak R, S~!R™nin bir alt halkas: oldugundan ispat aciktir. 0

Sonuc 4.4.21 Bir R halkasinin R[z]’in merkezi terslenebilir olmasi i¢in gerek ve

yeter kogul R[z;z~!] halkasinin merkezi terslenebilir olmasidir.

Ispat Onerme ’de R halkas1 yerine R[x| polinom halkasi, R'nin S alt kiimesi
yerine de {1,z,z? --- 2"} kiimesi almirsa S~'R[z] = R[z;z!] oldugundan ispat
aciktir. 0
Kose vd.(2014), bir R halkasimin merkezi terslenebilir olma 6zelliginin Armenda-
rizlik kosulu altinda bazi polinom halkalarina tagindigini agagidaki teoremde ifade

etmiglerdir.

Teorem 4.4.22 R Armendariz bir halka olmak tizere agagidaki ifadeler birbirine

denktir:
(i) R merkezi terslenebilirdir.
(ii) R[z] merkezi terslenebilirdir.
(iii) R[x;2z~'] merkezi terslenebilirdir.

Ispat (i) = (ii) R Armendariz ve merkezi terslenebilir olsun. f(z),g(z) € Rlx]
icin f(x)g(x) = 0 oldugunu kabul edelim. R Armendariz oldugundan her i, 7 i¢in
a;b; = 0 olup R merkezi terslenebilir oldugundan b;a;, R'nin merkezindedir. Boylece
g(x)f(z), Rlx]'in merkezinde olup R[x] merkezi terslenebilirdir.

(ii) = (i) Agktir.

(ii) = (iii) Sonug [4.4.21den agiktir. O
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Onerme 4.4.23 Bir R halkasinin merkezi terslenebilir olmasi icin gerek ve yeter

kosul D(R, Z) Dorroh geniglemesinin merkezi terslenebilir olmasidir.

Ispat R merkezi terslenebilir olmak iizere (r1,n1), (r2,n2) € D(R, Z) icin (r1,n1)
(rg,m2) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda ryry + nyre 4+ nery = 0 ve nying =
0 olup Z tamlik bolgesi oldugundan n; = 0 veya ny = 0 bulunur. n; = 0 ise,
r1ry + nory = r1(re + ny) = 0 ve R merkezi terslenebilir oldugundan (ro 4 n2)ry;
R’nin merkezindedir. Boéylece (rg,ns)(r1,n1) = (rory + nery,0) = ((re + n2)ry, 0)
merkezi olup D(R, Z) merkezi terslenebilirdir. ny = 0 durumunda ise benzer ispat

yapilarak D(R, Z)'nin merkezi terslenebilir oldugu goriiliir. O

69



KAYNAKLAR

Anderson F. W. and Fuller K. R. (1992). Rings and categories of modules. Gradu-

ate texts in mathematics, Sprinter-Werlag, New York.

Anderson, D. D. and Camillo, V. (1998). Armendariz rings and Gaussian rings.
Communications in Algebra, 26(7): 2265-2272.

Anderson, D. D. and Camillo, V. (1999). Semigroups and rings whose zero products
commute. Communications in Algebra, 27(6): 2847-2852.

Agayev N, Gngrolu G., Harmanc A. ve Halcolu S. (2009). Abelian modules. Acta
Mathematica Universitatis Comenianae, 78(2): 235244.

Armendariz, E. P. (1974). A note on extensions of Baer and p.p.-rings. Journal of

the Australian Mathematical Society, 18: 470-473.

Baser, M., Hong, C. Y. and Kwak, T. K. (2009). On extended reversible rings. Al-
gebra Colloquium, 16(1): 37-48. Birkenmeier G. F. (2001). Principally quasi-
Baer rings. Communications in Algebra, 29(2): 639-660.

Clark W. E. (1967). Twisted matrix units semigroup algebras. Duke Mathematical
Journal, 34: 417-423.

Cohn, P.M. (1999). Reversible rings. Bulletin of the London Mathematical Society,
31: 641-648.

Goodearl, K.R. (1979). Von Neumann regular rings. Pitman, London-San Francisco

Melbourne.

Habeb J. M. (1990). A note on zero commutative and duo rings. Mathematical
Journal of Okayama University, 32: 73-76.

Hong, C.Y., Kim, N.K. and Kwak, T.K. (2000). Ore extensions of Baer and p.p.-
rings. Journal of Pure and Applied Algebra, 151(3): 215-226.

70



Hong, C.Y., Kim, N.K. and Kwak, T.K. (2003). On skew Armendariz rings. Commu-
nications in Algebra, 31: 103-122.

Hong, C.Y., Kim, N.K. and Kwak, T.K. (2005). Extensions of generalized reduced
ring. Algebra Colloquium, 12(2): 229-240.

Huh, C., Lee, Y. and Smoktunowicz, A. (2002). Armendariz rings and semicommu-

tative rings. Communications in Algebra, 30(2): 751-761.

Hungerford T. (2000). Algebra. Graduate Texts in Mathematics, Sprinter, New
York.

Kaplansky I. (1968). Rings of operators. University of Chicago, New York.

Khurana, D., Marks G. and Srivastava, A. (2010). On unit-central rings. Advances
in ring theory, Trends in Mathematics, 205-212.

Kim, N.K. and Lee, Y. (2000). Armendariz rings and reduced rings. Journal of
Algebra, 223: 477-488.

Kim, N. K. and Lee, Y. (2003). Extension of reversible rings. Journal of Pure and
Applied Algebra, 185: 207-223.

Krempa, J. and Niewieczerzal D. (1977). Rings in which annihilators are ideals and
their application to semigroup rings. Bulletin de [’Academie polonaise des sci-
ences: Serie des sciences mathematiques, astronomiques et physiques, 25: 851-

856.

Krempa, J. (1996). Some examples of reduced rings. Algebra Colloquium, 3(4):
289-300.

Kose, H., Ungur, B., Halicioglu, S. and Harmanci, A. (2014). A generalization of
reversible rings. Iranian Journal of Science and Technology IJST, 38(1): 43-48.

71



Lambek J. (1971). On the representation of modules by shaves of factor modules.
Canadian Mathematical Bulletin, 14(3): 359-368.

Lee, T.K. and Zhou Y. (2004). Reduced modules, rings, Modules, algebras and
Abelian groups. Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics, Dekker, New

York.

Liang Z. and Gang Y. (2007). On weakly reversible rings. Acta Mathematica Uni-
versitatis Comenianae, 76(2): 189 192.

McConnell, J.C., Robson J.C. (1987). Noncommutative Noetherian Rings. Wiley,
New York.

Nagata, M. (1962). Local rings. Interscience, New York.

Rege, M. and Chhawchharia, S. (1997). Armendariz rings. Proceedings of the Japan
Academy, Series A, Mathematical Sciences, 73: 14-17.

Shin, G. (1973). Prime ideals and sheaf representation of a pseudo symmetric ring.

Transactions of the American Mathematical Society, 184: 43-60.

Yang, G. and Liu Z.K.(2008). On strongly reversible rings. Taiwanese Journal Of
Mathematics, 12(1): 129-136.

72



Kisisel;

OZGECMIS

Ad1 Soyadi

Dogum Yeri ve Tarihi
Yabanc: Dili

Tetigim (Tel)

Tletigim (e-posta)

Egitim Durumu;

: F.VolkanALTINBAS

: MANISA /Turgutlu, 1989
; ingilizee

: 0554 232 14 56

:altinbasvolkan@gmail.com

Lise
Lisans

Yuksek Lisans

Caligtign Kurum ve Yil;

: Turgutlu Anadolu Lisesi
. Pamukkale Universitesi

. Afyon Kocatepe Universitesi

, 2003-2007
, 2007-2013
. 2013-2015

Turgutlu Ugur Dershaneleri

Yayinlar1(SCI ve diger);

. 2013-2015

Diger Konular;

73



	ÖZET
	ABSTRACT
	TESEKKÜR
	IÇINDEKILER
	SIMGELER DIZINI
	GIRIS
	TEMEL KAVRAMLAR
	Genel Tanımlar
	Polinom Halkaları
	Matris Halkaları
	Klasik Sag Kesirler Halkası
	Bazı Halka Sınıfları

	TERSLENEBILIR HALKALAR
	Terslenebilir Halkalar ve Özellikleri
	Terslenebilir Halkaların Genislemeleri

	BAZI TERSLENEBILIR HALKA SINIFLARI
	-Terslenebilir Halkalar ve Özellikleri
	Kuvvetli Terslenebilir Halkalar ve Özellikleri
	Zayıf Terslenebilir Halkalar ve Özellikleri
	Merkezi Terslenebilir Halkalar ve Özellikleri

	KAYNAKLAR
	ÖZGEÇMIS

