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Bu tez 3 bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde fuzzy kiime, fuzzy alt grup, fuzzy
normal alt grup, fuzzy topolojik uzay kavrami tanitilarak fuzzy kiime 6zellikleri fuzzy
kiimelerdeki islemler ve fuzzy grup, fuzzy topolojik uzay yapilar1 arastirilmistir. Ikinci
bolimde fuzzy topolojik gruplar incelenmistir. Ugiincii  béliimde fuzzy topolojik

gruplarin ters limitleri incelenmistir.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

/& A fuzzy alt kiimesinin i¢i

A A fuzzy alt kiimesinin kapanisi

A A fuzzy alt kiimesinin tiimleyeni

SUpPpA A fuzzy alt kiimesinin dayanagi

oy Fuzzy nokta

UA A fuzzy alt kiimesinin iiyelik fonksiyonu
f Sabit fuzzy kiime



0.GIRIS

1965 yilina kadar matematikte hep klasik kiime kavrami kullaniliyordu. Yani
bir 6nerme ya kesinlikle dogrudur ya da kesinlikle yanlistir. Fakat 1965 de Zadeh’ in
Fuzzy Kiimeleri adli makalesinin yayinlanmasindan sonra kiimelerde bir kesinlik
kavraminin bulunamayacagi ortaya konuldu. Buna gore bir 6nermenin dogruluk
degerleri vardir. Ornegin hava sicak yada soguk dedigimizde bir kesinlik
s06z konusudur. Fakat hava 1lik denildiginde bu kesinlik ortadan kalkar. Kisacasi giinliik
hayatimizda kesinligin ortadan kalktig1 durumlarda fuzzy mantik kavramlari bu
durumlarin matematiksel olarak incelenebilmesini saglar.

1968y1lindaC.L.Chang fuzzy mantik kavramlarin1 genel topolojik uzay

kavramlari lizerinde inceleyerek , fuzzy topolojik uzaylara tasidu.

1971yilinda Rosenfeld grup yapilarini fuzzy mantik kavramlari ile birlestirerek
fuzzy grup kavramini tanimladi.

1974yilindaWongtarafindanfuzzynoktatanimi yapildi.

1979 da Foster fuzzy topolojik grup kavramini tanimlayarak bazi yapilarin
fuzzy mantikla nasil gdsterildigini anlatmigtir.

1984’de Liang ve Hai “Fuzzy Topological Groups” fuzzy topolojik gruplar
tizerindeki pek ¢ok yapiyr tanimlayarak daha sonra yayinlanacak olan pek ¢ok makale
i¢cin bir kaynak olmustur. Sonraki tarihlerde fuzzy metrik uzay kavrami , fuzzy baginti
kavrami gibi pek ¢ok kavram tanimlanarak giiniimiize kadar gelinmistir.

Bu tezde ilk 6nce fuzzy kiime kavrami incelenmis ve daha sonra fuzzy grup ,
fuzzy topolojik uzay kavramlar1 ele alinmis, ikinci bdéliimde birinci boliimden
yararlanilrak fuzzy topolojiik grup yapilari ¢alisilmis, son boliimde ise fuzzy topolojik

uzaylarin ters limitleri ile ilgili incelemeler yapilmigtir.



1. FUZZY KUMELER

Bu béliimde kullandigimiz temel referanslar (Zadeh), (Liang M.J.,Hai Y.C),(Chon) ve
(George J. Klir, Bo Yuan) dir.
1.1.Fuzzy kiimeler Temel Kavramlar
Tamim 1.1.1: X bostan farkl bir kiime ve I = [0,1] aralig1 olmak {izere X iizerinde
e X =1
tiyelik fonksiyonu tarafindan karakterize edilen
f= {(x, uf(x)) :x € X,y €1}
kiimesine X iizerinde bir fuzzy alt kiime denir ve f ile gosterilir. Burada ps(x) , f
fuzzy kiimesindeki x elemaninin iiyelik derecesini gostermektedir.
Bu durumda pf(x) degeri 1 e ne kadar yaklasirsa f alt fuzzy kiimesinde
x in iiyelik derecesi o kadar yiiksek olacaktir. Benzer sekilde p(x) degeri sifira ne
kadar yaklasirsa f alt fuzzy kiimesinde x in liyelik derecesi o kadar diisiik olacaktur.
Yani pg(x) degerinin sifira ya da 1 e yaklagmasi x elemaninin f fuzzy kiimesine o

kadar ait olmas1 anlamina gelir.

Eger X kiimesi sonlu ise

n
X X X;
el ) i Ga)
X1 Xn X

f=A

i=1
eger X kiimesi sonlu degil ise
pr(x)
f=1 %=
seklinde de gosterilir.

f fuzzy alt kiimesinde x in tek degerli oldugu durumlarda yani

f= () veps(xy) €[0,1]



oldugu durumlarda

f={(row @) sy €1}

kiimesine fuzzy alt tek nokta kiimesi denir.

Ornek 1.1.1: f={(x;,0.5),( x3, 0.3), (x3,0.03), (x4, 0.7), (x5, 0.9), (x6, 1)}

bir fuzzy alt kiimesi igin ; ps(x;) = 0.5, pup(x;) = 0.3, ur(x3) = 0.03,
Hr(xg) = 0.7, 16 (x5) = 0.9, pr(x6) = 1
Burada x¢, f fuzzy alt kiimesine iiyelik derecesi tam olan bir eleman iken , x5, f
fuzzy alt kiimesine tiyelik derecesi en az olan elemandir. Dolayisiyla f fuzzy alt
kiimesine tiyelik derecessi en kiigiik olan eleman x5 tiir.
Tamim 1.1.2: X bostan farkli bir kiime ve f bir fuzzy alt kiime olsun. Eger her x € X,

ne(x) =1

oluyorsa f fuzzy alt kiimesine normal fuzzy alt kiime denir. Eger f fuzzy alt kiimesi
normal fuzzy alt kiime degilse bu durumda maxu,(x) < 1 dir. Bu kiimeyi
normallestirmek i¢in

e (x)
maxig(x)

doniisiimii uygulanir. Yani
Hn ()
maxpn (x)

Mn () =
dontigiimii ile tanimli n bir normal fuzzy alt kiimedir.
Tamm 1.1.3: X iizerinde bos fuzzy alt kiimesi her x € X icin
ue(x) =0
seklinde tanimlanan ps: X — [ tarafindan karakterize edilen fuzzy alt kiimesine bos
fuzzy alt kiime denir, ve f = @ ile gosterilir. Benzer sekilde

we(x) =1
ise f = X tir.



Kiime teorisinde bilinen "’ € ,” ="," U"”," N " islemleri fuzzy kiimelerde

=yt AT qsaretleri kullanilarak tanimlanir.

Tamim 1.1.4: X bostan farkli bir kiime olsun. f ile g , X iizerinde sirasiyla py ve y,
tiyelik fonksiyonlar: tarafindan karakterize edilen fuzzy alt kiimeleri olsun. Her x € X
icin

wr(x) = pg(x)
ise f ve g ye esit fuzzy alt kiimeler denir.
Tamm 1.1.5: X bostan farkli bir kiime olsun. f ile g, X iizerinde sirasiyla ps Ve pg
tiyelik fonksiyonlari tarafindan karakterize edilen fuzzy alt kiimeleri olsun. Her x € X
i¢in

wp(x) < pg(x)
ise g fuzzy alt kiimesi f fuzzy alt kiimesini kapsar denir veya baska bir ifade ile f fuzzy
alt kiimesi , g fuzzy alt kiimesinin bir alt kiimesidir denir ve

f=g

ile gosterilir.

f fuzzy alt kiimesi, g fuzzy alt kiimesinin alt kiimesi ve f # g oldugunda f
fuzzy alt kiimesine, g fuzzy alt kiimesinin 6zalt kiimesi denir ve f < g ile gosterilir.
Ornek 1.1.2: Q = {a,, a,, as, a,, as} olmak iizere

f =1{(ay,0.3),(a,,0),(as,0.4), (ay,0.9), (as,0.1)

g ={(a4,0.7),(a;,0.3), (a3,0.6), (a4, 1), (as,0.2)}

fuzzy alt kiimeleri olsun her x € X igin ps(x) < pgy(x) oldugundan f, g nin fuzzy 6zalt



kimesidir.

Tanim 1.1.6: f ve f' fuzzy kiimeleri i¢in eger;
Her(x) =1 — pp(x)
ise veya
() + () = 1

ise f' fuzzy kiimesine f fuzzy kiimesinin tiimleyeni denir.
Tamm 1.1.7: X bostan farkli bir kiime olsun. f ile g, X lizerinde sirastyla ps ve ug
iyelik fonksiyonlar: tarafindan karakterize edilen fuzzy alt kiimeleri olsun. Her x € X
icin her x € X igin

Me(x) = min{ e (x), pg (x)}
tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilen t fuzzy alt kiimesine f ile g fuzzy alt
kiimelernin kesisimi denir. Bu islem,;

we () = pr () Apg (x) = min{ pg(x), pg (x)}

ile gosterilir, ve t = fAg seklinde yazilir.
Tamim 1.1.8: X bostan farkli bir kiime olsun. f ile g, X {izerinde sirasiyla s ve p,
iyelik fonksiyonlar: tarafindan karakterize edilen fuzzy alt kiimeleri olsun. Her x € X
i¢in

Ws () = max{ ps(x), pug(x)}
tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilen s fuzzy alt kiimesine f ile g fuzzy alt
kiimelernin birlesimi denir. Bu islem;

s (x) = pr(0)Vig (x) = max{ ps(x), gy (x)}

ile gosterilir, ve s = fVg seklinde yazilir.
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Tamim 1.1.9: : X bostan farkli bir kiime olsun. f ile g, X {izerinde sirastyla p; ve pg
tiyelik fonksiyonlari tarafindan karakterize edilen fuzzy alt kiimeleri olsun. Her x € X
icin
g () = ming i, (o), g (O}
tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilen f — g fuzzy alt kiimesine f ile g fuzzy alt
kiimelerinin farki denir. O halde
f=9= (g0 X €X 1) €1}
ile gosterilir. Yani
f =g = {(omin{uy (0,1 — ug (O}): wy—g () €13
seklinde de yazilabilir.
Ornek 1.1.3: A = {x;, x5, X3, X4, X5} Olsun.
f ={(x1,0.1), (x5, 0), (x3,0.4), (x4,0.5), (x5,0.7)
g = {(x1,1),(x3,0.3), (x3,0.9), (x4, 0.6), (x5,0.8)
seklindeki iki fuzzy alt kiimesi veriliyor. Buna gore;
Vg = {(x 1pvg(0)) 13 € X, pyg = max{ i1y (), 1 ()}
= {(x1,1), (x2,0.3), (x3,0.9), (x4, 0.6), (x5,0.8)}
olur.
fAg = {(x g () : X € X, gpg = min{ (), 1 ()}
= {(x1,0.1), (x5, 0), (x3,0.4), (x4, 0.5), (x5,0.7)}
olur.
Fr={(onp@)ix € Xnp@ = 1- 1)

= {(x1,0.9), (x5, 1), (x3,0.6), (x4,0.5), (x5,0.3)}

olur.

11



g ={(01y00):x € X,y () = 1 -y ()}
= {(x1,0.9), (x2,0.7), (x3,0.1), (x4, 0.4), (x5,0.2)}
olur.
fg= (@ x X, ug () €T
= {(x1,0.1), (x2,0), (x3,0.1), (x4, 0.4), (x5,0.2)}

olur.

g—f={pgs(x):x €X,uy_r(x) €I}
= {(x41,0.9), (x4, 0.3), (x3,0.6), (x4, 0.5), (x5,0.3)}
olur.
Tanmm 1.1.10: f bir fuzzy kiime olsun. r € ligin
F={xeX:puk) =r}
kiimesine f fuzzy kiimesinin 7 seviyeli elemanlarinin kiimesi denir. f fuzzy kiimesinin
giiclii r seviyeli elemanlarinin kiimesi ise
fr ={x €X:pp(x) >}
seklinde tanimlanir.
Tamm 1.1.11: X bostan farkli bir kiime olsun 0 <x< 1 olacak sekilde X kiimesi
tizerinde en az bir x € X noktasi i¢in bir o< noktasi varsa ve diger biitiin noktalarda sifir
degerini alan bir fuzzy alt kiimeye X kiimesinde bir fuzzy alt nokta denir ve x ile

gosterilir. Burada x noktas1 x, noktasinin dayanagidir.

12



Onermel.1.1: X bostan farkli bir kiime olsun ve f, g, t de bu kiime iizerinde tanimlanan

fuzzy alt kiimeler olsun bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

1) FAF=F
2) FVF=F
3) FAX=F
4) FVQ =F
5) FAD =@
6) FVX =X
7) FAG = FAG
8) FVG = GVF

9) (FVG)VT = FV(GVT)
10) (FAG)AT = FA(GAT)

11) FA(GVT) = (FAG)V(FAT) de morgan kural 1
12) FV(GAT) = (FVG)A(FVT) de morgan kural 2
13) (FAG)' = F'VG' de morgan kural 3
14) (FVG)' = F'\G’ de morgan kural1 4
15) (F') = F

Teorem 1.1.1 X kiimesi bos kiimeden farkli olmak {izere ve f bir fuzzy kiime olmak
tizere FAF' = @ ve FVF' = X olmak zorunda degildir.

1.2.Fuzzy Kiimelerde Islemler

Tamim 1.2.1 X bostan farkli bir kiime olsun. f ile g, X iizerinde sirasiyla s ve y,
iyelik fonksiyonlar: tarafindan karakterize edilen fuzzy alt kiimeleri olsun. Her x € X

i¢in

179 () = (). g ()
tiyelik fonksiyonu tarafindan karakterize edilen f ve g fuzzy alt kiimelerinin cebirsel
carpimi;
£ ={(x1rg()):x € X, g (x) € 13
seklinde tanimlanir.

Tamm 1.2.2 X bostan farkli bir kiime olsun. f ile g, X lizerinde sirasiyla s Ve pg

13



tiyelik fonksiyonlar: tarafindan karakterize edilen fuzzy alt kiimeleri olsun. Her x € X

i¢in

Hrrg () = pp () + g () — pp (). pg ()

tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilen f ve g fuzzy alt kiimelerinin cebirsel toplami;

f+g={(nreg(0): x € X pypg(x) €1}
seklinde tanimlanir.
Ornek 1.2.1: X = {x;, x,, x5} olmak iizere
f =1{(x1,0.5), (x2, 1), (x3,0.7)}
g = {(x1,0.3), (x,0.8), (x3,0.6)}
fuzzy alt kiimelerinin cebirsel ¢arpimi ve cebirsel toplami sirasiyla
f9 = {(x1,0.15), (x2, 1), (x3, 0.42)}
f+g ={(x1,0.65), (x3,1), (x3,0.88)}
bi¢imindedir.
Teorem 1.2.1: f ve g iki fuzzy alt kiime olmak iizere fg < f/Ag dir.
Ispat: Her x € X igin Hrg () = pp (). g (x) < min{us(x), pg(x)} dir. bu durumda
da pr(x). pg(x) < pppg(x) oldugu goriiliir. o halde fg < fAg dir.
Tamm 1.2.3: X bostan farkl1 bir kiime olsun. f ile g, X iizerinde sirasiyla ps Ve pg
iyelik fonksiyonlar: tarafindan karakterize edilen fuzzy alt kiimeleri olsun. Her x € X
i¢cin
Hr—g(x) = min {u;(x), 1 — py (X))}
tiyelik fonksiyonu tarafindan karakterize edilen f ve g fuzzy alt kiimelerinin cebirsel

farki

f=g=(xnpg00):x €Xup g0 €1)

14



seklinde tanimlanir.

Tamm 1.2.4: X bostan farkli bir kiime olsun. f ile g, X iizerinde sirasiyla ps Ve pg
tiyelik fonksiyonlar1 tarafindan karakterize edilen fuzzy alt kiimeleri olsun. Her x € X
i¢in

(fVg) — (fAg)
fuzzy alt kiimesine f ve g kiimelerinin simetrik farki denir. fAg ile gosterilir.(zadeh)
Onermel.2.1: X bostan farkli bir kiime olsun ve f, g, t de bu kiime iizerinde tanimlanan

fuzzy alt kiimeler olsun bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

) fX=f

2) f+X=f

3) fo=0

4) f+0=f

5) fX = Xf

6) (fg)t = f(gt)

N F+rpt+t=f+@+1)

1.3. FUZZY ALT GRUPLAR
Bu boliimde kullandigimiz temel referanslar (J.N. Mordeson,K.R. Bhutani,
A.Rosenfeld) dir.
Fuzzy Alt Gruplar Ve Ozellikleri
Tamm 1.3.1: G bir grup olsun. f, G grubu iizerinde p iiyelik fonksiyonu ile
karakterize edilen bir fuzzy alt kiimesi olsun. Eger ;
Vx,y € G, pp(xy) = min {us(x), ur(y)} ise

f fuzzy kiimesine G grubunun bir fuzzy alt grupoidi denir.

Onerme 1.3.1: f, G grubunun bir fuzzy alt grupoid olsun. Herhangi bir k € I icin

fu ={x € G : f(x) =2 k}

15



kiimesine G grubunun bir fuzzy k-seviye alt grupoidi denir.
Ispat: x,y € f; olsun. Bu durumda f(x) =k ve f(y) = k dir. f, G grubunun fuzzy

alt grupoidi oldugu icin
(xy) = min {u (), 1, ()} 2 ke

dir. Bu durumda
wr(xy) = k
dir. Ayn1 zamanda xy € fj, oldugu goriiliir. Bu durumda f;, bir fuzzy seviye alt
grupoididir.
Tamim 1.3.2: G bir grup ve her f, g, G grubundan alinan fuzzy kiimeler olmak {izere

" 1 " islemlerini sirasiyla $dyle tanimayabiliriz;

Vx € G i¢in """ ve
f9=VIfONg(2):y,2€G,y.z=x}
fre =1
dir. f.g islemine f ve g nin fuzzy carpimi, f~! islemine de fnin tersi denir.

Teorem 1.3.1: f,gve f; (i € I), G grubu lizerinde fuzzy kiimeler ve

a = V{f(x):x € G} olsun. Bu durumda asagida verilen ifadeler dogrudur;

) (.9 =L f ()90 0}
= e ey ™, 9}

2) e NG = F(™0)
3 FHT=f

4) f<sgeft<sg?

5 (f.g)™t =g ' ftdir

Ispat: 1) Vx € G icin

16



(f-9) ) = VIf Ay ~'%) + y(y~'x) = x}
=V{f ey ™ DAg») : (xy™ Dy = x}
2)Vx,y € G igin
(ay- ) = V{ayWMAf (2 = y € G,y(y"x) = x}
=V{aAf(y™ ) : y € G y(y~'x) = x}
=VIVf():x € GIAf(y™ ') : y € G,y(y™'x) = x}
=fly~'x)
3) Vx € G igin
FHT)=fTE D =fGHD=fx
4) Vx € G igin
fsg=fx)<gkx)
e frh) <ghx™)
S <g

PEEN f—l S g—l

5) Vx € Gigin
f- 9710 = (f.9)x™)

=V{fz DHNgy )y, z€G,z7 .yt =x7"}
=V{g ' OWANfH(2):y,2€G,y.2 = x}
=@ fH™
Tamm 1.3.3: f,G grubundan alinan bir fuzzy kiime olsun. Eger;
G Vx,y € G igin f(xy) = f(ON ()

G,)Vx € G icin f(x™1) = f(x)

17



sartlar1 saglaniyorsa f ye G grubunun bir fuzzy alt grubu denir.

Tamm 1.3.4: f, G grubunun bir fuzzy alt grubu olsun ve e, G grubunun etkisiz
elemant olsun. bu durumda;
fe={x€eG:fx)=f(e)}
dir.
Onerme 1.3.2: f» G grubunun bir fuzzy kiimesi ve pg:G -1, fnin karakteristik
fonksiyonu olsun. Bu durumda
Ws , G nin bir fuzzy alt grubudur < £, G nin bir alt grubudur.

Onerme 1.3.3: f, G nin bir fuzzy alt grubu olsun ve e, G grubunun birim elemani
olsun . Bu durumda ;

1her x € Gicin f(x™1) = f(x)

2)f(e) =2 f(x)
Ispat: f bir fuzzy alt grup oldugundan tanim geregi Vx € G icin f(x~1) > f(x) dir.
Buna gore

fO) =f((x"H™) = f(x™h) = f)dir.
boylece f(x~1) = f(x) oldugu goriiliir.
f(e) = fGxx™") = min{f (), f(x™ 1)} = f(x)dir

boylece f(e) = f(x) oldugu goriiliir.
Teorem 1.3.2: f nin G grubunun bir fuzzy alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her x,y € G i¢in

fly™) = FOIN )

olmasidir.
Ispat: £, G nin fuzzy alt grubu ise her x, y € G icin

fy™) =2 FN O™ = FIA () dir.
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boylece
flxy) = flxyyy™) = fQONy~y™

> fON Gy DA )
z fFEON DN DN )
= fONf(y) dir.
olup, buradan £, G grubunun bir fuzzy alt grubu denir.
Teorem 1.3.3: £, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda
Vx,y €Gicin f(x) # f(y) ise f(xy) = min{f (x), f (y)} dir.
Ispat: f(x) < f(y) olsun.
f) = fleyy™) = min{f Cey), f(y ™}
= min {f(xy).f(y)}
= f(xy)
> min{f (x), f(»)}
= f(x)
dir. Bu durumda £ (xy) = f(x) = min {f(x), f ()} oldugu goriiliir.
Teorem 1.3.4: G sonlu bir grup olsun. f(xy) = f(x)Af(y) ise f, G grubunun bir

fuzzy grubudur.

Ispat: Vx € G icin G sonlu oldugundan x in pozitif kuvvetleri aynidir. Bu durumda
m > n > 0 tamsayilari i¢cin x™ = x™ dirve x™™™ = e, e € G dir. O halde
m—-n—1=>0dir vex™! = x™ " 1dir.boylece f(x™1) = f(x™ " 1) > f(x)
elde edilir. Bu durumda f , G sonlu grubunun bir fuzzy alt kiimesidir.
Teorem 1.3.5: f; G grubu ilizerinde bir fuzzy alt grup olsun.

v,y € G, fxy™) = f(e) = f(x) = f(y)dir.

Ispat: f(xy™1) = f(e) oldugunu kabul edelim. Bu durumda
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f(x) = flxy~"y) = min{f (xy™), f ()} = min{f (e), f(¥)} = f(y) dir.
Aynt durum f(y) i¢in de gegerlidir. yani f(x) = f(y)vef(y) = f(x) oldugundan
f(x) = f(y)dir.
Teorem 1.3.6: f , G nin bir fuzzy alt grubu olsun. f nin dayanagi;
suppf = {x € G: f(x) > 0}

G nin bir alt grubudur.
Teorem 1.3.7: f, G nin bir fuzzy alt grubu olsun ve S bir grup olsun. a: G —» S
dontigiimii bir homomorfizm olsun. Bu durumda a(f) , S grubunun bir fuzzy alt
grubudur.
Teorem 1.3.8: G bir grup ve f, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Her

x,y €Gicinf(x) <f(y) = f(xy) = f(yx) = f(x) dir.
Ispat: Vx,y € G icin f(x) < f(y) oldugunu varsayalim. f(xy) = f(x)Af(y) =
f(x)dir.Bu durumda f(xy) = f(x)elde edilir. Diger taraftan f(x) = f(xyy™1) =
fY)ANf () olup f(xy) < f(¥) elde edilir. Sonug olarak f(xy) = f(x) bulunur.
Benzer sekilde f(yx) = f(y)Af(x) = f(x) dir. Buradan f(yx) = f(x) olup f(x) =
fOYyx) = f(¥)Af (yx) dir. Budurumda f(yx) < f(y) dir.
Sonug olarak f(yx) = f(x) dir.

Teorem 1.3.9: Bir G grubunun fuzzy alt gruplarnin keyfi kesisimi de bir fuzzy alt
gruptur.

Ispat: Vx,y € G olsun ve her f;,i € I, G grubunun fuzzy alt gruplar1 olsun.

A\
(ﬂie,ﬁ) (y™) = filbey™ = (i)

A A
= (/o  ODACL O

_ (ﬂia £) @A (ﬂiaﬁ) )
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oldugundan (N;¢; f;) , G grubunun bir fuzzy alt grubudur.
Teorem 1.3.10: G bir grup ve G grubundan alinan herhangi iki fuzzy alt kiime f ve
g olsun . Bu durumda f. g nin G grubunun bir fuzzy alt grubu olabilmesi igin gerek ve
yeter sart f. g = g. f olmasidir.
Ispat: f.g = g.f olsun .Bu durumda
f.9-(f.9)=f@wfv
=f.(f-9-9
= f.gdir.
(f-9)™t=(g.)t=ft.g " dir

f.g, T grubunun bir bulanik alt grubu olsun. Bu durumda f = f"1ve g = g1
dir

boylece f.g=f"t.g 1= (g.f)"r =g.f oldugu bulunur.
Teorem 1.3.11: G bir grup olsun ve f, G grubunun bir fuzzy alt grubu olsun. Bu
durumda
fe » G grubunun bir fuzzy alt grubudur.
Ispat: £, ={x € G: f(x) = f(e)}, x=eicinf(x)=f(e),e€f, + @ dir
Vx,y € fe, f(xy) = F(ONf(e) = f(e)Af(e) = f(e), xy € f, dir.
VX € fo, f(x™) =f(x) =f(e) vex ' €f,

dolayisiyla f, , G grubunun bir fuzzy alt grubudur.

1.3.1 FUZZY NORMAL ALT GRUPLAR
Fuzzy Normal Alt Grup Yapilan

Tamm 1.3.1.1: f, G grubundan alinan bir fuzzy alt grup olsun. Eger her x, y € G i¢in

fGy) =f(y-x)
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ise £ ye G grubunun bir fuzzy normal alt grubudur denir.
Teorem 1.3.1.1: f, G grubunun bir fuzzy alt grubu olsun. Buna gre asagidaki ifadeler
denktir.
fa1) f(xy) = f(yx)
fu2) fleyx™) = f()
fus) flyx™) = f(¥)
fva) fCeyx™) < f(y) dir.
ispat: fy1 = fuz
Vx,y € G igin
fleyx™) = flxyx™) = f(x"'xy) = f()
fnz = fas
Vx,y € G igin
fleyx™) = f(¥) oldugu i¢in f (xyx ™) = f(y)
fnz = fua
Vx,y € G igin
flyx™) < fGetayx™ . (xH ™) = f(x"hxy.x) = f(¥)
fus = fun
Vx,y € G igin
flxy) = fleyxx™) = fle.yx.x™1) < f(yx)
fx) =flyxyy™) = f.xy.y™) < f(xy)
o halde f(xy) = f(yx) dir.

f ve g, G grubunun herhangi iki fuzzy alt grubu olsun . Bu durumda herhangi bir
u € G icin

f(x) = gluxu™?1) dir.

Bu durumda f ve g fuzzy alt gruplarina u elemanina gore esleniktir denir.
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Teorem 1.3.1.2: f nin G grubunun bir fuzzy normal alt grubu olmasi igin gerek
ve yeter sart k € [ igin f; seviye alt kiimesinin G nin normal alt grubu olmasidir.
Ispat: £, G nin bir fuzzy normal alt grubu olsun. Bu durumda £, G nin bir fuzzy alt
grubu ise her k € I i¢in f;, kiimesi G grubunun bir alt grubudur. Buna gore her
X € G igin ve her y € f} igin
flyx™)=f@) =2k =xyx ' €f;
olur ve fi, G nin normal alt grubudur.
fi. G nin normal alt grubu olsun. Bu durmda f; , G nin bir fuzzy alt grubudur. Her

X,y € G igin
f(y) = k olsun.

o halde y € f, dir. Béylece f;, normal alt grup oldugu i¢in xyx~* € f;, dir.
ohalde f(xyx™1) >k = f(y) dirve f(xyx~1) = f(y) oldugu i¢in f, G nin bir fuzzy
normal alt grubudur.
Teorem 1.3.1.3:G bir grup ve f, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Her x,y € G igin
f(x.y) = f(y.x) olmasi igin gerek ve yeter sartg fuzzy alt grup olmak lizere fg = gf
olmasidir.
Ispat: Her x,y € G icin f(x.y) = f(y.x) oldugunu kabul edelim.
f-g =V{fxy™HAg(y):y € G}

=V{f O 0ONg(): y € G}

=9-f
ohalde f.g = g.f dir.

Benzer sekilde f. g = g. f oldugu kabul edilirse f(x.y) = f(y.x) oldugu goriiliir.

Teorem 1.3.1.4: G bir grup olsun ve f, G nin bir fuzzy normal alt grubu olsun. f,
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kiimesi G grubunun bir normal alt grubudur.
Ispat: f, = {x € T: f(x) = f(e)}, G grubunun bir alt grubudur. Her y € G igin
f) = f(e) dir.
dolayisiyla her x € G igin
fleyx™) = f(y) = f(e) dir.
bu durmda xyx~1 € f, dir ve f, , G nin bir normal alt grubudur.
Teorem 1.3.1.5: f, G nin bir fuzzy alt grubu olsun.
N(f) ={x:x € G, hery € Gicin f(xy) = f(yx)}
kiimesi G grubunun bir alt grubudur.
Teorem 1.3.1.6: f, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. f nin N(f) altindaki

kisitlanisi olan f . kiimesi N(f) nin bir fuzzy normal alt grubudur.

N
Ispat: Her x,y € N(f) icin ve t € G igin
fleyt) = flx.yt) = f(yt.x) = f(y.tx) = f(tx.y) = f(txy)

ve x,y € N(f) dir.
Her x € N(f) iginve t € G igin

f™'e) = ()™ = ft7x) = f(xt™) = f((ex™) ™) = f(ex~ 1) dir.
boylece x~1 € N(f) oldugundan N(f), G grubunun bir alt grubudur.
f, G nin bir fuzzy alt grubu ve N(f) , G nin bir alt grubu oldugu i¢in her x € N(f) dir

ve x € G dir. Ayrica her x,y € N(f)igin
Finepy V) = Sy %)

oldugu gorilir. O halde f, . .., N(f) nin bir fuzzy normal alt grubudur.

N(f)

24



Teorem 1.3.1.7: f, G nin bir fuzzy normal alt grubu olsun.
suppf ={x € G : f(x) > 0}
G nin normal alt grubudur.
Teorem 1.3.1.8: f, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Her x € X icin
fpyf
f fuzzy alt grubunun x e gore fuzzy sol kosetidir ve xf ile gosterilir.
ff@y,
f fuzzy alt grubunun x e gore fuzzy sag kosetidir ve fx ile gosterilir.
Teorem 1.3.1.9: f, G grubunun bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda her x, y € G igin
asagidaki varsayimlar gegerlidir.
1) xf =yf & xfe =yfe
2) fx=fye f,x=fydir.
Ispat: 1) xf = yf oldugunu kabul edelim. o halde her z € G igin
f(x7*z) = f(y~*z) dir.
dolayisiyla
xf, = yf. dir.
Burada z elemani yerine y yazdigimizda yani
fOTly) =f™y) = f(e)
elde ederiz ki x~1y € f, dir, boylece
Xfe = ¥fe
dir. xf, = yf, oldugunu kabul edelim. o halde x"1y € f, ve y~1x € f, dir. Buna gore
her z € G i¢in
fGetz) = f(x"lyy™'2)

> min { f(x'y), f(y~'2)
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= min {f(e), f(y~'2)
= f(y~1lz) dir.
boylece her z € G igin f(x™1z) < f(y~1z) dir. Budurumda f (x1z) = f(y~1z) dir.
o halde xf = yf dir.
2. varsayimda benzer sekilde gosterilir.
Teorem 1.3.1.10: f', G grubunun bir fuzzy normal alt grubu olsun. Eger her
X,y € G igin
xf =yf = fl) = f(y)dir.
Ispat: xf = yf oldugunu kabul edelim. Bu durumda
f =foy )= fOMAfr~x)
= fOAf(e)
= f

fO) =flx'y) = fG)Af(x1y)
= f(x) Af(e)
= f(0)
o halde f(x) = f(y) oldugu goriilir.

Teorem 1.3.1.11: f', G grubunun bir fuzzy normal alt grubu olsun.

G/ = {xf:x € G} kiimesini goz Oniine alalim.

1) ). f) =@nf

2) (G/f,.) gruptur.

3) G/fz G/fe

Ispat: Her x,y € G icin
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&) f) = (F (@ 1) - (F (@3- )
= f(@w (f-f(&w)-f
= (f(w-f(@pn)-f-f
= (f

(G / - ) isleminin kapali oldugu 1) den goriiliiyor. Buna gore her x,y, z € G igin

(N-0N)- @) = (f(@pa-F)-(F(©)p3- 1)) - (@3 )
= (f()pg: )- (F @3- 1) () )
= (f(O)w-)-(F @0 F()a)-)
= (). Of-2f)

Her x € G igin

f-(xf) = (ef).(xf) = (ex)f = xf dir.

yine her x € G igin
(). (xf) = (ThOf = ef = fdir.

dolayisiyla (G/ 1L .) gruptur.

h:xf — xf, bir fonksiyon yani h: G/f - G/f olsun. Bu durumda
e

her x,y € G igin

h(xf.yf) = h(xyf) = xyfe = (xfe). Wfe) = h(xf). h(yf) dir.

Bu durmda h bir homomorfizmadir. Buna gore her x,y € G igin

h(xf) = h(yf) & (xfe) = Wfe)
= (f) = (f)
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oldugundan h fonksiyonu birebirdir. Her xf, € G/f icin h(ec) = xf, olacak sekilde
e
en az bir x= xf € G / f oldugundan h fonksiyonu 6rtendir.O halde

G/f = G/fe dir.

Tamm 1.3.1.2: f, G grubunun bir fuzzy normal alt grubu olsun ve f nin indeksi
s olsun

f nin mertebesi;

_@
_S

-f

ile gosterilir.
Tamm 1.3.1.3: f, G grubunun bir fuzzy normal alt grubu olsun. f nin
tim fuzzy kosetlerinin ailesi de F olsun. Bu durumda F nin kardinalitesi f nin
indeksidir.
Tamim 1.3.1.4: G sonlu bir grup olsunve f , G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Eger f,
G grubunun degismeli alt grubu ise f fuzzy alt grubuna, degismeli fuzzy alt grup denir.

1.4 FUZZY TOPOLOJIK UZAYLAR
Bu boliimde kullandigimiz temel referanslar (N. Palaniappan, Chang C.L, Foster D.H,
Lowen R) dir
Fuzzy Topolojik Uzaylarmm Ozellikleri
Tamm 1.4.1: X bostan farkli bir kiime ve X deki fuzzy alt kiimelerin bir ailesi T olsun.
olsun.

1) X,0€er

2) f,geTisefAge T ve

3) heri €eliginf; €t iginV;f; €T
sartlar1 saglaniyorsa © ya X {izerindeki bir fuzzy topolojidir denir. (X, t) siral

ikilisine de bir fuzzy topolojik uzay denir.
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Ornek 1.4.1: Bostan farkl1 bir X kiimesi i¢in X deki biitiin sabit fuzzy alt kiimelerin
kolleksiyonu bir fuzzy topolojidir.

Ornek 1.4.2: Bostan farkl1 bir X kiimesindeki biitiin fuzzy topoloji ailelerinin keyfi
kesisimi X kiimesi i¢in bir fuzzy topolojidir.

Tamm 1.4.2: Bostan farkli bir X kiimesi iizerinde 1 bir fuzzy topolji olsun . Eger

f €tise f kiimesine T fuzzy topolojisine gore T —fuzzy agik kiime denir. Benzer
sekilde eger f nin tiimleyeni agik ise f kiimesine T fuzzy topolojisine gére T —fuzzy
kapali kiime denir.

Tanim 1.4.3: : Bostan farkli bir X kiimesi tizerinde (X, t;) ve (X, t) iki fuzzy
topolojik uzay olsun.Eger (X, t,), (X, 1) i¢inde fuzzy siirekli ise T, , T, den daha
incedir denir.

Tamim 1.4.4: X bostan farkli bir kiime , f, X de bir fuzzy alt kiime ve (X, t) bir fuzzy
topolojik uzay olsun. f fuzzy alt kiimesindeki indirgenmis fuzzy topoloji f nin fuzzy
alt kiimelerinin ailesindendir. Indirgenmis fuzzy topoloji Ty ile gosterilir.

(f, Tf) ikilisi ,(X,T) nun bir fuzzy alt uzayidir.

Tamim 1.4.5: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay ve f, X in bir fuzzy alt kiimesi olsun. f
fuzzy alt kiimesini igeren , T dan alinan en az bir g fuzzy kiimesini kapsayan bir s
fuzzy alt kiimesine f nin bir fuzzy komsulugu denir.

Tamim 1.4.6: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay ve k , X in bir fuzzy noktasi olsun. k
fuzzy noktasini igeren , T dan alinan en az bir f fuzzy alt kiimesini kapsayan , g fuzzy
alt kiimesine k fuzzy noktasinin ©> Q —komsulugudur ** denir.

Tanmm 1.4.7: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay ve f, g, X kiimesinden alinan iki fuzzy

alt kiime olsun. Eger;
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f<s<g
olacak sekilde bir s € T varise g ye f fuzyy alt kiimesinin komsulugu denir. f fuzzy alt
kiimesinin biitiin komsuluklarinin olusturdugu kiimeye f nin fuzzy komsuluk sistemi
denir.
Teorem 1.4.1: Her g < f fuzzy alt kiimesi i¢in f nin, g nin bir komsulugu olmasi igin
gerek ve yeter sart f nin fuzzy agik olmasidir.
Ispat:(=) f < f oldugu i¢in f < s < f seklinde bir s fuzzy acik kiimesi vardir. O
halde f agiktir.
(&) f fuzzy agik oldugu i¢in en az bir g vardirki g < f dir ve f, g nin fuzzy
komsulugudur.
Tanim 1.4.8: X bostan farkli bir kiime ve f, X in bir fuzzy alt kiimesi olsun ve (X, 1)
bir fuzzy topolojik uzay olsun f fuzzy alt kiimesini kapsayan fuzzy kapali kiimelerin
kesisimine f nin kapanist denir ve f
ile gosterilir.Bu durumda ;
f=Mg:fsgveg €1}
seklinde ifade edilir.
Tanim 1.4.9: X bostan farkli bir kiime ve f, X in bir fuzzy alt kiimesi olsun ve (X, T)
bir fuzzy topolojik uzay olsun. f fuzzy alt kiimesini kapsayan biitiin fuzzy agik
kiimelerin birlesiminin olusturdugu en genis fuzzy agik kiimeye f fuzzy kiimesinin igi
denir ve jﬁ ile gosterilir. Bu durumda ;

o

f V{g:f<gveg €1}

seklinde ifade edilir.

Teorem 1.4.2: X bostan farkli bir kiime ve f, X in bir fuzzy alt kiimesi olsun. f nin
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fuzzy agik olmasi i¢in gerek ve yeter sart f = ]'Z olmasidir.

Ispat: (X, ) bir fuzzy topolojik uzay ve f , X in bir fuzzy alt kiimesi olsun.

Bu durumda ; aciktir. O halde ; < s < f olacak sekilde bir s fuzzy ag¢ik kiimesi vardir.
Fakat s, f nin bir fuzzy kiimesidir ve s < ; dir. Boylece ]‘Z = s dir. O halde ; fuzzy
aciktir ve en biiyiik fuzzy agik kiimedir. Bu durumda f = ; dir .

Teorem 1.4.3: : X bostan farkli bir kiime ve f, g, X in fuzzy alt kiimeleri olsun.
(X, t) bir fuzzy topolojik uzay olsun. Bu durmda asagidaki sartlar saglanir.

1) f fuzzy kapalidir.

2) f<fdir.

3) f, f yikapsayan en dar fuzzy kapali kiimesidir.

4) f<g=f<gdi.

5) f fuzzy kapali ise f = f dir.

6) f = f dir.

7) (fVg)=fvgdir.
Teorem 1.4.4: X bostan farkli bir kiime ve f, g, X in fuzzy alt kiimeleri olsun.
(X, t) bir fuzzy topolojik uzay olsun. Bu durmda asagidaki sartlar saglanir.

1) ]Oc fuzzy agiktir.

2) © < fdir.
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Tanim 1.4.10: X bostan farkli bir kiime ve f, X in bir fuzzy alt kiimesi olsun. (X, T ) bir

fuzzy topolojik uzay olsun. Bu durumda ;

f

ise f fuzzy kiimesine diizenli-acik kiime denir.

f:

Tanim 1.4.11: X bostan farkli bir kiime ve f, X in bir fuzzy alt kiimesi olsun. (X, t) bir

fuzzy topolojik uzay olsun. Bu durumda ;

ise f kiimesine de diizenli kapali kiime denir.
Tamm 1.4.12: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay ve k , X in bir fuzzy noktasi olsun. k

fuzzy noktasinin komsuluklar ailesi K (k) olsun.Bu durmda asagidaki 6zellikler
saglanir.

1) herk € K(k)ise k < K dir

2) her ky,k, € K(k)ise ky\k, € K(k) dir.

3) Herhangi bir k € K(k) ve k < g ise g € K(k) dir.

4) her k € K(k) i¢in s < k olacak sekilde dyle birs € K(k) vardirki g < s

sartin1 saglayan her g fuzzy noktasi i¢in k € K(g) dir.

Tanim 1.4.13: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay ve k , X in bir fuzzy noktasi olsun. k
fuzzy noktasinin komsuluklar ailesi K (k) olsun. G (k) < K (k) olsun K (k) nin her k
elemanina karsilik G < K olacak sekilde bir g elemani varsa G (k) ailesine k nin fuzzy

yerel taban1 denir.
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Tanmm 1.4.14: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay ve a < t olsun. Her f € 7 i¢in

fzvgi

olacak sekilde {gi};c; < « altailesi varsa a ya 7 i¢in bir taban denir. Yani ;
@, T i¢in bir tabandir ancak ve ancak her f € tigin en az bir ' < a vadir
Oyleki V geqr g dir.
Tanmm 1.4.15: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay ve f, X in bir fuzzy alt kiimesi olsun. Bu
durumda X deki fuzzy agik kiimelerin f ile kesisimlerinin olusturdugu aileye = nun f
ye indirgenmis fuzzy topolojisi denir ve 7y ile gosterilir.
Tamim 1.4.16: X kiimesindeki bir T fuzzy topolojisi i¢in a bir taban ise f fuzzy
kiimesinden indirgenmis 77 fuzzy topolojisi i¢in ;
ar = {s\f:s €aj}

bir tabandir.
Teorem 1.4.5: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay ve a < 7 olsun . Bu durumda a,t igin
bir tabandir gerek ve yeter sart;

1) X = VfEa f

2) herfi,f, €Eaicinveher f € fiNficinf €Ea
olmasidir.
Tanim 1.4.17: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay ve < t olsun. S nin elemanlarinin
her sonlu kesisiminin olusturdugu fuzzy kiimeler ailesi T nun bir tabani ise f, 7 i¢in
bir alt tabandir.
Tamim 1.4.18: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay ve f, X in bir fuzzy alt kiimesi olsun. f
nin ve f' niin kapaniglarinin kesisimindeki bir k fuzzy noktasina f nin siir noktasi

denir. f nin sinir noktalarinin kiimesi;
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of = ll:k € FAT')
Tamim 1.4.19: (X, t,) ve (Y, t,) iki fuzzy topolojik uzay olsun ve

fi(X, ) = (Y, 1)
bir doniisiim olsun. f nin fuzzy siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart T, de her bir agik
g fuzzy kiimesinin ters goriintiisiiniin £ ~*(g) , T de agik olmasidir.Yani her
g € T, icin

fH6) ETy
oluyorsa f ye fuzzy siirekli denir.
(f, ‘Ef) ve (g, 1 g) sirastyla (X, T,) ve (Y, ) fuzzy topolojik uvaylarinin birer alt uzayi
olsun.
f: (X, 1) = (Y, T,) bir dontisiim olsun. Bu durumda f(f) < f(g) ise
f: (f, Tf) - (g, Tg) de bir donlisiimdiir.
Tamm 1.4.20:(f, Tf) ve (g,tg) sirasiyla (X, t,) ve (Y, t,) fuzzy topolojik
uzaylarinin birer alt uzayi olsun.
f: ( f,T f) - ( 9,7 g) doniistimiiniin indirgenmis fuzzy siirekli olmasi i¢in gerek ve
yeter sart her bir g fuzzy kiimesinin T ; de olmasi ve f~'(g)Af nin de T ; de olmasidir.
Teorem 1.4.6: f:(X,t1) = (Y, 1,) bir doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki sartlar
saglanir;
1) f fuzzy siireklidir.

2) f herhangi bir k noktasinda Q-komsuluguna gore fuzzy siireklidir.

3) f herhangi bir k noktasinda komsuluga gore fuzzy siireklidir.
Teorem 1.4.7: f:(X,ty) = (Y, T,) bir doniisiim olsun. Bu durmda;
f fuzzy siirekli ise her f fuzzy kiimesi i¢in f(f) nin herhangi bir g komsulugunun ters
goriintilisli f nin bir komsulugudur.

Ispat: f fuzzy siirekli , f , X kiimesinden alinan bir fuzzy alt kiime ve g , £ (f) nin

34



herhangi bir komsulugu olsun. Bu durumda g , f (f) nin fuzzy agik bir t komsulugunu
icerir. O halde ;
fOst=syg

dir. Buradan ;

fEE) SO <9
yazabiliriz. f fuzzy siirekli oldugu i¢in f~1(t) € T, dir. O halde;

f<®=sr9
elde edilir ki boylece f~1(g) , f nin bir komsulugudur.
Teorem 1.4.8: f:(X,t1) = (Y, 1) fuzzy siirekli bir doniisiim ve
g: (Y, 13) = (Z,13) bir fuzzy siirekli doniisiim olsun. O halde;
gof:(X,v) = (Z,13)
fuzzy siirekli bir doniistimdyir.
Tanmim 1.4.21: f: (X, 1t,) — (Y, T,) birebir ve orten doniistimiine fuzzy siirekli ve fuzzy
acik ise fuzzy homomorfizm denir. iki fuzzy topolojik uzay arasinda fuzzy
homomorfizm varsa bu uzaylara fuzzy homomorfiktirler denir.
Tamim 1.4.22: f ve g herhangi iki fuzzy altkiime olsun. f: X — Y doniigiimii birebir ve
orten ise X ve Y ye ayni kardinal sayiya sahiptir denir. Herhangi bir X kiimesinin
kardinal sayis1 bu kiimenin kardinalitesiyle belirlenir ve |X| ile gosterilir.
Tanim 1.4.23: Bir kiime sonlu ise bu kiimeye sayilabilir kiime denir.
Tamim 1.4.24: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay ve a,; = {a}, T nun biitiin tabanlarinin
kiimesi olsun. Her a € «; igin |a| kardinal sayilar kiimesinin en kii¢iik elemanina
(X, 1) fuzzy topolojik uzaymin agirligi denir ve ;
w (X,7) = min { |a|: @, T nun bir taban1}

seklinde tanimlanir.
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Tamm 1.4.25: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay olsun. (X, t) fuzzy topolojik uzayinin
her fuzzy noktasinin sayilabilir bir fuzzy komsuluklar taban1 varsa bu uzaya birinci
sayilabilir fuzzy topolojik uzay denir.

Benzer sekilde bir (X, T) fuzzy topolojik uzayinin sayilabilir bir taban1 varsa bu uzaya
da ikinci sayilabilir fuzzy topolojik uzay denir.

Teorem 1.4.9: Her ikinci sayilabilir fuzzy topolojik uzay ayni1 zamanda birinci
sayilabilir toplojik uzaydir.

Ispat: (X, t) ikinci sayilabilir fuzzy topolojik uzay olsun . Bu durumda sayilabilir bir
tabana sahiptir. @ , T nun sayilabilir bir tabani olsun . @, = {f: k < f, f € a} ailesini
g0z Oniine alalim.

a, < a Ve a sayilabilir oldugundan a, ailesi de sayilabilirdir. k < g olacak sekildeki
bir g € Ti¢in a , T nun tabani oldugundan k < f < g olacak sekilde f € a vardir.
k<fvef€aisef € a,dr.

O halde k < f olacak sekildeki g € Tigin k < f < g olacak sekilde en az bir f €
vardir. Bu durmda « , k noktasinin komsuluklar tabanidir. Boylece (X, t) fuzzy
topolojik uzaymin her noktasinin sayilabilir bir taban1 oldugundan bu fuzzy topolojik
uzay ayni zamanda birinci sayilabilir fuzzy topolojik uzaydir.

Tamim 1.4.26: (X, T ) bir fuzzy topolojik uzay ve & = {f;}ie; fuzzy agik kiimelerin bir
ailesi olsun.Eger X = V¢, f; ise § = {f;}ie; ailesine X in bir fuzzy agik ortiisii denir.
Tanim 1.4.27: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay ve X in her § = {f;};e; fuzzy agik
ortiistiniin sonlu bir alt ortiisii varsa (X, T) fuzzy topolojik uzayina fuzzy kompakt uzay

denir.
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2. FUZZY TOPOLOJiK GRUPLAR

Bu boliimde kullandigimiz temel referanslar Chon 1., Foster D.H., Liang M.J., Hai
Y.C., Lowen R. dir

2.1Temel Kavramlar ve Teoriler

Tamm 2.1.1: G bir grup ve 1 da G iizerinde bir topoloji olsun. Eger G grubundaki

DF:GXG-G
(x,y) = F(x,y): = xy(Grup islemine gore)

2)f:G - G x —>x"'(xin G de ki isleme gore tersi)

fonksiyonlart siirekli ise (G, F, T) tigliisiine bir topolojik grup denir.
Buradaki G X G kartezyen garpimi iizerindeki topoloji ¢arpim topolojisidir.
G grubunun toplamsal olmasi halinde

DF:GXG-G

xy) > F(x,y):=x+y
2)fG—- G
X > —X
olacaktir.

Lemma 2.1.1: G bir topolojik grup olsun bu taktirde f: G - G, g - f(g):=g°1
doniisiimii bir homeomorfizmdir.
Tamm 2.1.2: Bir G grubunda
6:G X G- G,(x,y) » xy— lile tanimlanan fonksiyona &-fark fonksiyonu
denir.Grubun toplamsal olmasi halinde bu fonksiyon
0:GXG->G,(x,y)Px—Yy
Onerme 2.1.1:Bir G grubu iizerinde bir topoloji verilsin

F-GXG-G f:G-G
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(x,y) > F(x,y):=xy ve x - x1

Fonksiyonlari siirekliolmast i¢in gerek ve yeter sart §-fark fonksiyonu siireklidir.

Teorem 2.1.1: X bir fuzzy topolojik uzay G de ¢arpimsal bir fuzzy topolojik grup
olsun. f,g:X — G fonksiyonlan siirekli ise (f.g)(x) = f(x).g(x) ile tanimlanan
f.gX-G

fonksiyonlar1 siireklidir

Onerme 2.1.2: X bir fuzzy topolojik uzay ve G de ¢arpimsal bir fuzzy topolojik grup
olsun

f,9:X = G fonksiyonlar siirekli ise (f.g — 1)(x) = f(x).[g(x) ] —1 ile
tanimlanan f.g — 1: X — G fonksiyonlar siireklidir

Tamm 2.1.3: (X,.) bir grup ve (X, 7) bir fuzzy topolojik uzay olsun. Bu durumda;

1) X, D)x(X, 1) = (X, 1), f: (xy) = xy doniisiimii fuzzy stireklidir.

2) f:(X,7) > (X,7), f:x > x~! doniisiimii fuzzy siireklidir.

sartlar1 saglaniyorsa (X, t,.) sistemine fuzzy topolojik grup denir.
Tamim 2.1.4: X bir grup ve X in biitiin sabit fuzzy alt kiimeleri fuzzy agik olsun.

G, X inbir fuzzy grubu olsun ve 7, , G ye indirgenmis fuzzy topoloji olsun. Bu
durumda ;

1) a:(x,y) - xy

(G,t)x (G, t5) = (G,t5) dontisiimii fuzzy stirekli
2) Bix—>x7?t
(G,t5) - (G,15) doniistimii fuzzy siirekli

sartlar1 saglaniyorsa G fuzzy grubuna X in bir fuzzy topolojik grubu denir.

Eger sadece 1) sart1 saglaniyorsa G fuzzy grubuna X in bir fuzzy topolojik yari
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grubu denir.

Tamm 2.1.5:G bir grup ve (G, t) bir fuzzy topolojik uzay olsun. Eger ;
1) Va,b € G ve (ab), fuzzy noktasinin bir W Q-komsulugu i¢in a, nin U ve b,
nin V komsuluklari i¢in UV < W olacak sekilde bir Q-komsulugu varsa
2) Ya €G vea, ! fuzzy noktasinm bir V. Q-komsulugu icin U~1 < V olacak
3) sekilde a, nnbir U Q-komsulugu varsa
sartlar1 saglaniyorsa (G, T) ya bir fuzzy topolojik grup denir.
Teorem 2.1.2: X bir grup ve X in biitiin sabit fuzzy alt kiimeleri fuzzy agik olsun ve
(X, 7) bir fuzzy topolojik uzay olsun.Bu durumda X grubundan alinan bir G fuzzy alt
grubu bir fuzzy topolojik gruptur ancak ve ancak f: (X, 7)x(X,7) - (X, 1),
f:(xy) = xy~! doniisiimii fuzzy siireklidir.
Ispat: G , X de bir fuzzy topolojik grup olsun. Bu durumda
a:(G,t5)x (G, t5) » (G,75) ,a(x) =a™t

Be: (G,16) = (G,16) , Be(x) =x

dontigiimii fuzzy stireklidir. O halde (G, t4)x (G, 1) den (G, t5)x (G,75) ye (xy) =

(xy~1) kartezyen ¢apim doniisiimii fuzzy siireklidir. Bu durumda

y:(x,y) = xy

(G'TG)x (G!TG) - (GﬂTG)

dontisiimii de fuzzy siireklidir. O halde f:yo(axf)

filxy) = @,y ™) - xy™!
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dontistimii fuzzy siireklidir.

f doniistimi fuzzy siirekli olsun. G, X in fuzzy alt grubu olduguna gore

Vx € X icin G(x) < G(e)
dir.
O halde
B:y - (e,y) » ey~ = y~! doniisiimii siirekli ve
y: ()= y ) > x@y )t =xy
dontisiimiide fuzzy siirekli olur.
Teorem 2.1.3: (X, t) bir fuzzy topolojik uzay (K, K) bir fuzzy topoljik grup olsun ve
f,g X fuzzy topolojik uzaymndan K topolojik uzayina biitiin fuzzy siirekli

fonksiyonlarin kiimesinden alinan iki fonksiyon olsun.

Bu durumda X fuzzy topolojik uzayindan K fuzzy topolojik uzaymna
(f *g)(x) = f(x). g(x)
VxEX,fTH) = f(x)7
seklinde tamml f * g ve f~! doniisiimleri fuzzy siireklidir.
Ispat: a, ue(0,1], X de bir fuzzy nokta olsun ve W
(Fxg)( ) = (Fxg)(@ )= (F(a)-9(a) ),
nin K da agik bir Q-komsulugu olsun. (K, K) bir fuzzy topolojik grup oldugundan

UVW olacak sekilde f(a ), niin U ve g(a ) niin V agik Q-komsuluklar: vardir. f ve

g fuzzy siirekli oldugu i¢in a, fuzzy noktasinin
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f(U1) <Uveg(Vl) <V
olacak sekilde X de U; ve V; acgik Q-komsuluklari vardir. A¢ik olarak U; AV kesisimi
de X de a, acik bir Q-komsulugudur. Simdi

(f #9)(U1AV7) <W

oldugunu gostermemiz gerekir. byeU;AV] igin
(f*9)(b) = (F (B)g (D)) = (f #g) (D)W

olmalidir. byeU; ve bxeV; dir. Boylece

f(b) =f(b)eU ve g(by)=g(beV
elde edilir. O halde U(f (b)) >k ve V(g(b)) >k dir. Ayrica

WV (b)gh)) = sup (min{U(@).V(z2) | z12= £ (b)g(b}} >k

dir. U-V<W olduguna gore

k<(UV)(f(B)g(b)) <W(f(b)g(b))
dir. Boylece (f(b)g(b))k = (f*g)(b)xeW elde edilir. O halde (fxg)(UinV1) cW dir ve fxg
dontistimii fuzzy siireklidir.
a, , X de bir fuzzy nokta ve W,

fHa,) = (@)= f(a), ~*

nin K da agik bir Q-komsulugu olsun. (K, K ) bir fuzzy topolojik grup oldugu igin
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U<W olacak sekilde f(a) nn agik bir U Q-komsulugu vardir. f, X de , fuzzy
noktasinda fuzzy siirekli olduguna gére a, nin f(U;)<U olacak sekilde X de agik bir Uy
Q-komgulugu vardir. Simdi

(U <W
oldugunu gosterelim. byeU; olsun. f(by) = f(b)xeU dur. O halde
k < U(f(b)) = U™ (f(b)") < W(f(b)™) = W(f (b))
dir. Boylece £(b)x = f1(b)xeW dir ve f* déniisiimii fuzzy siireklidir.

Teorem 2.1.4: X bir grup ve X in biitiin sabit fuzzy alt kiimeleri fuzzy agik olsun ve
(X, 7) bir fuzzy topolojik uzay olsun., (K, K) bir fuzzy topolojik grup ve e, K grubunun

birim elemant olsun. Bu burumda e’: X—Y, e'(x) = e doniisiimii fuzzy siireklidir.

Ispat: VxeX igin ve U € K olsun

(&) (U)(¥) = U(E'(x)) = U(e)

dir. O halde (¢')(U) fuzzy kiimesi sabittir. X bir grup ve X in biitiin sabit fuzzy alt
kiimeleri fuzzy acik ve (X, 7) bir fuzzy topolojik uzay olduguna gore (¢')*(U) et elde

edilir.

Teorem 2.1.5: X bir grup ve X in biitiin sabit fuzzy alt kiimeleri fuzzy agik olsun ve

(X, t) bir fuzzy topolojik uzay olsun., (K, K) bir fuzzy topolojik grup olsun. Bu

durumda X fuzzy topolojik uzayindan K topolojik uzayina biitiin fuzzy siirekli

42



fonksiyonlarin kiimesi ile * islemi bir grup olusturur. Ayn1 zamanda K bir abel grup ise

bu sistem bir abel gruptur.

Teorem 2.1.6: F ve G bir X grubundaki K fuzzy topolojik yar1 grubunun fuzzy

altkiimeleri ve H, X de bir L fuzzy topolojik grubunun fuzzy altkiimesi olsun. Bu

durumda

1) F ve G fuzzy kompakt ise FG fuzzy kompakttir.

2) H fuzzy kompakt ise H fuzzy kompakttir.
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3.FUZZY TOPOLOJIK GRUPLARIN TERS LIMIiTLERI

Bu boliimde profinite fuzzy gruplarin (halkalarin, cebirlerin) insasinda kullanilan ©’
ters limitler’* ele alimistir. Ozellikle bir invers sistemin invers limitinin varhi ve
izomorfizmaya bagl olarak tek olusu ve ayrica bir ters limitin farkli ters sistemlerin ters
limiti biciminde ifade edilebilmesi gibi baz1 6zelliklerin daha iyi anlasilmasi i¢in

Onemlidir.

Tanmm3.1: I = (I, <) ikilisine asagidaki 6zellikleri sagliyorsa yonlendirilmis kismi
sirali fuzzy alt kiime veya bazen kisaca I nin kendisine yonlendirilmis fuzzy poset
denir.

a) Her i € [ icin i < i dir.

b) Heri,j,k Elicini =< jvej=kisei= kdir.
c) Heri,jElicini < jve ] =iisei =jdir

d) i,j € Iisei,j =< k olacak bigimde bir k € I vardir.

Tamm3.2: (I,=<); yonlendirilmis bir fuzzy poset, {X;:i € I} fuzzy topolojik gruplarin
bir ailesi ve her i > j i¢in ¢;;: X; — X; siirekli bir grup homomorfizmi olsun. Eger
i = j = k olacak bicimde i,j,k € I i¢in

X; Diy

v

qﬂi)

X;
diyagrami komutatif ise , {X;: i € I} ailesine tanimlanan siirekli hoomorfizmalarla

birlikte bir ters sistem (inverse veya projective system) denir.

Not: Tanimda verilen ¢;; doniistimii baz1 kaynaklarda ¢;; seklinde ifade edilir. Fakat

burada dnemli olan ve diger ifadelerde de ortak olan j = i olusudur.
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Tanmm3.3: Y bir fuzzy topolojik grup, {X;:i € I} fuzzy topolojik gruplarin bir ters
sistemi ve her i € I igin ;:Y — Xj siirekli bir grup homomorfizmi olsun. i > j ve

i,j €1 1i¢in

@;;Y; = ¥, oluyorsa yukarida tanimlanan 1; déntisimlerine fuzzy uyumlu veya fuzzy

compatible denir.

Ornek3.1: Alisilmis siralamasi ile I = [0,1],{X;:i € [0,1]} sonlu fuzzy kiimeler ailesi
ve her @;;+1:X;+1 — X; herhangi bir doniisiim olsun. Her ¢ € [ igin ¢;; = idy, ve

J = ligin @;; = @41 ... @1 Olsun. Budurumda (X;, ¢;;) sonlu kiimelerin bir
invers sistemidir.

G bir fuzzy grup ve Iise Uy, U; € I'i¢in V = U; N U, olacak bi¢imde V € I
vardir’’ sartin1 saglayan fuzzy normal alt gruplarin ailesi olsun U,V €I i¢in U =" V <
V = U seklinde tanimlanan =" bagmtisi ile I bir yonlendirilmis fuzzy kiimedir.

U ="Vveher g € G igin

quUV:G/V — G/U
quUV(gV) gl

olmak tizere (Gy,q U V) sistemi fuzzy gruparin bir invers sistemidir.
Tamim3.4: Asagidaki verilen universal (evrensel) 6zellikler saglaniyorsa X fuzzy

topolojik grubuna ¢,;: X — X; seklinde tanimlanan uyumlu déniisiimlerle birlikte , bir

fuzzy ters limit (fuzzy invers limiti) denir. Y bir fuzzy topolojik grup ve
Y;:Y = X; (i €1 uyumlu

grup homomorfizmleri olsun.
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Y. o >1?}(

X

-,

diyagrami1 komutatif ise y: ¥ — X olacak sekilde bir tek stirekli fuzzy grup
homomorfizmi vardir.

Ornek3.2: @;:X; — X; donistimlerine “’projeksiyon’” denir. ¢; doniistimlerinin drten
olmasi sart degildir. Inverse limit kisaca limit(X, @;) veya kisaca X = lim_ X;(i € I)
ile gosterilir.

Tamm 3.5: {X;,¢;;,1} bir fuzzy invers sistem olmak iizere @;(i = j) d6niisiimleri

ortense bu sisteme fuzzy orten invers sistem denir.

Tamm3.6: I yonlendirilmis poset, her i € I i¢in sonlu ayrik fuzzy topolojik uzay ve

{X;,@;;,1} fuzzy invers sistem olmak lizere X = lim. X;(i € I) uzayina fuzzy

profinite veya ‘’Boolean uzay ¢ denir.

Onerme: G bir fuzzy topolojik grup ve I da G nin kapal1 fuzzy normal alt grublarindan

olusan bir tabani olsun. K,L € I olmak lizere K =’ L < L = K olacak bi¢imde bir

baginti tanimlayalim <=’ bagmntisina gore I bir posettir. K,L € I ve K =’ L igin
qx:G/L = G/K

seklinde tanimanan orten siirekli homomorfizmalarla birlikte G/K (K € L) bigiminde

fuzzy gruplar bir fuzzy invers sistem olusturur.

(G,0) =X =limG/K

olsun. Bu durumda ¢ekirdegi Nge; K goriintiisii & nin yogun alt kiimesi olan her K € [
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icin @8 dénniisiimii G den G/K ya boliim déniisiimii olacak sekilde 8:G — & siirekli
homomorfizmasi vardir.

Onerme 3.1: {X;, o 7 1} Ugliisti fuzzy topolojik gruplar ve siirekli grup
homomorfizmlerinin bir invers sistemi olsun. Bu durumda

1) {Xi,¢;;}fuzzy invers sisteminin bir tek limiti vardir.

2) Fuzzy invers limitler izomorfizme gore tektir. Yani X ve Y {X;,¢;;} sisteminin
invers limiti ise her i € I i¢in ¥;i = @; olacak sekilde yalniz bir tek @: X =Y
topolojik izomorfizmi vardir.

Onerme 3.2: {G;, p; j»1} sonlu , ayrik fuzzy topolojik gruplarin bir invers sistemi

G = limG;
i€l
ve
@;:G = G

doniisiimleri ise projeksiyon homomorfizmalari olsun. Bu durumda

{Si:5; = ker (¢,)

ailesi G de birim elemaninin ** agik komsuluklarinin temel sistemini’” olusturur.
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