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OZET
Yiksek Lisans Tezi
GENELLESTIRILMIiS TERSLENEBILIR HALKALAR
Murat ATIK
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog¢. Dr. Muhittin BASER

Bu calisma ii¢ boliimden olusmaktadir. Ik béliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci
boliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan temel kavramlar, bazi halka siniflari ve bir halka
lizerindeki polinom halkalar1 hatirlatilmistir. Ugiincii béliimde, terslenebilir halkalarin
bir genellestirmesi olan « —terslenebilir halkalar karakterize edilmistir ve bu halka

siniflarinin bazi temel 6zellikleri incelenmistir.

2010, 41 sayfa
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This thesis consists of three chapters. In the first chapter is devoted to the introduction
section. In the second chapter, some required preparatory notions, some ring classes and
polynomial rings on a ring are recalled. In the third chapter, « —reversible rings, which
is a generalization of reversible rings are characterized and the basic properties of this
ring classes are studied.
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1. GIRIS

Son yillarda, pek ¢ok matematik¢i tarafindan ¢alisilan halka siniflarindan birisi olan
terslenebilir halka siniflart ilk defa 1990 yilinda Habeb tarafindan calisilmistir. Daha
sonra, bu halka siniflar ile ilgili bir ¢ok ilging sonuglar elde eden Cohn (1999), bu halka
siniflarina terslenebilir (reversible) halka ismini vermistir. Bundan sonra bu halka

smiflar1 bu isim ile ¢caligilmistir. R bir halka olmak iizere a, b € R i¢in;
ab=0=ba=0

oluyorsa, bu durumda R halkasina terslenebilir (reversible) halka denir. Bu halka
smiflar1 halka teoride olduk¢a fazla Oneme sahiptir. Yakin zamanlarda birgok
aragtirmact bu halka smiflarimin ¢esitli genellestirmelerini yaparak teoriye katkida

bulunmuslardir.

Calismamizin detaylarina gegcmeden Once terslenebilir halkalarla ilgili bu giine kadar
yapilan ¢alismalar hakkinda bazi bilgileri hatirlatalim. Eger bir R halkasinin sifirdan
farkl iistel sifir (nilpotent) elemani yoksa veya denk olarak a € R i¢in a® = 0 olmasi
a = 0 olmasini gerektiriyorsa, bu durumda R ye inmis (reduced) halka denir. Her tamlik
bolgesinin inmis bir halka oldugu aciktir. Ayrica inmis halkalarin sinifinin terslenebilir
halkalarin smifim kapsadigi bilinmektedir. Diger taraftan, her degismeli halkanin
terslenebilir oldugu da agiktir. Inmis halkalarin simifinin diger bir genellestirilmesi
Armendariz halkalardir. (Rege ve Chhawchharia 1997)’ de Armendariz halka tanimini
su sekilde vermislerdir. R[x]; R tizerindeki polinomlarin halkasi olmak tizere f(x) =
ap+ax+ -+ ax", g(x) =by+ byx+ -+ byx™ € R[x] polinomlari icin
fx)g(x) =0iken, her 0 <i<nve0 <j<micina;b; = 0 oluyorsa, bu durumda R
halkast Armendariz halka olarak adlandirilmistir. Bu o6zelligi saglayan halkalara
Armendariz halka denilmesinin sebebi; inmis bir halkanin bu 6zelligi sagladigin1 1974
de gosteren kisinin E.P. Armendariz olmasidir. Halkalarin Armendarizlik o6zelligi
lizerine bir¢gok makale yazilmistir. Bunlardan bazilar1 (Armendariz 1974), (Hong ve
digerleri 2003), (Hong ve digerleri 2005), (Hong ve digerleri 2006) ve (Kim ve Lee
2000) dir.

R bir halka ve a;R nin bir endomorfizmas: olmak iizere R halkasindan katsayili

polinomlarin kiimesi, polinomlarda bilinen toplama islemi ve herhangi bir a € R i¢in



xa = a(a)x ile tammlanan yeni ¢arpma islemi ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya
endomorfizma tipinin Ore genislemesi (yada skew polinom halkasi ) denir ve R[x; «] ile

gosterilir.

Son yillarda bir R halkasinin Armendarizlik 6zelligi skew polinomlarin halkasina
genisletilmistir. ( Hong ve digerleri 2003, 2006 ) asagidaki tanimlar1 vermislerdir.
p(x) =ay+a;x+ -+ ax", q(x) =by+ bix+ -+ b,x™ € R[x;a] polinomlar
icin p(x)q(x) = 0 iken, her 0 <i<nve 0 <j <m i¢in q;a’(b;) = 0 oluyorsa, bu
durumda R halkas1 @« —skew Armendariz (@« —Armendariz) olarak adlandirilmistir. Eger
a; R nin birim endomorfizmasi olarak alinirsa bu durumda, yukaridaki iki tanim da
Armendariz halka tanimi ile c¢akisacaktir. Ayrica R; a —skew Armendariz
(e« —Armendariz) bir halka ve S, a(S) € S olacak sekilde R nin bir alt halkas1 ise, bu
durumda S de a —skew Armendariz (¢ —Armendariz) dir. Diger taraftan her
a —Armendariz halkanin @ —skew Armendariz halka oldugu (Hong ve digerleri 2006)
da ispatlanmistir ve bu gerektirmenin tersinin dogru olmadigina dair 6rnek verilmistir.

(Krempa 1996)’ da a; R halkasinin bir endomorfizmasi olmak iizere a € R igin,
ac(a) =0=a=0

oluyorsa, bu durumda a’y1 kati (rigid) endomorfizma olarak adlandirmistir. Daha sonra
(Hong ve digerleri 2003) bir R halkasinin kat1 bir @ endomorfizmasinin var olmasi
durumunda R yi a —kat1 (@ —rigid) halka olarak adlandirmiglardir. Kolayca goriilebilir
Ki; I; R nin birim endomorfizmasi olmak iizere R halkasinin inmis olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul R nin I —kati olmasidir. Bir R halkasinin herhangi bir kat1 endomorfizmasi
bir monomorfizmadir. (Hong ve digerleri 2000)’ de a —kat1 halkalarin inmis halka
oldugunu ispatlamiglardir. Diger taraftan (Hong ve digerleri 2000)’ de herhangi bir
a —kat1 halkanin a —Armendariz oldugu ispatlanmis ve bunun tersinin dogru
olmadigina dair 6rnek verilmistir. (Hong ve digerleri 2003)’ den bir R halkasinin
a —kat1 olmasi igin gerek ve yeter kosulun R[x; a] skew polinom halkasinin inmis

olmasi gerektigini biliyoruz.

Yukarida ifade edilen bilgilerin 15181 altinda; (Baser ve digerleri 2009)’ dan yararlanarak

R halkasinin bir ¢ endomorfizmasi i¢in a —terslenebilir halkalarin sinifi tanimlanacak,



bu halka smiflariyla diger halka siniflarinin iliskileri, 6zelliklede genellestirilmis

Armendariz halkalar ile arasindaki iliskiler ¢alisilacaktir.

Calismamiz boyunca R birimli bir halka ve aksi sdylenmedik¢e de a; R nin sifirdan ve

birimden farkli bir endomorfizmasi olacaktir.

Calismamizin ikinci béliimiinde, sonraki boliimde kullanacagimiz bazi temel tanim ve
teoremlerle birlikte polinom halklari, matris halkalar1 gibi bazi 6zel halka siniflari

verilecektir.

Uciincii boliimde (Baser ve digerleri 2009)’ dan yararlanarak a —terslenebilir halkalar
karakterize edilecek ve bu halka smiflarinin bazi temel oOzellikleri incelenecektir.
Omegin; R nin inmis ve a —terslenebilir bir halka olmas1 durumunda bu halkanin
a —skew Armendariz halka oldugu ispatlanacaktir. Diger taraftan bir R halkasinin
R[x; ] skew polinom halkasinin terslenebilir olmasi durumunda R halkasinin
terslenebilir oldugu ispatlanacaktir. Ayrica « —terslenebilir bir halkanin bir¢ok

geniglemesinin & —terslenebilir oldugu gosterilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde ¢alismamiz igin gerekli olan bazi temel kavramlar ve sonraki boliimlerde
ihtiya¢c duyulacak olan bazi halka siniflar1 hatirlatilacaktir. Bu bdlimde kullandigimiz
temel referanslar (Hungerford, 1982), (Anderson ve Fuller 1992) ve (Lam 2001) dur.

2.1 Halkalar ve Halka Homomorfizmalari

Bu kisimda halka teorideki bazi temel kavramlar tanimlanacak ve halkalarin sikga

kullanacagimiz bazi 6zellikleri verilecektir.

Tanmm 2.1.1. R bostan farkli bir kiime ve R iizerinde, genellikle (4) toplama ve (.)

carpma ile gosterilen iki ikili islem tanimlanmis olsun. Eger;

(1) (R,+) bir degismeli grup,
(if) Her a,b,c € R i¢in (ab)c = a(bc) (carpmanin birlesme 6zelligi),
(iii) Her a,b,c € R igin a(b +c) = ab + ac ve (a+ b)c = ac + bc (sol ve sag

dagilma 6zelligi)
oluyorsa, bu durumda R ye (+) ve (.) ikili islemleri ile birlikte bir halka denir.

R bir halka olmak tizere eger, her a,b € R igin ab = ba oluyorsa R ye degismelidir
denir. Eger her a € R i¢in algy = 1za = a olacak sekilde bir 1; € R varsa, bu
durumda R ye birimli bir halka denir. 1; elemanina da halkanin birimi denir. Bir
halkanin toplama islemine gore etkisiz elemanina halkanin sifiri denir ve 0gveya

herhangi bir karisikliga sebep olmazsa 0 ile gosterilir.

Teorem 2.1.2. R bir halka olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir.

(i) Hera € Ricin0a = a0 =0 dir.

(ii) Hera,b € R i¢in (—a)b = a(—b) = —(ab) dir.

(iif) Her a, b € R i¢in (—a)(—b) = ab dir.

(iv) Her n € Z ve her a, b € R i¢in (na)b = a(nb) = n(ab) dir.
(v) Hera; b; € Rigin (XiZ; a;)) (X% bj) = Xizq Xt a;b; dir.



Tamim 2.1.3. R bir halka ve 0 # a € R olsun. Eger ab = 0 (ba = 0) olacak sekilde bir
0 # b € R varsa, bu durumda a ya bir sol (sag) sifir bolen denir. Hem sag hem de sol

sifir bolen olan bir elemana halkanin bir sifir béleni denir.

Tamim 2.1.4. R birimli bir halka olmak {izere a € R olsun. Eger ca = 1 (ab = 1R)
olacak sekilde bir c € R (b € R) varsa bu durumda a ya sol (sag) tersinir eleman denir.
¢ (b) elemanina a nin bir sol (sag) tersi denir. Hem sag hem de sol tersinir bir elemana

tersinir eleman denir.

Tanim 2.1.5.0 # 1; birim elemanina sahip degismeli bir R halkasinin higbir sifir
boleni yoksa bu R halkasina bir tamlik bélgesi denir. 0 # 15 birim elemanina sahip
degismeli bir R halkasinin sifirdan farkli her elemani tersinir ise, bu durumda R

halkasina bir cisim denir.

Uyar 2.1.6.

(i) Her tamlik bolgesi 0 ve 1y gibi en az iki elemana sahiptir.

(if) Her cisim bir tamlik bolgesidir.

(iii) Degismeli ve birimli bir R halkasinin bir cisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
R nin sifirdan farkli elemanlarimin kiimesinin ¢arpma islemine gore bir grup

olmasidir.

Ornek 2.1.7. Z tamsayilar kiimesi bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gére birimli
ve degismeli bir halkadir. Bununla beraber Z tamsayilar kiimesi farkli ikili islemlere
gore de halka yapilabilir. Fakat bundan sonraki ¢alismalarimizda Z tamsayilar halkasi
denildiginde, tamsayilarin bilinen toplama ve ¢arpma islemleri ile birlikteki halka yapist
g0z Online alinacaktir. Z tamsayilar halkasi bir tamlik bolgesidir. Q (rasyonel sayilar), R
(reel sayilar) ve C (kompleks sayilar) kiimesi bilinen toplama ve carpma islemleri ile

birlikte birer cisimdir.

Ornek 2.1.8. Z,=1{0,1,2,..,n—1}kimesi a+b=a+b ve ab=ab ikili
islemleri ile birlikte degismeli ve birimli bir halkadir. Eger p bir asal tamsay ise Z,, bir

cisimdir.



Tamim 2.1.9. R ile S iki halka ve f: R — S bir fonksiyon olsun. Eger, her a,b € R i¢in

fla+b) =f(a)+ f(b) ve f(ab) = f(a)f (b)

oluyorsa, bu durumda f ye bir halka homomorfizmas: denir. f:R — S bir halka
homomorfizmasi olmak tizere eger, f birebir ise, bu durumda f ye bir monomorfizma,
orten ise, bu durumda f ye bir epimorfizma denir. Eger bir f:R —» S halka
homomorfizmasi hem birebir hem de 6rten ise, bu durumda f ye bir izomorfizma ve R
ile S halkalarma da izomorf halkalar denir. R =S ile gosterilir. Bir f:R - R
homomorfizmasina R halkasinin  bir endomorfizmas: denir. Bir f:R—>R

izomorfizmayada R halkasinin bir otomorfizmast denir.

Ornek 2.1.10. R bir halka olmak iizere O:R —» R,0(a) = Og ve Ix:R = R,Iz(a) = a
seklinde tanimlanan fonksiyonlar R halkasinin endomorfizmalaridir. Bunlara sirasiyla R

nin sifir endomorfizmasi ve birim endomorfizmast ad1 verilir.

Tamim 2.1.11. f: R = S bir halka homomorfizmasi olmak iizere
Ker f ={reR|f(r)=0s}veImf ={f(r)|r ER}

kiimelerine sirasiyla, f homomorfizmasinin ¢ekirdegi ve gériintiisii denir.

Tamim 2.1.12. R bir halka olmak iizere eger, her a € R igin na = 0 olacak sekilde bir
pozitif en kiiciikk n tamsayisi varsa, bu durumda R halkasi n karekteristigine sahiptir
denir ve Char R = n yazilir. Eger boyle bir n tamsayisi yoksa R nin karekteristigi

stfirdwr denir.

Tamim 2.1.13. R ile S iki halka olmak iizere, bir f: R = S monomorfizmasina R nin S
ye bir gomiiliigii denir. Eger boyle bir monomorfizma varsa, bu durumda R halkasi S

halkasi i¢ine gomiilebilir denir.

Teorem 2.1.14. Her R halkasi birimli bir S halkasi i¢cine gomiilebilir. Bu S halkas1 bir
tek degildir. Ayrica, S halkasi karekteristigi 0 veya R nin karekteristigi ile ayni olacak
sekilde secilebilir.



Ispat. R bir halka olmak iizere S=RXZ=R@®Z={(r,k)|[r€R, kEZ}

kartezyen carpim kiimesi bilesensel toplama ve
(ry, ky) (a2, k) = (rary + kory + karo, kaky)  (r; € Ryk; € Z)

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte (0,1) birimine sahip, karekteristigi 0 olan
bir halkadir. Ayrica f:R — S, f(r) = (r,0) seklinde tanimlanan fonksiyon bir

monomorfizmadir.

Eger Char R=n >0 ise, bu durumda S =R ® Z, Kkartezyen ¢arpim kiimesi

bilesensel toplama ve
(7”1,k_1)(7”2,k_2) = (T1T2 + kpry + k17”2:k_1k_2)

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte (0, 1) birimine sahip bir halkadir. Ayrica
CharS=n olup g:R - S,g(r)=(r,0) seklinde tanimlanan fonksiyon bir

monomorfizmadir. ]

Uyan 2.1.15. a:R — S bir halka homomorfizmasi olmak tizere a(0z) = 05 dir.
Bununla beraber R ile S birimli halkalar ise a(1z) = 15 olmak zorunda degildir.
Gergekten a:Z > Z @ Z, a(n) = (n,0) seklinde tamimlanan fonksiyon bir halka
homomorfizmasidir. Fakat a(1) = (1,0) # (1,1) dir. Bununla beraber eger a:R — S

orten bir halka homomorfizmasi ise, bu durumda a(1;) = 15 olur.

Ornek 2.1.16. R,S, T tic halka, f:R = S, g:S = T halka homomorfizmalar1 olmak
tizere g o f: R — T bileske fonksiyonu da bir halka homomorfizmasidir. Eger a: R = R

bir homomorfizma ise, bu durumda a o a = a? hatta daha genel olarak i > 1 bir
tamsay1 olmak iizere @' = @ © @ o ... o a seklinde gosterilir.
N ————

i tane

Tamm 2.1.17. R bir halka a € R olmak {izere eger a™ = 0 olacak sekilde bir n dogal

sayis1 varsa, bu durumda a Yya iistel sifir (nilpotent) eleman denir.

Tamm 2.1.18. Bir R halkasmin e? = e ozelligini saglayan bir e elemanina eskare

(idempotent) eleman denir. Birimli bir halkada 0 ve 1 eskare elemanlardir.



Tamm 2.1.19. R bir halka olmak tizere
C ={c€R|Herr € Rigcincr =rc}

kiimesine R halkasinin merkezi denir.

Tamim 2.1.20. Bir R halkasinin bir R eskare elemani R halkasinin merkezine ait ise, bu
durumda e eskare elemanina merkezil eskare (central idempotent) eleman denir. Bir R
halkasinin tiim eskare elemanlar1 merkezil eskare ise, bu durumda R halkasi abel olarak

adlandirilir.

2.2. Alt halkalar, idealler ve Boliim Halkalar1

Tamim 2.2.1. R bir halka ve @ # S € R olmak tizere S kiimesi R de taniml1 toplama ve
carpma islemlerine gore kapali olsun. Eger S; R deki islemlere gore kendi basina bir
halka ise, bu durumda S ye R nin bir alt halkas: denir. I; R nin bir alt halkasi olmak
lizere, eger her r € R ve her x € [ i¢in rx € [ oluyorsa, bu durumda I ya R nin bir sol
ideali, xr € I oluyorsa, bu durumda da I ya R nin bir sag ideali denir. Eger I hem bir

sol hem de bir sag ideal ise, bu durumda I ya R nin bir ideali denir.

Her ideal bir alt halkadir. Fakat her alt halka bir ideal olmak zorunda degildir.
Gergekten bir halkanin merkezi bir alt halka olmasina ragmen bir ideal olmak zorunda

degildir.

Ornek 2.2.2. Her bir n tamsayis1 igin (n) = {kn|k € Z} devirli alt gurubu, Z

tamsayilar halkasinin bir idealidir.

Ornek 2.2.3. R bir halka olmak iizere {0} ve R; R nin idealleridir.
R bir halka olmak iizere A4, 4,, ..., A;,; R nin bostan farkl alt kiimeleri olsun.

A+ A+ -+ A, ={ay+a,++a,|a€A,i=12,..,n}
seklinde gosterilir. Eger A ve B; R nin bostan farkl alt kiimeleri ise bu durumda,

AB ={a1b, + -+ a,b,|a; €A b; €B, n €N}



seklinde gosterilir. Eger A = {a} ise, bu durumda AB yerine aB yazilir. Eger B kiimesi

toplama igslemine gore kapali ise, bu durumda aB = {ab | b € B} olur.

Ornek 2.2.4. R bir halka ve e de R de bir merkezil eskare eleman olmak iizere 1z — e

de bir merkezil eskaredir. Ayrica eR ve (1z — e)R kiimeleri R nin idealleridir.

Grup teoride normal alt gruplarin oynadigi rolii halka teoride idealler oynar. R bir halka
[ da R nin bir ideali olsun. R degismeli toplamsal bir grup oldugundan /; R nin bir

toplamsal normal alt grubudur. Boylece;
R/ ={a+1|aer}
kiimesi,
(a+D)+b+D)=(@+b)+1
seklinde tanimlanan toplama islemine gore degismeli gruptur. R / ; degismeli grubu,

(a+DH(b+1)=ab+1

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte bir halka olur. Bu halkaya R nin I ideali

yardimiyla elde edilen béliim halkas: denir. R degismeli iken R / ; nunda degismeli ve R

birimli iken R/I ninde birimli oldugu agiktr.

Teorem 2.2.5. R bir halka ve I da onun bir ideali olmak {izere;
m: R —>R/I,1t(r) =r+1

seklinde tanimlanan fonksiyon I ¢ekirdegine sahip bir epimorfizmadir.

Tanim 2.2.6. R bir halka I da onun bir ideali olmak tizere R/I halkasina R nin bir

homomorfik goriintiisii denir.

Tamim 2.2.7. R bir halka ¢ # X C R olmak lizere;
[R(X) ={r e R|Herx € X icin rx = 0}

rR(X) = {r € R | Her x € X icin xr = 0}



kiimelerine sirayla R i¢inde X in sol ve sag sifirlayani denir. Eger X = {x} ise bu
durumda I (X) = [R({x}) = [g(x) seklinde gosterilir.

Onerme 2.2.8. R bir halka ¢ # X c R olmak iizere; Iz (X); R nin bir sol ideali, rz(X)

de R nin bir sag idealidir. Ayrica X ve Y; R nin bostan farkli iki alt kiimesi olmak tiizere;

(i) XcYiselgz(Y) clz(X)verg(Y) c rg(X) dir.
(i) X crg(lxg(X)) ve X c lx(rz(X)) dir.
(iii) [r(X) = lr(rr (Lr (X)) dir.

2.3. Matris Halkalar1 ve Polinom Halkalar1

Bu boéliimde verilen bir R halkasindan elde edilen bazi yeni halkalar1 hatirlatacagiz.

Tamm 2.3.1. R birimli bir halka ve x bir bilinmeyen olmak tizere;
ap + ax + a,x? + -+ a,x® (n € N%)

seklindeki bir formal toplama R den katsayili bir polinom denir. R den katsayili tiim

polinomlarin kiimesi R[x] ile gosterilir. Yani;
R[x] = {ag + a;x + azx? + -+ a,x™ | n € N* ,q; € R}

seklindedir.

n

f@)=) axi, g =) bl €RIx]
7=0

i=0
olmak tizere, bu iki polinomun toplami ve ¢arpimi asagidaki sekilde tanimlanir. n ve m

tamsayilarindan biiylik olanin1 k ile gosterirsek;

k

)+ 900 = ) (arkb)at

i=0

seklinde tanimlanir.



l

= z a]-bl_]-

j=0
olmak tizere,

m+n

fEg0 = ) axl

1=0
seklinde tanimlanir. ¢; katsayilar1 daha agik bir ifadeyle;
= aobl + albl_l + azbl_z + .-+ al_zbz + al_lbl + albo

seklindedir. Yukarida tanimlanan ikili islemlere gore R[x] kiimesi bir halkadir. Bu
halkaya R tizerindeki polinomlarin halkas: veya R den katsayili polinomlarin halkasi

denir.

Tanim 2.3.2. R bir halka olmak iizere;

R[[x]] = {i axt|a; € R}

i=0

kiimesi polinomlarda bilinen toplama ve ¢arpma islemine gore bir halkadir. Bu halkaya

R den katsayili kuvvet serilerinin halkas: ad1 verilir.

Tanim 2.3.3. R bir halka olmak tizere;

n

R[x;x7 1] = {Z a;x' | a; € R (k ve n negatif olabilir. )
i=k

kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir. Bu

halkaya R den katsayili Laurent polinomlarinin halkasi ad1 verilir.

Tamm 2.3.4. R bir halka ve a; R nin bir endomorfizmasi olsun. (R[x],+) degismeli
grubu, r € R i¢in xr = a(r)x yardimi ile tanimlanan yeni ¢arpma islemi ile birlikte bir
halka olur. Bu halkaya endomorfizma tipinin bir Ore genislemesi veya Skew polinom

halkasi denir ve R[x, a] ile gosterilir.



Tamim 2.3.5. R bir halka olmak tiizere bilesenleri R den gelen n satirlh ve n stitunlu
matrislerin kiimesi matrislerde bilinen toplama ve ¢arpma iglemlerine gore bir halkadir.
Bu halkaya R iizerinde n X n tipindeki matrislerin halkast denir ve M,,(R) seklinde

gosterilir.

Tamim 2.3.6. R bir halka ve (M,+) bir degismeli grup olmak iizere eger asagidaki
kosullar1 saglayan bir R X M — M, (r,m) +— rm fonksiyonu varsa, bu durumda M ye

bir sol R —modiil denir. Her r,s € R ve x,y € M i¢in;

(i) rx+y)=rx+ry
(i) (r+s)x =rx+sx

(iii) r(sx) = (rs)x

R; 1y birimine sahip birimli bir halka olmak tiizere, ek olarak her x € M i¢in 1zx = x

kosulu saglaniyorsa, bu durumda M ye bir birimsel sol R —modiil denir,

Tanmm 2.3.7. R bir halka ve S degismeli bir halka olmak iizere, eger (R,+) bir sol
S —modiil ve bu modiil yapisindaki S X R = R, (s,r) +— sr fonksiyonu; her s € S ve

her r;,7, € R igin;

s(rry) = (srry = 11(s13)

ozelligine sahip ise, bu durumda R halkasina S degismeli halkasi iizerinde bir cebir veya

R ye S —cebir denir.

Tamm 2.3.8. S degismeli bir halka ve R, ile R,; S —cebirler olsun. Bir f:R; = R,
halka homomorfizmas1 ayni1 zamanda bir S —modiil homomorfizmasi ise bu durumda f

ye bir § —cebir homomorfizmas: denir.



2.4. Baz1 Halka Siniflari

Bu kisimda bazi 6zel halka simiflari hatirlatilacak ve bu halka siniflar1 arasindaki

iligkiler verilecektir.

Tanmim 2.4.1. Bir R halkasmin sifirdan farkl iistel sifir elemani yoksa veya denk olarak;

a € R igin,
a’=0 =a=0
oluyorsa, bu durumda R ye inmis (reduced) halka denir.

Sifir bolensiz her halka inmis halkadir. Daha 6zel olarak Z tamsayilar halkasi inmis bir
halkadir. Diger taraftan 0 # 2 € Z, i¢in (2)? = 22 = 0 oldugundan Z, halkas1 inmis
bir halka degildir. Ayrica inmis bir halkanin her alt halkasinin da inmis oldugunu
gormek cok kolaydir.

Tanim 2.4.2. a,b € R igin,
ab=0=ba=0

oluyorsa, bu durumda R halkasina terslenebilir (reversible) denir.
Lemma 2.4.3. Her inmis halka terslenebilir bir halkadir.

Ispat. a,b € R i¢in ab = 0 olsun. (ba)? = baba = b0a = 0 ve R inmis oldugundan

ba = 0 olur. ]

Tamim 2.4.4. R bir halka olmak iizere a, b € R igin,
ab=0=aRb=0

oluyorsa, bu durumda R halkas1 yar: degismeli (Semicommitative) olarak adlandirilir.
Bir R halkasinin yar1 degismeli olmasi igin gerek ve yeter sart kosul her bir a € R i¢in

rr(a) (Ig(a)) kiimesinin R nin bir ideali olmasidir.

Her terslenebilir halka yar1 degismelidir. Gergekten R terslenebilir bir halka ve a, b € R

igin, ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan ba = 0 ve bdylece her r € R igin



bar = 0 olur. Tekrar R terslenebilir oldugundan arb = 0 yani aRb = 0 elde edilir ki,

bu da R nin yar1 degismeli oldugunu gosterir.

Tanim 2.4.5. R bir halka olmak iizere a, b € R i¢in,
aRa=0 = a=0

oluyorsa, bu durumda R halkasi yar: asal (Semiprime) olarak adlandirilir.

Tanim 2.4.6.

n m
=0 j=0
olmak tizere,
fgx)=0=abj=0 (0<i<n0<j<m)

oluyorsa, bu durumda R halkas1 Armendariz olarak adlandirilir.

Yukaridaki kosulu saglayan halkalara Armendariz ismi verilmistir. Clinkii 1974 te E.P.
Armendariz, inmis bir halkanin yukaridaki kosulu sagladigin1 gostermistir. Yani her

inmis halka bir Armendariz halkadir.

Tamim 2.4.7. R bir halka ve a: R — R bir endomorfizma olsun. a € R i¢in,
aax(a) =0 =>a=0
oluyorsa, bu durumda R halkasina @ —kat: (a —rigid) halka denir.

R bir a —kat1 halka olmak iizere, a(S) € S kosulunu saglayan R nin her S alt halkasi da
a —kat1 bir halkadir. Diger taraftan Ip; R nin birim endomorfizmasi olmak iizere; R nin

a — kat1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin inmis bir halka olmasidir.
Lemma 2.4.8. R bir @ —kat1 halka olsun. Bu durumda @ bir monomorfizmadir.

Ispat. a € R i¢in a(a) =0 olsun. Buradan aa(a) =a0 =0 olup R; a —kati

oldugundan a = 0 bulunurki bu da @ nin bir monomorfizma oldugunu gosterir. ]



R inmis olmayan bir halka olmak {izere R nin I birim endomorfizmasi bir
monomorfizmadir. Fakat R; I —kat1 degildir. Yani yukaridaki Lemma’nin tersi dogru
degildir.

Lemma 2.4.9. R bir halka ve a: R = R bir endomorfizma olsun. Eger R; @ —kati ise, bu

durumda R bir inmis halkadir.

Ispat. R; a —kat1 bir halka ve a€R igin a?=0 olsun. Bu durumda
aa(a)a(aa(a)) = aa(a?a?(a) = aa(0)a?(a) = aba?(a) =0 olup, R; a —kati
oldugundan aa(a) = 0 ve tekrar R; a —kat1 oldugundan a = 0 elde edilir. Yani R bir

inmis halkadir. n
Lemma 2.4.10. Her inmis halka yar1 asaldir.

Ispat. R inmis bir halka ve a € R i¢in aRa = 0 olsun. Bu durumda 1 € R icin de
alga = a® = 0 olacagindan ve R inmis oldugundan a = 0 elde edilir ki bu da R nin

yar1 asal oldugunu gosterir. ]

Tanmm 2.4.11. R bir halka ve «a; R nin bir endomorfizmasi olsun.
n m
p(X) =Zaixi, q(x) :Zb]x] ER[x,a]
=0 j=0
olmak tizere,
p(x)q(x) = 0= aa’(h)) =0 (0<i<n0<j<m)

oluyorsa, bu durumda R halkasina a« —skew Armendariz halka denir.

Tanim 2.4.12. R bir halka ve a; R nin bir endomorfizmasi olsun.

n m
() =) axl,  q@ =) hxl €Rlxal
i=0 j=0

olmak iizere,

p(x)q(x)=0=abj=0 (0<i<n0<j<m)



oluyorsa, bu durumda R halkasina &« —Armendariz halka denir.

Asagidaki verilen Onermedeki gerektirmeler (Hong ve digerleri 2003) tarafindan

verilmistir.

Onerme 2.3.13. R bir halka ve a; R nin bir endomorfizmas1 olsun.

(i) Eger R; a —kat1ise, bu durumda R; a —Armendarizdir.
(if) Eger R; a —Armendariz ise, bu durumda R; a —skew Armendarizdir.
(ili) R nin a —kat1 olmas1 igin gerek ve yeter kosul R[x,a] halkasinin inmis

olmasidir.

Son olarak yukarida tanitilan halka siiflar i¢in asagidaki gerektirmeler vardir. Bu

gerektirmelerin higbirinin tersi dogru degildir.

R; a —katt = R inmis = R terslenebilir = R yar1 degismelidir.



3 GENELLESTIRILMIS TERSLENEBILIR HALKALAR

Bu boéliimde, terslenebilir halkalarla ilgili yapilan c¢alismalar ve halkalarin
Armendariz’lik 6zelliginin skew polinomlar halkasina genellestirilmesi goz Oniine
alinarak; kat1 ve terslenebilir halkalarin bir genellestirmesi olan a - terslenebilir
halkalar tanimlanacak, bu yeni halka sinifinin baz1 karakterizasyonlar1 ve bu halka
simiflarinin diger halka siiflar ile 6zelliklede genellestirilmis Armendariz halkalarla
olan iligkileri ¢alisilacaktir. Calismamiz boyunca R birimli bir halkayr ve aksi
belirtilmedik¢ce a da R halkasinin sifirdan ve birimden farkli bir endomorfizmasini

gosterecektir. Bu boliim i¢in temel referansimiz (Baser, Hong ve Kwak 2009) olacaktir.

3.1 Genellestirilmis Terslenebilir Halkalarin Temel Ozellikleri

Tamm3.1.1. a,b€R i¢in ab=0olmas1 ba(a) =0 (a(b)a=0) olmasim
gerektiriyorsa, bu durumda R halkasinin @ endomorfizmasina sag (sol) terslenebilirdir
denir. Eger bir R halkasinin bir sag (sol) terslenebilir a endomorfizmas: varsa, bu
durumda R halkasina sag (sol) @ — terslenebilir denir. Eger R halkasi hem sag hem de

sol a — terslenebilir ise, bu durumda R ye a —terslenebilir halka denir.

Uyan 3.1.2.

(i) R halkasmnin birim endomorfizmasi Iy olmak tizere, R tek-yanli I —terslenebilir
ise, bu durumda R halkasi terslenebilirdir.

(if) Bir sag a —terslenebilir halkanin @(S) € S kosulunu saglayan her bir S alt
halkasida sag a — terslenebilir dir.

(iii) R bir tamlik bolgesi olmak tizere, R halkasi her @ endomorfizmasi igin

a — terslenebilir dir. Gergekten; R bir tamlik bolgesi, @ ; R nin bir endomorfizmasi
ve a,b € Rigin ab = 0 olsun. Bu durumda, R bir tamlik bolgesi oldugundan a = 0
veya b = 0 olup, buradan b = 0 veya a(a)=0 dir. Béylece ba(a)=0 olur. Yani R
halkas1 sag a — terslenebilir dir. Benzer sekilde R nin sol a — terslenebilir oldugu
gosterilebilir. Fakat, bu durumun tersi genelde dogru degildir. Bunu Ornek 3.1.8.(i) de

gorecegiz.



a — terslenebilir halka kavramu ile ilk defa karsilasan birisinin aklina gelebilecek ilk
sorulardan birisi; bu kavramin sag-sol simetrik olup olmadigidir. Asagidaki O6rnekten

a — terslenebilir halka kavraminin sag-sol simetrik olmadigini goriiyoruz.

Ornek 3.1.3. Z tamsayilar halkasi olmak iizere,

ab
R={( ):a,b,c EZ}
0 ¢

halkasini g6z oniine alalim.

A= (8 D; B = (8 D € R , olmak tizere AB = O fakat BA # O oldugundan R

halkasi terslenebilir degildir.

(i) R halkasinin,

wrn a5 2) = 9)

bi¢iminde tanimlanan endomorfizmasini géz oniine alalim.

0= ) 9= (s e

olmak iizere AB = O olsun. Buradan aa = 0 olup, Z tamsayilar halkasi degismeli

oldugundan a'a = 0 elde edilir. Boylece,

Ba(A) = (aoa 8) = (8 8) = (0 elde edilir. Sonu¢ olarak R halkasi sag a —

terslenebilir dir. Bununla beraber 4 = (g D B = (é é) € R i¢in AB = O fakat

a(B)A # 0O oldugundan R halkasi sol a — terslenebilir degildir.

(if) R halkasinin,

B:R >R, B((g €)>=(8 g)



bi¢ciminde tanimlanan endomorfizmasini goz oniine alalim. Yukaridaki metodun aynist
kullanilarak R halkasinin sol f — terslenebilir fakat sag f — terslenebilir olmadigi

kolayca gosterilebilir.

En genis halka siniflarindan birisi olan inmis halkalarin sinifi géz Oniinde
bulunduruldugunda inmis halkalarin a — terslenebilir olabilecegi diisiiniilebilir. R
halkas1 sag «a — terslenebilir olmayacak sekilde inmis ve hatta degismeli bir R

halkasinin bir @ endomorfizmasi bulunabilir. Bu durumu asagidaki drnekte goriiriiz.

Ornek 3.1.4. Bilesensel toplama ve bilesensel ¢carpma islemleri ile birlikte

R=7Z,®Z, ={(0,0),(01),(1,0),(1,1)} halkasim1 goz oniine alahm. R degismeli
oldugundan R terslenebilirdir. a:R - R ,a((a, b)) = (b,a) seklinde tanimlanan
bagint1 R halkasinin bir otomorfizmasidir. a = (1,0), b = (0,1) € R igin,

ab = (1,0)(0,1) = (0,0)
olup ba(a) = (0,1)a((1,0)) = (0,1)(0,1) = (0,1) # (0,0) oldugundan R halkas1 sag
a — terslenebilir degildir.

Yukaridaki Ornek 3.1.3. ve Ornek 3.1.4. bir R halkasinin terslenebilirligi ile sag
a — terslenebilirligi ve « — terslenebilirligi kavramlarinin birbirinden bagimsiz
oldugunu gostermektedir. Bununla beraber asagidaki énerme bu kavramlar arasindaki

iligkiyi verir.

Onerme 3.1.5. R bir terslenebilir halka olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine

denktir.

(i) R;a — terslenebilirdir.

(i) R sag o — terslenebilirdir.

(iii) a,b € Rigin ab = 0 ise, bu durumda negatif olmayan her bir n tamsayisi igin
aRa™ (b) = 0ve a™ (a)Rb = 0 dur.

Ispat. (i) = (ii) R; o —terslenebilir halka olsun. Bu durumda o —terslenebilir halka

tanim1 geregince R sag a — terslenebilirdir.



(ii) = (iii) R; sag a — terslenebilir halka ve a,b € R icin ab = 0 olsun. aRa(b) = 0
ve a(a)Rb = 0 olduklarini géstermek yeterlidir. R sag a — terslenebilir oldugundan
ba(a) = 0 ve R terslenebilir oldugundan ab = 0 dir. Boylece her r € R i¢in ba(a)r =
0 ve R terslenebilir oldugundan a(a)rb = 0 dir. Yani a(a)Rb = 0 elde edilir. Diger
taraftan ba = 0 oldugundan her r € R igin bar = Or = 0 olup, R sag a — terslenebilir
oldugundan ara(b) = 0 dir. Yani aRa(b) = 0 elde edilir.

(iii) = (i) (iii) saglansin ve a,b € R igin ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan
ba = 0 dir. (iii) den bRa(a) = 0 ve a(b)Ra = 0 olup ba(a) = 0 ve a(b)a = 0 elde
edilir.  Yani R halkasi hem sag hem de sol «a — terslenebilirdir.

Bir R halkasinin bir ¢ — endomorfizmasinin bir monomorfizma olmasi durumunda daha

ilging sonuglar ortaya ¢ikmaktadir. Simdi bu sonuclar1 verelim.

Onerme 3.1.6.  bir R halkasinin monomorfizmasi olsun. Bu durumda;

(i) R nin bir sag a — terslenebilir halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a, b €
R icin aa(b) = 0 olmasinin ba = 0 olmasina gerektirmesidir.

(i) Eger R bir sag a — terslenebilir halka ise, bu durumda R yari-degismeli
halkadir.

(iii) R nin a — kat1 olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin yari-asal ve sag a —

terslenebilir olmasidir.

Ispat. (i) R sag a — terslenebilir ve a, b € R i¢in aa(b) = 0 olsun. Bu durumda R sag
a — terslenebilir oldugundan 0 = a(b)a(a) = a(ba) olup a monomorfizma
oldugundan ba = 0 elde edilir. Tersine a,b € Ricin aa(b) =0 olmasi ba =0
olmasin1 gerektirsin. Simdi a,b € R icin ab =0 olsun. Bu durumda 0 = a(0) =

a(ab) = a(a)a(b) olup hipotezden ba(a) = 0 elde edilir. Yani R sag terslenebilirdir.

(i) R sag terslenebilir halka ve a,b € Ricin ab =0 olsun. R sag terslenebilir
oldugundan ba(a) = 0 dir. Boylece her r € R i¢in 0 = 0a(r) = ba(a)a(r) = ba(ar)

olup R sag a — terslenebilir oldugundan 0 = a(ar)a(b) = a(arb) ve a



monomorfizma oldugundan arb = 0 elde edilir. O halde aRb = 0 olup, boylece R yari-

degismelidir.

(iii) R; a —kat1 halka olsun. Bu durumda agik olarak R yari-asaldir. Simdi R nin sag
a —terslenebilir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in a,b € Rigin ab =0 olsun.
Bu durumda ba(a)a(ba(a)) = ba(a)a(b)a?(a) = ba(ab)a?(a) = ba(0)a?(a) =
b0a?(a) = 0 olup R; a —kat1 oldugundan ba(a) = 0 elde edilir. Yani R sag a —
terslenebilirdir. Tersine R yari-asal ve sag a — terslenebilir olsun. a € R igin
aa(a) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda her r € R i¢in 0 = aa(a)a(r) =
aa(ar) olup, R sag a — terslenebilir oldugundan a(ar)a(a) = a(ara) = 0 elde
edilir. @ monomorfizma oldugundan a = 0 elde edilir. Sonu¢ olarak R; a —kati

halkadir. u

Sonu¢ 3.1.7. [Lambek 1971, Onerme 1.3.] Terslenebilir halkalar yari—degismelidir.
Onerme 3.1.6. (ii) nin tersinin genelde dogru olmadigim Ornek 3.1.4. den goriiriiz.
Diger taraftan Onerme 3.1.6. nin (i) ve (ii) siklari igin gerekli olan “a nm
monomorfizma olma” kosulu gereksiz degildir. Gergekten Ornek 3.1.3. deki R halkasi

ve a endomorfizmasi i¢in;

11

A=(1 1),B=(0 1)ER alimirsa AB = 0 fakat 0¢A(O 0

0 0 0 -1
oldugu goriiliir. Bununla beraber Ba(A) = O fakat AB # O dur.

)BeARB

Onerme 3.1.6. (iii) ile ilgili olarak; asagidaki érnegin (i) sikki, R; a — kat1 olmayacak
sekilde bir sag a — terslenebilir R halkasinin bir @ otomorfizmasmin var oldugunu
gosterir. (i1) sikki ise, @ bir monomorfizma ve bdylece bir R; a — kati olmayacak

sekilde degismeli bir R tamlik bdlgesinin var oldugunu gosterir.

Ornek 3.1.8.

(i) R halkas1

({5 ) ar e



. ) a by\_(a -b . .
olmak iizere, a:R — R, a(( 0 a)> = ( 0 a) seklinde tanimlanan fonksiyonun

R halkasmnin bir endomorfizmasi oldugu kolayca gosterilebilir. Diger taraftan agik
olarak R yari—asal degildir. Boylece R; a — kat1 degildir. Ayrica @ nin 1-1 ve 6rten

oldugu kolayca gosterilebilir.
Bununla beraber R nin sag a — terslenebilir oldugu da kontrol edilebilir.

(ii) F bir cisim olmak iizere R = F[x] polinom halkasini ve @:R - R ; a(f(x)) = £(0)
seklinde tanimlanan endomorfizmay1 g6z Oniine alalim. Bu durumda R degismeli bir
tamlik bolgesidir ve boylece de inmis bir halkadir. Fakat a bir monomorfizma degildir.
R bir tamlik bolgesi oldugundan R nin herhangi bir a endomorfizmasi igin R sag a —
terslenebilirdir. Bununla beraber f(x) = x € R = F[x] i¢in f(x)a(f(x)) = xa(x) =
x0 = 0 fakat x # 0 oldugundan R halkas: a — kat1 degildir.

Onerme 3.1.9. Bir R halkas1 igin asagidakiler birbirine denktir.

(i) R sag a — terslenebilir dir.

(i) R halkasinin her bir S alt halkasi i¢in 15 (S) € [z (a(S)) dir.

(iii) Her bir a € R igin rx(a) € Iz (a(a)) dir.

(iv) R nin bostan farkli A ve B alt kiimeleri i¢in AB = 0 ise Ba(A4) = 0 dir.

Ispat. (i) = (ii) R sag a — terslenebilir ve a € rx(S) olsun. Bu durumda Sa = 0 dur.
Yani her s € S igin sa = 0 olup R sag a — terslenebilir oldugundan aa(s) = 0 olur.
O halde aa(S) = 0 elde edilir. Dolayisiyla a € I (a(S)) olup rx(S) S Iz (a(S)) dir.

(il) = (iii) (ii) saglansin ve a € R olsun (ii) de S = {a} alinirsa rx({a}) < lz(a{a}))

olup buradan 1z (a) c lz(a(a)) elde edilir.

(iv) = (i) (iv) saglansin ve a,b € R igin ab = 0 olsun. (iv) de A = {a} ve B = {b}
alinirsa AB = 0 ve boylece Ba(A) = 0 yani ba(a) = 0 elde edilir. Sonug olarak R sag

a — terslenebilir dir.



(iii) = (iv) (iii) saglansin ve R nin bosdan farkli A ve B alt kiimeleri i¢gin AB = 0 olsun.
Bu durumda her a € Ave b € B i¢in ab = 0olup b € rz(a) S Igx(a(a)) oldugundan
b € lz(a(a)) dir. Yani ba(a) = 0 elde edilir ki, buda Ba(4) = 0 oldugunu gosterir. m

Ornek 3.1.4. ve Ornek 3.1.8. (i) den gériildiigii gibi inmis halkalarin smiflar1 ile sag
a — terslenebilir halkalarin siniflar1 birbirinden bagimsizdir. Bununla beraber bu iki

halka sinifinin birbiri ile olan ilgisini asagidaki teoremle verecegiz.

Teorem 3.1.10.

(i) Eger Rinmis ve « — terslenebilir bir halka ise, bu durumda
R; a — skew Armendariz dir.

(ii) Eger R[x; a] terslenebilir bir halka ise, bu durumda R; a — terslenebilirdir.
ispat. (i) R inmis ve a — terslenebilir bir halka olmak iizere
p(x) =ag+axt +--+apx™, q(x) = by + byx' + -+ bx™ € R[x; a]
icin p(x)q(x) = 0 olsun. Bu durumda k = 0,1,2, ..., m + n igin
Yivj=k aib’ (b))=0

elde edilir. Iddia ediyoruz Ki her i, j i¢in aiai(bj) = 0 dir. Bunun ispatin1 i + j lizerine
timevarim uygulayarak yapacagiz agb, = 0 oldugundan iddiamiz i+ j = 0 igin
dogrudur. Simdi kabul edelim ki iddiamiz i + j < si¢in dogru olsun. Yani i +j <
s igin aiai(bj) = Oolsun. Iddiamizm i+ j=s+1 icinde dogru oldugunu

gosterecegiz. Yukaridaki esitlikte k = s + 1 alinirsa

Aobsy1 + aa(bs) + -+ + asa®(by) + asp1a° (b)) =0 1)
elde edilir. (1) esitligine sagdan a>*t1(b,) ile carparsak
Aobsy1a® 1 (bo) + aja(bs)a’**(bg) + -+ + gt (bo)a* (b)) = 0 (2)

olup tiimevarim hipotezi ve Onerme 3.1.5. den i = 0,1,2, ..., s i¢in a;a*(by) = 0 olmas1



0 <i <sicina;Ra’*1(by) = 0 olmasim gerektirir. Yani
Aobsi1a®* (b)) = aja(bg)a***(by) = -+ = asa®(by)a** " (by) = 0

olup (2) denklemden a,,;( a%*1(by))? = 0 elde edilir. Bu arada bir R halkasinin inmis
olmasi igin gerek ve yeter kosulun a,b € R igin ab? = 0 olmasinin ab = 0 olmasi
gerektirdigini hatirlatalim. Bdylece R inmis halka oldugundan ag,;( a$*1(by))? =0

olmasi as1@°*1(by) = 0 olmasin1 gerektirir. Dolayisiyla (1) denklemi
agbsyq + aya(b) + -+ asa®(by) =0 (3)

seklinde olur. Benzer olarak (3) denklemi sagdan a®(b,) ile carpilir ve kabuller
kullanilirsa a,( @®(b;))? = 0 ve boylece de a,a’(b;) = 0 elde edilir. Bu islem devam

ettirilirse
a5+1a5+1(b0) = asa®(by) = - = ag(bs41) =0

elde edilir. Boylece i+ j = s+ 1sartin1 saglayan tim i,j ler i¢in aiai(bj) =0
oldugunu ispatlamis olduk. Sonug¢ olarak tiimevarim hipotezi geregince her i ve j i¢in
aiai(bj) = 0 elde edilir ki, buda bize R halkasinin @ —skew Armendariz oldugunu

Verir.
(i) R[x; a] terslenebilir halka ve a, b € R i¢in ab = 0 olsun. Bu durumda;

p(x) =a,q(x) =bx €R[x;a] i¢in p(x)g(x) =abx=0x=0 olup R[x;a]
terslenebilir halka oldugundan 0 = q(x)p(x) = bxa = ba(a)x dir. Buradan ba(a) =
0 olur ki, bu da R halkasmin sag a —terslenebilir oldugunu gosterir. Onerme 3.1.5. den
R ayn1 zaman da sol a —terslenebilir dir. Sonug olarak R; a —terslenebilir bir halkadir.

Sonu¢ 3.1.11. Eger R bir a —kat1 halka ise, bu durumda R; a —skew Armendariz
halkadir.

Ispat. R; a —kat1 olsun bu durumda Onerme 3.1.6. (iii) geregince R halkas: yari—asal
ve sag a —terslenebilir dir. Diger taraftan da Teorem 3.1.10. (i) geregince R; a —skew

Armendariz dir. ]



a —Armendariz halkalarin a —skew Armendariz oldugunu biliyoruz. Teorem 3.1.10.(i)
deki “R; a —skew—Armendariz dir >’ ifadesi “R; @ —Armendariz *’ ifadesiyle yer

degistiremez. Gercekten Ornek 3.1.8.(ii) deki R halkasini ve bu halkanin «
endomorfizmasini géz oniine alalim. Yani F bir cisim, R = F[x] ve a(f(x)) = £(0)
olmak iizere R inmis ve a —terslenebilir dir. Fakat (Hong, Kwak ve Rizvi 2006, Ornek

1.9) dan R; @ —Armendariz degildir.

Diger taraftan Teorem 3.1.10.(i) nin hipotezinde istenen R nin inmis halka olma sarti
fazladan degildir. Gergekten Ornek 3.1.8.(i) deki R halkas1 sag a —terslenebilir fakat

inmis  degildir. p(x) = (8 é) + ((2) g)x € R[x;a] icin p?(x) =0 fakat

((2) é) @ ((8 é)) # O oldugundan R; @ —skew Armendariz dir.

Sonug¢ 3.1.12. R; a—Armendariz halka olsun bu durumda asagidakiler birbirine denktir:

(i) R[x, a]; a —terslenebilir dir.
(ii) R; a —terslenebilir dir.
(iii) R sag a —terslenebilir dir.

(iv) R terslenebilir dir.

Ispat. (i) © (iv) (Hong, Kwak ve Rizvi 2006, Teorem 3.6.(2)) den verilmistir.
(i) =(ii) Teorem 3.1.10.(ii) den verilmistir.
(if) = (iii) a —terslenebilir halka tanimin dan agiktir.

(iii) = (iv) R sag a —terslenebilir ve a, b € R i¢in ab = 0 olsun bu durumda ba(a) = 0
olup (Hong, Kwak ve Rizvi 2006, Onerme 1.3.(2)) den ba = 0 elde edilir ki bdylece R

terslenebilir halkadir. ]

Omek 3.1.8.(ii) ve (Huh ve Lee 2002, Ornek 14) den de anlasilacag iizere sag
a —terslenebilir halkalarin smmift ile @ —Armendariz halkalarin sinift birbirinden

bagimsizdir.



Sonug¢ 3.1.12. de a endomorfizmasi yerine birim endomorfizmasi alinirsa asagida ki

sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.1.13. R bir Armendariz halka olsun. Bu durumda R nin terslenebilir olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul R[x] polinom halkasinin terslenebilir olmasidir.

Teorem 3.1.10.(ii) nin tersi dogru olmadigi gibi Sonu¢ 3.1.12.deki R nin
a —Armanderiz olma sarti da fazladan degildir. Gergekten Ornek 3.1.8.(ii) deki R
halkasin1 ve R nin @ —endomorfizmasini géz oniine alalim. A = R[T; a] = F[x][T; a]
olsun p(x) = xT, q(x) = x € A i¢in p(x)q(x) =0 olup q(x)p(x) = x*T # 0 dir.
Boylece A = R[T; a] halkasi terslenebilir degildir. Ayrica R nin a —Armendariz
oldugunuda bilmekteyiz.

Teorem 3.1.14. R bir sag a —terslenebilir halka olsun. Bu durumda

(i) Eger a; R nin bir monomorfizmasi ise, bu durumda a(1z) = 1 dir.

(ii) R nin herhangi bir eskare (idempotent) elemani e olmak tizere a(1y) = 14
olmasi igin gerek ve yeter kosul a(e) = e olmasidir.

(iii) Eger a(1z) = 13 ise, bu durumda R bir abel halkadir. Ayrica R[x; a] daki tim

eskare elemanlar R deki eskare elemanlar ile aynidir.

Ispat. (i) a bir monomorfizma olsun
(1 — a(1p))a(1r) = 1g a(1p) — a(lR)a(lr) = a(1g) — a(1glp) = a(1g) -
a(1g) = 0 olup, R sag a —terslenebilir oldugundan a(lR)a(lR — a(lR)) = 0 olur.

Béylece 0 = a(1p)a(1g — a(1p)) = a (1R(1R - a(lR))) = a(1g — a(1p)) olup a

monomorfizma oldugundan 1, — a(1g) = 0 yani a(1g) = 1y dir.

(i) a(1g) = 1z ve e? = e € R olsun. Bu durumda (1 —e)e=0 ve e(1z—e) =0
dir. Bu durum da R sag a —terslenebilir oldugundan ea(lp —e) =0ve (1 —
e)a(e) =0 olur. Boylece 0=ea(lz—e) = e(a(lR) — a(e)) = e(lR — a(e)) =
e —ea(e) olup buradan ea(e) = e elde edilir. Diger taraftan 0 = (1z —e)a(e) =
1pa(e) —ea(e) = a(e) — ea(e) olup buradan ea(e) = a(e) bulunur. Sonug¢ olarak
a(e) = e elde edilir. Tersine herhangi bir e? = e € R icin a(e) = e olsun. Bu durumda

112Q = 1R1R = 1R Oldugundan a(lR) = 1R dll’



(iii) e2 = e € R olsun. Bu durumda e(1; — e) = 0 ve (1; — e)e = 0 olur. Bdylece her
r € Rigin e(1z —e)r =0 ve (1 — e)er = 0 olur. R sag a —terslenebilir oldugundan
(1g —e)ra(e) =0 ve era(lz —e) =0 elde edilir. (ii) den (1z —e)re=0 ve
er(1g —e) =0 olur. Yani re = ere =er olur ki buda bize R halkasinin abel
oldugunu gosterir. (ii) den dolayr herhangi bir e? = e € R i¢cin a(e) = e oldugunu

hatirlatalim.

Simdi f(x) =eg+ e;x + e,x? + -+ e,x™ olmak iizere f2(x) = f(x) € R[x; a]

olsun. f2(x) = f(x) esitliginden asagidaki denklem sistemini elde ederiz.
(0) e =0,
(1)  eger +ejaley) = ey,

(2)  egey +ejaley) + ea’(ey) = ey,

(M) eoen +eralen-1) + -+ en1a™ ' (er) + €ua™(eg) = en.

Yukaridaki (0) dekleminden eyelemani R de bir eskaredir ve hipotezden bu eskare
merkezidir. Ayrica (ii) den dolay1 da a(ey) = e, dir. Boylece yukaridaki denklem

sisteminden asagidaki denklem sistemini elde ederiz.
(1,) 28180 =€y,

(2") epey +ejae;) + eep = ey,

(n') epe, +ejale,—1) + - +te,_1a™ 1(e) + e ey = e,,.

Yukaridaki (1") denklemini sag taraftan (1 — eg) ile carpilirsa e{(1z —e,) = 0 elde
edilir. Boylece e; = e, e, olup, buradan e; = 0 elde edilir. Diger taraftan (2') denklemi
2eye, = e, haline gelir. Benzer sekilde 2ege; (1 —ep) = e;(1r —ey) dan e, =0

bulunur. Bu isleme devam edilirse i = 1 i¢in e; = 0 elde edilir. Sonug olarak f(x) =



eotextex?+ e x"=e;+0x+0x%+--+0x"=¢y,=e€R bulunur.

Diger taraftan R abel oldugundan R[x; a] da abel dir. ]

Sonu¢ 3.1.15. R bir sag a —terslenebilir halka olmak tizere a(1z) = 1; olsun. Bu

durumda asagidakiler birbirine denktir.

(i) R bir @ —Armendariz halkadir.
(i) Herhangi bir e? = e € R igin eR ve (1; — e)R halkalar1 « —Armendariz dir.

(iii) Uygun bir e? = e € R igin eR ve (1z — e)R halkalar1 @ —Armendariz dir.

Ispat. R bir sag a —terslenebilir halka ve a(1z) = 15 olsun. Bu durumda Teorem
3.1.14.(iii) den dolayr R bir abel halka ve Teorem 3.1.14.(ii) den dolay1 da herhangi bir
e? = e € R icin a(e) = e dir. Bdylece (Hong, Kwak ve Rizvi 2006, Onerme 1.5.) in

hipotezleri saglanir. ]

Teorem 3.1.14.(1) okundugunda, bunun tersinin dogru olup olmadigi sorusu akla
gelebilir. Fakat Ornek 3.1.8.(ii) den Teorem 3.1.14.(i) nin tersinin dogru olmadig
goriliir. Diger taraftan Teorem 3.1.14.(iii) deki a(1gz) = 1z olma kosulu gereklidir. Bu
gerekliligi de Ornek 3.1.3. den gorebiliriz.

3.2. Genellestirilmis Terslenebilir Halkalarin Genislemeleri
R degismeli bir S halkasi tizerinde bir cebir olsun. Bu durumda
D=RxS={(r,s)|reR,s€ES}
kartezyen ¢arpim kiimesi;
(r1,81) + (12,82) = (1 + 12,51 + 52)
(r1,51) (12, 52) = (1112 + 5173 + S3711, $153)

ikili iglemleri ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya R nin Sile Dorroh genislemesi
denir. R nin bir @ endomorfizmas: igin, @ : D — D,a(r,s) = (a(r),s) seklinde

tanimlanan bagint1 bir § —Cebir homomorfizmasidir.



Bir R halkasimin Dorroh genislemesi yardimiyla sag a —terslenebilir halka 6rneklerini

cogaltilabilir.

Onerme 3.2.1.

(i) R bir halka, e? = e € R merkezil bir eskare a(e) =e ve a(lp —e) =1, —e
olmak tizere eR ve (1 — e)R halkalarinin sag a —terslenebilir olmast i¢in gerek
ve yeter kosul R nin sag a —terslenebilir olmasidir.

(if) Eger R bir sag a —terslenebilir halka, (1) = 1 ve S bir tamlik bolgesi ise, bu

durumda R nin S ile Dorroh genislemesi olan D halkasi da o —terslenebilir dir.

Ispat. (i) R nin sag a —terslenebilir olmas1 durumunda eR ve (1z — e)R halkalarinin
sag a —terslenebilir olduklar1 agiktir. Simdi eR ve (1z —e)R halkalar1 sag

a —terslenebilir olsun.

a,b € R igin ab = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda eab = 0 ve (1 —e)ab =0
olur. Kabulden 0 = ba(ea) =bea(a) =eba(a) ve 0=ba((lzx—e)a)=
b(1x —e)a(a) = (1g —e)ba(a) elde edilir. Yani ba(a) =eba(a)+ (1z —

e)ba(a) = 0 elde edilir ki, bu da R nin sag a —terslenebilir oldugunu gosterir.

(i) (r1,51), (r2,52) € D igin (1y,51)(13,5,) = 0 olsun. Buradan ryr, + 511, + Sp17 =
0 ve s;s, = 0 olur. S bir tamlhik bolgesi oldugundan s; = 0 veya s, = 0 olur. Eger
s; = 0 ise, bu durumda 0 = ryry, + 5,1, + 5,1y = 141y, + s, Ve buradan da ry(r, +
s;) = 0 elde edilir. R sag a —terslenebilir oldugundan 0 = (r; + s,)a(ry) = rpa(ry) +
s,a(r;) bulunur.  Buradan (ry,s;) &((rl,sl)) = (1y,52)(a(r1),s1) = (npa(r) +
S,a(ry) + 8415 ,5,8;) = 0 elde edilir. Benzer olarak, eger s, = 0 ise, bu durumda
(ry + s;)r, = 0 olur ki ve boylece R sag a —terslenebilir ve a(1z) = 1z oldugunda
0 = nya(ry + s1) = ya(ry) + rys; elde edilir. Bunlari kullanarak (7, s,) d((rl,sl)) =

0 elde ederiz ki bu da D Dorroh genislemesinin @ —terslenebilir oldugunu gosterir. ®

Yukaridaki 6nermede ki "a(1z) = 1" kosulu kaldirllamaz. Bu durumu asagidaki

ornekte gorelim.



Ornek 3.2.2. R =7, xZ, = {(0,0),(0,1), (1,0), (1,1)} olmak iizere R halkasimnin

a:R - R, a((a, b)) = (0, b) seklinde tanimlanan endomorfizmasini goz Oniine alalim.
R halkasinin Z tamsayilar halkasi ile Dorroh genislemesi D olsun. Yani D = R X Z
olsun. Bu durumda ((1,0),—1), ((1,0),0) € D igin ((1,0), —1)((1,0),0) = 0 olmasina
ragmen ((1,0),0)6?((1,0), —1) = (—(1,0),0) # 0 dir. Yani D Dorroh genislemesi

@ —terslenebilir degildir. Bunun sebebi ise a((1g, 1z)) = (0, 1g) # (1g, 1g) olmasidr.
R bir halka ve M bir (R, R) —bimodiil olmak tizere
R®M=RXM={(r,m)|r €R,m € M}
kiimesi,
(r,my) + (p,my) = (rp + 1, my +my)
(r1, my) (ry, my) = (113, Tymy + my1y)

ikili iglemleri ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya R nin M ile asikar geniglemesi (trival
extension) denir ve T(R, M) ile gosterilir. Bir R halkasinin M; (R, R) —bimodiilii ile

asikar geniglemesi

o 7)irermen]

halkasina izomorftur.

R bir halka ve a;R nin bir endomorfizmas1 olmak iizere R nin T(R,R) asikar

genislemesi lizerinde

d:T(R,R)—>T(R,R)ﬁ<(g Z)>=(a%a) ZEZ%)

seklinde tanimlanan fonksiyon T(R, R) halkasinin bir endomorfizmasidir. T(R,0); R ye
izomorf oldugundan o 1n T (R, 0) a kisitlamasini « ile 6zdes kilariz. (Kim ve Lee 2003,
Onerme 1.6) da bir inmis halkanin asikar genislemesinin terslenebilir bir halka olugunu
biliyoruz. Bir sag «a —terslenebilir R halkasinin T(R,R) asikdr genislemesi

o —terslenebilir olmak zorunda degildir. Bu ger¢egi asagidaki 6rnekte gorelim.



Ornek 3.2.3.R = {(g Z) la,b € 24} ve a <(g Z)) = (g _ab) olmak tizere Ornek

3.1.8.(i) den R nin sag a —terslenebilir oldugunu biliyoruz. Diger taraftan

(6o G2, (G )
6o @ o (6 o) G o

icin AB = 0 olup B&(A) # O dir. Yani R halkas1 @ —terslenebilir degildir.

B = € T(R,R)

Bununla beraber asagida ki 6nermeyi ispatlayabiliyoruz.

Onerme 3.2.4. R inmis bir halka olsun. Eger R; a —terslenebilir bir halka ise, bu
durumda T (R, R); & —terslenebilir bir halkadir.

. _f(a b _(c d . _ —
Ispat. A = (0 a),B = (0 C) € T(R,R) i¢in AB = O olsun, bu durumda ac = 0 ve

ad + bc = 0 dir. R inmis bir halka oldugundan terslenebilirdir. Boylece ca = 0 dir. Bu
durumda 0 =c0 = c(ad + bc) = (ca)d + cbc = 0d + cbc = cbc elde edilir ki
buradan (bc)? = (bc)(bc) = b(chc) = b0 = 0 elde edilir. R inmis oldugundan bc = 0
bulunur. ad + bc = 0dan da ad = 0elde edilir. R; a —terslenebilir oldugundan
ca(a) =0,ca(b) =0 ve da(a) =0 elde edilir. Boylece,

Ba() = f)@<(g Z)>=((C) f)(a%a) Z%)

- (Ca(ga) ca(bc)aJEaaéa(a)> _ (8 0 45 N=0

bulunur Ki, buda bize T (R, R) nin & —terslenebilir oldugunu gosterir. [

Sonug¢ 3.2.5. [Kim ve Lee 2003, Onerme 1.6.] R bir inmis halka olmak iizere T (R, R)

bir terslenebilir halkadir.

Bir R halkasmin T'(R, R) asikar genislemesi asagidaki halkaya genisletilebilir.

a b c¢
S= (O a d)la,b,c,dER
0 0 a



Ayrica R nin bir ¢ endomorfizmasi S nin asagidaki sekilde tanimlanan

a b c a(a) a(b) a(c)
o (0 a d) ={ 0 a(@ a(d
0 0 a 0 0 a(a)

o endomorfizmasina genisletilebilir.

R nin bir a —kat1 halka olmasi durumunda S halkasinin a —terslenebilir olabilecegi

diisiiniilebilir. Fakat asagidaki 6rnek bu durumu ortadan kaldirir.

Ornek 3.2.6. R; a —kat1 olmak iizere,

a b c¢
S=4l0 a d]|l|ab,c,d€ER
0 0 a

olsun. (Hong, Kim ve Kwak 2000, Onerme 5) den dolay1 bir e? = e € R igin a(e) = e
dir. Ozel olarak a(1z) = 1 dir.

00 0 0 1, O
A=<O 0 1R>,B=<O 0 o)es
00 0 0 0 0

icin AB = O dir. Fakat

0 1z O 0 0 O 0 1z 0/0 O 0
Ba(A) = (O 0 0)& (0 0 1R> = (0 0 0) (0 0 a(lR)>
0 0 O 0 0 O 0 0 0/\0 O 0

0 1, 0\/0 0 O 0 0 14
=<o 0 o)(o 0 1R>=<o 0 o):eo
0o 0 0o/\o 0 o 00 0

oldugundan S halkas1 @ —terslenebilir degildir.

R bir halka, a; R nin bir endomorfizmasi, I; R nin bir ideali ve a(I) €1 olsun. Bu
durumda, cY:R/I — R/] ,@(a+1) = a(a) +1 seklinde tanimlanan fonksiyon R/I

boliim halkasinin bir endomorfizmasidir. Gergekten, her a +1,b + 1 € R/ [ icin;



ala+I+b+D=ala+b+1)=ala+b)+1=a(a)+ a(b) +1
=ala)+I1+ab)+I=ala+D)+alb+1)

a(la+NDb+D)=alab+1) =alab) +1 = a(@)a(b) +1
=(a(a)+D(ab)+) =a(a+H)+alb+1)

elde edilir. a(l) €1 sart1 a(a+1) = a(a) + 1 seklinde tanimlanan bagintinin bir
fonksiyon olabilmesi igin gereklidir. Gergekten; a+ 1 = b + [ olsun. Bu durumda
(a—b)+1=1 olup buradan a — b € I ve kabulden a(a — b) € a(I) c I dir. Yani
a(a—b) €1 olup a(a) — a(b) €1 olur. Buradan a(a) — a(b) + 1 =1 dir. O halde
a(a) + 1 =a(b) +1yani ala+1) = a(b+1) elde edilir. (Hong, Kim ve Kwak 2005,
sayfa 233) den terslenebilir bir halkanin homomorfik gériintiisii terslenebilir olmak
zorunda degildir. Onerme 3.2.4. den R nin bir inmis ve a —terslenebilir halka olmasi
durumunda T'(R, R) nin & —terslenebilir oldugunu gordiikk. Bu gozlemden hareketle; R
nin herhangi bir sifirdan farkli sag « —terslenebilir I 6z ideali igin eger R/ I
a —terslenebilir ise, bu durumda R nin sag a —terslenebilir olabilecegi diisiiniilebilir.
Fakat asagidaki ornekten boyle bir durumun ger¢eklesmesinin miimkiin olmadigini

goruyoruz.

Ornek 3.2.7. F bir cisim olmak iizere

R=(f D)={(G ) 1aneer]

halkasini ve bu halkanin

seklinde tanimlanan endomorfizmasini géz oniine alalim.

1= Do=( er

i¢in



s =G (6 9)=G DG =6 D=0

olmasia ragmen AB = O dir. Yani R halkasi sag a —terslenebilir degildir. R halkasinin

tim sifirdan farkli 6z idealleri;

0)={(G o) raver)

=€ D€ D ibeed

seklindedir.

Diger taraftan R/ [ =F ve R / 1= F oldugundan R/ ] Ve R/ i boliim halkalar1 da

a —terslenebilirdir.

R nin K ideali igin;

R/K={(g (C))+K|a,cEF}

boliim halkasi inmis bir halkadir ve & endomorfizmasi R/ i Uzerinde ozdeslik

déniisiimiidiir. Boylece /) bolim halkasi @ —terslenebilirdir.

Onerme 3.2.8. R bir halka, I; R nin a(l) €I sartim saglayan bir ideali ve R/I sag

a —terslenebilir olsun. Eger I; @ —kati ise, bu durumda R; a —terslenebilirdir.

Ispat. a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Bu durumda a +I,b +1 € R/I olup (a+ Db+
[)=ab+1=0+1=1olup R/]; sag a —terslenebilir oldugundan (b + I)a@(a +
I)=1 dir. Yani; I=Mh+Data+I1)={hB+D(ala)+1)=ba(a)+1 olup
ba(a) €1 dir. Boylece ba(a)a(ba(a)) = ba(a)a(b)a(a(a)) = ba(ab)a(a(a)) =
ba(0)a(a(a)) = b0a(a(a)) =0 elde edilir. I;a —kati oldugundan ba(a) =0

bulunur. Sonug olarak R a —terslenebilirdir. |



Sonu¢ 3.2.9. [Kim ve Lee 2003, Onerme 1.12] R halkasinin bir I ideali icin R/ i

terslenebilir bir halka olsun. Eger I inmis ise, bu durumda R terslenebilirdir.
R bir halka ve a; R nin bir endomorfizmasi olmak lizere
ap+a;x + -+ ax™ - alag) + ala)x + -+ alay,)x™

seklinde tanimlanan fonksiyonda R[x] polinom halkasinin bir endomorfizmasidir. R[x]
polinom halkasinin yukaridaki sekilde tanimlanan endomorfizmasinida a ile

gosterecegiz.

n

R[x;x71] = { Z ax':s>0,n>0,a; €ER
i=—s

seklinde tanimlanan kiime polinomlarda ki toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir

halkadir. Bu halkaya Laurent polinomlarimin halkasi denir. a; R nin bir

endomorfizmasi olmak f{izere « yardimiyla R[x] polinom halkasi iizerinde

tammladigimiz endomorfizmanin benzeri R[x;x~!] Laurent polinomlarinin halkasi

uzerindede tanimlanir.

Asagida verecegimiz teoremle, @ —terslenebilir halkalarin sinifin1 genisletecegiz.

Teorem 3.2.10. R bir halka olsun.

(i) R[x] in sag a —terslenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul R[x;x1]
halkasinin sag a —terslenebilir olmasi gerekir.

(if) Eger R bir Armendariz halka ise, bu durumda R nin sag a —terslenebilir olmasi
icin gerek ve yeter kosul R[x] in sag a —terslenebilir olmasidir.

(iif) R inmis bir halka ve n bir pozitif tamsay1 olsun. Eger R sag a —terslenebilir ve

a(1g) = 1z ise, bu durumda (x™); x™ tarafindan iretilen ideal olmak iizere

R [x]/<xn> béliim halkasi sag @ —terslenebilirdir.

Ispat. (i) Eger R[x;x '] sag a —terslenebilir ise, bu durumda agik olarak R[x] de sag

a —terslenebilirdir. Simdi R[x] sag a —terslenebilir olsun. R[x;x~1] halkasmm sag



a —terslenebilir  oldugunu gosterelim. Bunun igin  f(x),g(x) € R[x;x™?] igin
f(x)g(x) =0 olsun. Bu durumda, f;(x) = f(x)x™ g.(x) = g(x)x™ € R[x] olacak
sekilde bir n pozitif tamsayis1 vardir ve f; (x)g;(x) = 0 dir. R[x] sag a —terslenebilir
oldugundan g, (x)a(fi(x)) = 0 dir. Béylece g(x)a(f(x)) = x2"g(x)a(f,(x)) =0

elde edilir ki, buda R[x; x~!] halkasinin sag a —terslenebilir oldugunu gosterir.

(ii) Eger R[x] a —terslenebilir ise, bu durumda agik olarak R; a —terslenebilirdir. Simdi
R bir Armendariz halka ve sag a —terslenebilir olsun. R[x] polinom halkasinin

a —terslenebilir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
fx)=ay+a;x+ -+ a,x™, g(x) =by+ bix+ -+ b,x™ € R[x]

olmak tizere f(x)g(x) = 0 olsun. R bir Armendariz halka oldugundan her i ve j i¢in
a;b; = 0 dir. Diger taraftan, R sag a —terslenebilir oldugundan her i ve j i¢in bja(a;) =
0 dir. ga(f(x))=(by +byx+ -+ bpx™alag+ a;x + -+ apx™) = (by +
bix + -+ byx™(alay) + ala)x + -+ ala,)x™) = bya(a,) + (boa(al) +

bya(ag))x + -+ + bpa(a,)x™ =0+ (0 + 0)x + -+ 0x™*™ = 0 elde edilir ki, buda

R[x] in sag a —terslenebilir oldugunu gosterir.
_ R[x] < —1 i ~ 5
(ii) S= (x) olsun. Eger n=1 ise bu durumda S=R olup R sag

a —terslenebilir oldugundan S de sag o —terslenebilirdir. Eger n = 2 ise, bu durumda
S = T(R,R) olup Onerme 3.2.14. den dolayr T(R,R) ve dolayisiyla S halkasi da sag

o —terslenebilirdir. Simdi n = 3 kabul edelim. X = x + (x™) olmak {izere
n—-1

ne1
f=)> ax, g Zba?jES

=0 Jj=0

icin fg = 0 olsun. Eger i +j > n ise bu durumda a;b;x'*/ = 0 dir. Boylece i +j <

n — 1 alabiliriz. Bu durumda fg = 0 esitligi bize asagidaki denklem sistemini verir:



(1) agby = 0,
(2) agb; + a,by =0,

(3) aobz + a1b1 + a2b0 - O,

(4) aobn_z + a’lb?’l—3 + -+ an_3b1 + an_zbo == 0,
(5) aobn_l + albn_z + -+ a’Tl—Zbl + an_1b0 = 0

Bu arada R nin bir inmis halka olmas igin gerek ve yeter kosul a, b € R igin ab? = 0
olmast ab = 0 olmasin gerektirir. Ayrica her inmig halkanin yar1 degismeli oldugunu

biliyoruz. Yukaridaki (1) ve (2) denklemlerini sagdan b, ile carparsak,
0 = agb,by + a;boby = a,bé

esitligini ve buradan da

(6) a;by=0veayh; =0

elde ederiz. (3) denklemini sag taraftan b, ve b, ile carpar ve (1) ile (6) kullanilirsa
0 = ayb, = a;by = a,b, elde edilir. Bu sekilde devam ederek i+ =0,1,... ,n—
2i¢in a;b; = 0 kabul edebiliriz. (5) denklemini sag taraftan b, ile ¢arparsak 0 =

a,,_1boby ve boylece a,,_1by, = 0 elde edilir. Bu durumda (5) denklemi,
(7) aobn_1 + albn_z + -4 an_2b1 = O

haline gelir. (7) denklemini sag taraftan b, ile ¢arparsak a,,_,b;b; = 0 ve bdylece
a,_,b; = 0 elde ederiz. Buradan ayb,,_1 + a;b,,_, + -+ + a,_3b, = 0 esitligine sahip
oluruz. islemlere bu sekilde devam ederek i + j = n — 1 olacak sekildeki her i ve j igin
a;bj = 0 elde ederiz. Sonug olarak i+ j <n — 1olacak sekildeki her i ve j icin
a;b; = 0 bulunur. R sag a —terslenebilir ve inmis oldugundan da herhangi bir pozitif ¢
tamsayisi igin bja‘(a;) = 0 bulunur. Bu yiizden ga(f) =0 olur ki, buda bize S

halkasinin sag @ —terslenebilir oldugunu gosterir. ]



Sonug¢ 3.2.11. [Kim ve Lee 2003, Teorem 2.5] Eger R inmis bir halka ise, bu durumda

herhangi bir n pozitif tamsayisi i¢in Rlx] /< X boliim halkasi terslenebilirdir.

R bir halka ve X de bostan farkli bir kiime olmak tizere;
R* = {f| f: X - R bir fonksiyon}

kiimesi asagida tanimlanan ikili islemlerle birlikte bir halkadir. Her f,g € R ve her

x € X igin,
f+9x) =)+ 9, (fg)(x) = f(x)g(x).
a; R halkasinin bir endomorfizmasi olmak iizere,
@:RX - RX,a(f) = aof
seklinde tanimlanan fonksiyonda R* halkasinin bir endomorfizmasidir.

Onerme 3.2.12. ; R halkasinin bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda;

(i) X bostan farkli bir kiime olmak iizere R nin sag a —terslenebilir olmasi igin
gerek ve yeter kosul R halkasmin @ —terslenebilir olmasidir.

(if) S herhangi bir halka ve a: R — S bir halka izomorfizmasi olsun. Bu durumda R
nin sag a —terslenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S halkasinin sag

oao ™' —terslenebilir olmasidir.

Ispat. (i) R sag a —terslenebilir olsun. R* halkasinin sag @ —terslenebilir oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in f,g € R¥ i¢in fg = 0 olsun. Bu durumda her x € X igin
0=0x)=((g)x)=f(x)g(x) olup R sag a —terslenebilir oldugundan
a(gx))f(x) =0 elde edilir Buradan 0= a(g(x))f(x) = (aog)(x)f(x) =
((@og)f)(x) olup, bdylece @(g)f = 0 elde edilir ki, buda bize R* halkasnin sag
@ —terslenebilir oldugunu gosterir. Simdi R* halkas1 sag @ —terslenebilir olsun. R
halkasinin sag a —terslenebilir oldugunu gosterir. Bunun i¢in a,b € R i¢in ab =0

olsun. Her x € X igin f,(x) = a ve f,(x) = b seklinde tanimlanan f,, f;, € R¥ sabit



fonksiyonlarin1 géz oniine alalim. Her x € X i¢in 0 = ab = f,(x)f, (x) = (f,f3) (x)
olup R halkas1 sag @ —terslenebilir oldugundan @(f,)f, = 0 elde edilir. Buradan her
x €X i¢in 0 = (aof,)(x) f,(x) = a(fb(x))fa(x) = a(b)a elde edilir ki buda bize R

halkasinin sag a —terslenebilir oldugunu gosterir.

(if) S herhangi bir halka ve a: R — S bir halka izomorfizmasi olmak iizere agik olarak
oao ! fonksiyonuda S halkasinin bir endomorfizmasidir. Simdi R sag a —terslenebilir

olsun. S halkasmn sag cac !

—terslenebilir oldugunu goésterelim. Bunun icin x,y € S
icin xy = 0 olsun. ¢ orten oldugundan o(a) = x ve a(b) = y olacak sekilde a,b € R
vardir. 0 = xy = g(a)a(b) = a(ab) olup o birebir oldugundan ab = 0 bulunur. R sag

a —terslenebilir oldugundan ba(a) = 0 olur. Boylece 0 = ba(a) = 671 (y)a(c7(x))

olup buradan 0 = ¢ (a‘l(y)a(a‘l(x))) = yoao~'(x) elde edilirki buda $ halkasmin

1 —terslenebilir oldugunu gosterir. Tersine S halkas1 sag cao ~t —terslenebilir

sag oao”
olsun. R halkasinin sag a —terslenebilir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in a, b € R igin
ab = 0 olsun. Bu durumda S halkas1 i¢inde 0 = o(ab) = a(a)a(b) olup, S halkasi sag
oao ™! —terslenebilir oldugundan 0 = o(b)oac to(a) = o(b)a(a(a)) = o(ba(a))
olur. ¢ birebir oldugundan ba(a) = 0 elde edilir ki, buda bize R halkasinin sag

a —terslenebilir oldugunu gosterir. ]
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