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Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Dog¢. Dr. Hiiseyin YILDIRIM

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, bu calisma igin kisa
bir girig, ikinci boliimde, ¢alismamiz icin gerekli olan tanim ve temel teorem-
ler, iiciincii bolimde, Hermite-Hadamard Esitsizligi ile ilgili sonuclar ve bu
sonuclarin 6zel ortalamalar icin uygulamalar: ele alindi. Dordiincii boliimde,
Hermite-Hadamard Esitsizligini gelistiren belirli esitsizlikler, besinci boliimde,

Hermite-Hadamard Esitsizlginin bir genislemesi verildi.
2010, 80 sayfa

ANAHTAR KELIMELER : Hermite-Hadamard Esitsizligi, Ozel Ortala-

malar, Konveks Fonksiyon, Holder Esitsizligi
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Supervisor : Assoc. Prof. Hiiseyin YILDIRIM

This thesis consists of five chapters. In the first chapter an introduction for
this study have given, in the second chapter, all the necessary definitions and
basic theorems for this study have given. In the third chapter, results related
to the Hermite-Hadamard inequality and application for special means of the
results have given, in the fourth chapter, on certain inequalities improving the
Hermite-Hadamard inequality is given, and in the fifth chapter, on an extended

of the Hermite-Hadamard inequality have given.
2010, 80 page
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1. GIRIS

Eski bir atasozii “Ustadlar1 okuyun!” der ve gercekten onlarin calismalarinin icerdigi
derin ve daimi yenilik¢i fikirler bizleri sasirtmaya devam ediyor. Pisagor teoremi, ce-
birin temel teoremi ve Fermat’in son teoremi yeni nesiller i¢in biiyiik bir miras ve ilham
kaynagi tegkil eder. Son zamanlarda, O.B. Bekken, N. Abel’in hikayesini ve matem-
atigini hatirlatan bir calisma ele almistir. Bu c¢alismada N. Abel’in daha az bilinen
baz1 teknik ve yontemlerini yeni matematikcilere gostermeyi amaclamisgtir. Esgitsizlikler
matematigin hemen hemen biitiin alanlarinda 6nemli bir rol oynamaktadir. Esitsizlikler
ile ilgili ilk temel ¢alisma 1934 yilinda Hardy, Littlewod ve Pélya tarafindan "Inequal-
ities" adli kitapta toplanmustir. Bu kitap yeni esitsizlikler ve uygulamalar ile ilgili
konular1 genig capta ele almaktadir. 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni ilging
egitsizlikleri iceren "Inequalities" adli yeni bir kitap 1961 yilinda E.F. Beckenbach ve R.
Bellman tarafindan yeniden yazilmigtir. Daha sonra 1970 yilinda Mitrinovi¢ "Analitic
Inequalities" adl kitap ile o giine kadar yapilmis tiim yeni esitsizlikleri bir baglik altinda
toplamigtir. 1993 yilinda Mitrinovi¢, Pecari¢ ve Fink daha genel olan "Classical and
New Inequalities in Analysis" adli kitab1 yazmiglardir.

Konveks fonksiyonlarin ge¢misi ¢ok eski olmasina ragmen ancak 19. yiizyiln sonlarina
dogru varhigim gostermistir. 1893 de Hadamard’in calismalarinda acik olarak belir-
tilmemesine ragmen fonksiyonlarin bu tipteki temel 6zellikleri ifade edilmistir. Bu
sonuglarin konveks fonksiyonlar: ima etmesine ragmen literatiire 1905 ve 1906 yillarinda
Jensen’in yaptigi calismalar kabul gorerek konveks fonksiyonlar sistematik olarak ¢aligil-
maya baglanmig ve hizla konveks fonksiyonlar teorisi bu alandaki ¢alismalara oénderlik
etmigtir. 1934 de Hardy, Littlewod ve Pélya, 1961 de Beckenbach ve Bellman ve 1970 de
de Mitrinovi¢ gibi arastirmacilarin kitaplarinda konveks fonksiyonlar icin temel esitsiz-
likler ele alinmigtir. Ayrica 1987 yilinda Pecari¢ tarafindan sadece konveks fonksiyonlar
iceren genel esitsizlikler ile ilgili "Convex Functions: Inequalities" adl ilk temel kitabi
yazmigtir. Konveks fonksiyonlarin Analiz, Uygulamali Matematik, Olasilik teorisi ve
matematigin diger bir ¢ok alaninda direkt veya en direkt bir ¢ok uygulamalar1 vardir.

Ayrica konveks fonksiyonlar, esitsizlik teorisi ve konveks fonksiyonlarin uygulamasinin



bir sonucu olan bir cok esitsizlik ile baglantis1 vardir. Ornegin Holder ve Minkovski
gibi genel egitsizlikler konveks fonksiyonlar i¢in Jensen Esitsizliginin bir sonucudur. Bu
baglamda konveks fonksiyonun tanimi da aslinda bir esitsizliktir. Dolayisiyla konveks
fonksiyonlar esitsizlik teorisinde ¢ok onemli bir role sahiptir. 1883 yilinda Hermite
tarafindan elde edilen yeni bir esitsizlik bundan on yil sonra Hadamard tarafindan
yeniden ele alinarak bu calisma simdi giiniimiizde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak

bilinen agagidaki

f(“;b)sbia/bﬂx)da:sw 1)

a

esitsizligini vermistir. Buna ek olarak, bu ifadenin her iki tarafi sadece afin fonksiyonlar

i¢in birbirine esittir(yani, max + n seklindeki fonksiyonlar igin).

1)

=(x)

fx)

fla)

f : Ja,b] — R fonksiyonunun konveksligi her u,v € [a,b] i¢in f|[u,v] fonksiyonunun
grafiginin (u, f(u)) ve (v, f(v)) noktalarim birlegtiren kirigin altinda kalmasidir. Yukari-

daki sekilden,



yazilir. Buradan da bu egitsizligin her iki tarafi iizerinde [a, b] kapali aralig: tizerinden
integral alinirsa (1) esitsizliginin sag tarafi elde edilir.

f fonksiyonunun siirekli olduguda kabul edilirse f afin olmadiginda

1 f (@) + £ (b)
i (1@ < LT IE) ¢

esitsizligi elde edilir, ve f afin oldugunda
f(b) — f(a)
f(x):f(a)ﬂLT(l’—a)

olur. (1) ifadesinin sol tarafin1 elde etmek de ¢ok kolaydir.

b (a+b)/2

bia/f(x)dx = bia /)/f(m)d:er /bf(x)dx

a (a+b)/2

_ %O/[f(a+b_;(b_a)>+f(a+b+2t<b_a>)}dt (3)
> f(a;b).

(1) ifadesinin iki tarafimn da konveks fonksiyonlar1 karakterize etmesi biraz ilgingtir.

Daha agik olarak, I bir aralik olmak tizere f : I — R siirekli fonksiyonunun [a, b]
araliginin her kompakt alt araligina kisitlamigi (3) ifadesini saghyor ise f konvekstir.
Benzer gekilde (3) yerine (2) saglanmasi durumunda da gegerli olur.

[k olarak, yukaridaki ifadeye (1) ifadesinin tiim konveks fonksiyonlar i¢in saglandigin
soyleyebiliriz. Gergekten, [a,b] iizerindeki her konveks fonksiyon ug noktalar1 diizen-
lenmis (yukariya kaydirilmig) olan bir siirekli fonksiyondan gelir. Bu gergek agagidaki
temel sonucun bir iirtintidiir. Kabul edelim ki, f : [a,b] — R konveks bir fonksiyon
olsun. O zaman, ya f monotondur, ya da bir ¢ € (a,b) noktas: vardir ve f|[a, c] azalan
ve f|[e,b] artandir. Sonug olarak, boyle bir f fonksiyonu igin f(a+) ve f(b—) limitleri

R iginde vardir ve
flat) ,z2=a ise



ile tanimli f fonksiyonu siirekli ve konvekstir.

Konveks fonksiyonlar teorisi gekirdeginde aritmetik ortalamalar1 (verilen bir fonksiyon-
lar belli baz1 degiskenlerin bilegkesi) kiyaslayan bir teoridir. Buna benzer teoriler orta-
lama ¢iftlerini (tanim ve yardimc tanim kiimesinde) dikkate alarak gelistirilebilir (log-
konvekslik tanimi gibi) ve burada Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler ispatlanabilir.

Ele aldigimiz bu ¢aligmanin tigiincii boliimiinde,

fCHw>< : jf@ngiELLﬂQ

2 “b—a 2

Hermite-Hadamard egitsizligi ile ilgili baz1 sonuclar verilerek bu sonuclarin 6zel ortala-
malar icin genellemeleri ve uygulamalar: yapildi.
Dérdiincii boliimiinde, f : [a, b] — R konveks fonksiyonunu gozoniine alarak Vz € (a, b)

icin,

oy HOL=ZD O] fr)ay

b
11 1 1
> 5l [ 1@ = r@ldy = = o=l 1 wldy

a

esitsizligi gosterildi.
Besinci boliimiinde ise, f : [a,b] — R, (2n-1)-kez diferensiyellenebilir ve (2n)-konveks
fonksiyonunu ele alarak Vz € (a,b) igin,

b

T B T I
b 2n—2 k
> w1 - Y Lo @)
2n—1 b—2)" —(a—x)™"
e (@) (2)71)! b<—a) )

esitsizligi ispatlandi.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boéliimde calismamiz igin gerekli olan baz1 temel tanim ve teoremleri verecegiz.

Tanim 2.1 (Konvekslik) : f: ] CR — R fonksiyonu z,y € I ve t € [0, 1] i¢in,

flz+ (1 —=t)y) <tf(x)+(1—1)f(y)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir(S.S. Dragomir and Charles
E.M. Pearce, 2000).

Tanim 2.2 (Simirh Fonksiyon) : f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda tanimlanmig olsun.

Her x € [a,b] icin |f(z)| < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa, f(x) fonksiyonu

[a, b] arahiginda simirhidir denir.

Tanim 2.3 (Holder Esitsizligi) : Q@ CR", f € LP (), g € L1(2) olsun. 1 < p <

1
oo ve — + — = 1 olmak {izere,

[l @@l < [[If |pdas] Rk

esitsizligine Holder Esitsizligi denir. Burada ¢, p nin konjigesi olarak adlandirilir(Y.
Mizuta, Tokyo, 1996).

Tanim 2.4 (Mutlak Siireklilik) : f(z) fonksiyonu [a, b] arahiginda tanimh bir fonksiyon
olsun. ¢ € R* verildiginde, [a, b] araligimin sonlu sayidaki her [z1, z3], [xa, 3], ..., [Tn_1, T0]

ayrik alt araliklar: icin,
Z [z — x| <6 = Z |f(zi) = fzima)| <e
i=1 i=1

olacak bigimde en az bir § = d(¢) > 0 sayist bulunabiliyorsa bu durumda, f fonksi-
yonuna, [a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon denir.
Tanim 2.5 (Griiss Integral Esitsizligi) : Vo € [a,b] ve o < f (2) < ¢,y < g(2) <T

olacak gekilde integrallenebilir, f, g : [a,b] — R fonksiyonlar igin,

bia/bfcc)g(x)dx—ﬁ/bfwxb_

— [o@ s < 3 0-0) T -1)

dir(S.S. Dragomir and Charles E.M. Pearce, 2000).

bt



Tanim 2.6 (Sekronize fonksiyonlar) : f, ¢ : [a,b] — R diferensiyellenebilir fonksi-
yonlari i¢in,

(f(x) = fW)(g(x) =g (y) >0,Vz,y € [a, ]

esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyonlara sekronize fonksiyonlar denir(S.S. Dragomir
and Charles E.M. Pearce, 2000).
Tanim 2.7 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) : f:/ C R — R fonksiyonu konveks

ise a,b € I (a <b) igin,

f(a§b> . bia/bf(af)dazgw

a

dir(S.S. Dragomir and Charles E.M. Pearce, 2000).

Tanim 2.8 (Gamma Fonksiyonu) : n > 0 icin,

ile tanimlanan fonksiyon gamma fonksiyonu olarak tamimlanir. Bu integral n > 0 igin
yakinsaktir.
Tanim 2.9 (Beta Fonksiyonu) : Re(z), Re(y) > 0 icin,

1

B(z,y) = /t’”_l (1—t)Y " at

0
seklinde tanimlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu integral x > 0 ve
y > 0 icin yakinsaktir.

Tanim 2.10 (Ozel Ortalamalar) : Iki pozitif say1 icin,

1. Aritmetik ortalama,

a+b

A= A(a,b) := , a,b>0;

2. Geometrik ortalama,
G =G (a,b) :=Vab, a,b> 0

6



3. Harmonik ortalama,

4. Logaritmik ortalama,

(a.b) a , a=0b, a,b>0
L=1L(a,b) = b—a
_ b b ;
Inb—1Ina ’ a7b ab>0;
5. Identrik ortalama,
a , a=b a,b>0
I=1(a,b):=3 | /p\is
e , a#£b a,b>0;
e \a®
6. p-Logaritmik ortalama,
a , a=b a,b>0
Ly = Ly (a,b) := pptl _ gptt %
, a#b a,b>0.
[(p+1)(b—a)}

seklindedir(S.S. Dragomir and Charles E.M. Pearce, 2000).

Tanmim 2.11 (Chebychev Integral Esitsizligi) : fi, fa,..., fa [a,b] araliginda in-
tegrallenebilir monoton fonksiyonlar (tiimii birden ya monoton azalan ya da monoton
artan) olmak {izere,

b

/bf1 (x)dm/bfg (x)dx.../bfn () dx < (b—a)”_l/fl (2) fo (@) ... f () da

a

esitsizligine Chebychev Integral Esitsizligi denir.



3. HERMITE-HADAMARD ESiTSiZLiGi iLE iLGILi BAZI SONUCLAR
3.1. Hermite-Hadamard Esitsizliginin Genellestirilmesi
Bu baglik altinda Hermite-Hadamard’in konveks fonksiyonlar i¢in bilinen
b
a+b 1 f(a) + f(b)
< <l 7 I AT
f( 2 >_b—a/f(x)dx_ 2

a

seklindeki klasik esitsizliginin genellestirmelerini verecegiz.

3.1.1. Integral Esitsizlikleri : Hermite-Hadamard esitsizliginin saglandig ilk esit-
sizlik agsagidaki sekilde ifade edilen bir genellemedir.

Teorem 3.1.1 : f: ] C R— R, [ iizerinde bir konveks fonksiyon ve a,b € ? ,a<b
olsun. Vt € [a,b] ve A € [f7 (t), f} (t)] icin,

esitsizligi vardir.

Ispat : t € [a,0] olsun. VA € [f (1), f} (t)] ve Vz € [a,b] i¢in,

fle)=f@) = Mz —1)

esitsizliginin varhgim biliyoruz. Bu esitsizligin x bagimsiz degiskenine gore |[a, b] ii-

zerinden integrali alinirsa,

b b
[ - > [re-na

/bf@)dfﬂ—(b—a)f(t) > A(b—a) (“‘2”’4)

oldugu kolayca goriiliir.

b
Eger burada, t = ot alinirsa H.-H. egitsizliginin ilk tarafi elde edilir.

f: I CR—R, [ iizerinde bir konveks fonksiyon ve 0 < a < b olsun.
a. Eger f (\/@) > 0 ise,

b

s [ 1@z g (Vab)

a




esitsizligi vardir.

2ab
b. Eger f/ (aib) > 0 ise,
1 2ab
a
>
b—a/f($)dx_f(a+b)

c. Eger f, a ve b de diferensiyellenebilir ise,

dir.

b

s [Tz ma{ @+ @ S w4 05
o< Lt b_a/f LI
dir.

d. Eger z; € [a,b] ler, f fonksiyonunun diferensiyellenebildigi noktalar ve p; > 0

noktalarinda,

=1

ve

b n n
OIS W IACE:
=1 1=1

olacak gekilde ise,
b
1 1
- > E . )

esitsizligi vardir.

Eger f fonksiyonu (a,b) araliginda diferensiyellenebilir ise, H.-H. esitsizliginin ikinci
tarafi agagidaki gibi genigletilebilir [11].

Teorem 3.1.2 : f: I C R—R , [ iizerinde bir konveks fonksiyon ve a,b € } ,a<b

olsun. Vt € [a, ] igin,

A< L0 L YOOt PO,




esitsizligi vardir.
Ispat : (a, ) iizerinde diferensiyellenebilir konveks fonksiyonlarn siifi gozoniine alindi-
gimda bu simf, (a, b) iizerinde tanimlanan biitiin konveks fonksiyonlarin smifi tizerindeki

diizgiin topolojide yogun olacaktir. Bu yiizden Vt, z € (a,b) igin,

f@) = f(2) = (t—2)f(z)

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizligin « bagimsiz degiskenine gore [a, b] iizerinden inte-

b b
/[f(t)—f(ﬂf)]dxz/(t—x)f’(m dx

b

(b—a)f /f Ydx >t (f (b) — f(a))—/:cf’(x)da:

a

grali alinirsa,

olmasindan,

esitsizligi yazilir. Bu esitsizligin sag tarafinda kismi integrasyon metodu kullanilarak,
b b
[of @ o= ot )] —/f O~ of @~ [ @)

elde edilir. Buradan da
b

(b—a)f(t>—t(f(b)—f(a))+bf(b)—af(a)22/f(w)dx

a

esitsizligi yardimiyla,

_f®) 1 bf ) —af (@) —t(f(5)— (@)
b—a/f S5 Ty e

oldugu goriiliir.

Buraya kadar yapilanlar dikkate alindiginda 0 < a < b gart1 altinda, (3.1) esitsizliginde

2ab
D ot =Vabvet="2

b
PR alinirsa agagidaki egitsizlik elde edilir.
b

sirasiyla, t =

bia/f <x) du = min{Hf (a’b)’Gf (a7b)7Af (a7b)}

a

10



Burada,

Hy(a,b) = %[f( 2ab ) +bf(b)+af(a)}

a+b b+a
Gy(a,b) = %[f<@)+ﬁf%i£f(a)]
Ap(a,h) = %{f<“‘2*b)+f(b>;f(a)}

dir. Buradaki Ay (a,b) igin esitsizlik 1988 de P.S. Bullen tarafindan ispatlanmus, [5,p.
140] ve Gy (a,b) igin ise 1988 de J. Sandor tarafindan ispatlanmigtir [3].

Teorem 3.1.3 : f: I C R — R bir konveks fonksiyon, a,b € ; ve a <b, z; € [a,b],
p; > 0 ve P, > 0 olsun. Bu durumda,

b

(1@ %{%ﬂ;pifm)+ﬁ[(b—xp>f<b>+<xp—a>f<a>1}

a

IN

1

S @)+ £ ()

IA

(3.2)

vardir. Burada,

1 n
T, = Fn ;le’z
dir.
Ispat : Yukarida verildigi gibi, (a, b) iizerinde diferensiyellenebilir konveks fonksiyonlar

bu esitsizligin ispati igin énemlidir. Vz,y € (a,b) icin,

fy) = fx) = f(z)(y— =)

esitsizligi vardir. Boylece Vi € {1,2,...,n} i¢in,

f @) = f ) 2 [/ () (2 — )

yazilabilir. Bu egitsizligin = bagimsiz degiskenine gore [a, b] tizerinden integrali alinirsa,

/b[f (z:) — f (2)]dx > /bf’ (2) (z; — ) d

11



ve
b

b
(b—a)f(ari)—/f(w)d-rza:i(f(b)—f(a))—/wf’(w)dw

a

esitsizlikleri yardimiyla,

1 1
_b_a(bf(b)—af(a))Jrb_a/f(gg)dg;

yazilir. Bu esitsizlik p; > 0 ile carpilarak, esitsizligin 1 den n e kadar toplami alinirsa,

%n;pif(xi)—bia/f(x)dxz b_a(f(b)—f(a))

1 1
S OF B - af @)+ [ @) ds

1 n
elde edilir. Burada z, = 2 Z pix; dir. Dolayisiyla,
=1

b

[f@dr< 53 nif @)+ 2 (b= 2) £ )+ (- 0) £ (@)

2
b—a

elde edilir ve (3.2) nin ilk esitsizligi ispatlanir.

b—a

r; —a

b= b—a

«

, x; €lab] , i€{1,2,...,n}

olsun. Bu durumda a+/ = 1 olur ve f fonksiyonunun konveksliginden her i € {1, ...,n}
i¢in,
b— €T;
b—a

r; —a

b—a

fla) + f ) = f(x:)

esitsizligi vardir. Bu esitsizlik p; > 0 ile ¢arpilarak, esitsizligin 1 den n e kadar toplami

alinirsa,

0= ) £ @)+ (= 0) S O] 2 5 D pif ()

12



olacaktir. Dolayisiyla, Lah-Ribaric egitsizligi olarak bilinen egitsizlik elde edilir [2, p.
9]. Elde edilen bu son esitsizlik yardimiyla,

B Yond )+ (6= ,) £+ (2~ ) F (a)
< (b= 5) [ 0) + (5~ 0) F(B)+ (b= ) £ () + (2 — 0) f (0]

“b—a
= f(a)+ £ (b)
oldugu goriiliir. Bu da teoremin ispatidir.

f: 1 CR — R bir konveks fonksiyon, a,b € I ve a < b ve eger t € [a, ] ise,

f) 1 b)) —af(a)=t(f(b) = fla)) _ fla)+[(b)
2 2 b—a - 2

esitsizligi vardir.
Bu esitsizligin ispat1 igin yukaridaki teoremde z; = ¢, i € {1,...,n} olarak segilir.
3.1.2. Ozel Ortalamalar I¢in Uygulamalar :
Iki pozitif say1 icin asagidaki ortalamalar1 hatirlayalim.
1. Aritmetik ortalama,

A= Al b) = 20

, a,b>0;
2. Geometrik ortalama,
G =G (a,b) :=Vab, a,b> 0

3. Harmonik ortalama,

H = H (a,b) := PR a,b>0;
4. Logaritmik ortalama,
L ia a , a=b, a,b>0
=L@b):= lnz:—?na , a#b, a,b>0;
5. Identrik ortalama,
a , a=b ab>0

I =1(a,b):= 1 /b -
—(—) , a#b a,b>0;
e \a®



6. p-Logaritmik ortalama,

a , a=0b a,b>0

L, =Ly (a,b) = pptl _ gptl p
, a#0b a,b>0.
Grme-a) o

Bu ortalamalar arasinda

H<SGLSL<I<A

esliginde bir iligkinin oldugu iyi bilinir. Bununla birlikte L,, p € R tizerinde monoton

artandir. Burada,

L():[UQL,l:L

esitlikleri vardir.

Onerme 3.1.1 : p € (—00,0) U [1,00) ~ {—1} ve [a,b] C (0,00) olsun. Vt € [a, ] icin,

dir.
Ispat : Teorem 3.1.1 de f : [a,b] — [0,00), f (x) = 2 olarak segilirse Vt € [a, ] igin,

b
1 b
/x”dx > 1P 4 ptP? at?d —t
b—a 2

a

esitsizligi yazilir. Bununla birlikte,

1 1 p+1 |0
/x”dx = -
b—a b—a p+1|,

“ bp+1 _ ap—i—l
IRV ICEN0)
= Lb(a, b)
= L
oldugundan,
LP — tP
- >A—t
ptr=1

esitsizligi elde edilir.
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Elde edilen bu esitsizlik kullanilarak,

y—1Ir Lp—LP

pIp_l - - Z 07 pr—l Z A - L 2 07
Lh—G? L — HP
DG > —GZO,WZ —H>0
ve
LP—a? Ly —pp
L >A—-a>0 0< -2 <b-A
pap~1 pbr—1

esitsizlikleri yazilabilir.
Onerme 3.1.2 : 0 < a < b olsun. Vt € [a, b] icin,

L—t A-t
<
L — t

dir.

. 1

Ispat : Teorem 3.1.1 de f (x) = —, x € [a, b] segilirse,
x

b
1 dzx 1 1 [a+b ,
b—a) z — t {2 2
lnb—alna 1 1
7T s I (A-
bmay { T< !
— 0> I (A-—
L — t ﬁ( 2
Lt—L(A—t) < 2
Lt—t* < L(A-1t)
L—t A—t
<
L - t

oldugu goriiliir. Yine elde edilen egitsizlik yardimiyla,

L,—-L_L,—A A-G_L-G
> >

L ~ L, G ~ L
A-H _L-H L-a_A—a
> >
H = L 'L ~ a
ve
b—L _b—A
L = b

esitsizlikleri yazilir.
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Onerme 3.1.3 : 0 < a < b olsun. V¢ € [a, b] icin,

nf—lnt< 2t
t
esitsizligi vardir.
Ispat : Teorem 3.1.1 de f (z) = —Inz, x € [a, b] segilirse,

b

_ ! /lnxdm > —lnt—1 a+b—t
b—a t 2

a

1
—Inl > —lnt—;(A—t)

Wl—nt < 21
t
elde edilir.
Onerme 3.1.3 deki esitsizlik kullamlarak,
mLﬁ—mszV_Azo,mb—mfzgié,
L, b
0<Inl—InL< A_L, 0<l-lmG< =Y

ve

A—H A—a

0<Inl—-InH< , 0<Inl —Ina <

a

esitsizlikleri yazilir.
Simdi yukarida ifade ve ispat ettigimiz Teorem 3.1.2 ile ilgili baz1 uygulamalar verelim.

Onerme 3.1.4 : p € (—00,0) U[1,00)\ {—1} ve [a,b] C [0, 00) olsun. V¢ € [a, ] igin,
Lh—t" < p (L} —tLh7})

esitsizligi vardir.
Ispat : Teorem 3.1.2 de f : [a,b] — [0,00), f (x) = 2P (konveks) secilirse Vt € [a, D]

icin,

16



yazilir.

b—a b— P
ve ’
e e
esitliklerinden,
r < g + % [(p+1) LE —tpLP]
= % - 75 +5p (L — L))
Lb—t7 < p(Lp—tLhy)

esitsizligi elde edilir.

p > 1 icin agagidaki esitsizlikler vardir:

0< LP— AP <p(LB—ALMTY), 0< [P — [P <p(LP— LLIPT))

D D p—1

ve

0<IE—IP<p(LE—IIF}), 0<IE—GP<p(Llk—GLV ).

p

esitsizligi vardir.

. 1
Ispat : Teorem 3.1.2 de f (z) = — segilirse,
T

(-3)
b t=—Z=
1 dx < 1 1 b a

b—al v — 28 2 b—a

IA
|

e | =
IA
‘ 4
| [\
| =5

=

]
IN
|

elde edilir.
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Elde edilen yukaridaki esitsizlik asagidaki 6zel sonuglar: verir:

< p —-p 1
Os=7—=s57 @ 2D,
A—L 1A% -G? I-L 1I?-G?
0< <3 >0§ <=
L 2 G2 L 2 G2
ve
1G>-H?> L—-H
0< = < .

-2 G — L
Onerme 3.1.6 : 0 < a < b olsun. V¢ € [a, b] igin,
L—t
I <Inl-—-Int
dir.
Ispat : Teorem 3.1.2 de f (z) = —Inz, x € [a, b] segilirse,

b
1 /lnxdx < Int  1blnb—alna—{t(lnb—Ina)

—a - 2 2 b—a
¢ 1
B Int 11 hb b_a+1t Inb—1na
ST Sl P 2\ bh—a
Int 1 t
= —E — %ln [6[ (CL, b)] +ti
n
—In] < —— —Z(1+InJl —
n 5 2( +1In )t—i-QL
—2Inl < —lnt—l—ln[—i—z
1—% < Inl—Int
L=t e
_— nl —1In
7 <

elde edilir.

Yukaridaki esitsizlikten asagidaki 6zel esitsizlikleri elde ederiz:

0< <In/—-InG, 0< <Inl-InH

ve

A_LzmA—mfzo
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Simdi de Teorem 3.1.3 iin baz1 uygulamalarini inceleyelim.
Onerme 3.1.7 : v € (—00,0) U [1,00) ~ {—1} ve [a,b] C [0,00) olsun. Eger z; €

[a,b], pi>0ve P,=> p; >0 (i=1,....,n) ise,
i=1

L) = (M @ip)] <y 1Ly (@) = Au(@,0) Ly (,0)] ]
< 24(,0) ~ (L, (a.0)] = M (1)

esitsizligi vardir. Burada,

1 n
=5 E DiZi
Pa i=1

aritmetik ortalamadir ve

1
M[’v] (z;p) ( sz )

~y-power ortalamadir.
Ispat : Teorem 3.1.3 de f (z) = 27, x € [a, b] segilirse,

b
1 1 ] v prth— gt bY —a”
g < = [ (M (z; — A,
b—a/xdw - 2[( (a:,p)) L— () b—a
< A(b7,a")
yazilir.
pr+l g+l
B (v + 1) [Ly (a,b)]
ve
b —a” _
b—a | [Ly—1 (a, )] '
oldugundan,
D) < =[[M @p)] 1) [L, (a,0)]" — 1A Loy (a, b))
’y(a7 ) = 9 n (ﬁ,p) +(7+ )[ ’Y(a’7 )] Y n(mvp)[ v-1 <a7 )]
< A(b7,a")

elde edilir.

Eger Onerme 3.1.7 de z; = t, i = 1, ..., n olarak secilirse,

LY =t <~ [L)—tL)7)] <2A(V,a") — L) — 17, t € [a, 0]
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elde edilir. Buradaki ikinci ~y [Lz — thj] <24, a7) — LY — 17 esitsizlik,

0<~[L)—ALT] <24(,a") — L] — A,

O<fy[L —LL~ } <2A(7,a") - L] - L7,

0<y[L—TL)T ) <24 (W, a") — L) — I,
ve

0<’y[ ~GL)” }§2A(b7,a7)—Lz—G7
ozel esitsizlikleri verir.

Onerme 3.1.8: 0 <a<b, z; € [a,b] ve p; >0, i =1

, ...n olsun.
H, (p,x) — L(a,b) < 1A, (p,z) Ha (p, ) — G? (a,b)
L(a,b) -2 G2 (a,b)
A(a,b) H, (p,x) — G*(a,b)
- G2 (a,b)

esitsizligi vardir. Burada H,, (p, ) harmonik ortalamadir. Yani,

I

n

Z&
x.

i=1 "

H, (p,x) = [MIY (25p)] ' =

dir.

. 1
Ispat : Teorem 3.1.3 de f(z) = —, = € [a,b] segilirse,
T

b b a 1 1 1 n 1
1 fdr 1|11 &P b a b _al.a b
— < - |5 - - An ) S
b—a) xz — 2 ni;xi—i_b—a (xp)b—a 2
elde edilir. Yani
L 11 Aea)] AW
L(a,b) — 2 |H,(p,z) G?(a,b) G2 (a,b)
olarak yazilir. Buradan hareketle,
I 1 <1 A, (z,p) 1 < A(a,b) 1
L@h) Hipa) —2|Cab)  H(pa)] = @b  Hy(p)
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olarak elde edilir. Bu da,

Hn (pa {C) —L (CL, b) < l An (33,]?) Hn (p7 .I’) _ G2 (a7 b) < A ((I, b) Hn (p’ $) _ G2 (a’ b)
L{(a,b) H, (p,z) ~ 2 G?(a,b) H, (p, z) - G?(a,b) H, (p, v)
dir ve boylece (3.3) esitsizligi elde edilir.
Eger yukaridaki 6nermede x; = t, ¢ = 1, ..., n secilirse,
t—L 1#*—G* tA-G?
Sl S L Sl S (3.4)

L 2 &2 - @&
elde edilir. (3.4) esitsizligi daha 6nce verdigimiz

t—L _11*—G?

e
L —2 G?

esitsizligini ihtiva eder. Diger yandan (3.4) esitsizliginin ikinci tarafi,

2 2 2
0<1[ G<IA G’

-2 G T G?
1L2-G?  LA-G?

0< = <

-2 G T G?

seklindeki 6zel sonuclara sahiptir.
Onerme 3.1.9: 0 <a < b, z; € [a,b] vep; > 0 (i=1,...n), P, > 0 olsun.
durumda,

L(a,b) — Ay, (z,p)
L (a,b)
> InG?(a,b) —In1(a,b) —InG, (p, )

In/(a,b) —InG, (p,x)

v

esitsizligi vardir. Burada G, (p, x),
1

n P,
— pi
(1)

seklinde tanimlanan geometrik ortalamadir.
Ispat : Eger Teorem 3.1.3 de f () = —Inz, 2 € [a, ] segilirse,

b

/ —lnz)dr <-—
lnb+lna

<
- 2

" b—a

21
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yazilir. Yani,

b

1
/lnxdxz
b—a

a

N | —

[ln Gn (p,x) +1nlel (a,b)] — % >InG (a,b)

veya

—

1 1 1 Ap (z,p)
S - 4z — I >
In/(a,b) > 21nGn(p,x)+2+ 21n[(a,b) L (ab) = nG(a,b)

1
dir. Bu egitsizligin her tarafina —3 In7 (a,b) eklenirse,

1 1 A, (z,p) 1
- > = - > ——InTI(a,b
2lnl(a,b) = 5 {lnGn (p,z) +1 T (a.0) } > 1nG(a,b) 2ln (a,b)

1
esitsizligi elde edilir ve bu egitsizligin de her tarafina ) In G, (p, x) eklenirse,

Inf(a,b) —InG, (p,z)] > 1 {L (a,b) — Ay (Jfap)l

2 L (a,b)
>InG (a,b) — ilnI(a,b) — §1DGn (p,x)

N | —

esitsizligi elde edilir. Bu ise 6nermenin ispatidir.

Eger Onerme 3.1.9 daki esitsizlikte z; = ¢, i = 1, ..., n secilirse,
L—1 9
In/ —Int > —5— >InG°—Inl —1Int, t € [a,b]

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik agagidaki 6zel esitsizlikleri verir:

0<A_L<1 A 0<I_L<1 r
e 2 B S R A el W

ve

A IA 1 I?
1 <exp E_l SE ve 1 <exp Z_l S@'
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3.2. Hadamard’in Alt ve Ust Toplamlari
3.2.1. Bazi Esitsizlikler :

[a, b], reel sayilarin kapali bir alt araligi olsun. Bu [a, b] araliginin bir pargalanmast,
a=x0<T1 <Ty<..<Tp 1<z, =0 (n>1)

ozellikli notalar1 yardimiyla d = {z; | i =0,...,n} C [a,b] seklinde tamimlansin ve f,
[a, b] iizerinde sinirli bir doéniigiim olsun.
Buna gore sirasiyla,

n—1

f <$z + $z+1) (11 — ;)

=0

toplami1 Hadamard’in alt toplamia,

Tit1 — %)

nzlf T +f x1+1)(

toplam1 da Hadamard’in iist toplamidir [6]. Diger yandan,

m; = inf f(x), Mi= sup f(z),i=0,...,n—1

T€[wi,Tit1] TE€[ws,it1)
olmak iizere,
n—1
g m; (i1 — xi), Sq(f) = E M; (2541 — ;)
i=0

seklindeki Darboux’un toplamlarim gozoniine alalim. Bir f fonksiyonunun bir [a, b]

araligi tizerinde Riemann anlaminda integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sartin,

sgpsd (f)= iIclszd (f)=1€R

oldugu iyi bilinir. Bu sebeple,

I:/f(x)da:

a

yazilir.
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Teorem 3.2.1 : f:[a,b] — R, [a,b] iizerinde konveks fonksiyon olsun. Bu durumda,
i. hq(f), d parcalanmasina gére monoton artandir. Yani, d; C dp i¢in hg, (f) <
ha, (f) dir.
ii. Hy (f), d pargalanmasina gore azalandir.

b
ot =1 (50 swhatn = [0 55)
ve b ’
wfa(f) = [ 1@ ar, s (n) = LD (3.6)
dir.
ispat :

i. Genelligi bozmaksizin, d; C ds, di = {xg, 1, ..., Tp} ve dy = {To, .oy Th, Yy Tt 1y s T}, Y €

[k, Tg41] (0 <k <n —1) oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

hdz(f)—hdl(f)Zf(kary) (y — zx)

2
Y+ Tht T + Tpy1
+ f (TJr) (Tr1 —y) — f <T+) (Tri1 — k)
esitligi vardir. Bu esitlikte sirasiyla o, (5, x ve y icin,
o = Y~ Tk _ Tkt1r Y
Tht1 — xy Thy1 — Tk
ve
a::Ik-i‘y Z:y‘i‘xkﬂ
2 2

tanimlamalarini yapalim. Bu durumda,

Tp + Tig1

a+pB=1, ar+ Py = 5

esitlikleri yazilir. Bu egitlikler ve f fonksiyonunun konveksliginden dolay,
af (x) +6f (2) 2 f (ax + pz)

dir. Boylece,
hd2 (f) > hd1 (f)
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esitsizligi elde edilir.

1. dl - dg, d1 = {ZI?[),QZl, ,.flfn} ve d2 = {:1:0, s Ty Yy Tl 1, ,SL’n} olmak lizere,

Hoy (F) = Ha () = L%f@) (v —a)
I f (y + f (xk+1> (-Tk+l _ y) _ f ('rk) +2f (xk+1) ($k+l . xk)
S W) e — ) f (@) (@ —y) + f (@r4) (y — 22)
2 2
yazilir.
Simdi @ = M, = TEn 7Y ve U = T,V = Tpyp olsun. Bu durumda,
Tp+1 — Tk Tp+1 — Tk

au + fv =y olmasi ve f fonksiyonunun konveksliginden,

af (u)+6f () = f(y)

esitsizligi yazilir. Yani,

Hdz (f) < Hdl (f)

dir.
ii. a = 9 < x1 < ... < x, = b olmak iizere, [a,b] arahgimin bir parcalanmasi
T + x;
d={xg,...,x,} olsun. p; := x4 — x;, u; = %, i =0,...,n—1 tamimlamalarim

yapalim. Bu durumda Jensen’in ayrik(discrete) esitsizligi yardimiyla,

> Dt Zpif (u:)
1=0 < 1=0

Fl—= m

esitsizligi yazilir.

n

n 2 _ 2
Zpi:b—% ;piui—b 2a

1=0

oldugundan,

a+b 1
f( ; )Sb_ahd(f)
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sonucu gikarihr. Eger, d = dy = {a, b} ise,

o (1) = 0= 1 (*57)

esitligi elde edilir. Bu egitlik (3.5) deki ilk siirm ispatidir.

Hermite-Hadamard esitsizliginin ilk egitsizligi ile, [a,b] arahgindaki tiim d parcalan-
malari igin,
- Ti+ Tiv1
ha(f) = ;f (TJr) (Tit1 — x)

T
n 1+1 b

IN
~
S
QL
S
Il
s
—~
=
8
8

esitsizligini saglayan,

/ (xl +2xi+l) < ! /f(m) dr, 1=0,..,n—1

esitsizlik yazilir.

sﬂﬁﬁ%mﬁ/ﬂww

esitsizliklerinde d, [a, b] araliginin bir pargalanmasi ve f, [a,b] araliinda Riemann an-

laminda integrallenebilir oldugundan, yani

d

sup s (f) = /bf () d

oldugundan
b
supha (f) = [ 1 ()

dir. Bu da (3.5) deki ikinci kisnu gosterir.

Simdi (3.6) y1 ispatlamak i¢in Hermite-Hadamard sonucundaki ikinci esitsizlik yardimyla,

26



d, |a,b] araligimin bir parcalanmasi olmak iizere,

[r@ar = if;/bﬂx)dx

a

< Z f(z3) +2f (i) (€i01 — 1)
= Hy(f)

esitsizligini gozoniine alahm. d, [a,b] arahgmin bir parcalanmasi ve f, [a,b] arahginda

integrallenebilir oldugundan,
Hq (f) < Sa(f)
i¢in,

b
inf H, (f) = / f (z) de

esitligini yazariz. Son olarak d, [a,b] nin bir pargalanmas: oldugu icin, d 2 dy = {a, b}

yazilir. Boylece,
fla) + f(b)
2

sup Hy (f) =
d

—a
esitligi elde edilir. Bu da teoremin ispatidir.
f :la,b] — R, [a, b] araliginda konveks bir doniigiim olsun. Béoylece tiim a = 2o < 21 <

.. <, = b ig¢in,

f(a;—b) < biazf(%) (Tit1 — i)

[\
>
| | =
Q
S
—~
=
Q
8

/ (3.7)
< b i a Z = +2f (i) (@it1 — @)

_ f@t )

- 2

esitsizligi elde edilir. n > 1 icin,




ve

[y

H, (f) ;:2!% [f <a+%(b—a)>+f(a+#(b—a)>}

n

i
o

(2

dizilerini tamimlayalim.
f :]a,b] — R, [a,b] arahiginda konveks bir doniigiim ve a = 2y < 71 < ... < z,, = b

olsun. Bu durumda,

H(%50) < mw < bia/bf@)dx

] (3.8)
b
< ) < LW
esitsizligi vardir. Buna ek olarak,
b
i (f) = i, (1) = ;2 [ £ (@) ds (3:9)

limitleri de vardar.

Bu durumlar gostermek icin,

d:= {xi:a+i(b—a)|i:0,...,n}
n

par¢alanmasini gozoniine alahm. Buradaki (3.8) esitsizligi (3.7) ile elde edilir. (3.9)
esitlikleri ise f fonksiyonunun integrallenebilmesinden aciktir.

Simdi n > 1 igin,

1 n—1 21 ‘
to (f) = Q—an (a—l— St (b—a)) 9

=0
ve

T.(f) = 5o i [f <a+22—;(b—a)) Ly <a—|— 2;1 (b—a)ﬂ i

1=0

dizilerini tanimlayalim ve soyle bir sonug vererek ispatindan kisaca bahsedelim.
Burada f : [a,b] — R, [a,b] iizerinde bir konveks doniigiim olmak {izere,
i. t, (f) monoton artandir;

ii. T,, (f) monoton azalandir;
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ii1. Asagidaki siirlar vardir:

n—00 n>1 b—a

b
lim £, (f) = supty (f) = — /f(x)dx
ve

n—0oo

b
lim 7, (f) = i 7, () = ;= [ £ (@) o

dir.
Ispat : (i) ve (i1),

d, = {xi—a+2—n(b—a) |z'—0,...,n} Cdpi1, n €N
icin Teorem 3.2.1 in (7) ve (i7) siklarindan agiktir.

(i) ise f fonksiyonunun [a,b] araliginda Riemann anlaminda integrallenebilir ol-

masindan ve (3.5) ve (3.6) nin sinirlarindan elde edilir.

29



3.2.2. Ozel Ortalamalar I¢in Uygulamalar :
[a, b], reel say1ilarin kompakt bir araligi ve d € Div [a, b] olsun. Yani, d := {x; | i =0, ....,n} C
[a,b], a = xy < 11 < ... < 1 < x, = b seklinde verilen [a, b] araliginin bir parcalan-
masidir. p € (—00,0) U [1,00) \ {—1} i¢in,
n—1
hy' =3 AP (2, 3i01) (i1 — )
i=0
ve
HP =S A (207 ) (50s — 1,
d - ZO (:Uz ) szrl) ('xH-l xl)

toplamlarini tammmlayalim. Her d € Div [a, b] igin,

n—1

AP (a,b) < b i . Z AP (g, i) (i1 — 3;)
i=0

1 b
< Lb(a,b) = b_&afxpdx

1 n—1

S 1. Z A (2f, 28y1) (i1 — )
< Al(aP, bP)

esitsizlikleri vardir. Bununla birlikte

1 7
mSlcllphp = Lg ((I,b)

ve

: ] _
_alngd = L7 (a,b)

sinirlart vardir. Simdi 0 < a < b igin,

n—1

h([;u ) Tit1 — T4
o Tit1 T
ve .
1 e 22, — 22
gy SNl T
d 2 ; TiTity
toplamlarimi tammlayalim. Burada her d € Div [a, b] parcalanmas igin,
2 i — 2
A (ab) < = < L' (a,h)
b—a = zi1+u;
n—1
1 x?, — a2
< Hl < H'(a,b
- 2(6-&)2 TiTi+1 - ( ’ )
=0
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esitsizligi vardir ve sinirlar,

1
b—a

sup h&fl] =L " (a,b)
d

ve
1

b—a

dir. Aym zamanda [a,b] C (0, 00) arahigimin bir d pargalanmasi igin,

i%f Hc[z_ll = L " (a,b)

n—1
HY o= T 1A (@1, )] €5
i=0
ve
n—1
by = 111G (=, Tigp)] T
i=0
dizilerini tanimlayabiliriz.
Yukaridaki sonuglar1 kullanarak f : [a,b] — R, f(x) = —Inx konveks doniigiimii igin
(3.7) esitsizligi yardimuyla,
n—1 s
Ti41—T4
Aa,0) > [[A@,zi)] = > I(a,b)
i=0
n-l Tit1—T4

> G(a,b)

Y
am
Q
—
3
3
+
—
7
IS

yazilir.

Teorem 3.2.1 ile,

ve »
sup { (G (x4, Ti41)] 121’“ Z } =1 (a,b)

sinirlarini yazabiliriz.
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3.3. Mutlak Deger Icin H.-H. Esitsizliginin Gelistirilmesi

3.3.1. Mutlak Deger i¢in Bazi Esitsizlikler : S.S. Dragomir [14] numaral galis-
masinda oldugu gibi, H.-H. esitsizliginin ikinci tarafinin gelistirilmesini iceren bazi temel
yapilari ele alalim.

Teorem 3.3.1 : f: I C R — R bir konveks fonksiyon ve a,b € I, a < b olsun. Bu

durumda, H.-H. esitsizliginin sag tarafi,

b
f(a)+ f(b) 1
5 —b_a/f(a:)d:n

(

0= [ 1@l f@=f0)

v

f(b) b
1 1
T |x|dx—ma/|f($)|d$ L F@)# )

\
seklinde genigletilebilir.
Ispat : f fonksiyonunun I iizerinde konveksliginden ve mutlak degerin siireklilik 6zel-

liginden her a,b € I ve t € [0, 1] igin,

tf(a)+ (1 —=1)f(b) = f(ta+ (1-1)b)
=[tf () + (1 =) f(b) = f (ta+ (1 = 1) b)|
2 |[[tf (a) + (X =) f(O)| = |f (ta + (1 = 1) D)|| = O

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizligin [0, 1] iizerinde ¢ bagimsiz degiskenine gore inte-

grali alinirsa,
1
£ (a) /tdt+f /1—tdt—/f(ta+(1—t)b)dt
0

> /!tf(a)+(1—t)f(b)!dt—/!f(ta+(1—t)b)\dt

esitsizligi elde edilir. Burada,

32



/tdt:/(l—t)dt:%, /1f(ta+(1—t)b)dt: bia/f(a:)d:c,

1 f (a) C fl@)=f0)
FF(a) - (1—#) f (b dt = o

O/\f()+( )£ (b) f(bﬁf(a)/lxldf s
f(a)

ve

[1stara-oplae= ;= [ If @) do

dir. Boylece (3.10) esitsizligi ispatlanir.
Bu teorem ic¢in su sonucu yazabiliriz: f : I C R — R bir konveks fonksiyon ve a,b € I,

a < b olsun. Boylece Vz € [a,b] i¢in f (a + b — x) = f (x) olmak iizere,
X b X b
_— > — >
_a/f(l")dl’_ |/ ()] b_a/lf(w)ldff_o

Teorem 3.3.2 : f: 1 C R — R bir konveks fonksiyon ve a,b € I, a < b olsun. Bu

esitsizligi vardir.

durumda,

a (3.11)

esitsizligi vardir.
Ispat : f fonksiyonunun konveksliginden Yz, y € I igin,

LI () 2 [P ()

esitsizligi yazilir. ¢ € [0,1] igin = ta + (1 —t)b, y = (1 —t)a + tb tamimlayalim.
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Vt € [0, 1] igin,

flta+ (1 —t)b)+ f((L—t)a+tb) iy a+b
> ‘f(m2+(1t)b);rf((lt)aftb)_’f (a;ub)H

esitsizligi yazilir. Bu esitsizligin [0, 1] iizerinden ¢ bagimsiz degiskenine gore integrali
alinirsa,

1

%Off<m+(1—t)b)dt+%bff(u—t)aﬂb)dt—f(
Jl" f(ta+(1—t)b)+f((1—t)a—l—tb)'dt_‘f (a+b)H

2 2
esitsizligi elde edilir. Bununla birlikte,

a+b

>

1 b

/f(ta+(1—t)b)dt:/f((l—t)a+tb)dt: bia/f(x)dx

0

a

ve x:=ta+ (1 —1t)b, t €[0,1] igin,

dx

/1‘f(m+(l_t)m;f«l_t)aﬂb)'dt: bia/b‘f(x)Jrf(zaer—x)

elde edilir. Boylece (3.11) esitsizligi ispatlanir.
Yine bu teorem icin soyle bir sonug verebiliriz: f : I C R — R bir konveks fonksiyon

ve a,b € I,a < bolsun. Vx € [a,b] i¢in f (a+b— x) = f (z) saglanmasi durumunda,

b b
1 b 1 b
m/f(x)dx—f(a;_ )Z m/|f($)|dx—‘f(a; )‘ >0

esitsizligi vardir.

3.3.2. Ozel Ortalamalar i¢in Uygulamalar :
G (a,b) < I(a,b) < A(a,b)

esitsizligi (G — I — A) olarak ifade edilen bir esitsizliktir. a < b negatif olmayan reel

sayilar olmak {izere,

G (a,b) == Vab
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geometrik ortalama,

1
1 /¥\b—a
I(a,b) == —

@h=+(5)

identrik ortalama ve
a+b
Al(a,b) :=
(CL7 ) 2

ise aritmetik ortalamadar.
Onerme 3.3.1 : a € (0,1], b € [1,00), a # b ise,

2 1

[(a.b) | Wb+ (lr21a) I {(bb ey ||| > 1

G (a,b) — . <9)

esitsizligi vardir. Bu esitsizlik (G — I — A) esitsizliginin ilk tarafim saglar.
Ispat : a € (0,1], b € [1,00) ve a # b olsun. Bu durumda f(z) = —Inz, 2 > 0

konveks doniisiimii i¢in,

Cf@er®) 1
A= 5 —b_a/f(a:)d:c

b
| Inb 1
:_na—Ql—n +b_a/lnxd$

a

= blnb—alna—(b—a)]—lnG(a,b)

esitligi yazilabilir. Burada,

B = / ]m\daz——/!lnx\dm

’\c@

Q

f(b
olarak tamimlansin. Buna gore,
Inb In 1 Inb
/|:p|dx = /xdm—i—/mdw
Ina Ina In1
(Inb)* + (Ina)®

2
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ve

b 1 b
[Inz|de = —[Inzdr+ [Inzde
a a 1

= blnb+alna— (a+b)+2
= In[a%bbe?~(@V)]

olur. Dolayisiyla,

(Inb)* + (Ina)?
In (b>

yazilir. (3.10) egitsizligi kullamlarak A > B > 0 yazilabilir. Boylece 6nerme ispatlanir.

m(wb)‘ .
2

esitsizligi vardir. Bu esitsizlik (G — I — A) esitsizliginin ikinci tarafin1 saglar.

B =

—1In |:(aabbe2—(a+b)) ﬁ]

Onerme 3.3.2 : a,b € (0,00), a # b olsun. Bu durumda,

b
1
T(a.b) > exp b_a/‘ln\/:v(a—l—b—x)’d:v—

a

Ispat : f(z) = —Inz, z > 0 icin,

C = ﬁ/bm)dx—f(a;b)

= In (a;—b) —1In/(a,b)

- u[fe]

ve

-] (*57)
1n<a+b)‘
2

olarak tanmmlansin. (3.11) egitsizliginden C' > D > 0 elde edilir ve boylece tnerme

b
._ 1 f(@)+ fla+b—2x)
b= b—a/‘ 2

1

b
= b_a/‘ln\/x(a—l—b—x)’dx—

a

ispatlanir.
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3.4. Diferensiyellenebilir Konveks Fonksiyonlar I¢in Daha Genel Esitsizlikler
3.4.1. Integral Esitsizlikleri :
f: I CR — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve a,b € I, a < b olsun. f’' € Ly [a,b]

/( ‘”b) /(@) da (3.12)

ise,

j(x_azwf%@d = (—@;b>ﬂﬂz—]f@Mx
::(b—@iﬁigi@)—jf@ﬁh

esitligi yardimiyla hemen (3.12) esitligi goriiliir.

Teorem 3.4.1 : Eger f doniisiimii [ iizerinde diferensiyellenebilir ve

o= (o= 50 ) r @

doniigiimii [a, b] iizerinde konveks ise,

b

b;a(f/(a)—f’(b))z f(a);f(b) —bia/f(x)da:ZO (3.13)

a

esitsizligi vardir.

Ispat : ¢ doniisiimii icin Hadamard ve Bullen esitsizlikleri uygulanirsa,

o () + 20220 s Loy (25)

a

b—CL b
1 (FO=F@)|  f@+re 1
: 2 2 2 —b_a/f@ﬂsz

elde edilir. Yazilan bu esitsizlikler yardimiyla (3.13) esitsizligi elde edilir.

Lemma 3.4.1 : f, g : [a,b] — R integrallenebilir doniigiimler ve,

(f(x) =) (g(x) =g () >0, Yo,y € [a,b]
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olacak sekilde sekronize olsun. Bu durumda,

C(f,9) =z max {[C([f], lgDI. |C S 9 1C(f: gD} = 0 (3.14)

esitsizligi vardir. Burada,

b b

C(f.g) = (b—a)/f(x)g(rv)dw—/f(ﬂf)dx/bg(m)drv

a a

seklindedir.

Ispat : f, ¢ sekronize doniistimleri icin,

0<(f(z)=f)(g(x)—gW)=If(z)=f(y)(9(z)—g))l

esitsizligi yazilir. Diger yandan mutlak degerce siireklilik yardimiyla Y,y € [a, b] igin,
[(f (@) = F () (9 (x) —g )| = [(If ()] = LF W) (g ()] = g ()DI,
(f (@) = f (W) (g (x) —g W) = (1S (@) = |f W) (g (x) — g ()]

ve

(f (=) = f W) (g () =g )| = |(f (x) = £ (1) (g (@) = [g (W)])]

esitsizlikleri yazilir.
[k olarak (3.14) deki ilk esitsizligi ispatlayalim.

(x,y) degigkenlerine gore [a, b]2 iizerinden integral alinirsa,

Lo [ e e - g
1

b b

)| = 1F W) (g ()| = g (»)])] dedy

1
> ‘Wa/a/mx) —1£ W) (lg (@)] — g ()]) dady

esitsizlikleri elde edilir. Bu egitsizlikler gozoniine alinarak ve basit hesaplar yapilarak,

1
2(

(z) — g(y)) dzdy
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ve

C(f1: 19D —; )| =1 W) (g (@) =g (y)]) dedy

elde edilir ve bu da (3.14) e§1t81zhg1n1n ilk boltimiidiir.
Teorem 3.4.2 : f: [ CR — R, [ iizerinde diferensiyellenebilir konveks bir doniigiim
ve a,b € ;, a < b olsun. Bu durumda,

b

/f () dz > max {|A],|B,|C[} > 0 (3.15)

a

fla@+f@) 1
2 b—a

esitsizligi vardir. Burada sirasiyla A, B ve C,

b
1
A::b—a/
a+tb
-fla), 1| ] b
B::f( 1 +r— /f(x)dx—/f(m)dx
a ab
2

b

S T A G LACIL

a

a+b

xr —

11 @)l do - }l/blf’ (@)

ve

seklindedir.

. b
Ispat : f fonksiyonu [ iizerinde konveks, f’' ve | x — ot

> déniigtimleri [a, b] tizerinde

sekronize olsun. Bu sartlarda Lemma 3.4.1 uygulanirsa,

(b—a)/b(x—a;b> f’(:c)dm—/b(x—“;b)dx/bf’(a:)dw 3.16)
A e

a a

esitsizligi yazilir. Burada,

Z:(b—a)/b:c—“;b\rf%xndx—/b

a a

b
b
ot ‘d:v/\f’(xﬂdx,

39



b b
a+b

B = (b—a)/b : f’(:c)dx—/ a;rb‘da:/f’(a:)d:c

a a

xr —

x —

ve
b

o (b—a)/(x—a;b) ' ()] d —

a

seklindedir. Bununla birlikte,

b
/ _atby > a+b
x 5 xr = 9 5 €T

a

b

(:c—“;b) d:c/|f’(:c)|dx

a

Se—

ve
b

/

a

a+b
x_

olarak hesaplandigindan A, B ve C degerleri,

b 9 b
A= o-a) | x—“‘gb\\f'm)rdx—(”;”) 1@,
b 2 T /
5= g -s@+ | [r@ar- [1@a
a a+b

ve

-0 [ (= 250) 17 @] o

seklinde yazilir. (3.16) esitsizligi kullanilirsa,

1 4 a+b\
b—af(x_ 5 )f(a:)demax{|A|,|B|,|C’|}ZO

esitsizligi elde edilir. A, B ve C' yukarida verildigi gibidir. (3.12) deki esitlik gozoniine
alinirsa (3.15) elde edilir.
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Teorem 3.4.3 : f: R — R, [ iizerinde diferensiyellenebilir doniisiim, a,b € I, a < b

ve p > 1 olsun. Eger |f'|, [a,b] araliginda ¢-integrallenebilir ise,

b

fl@+fm) 1 /f(m)dxgéw /|ff($>|qu (3.17)

2 b—aa (p+1) /

esitsizligi vardir.

. 1 1
Ispat : — + — = 1 olacak sgekilde p > 1 ve ¢ > 1 icin Holder integral esitsizligi
p q

kullanilirsa,
1 1
1 b 1 o7 \" 1 !
b—a/(x_a;_ )f’(x)dxg b—a/'x_a;— dr | X T@/|f’(m)|qu

yazilir. Bu esitsizlikte,

J

a

a+b

xr —

Z (-5 =07

seklinde hesaplanir. Boylece,

D=
—

b

=/
b—a

a

a+b

1(
2(p+1)

bulunur ve (3.17) esitsizligi elde edilir.

xr —

"o (————JWf' )’

(b
(p
1

e de)a

f R — R, I iizerinde diferensiyellenebilir doniisiim, a,b € I, a < b ve p > 1 olsun. Bu

;fm2p) @)
)

=

—a

hSA

[¢]
durumda f fonksiyonunun [ iizerinde konveks olmasindan,




esitsizligi yazilir.

Agagidaki sonug Griiss integral esitsizligi olarak bilinir.

Lemma 3.4.2 : f g : [a,b] — R integrallenebilir fonksiyonlar yani Va € [a,b] i¢in
o < f(x) <¢,v<g(zr) <T olsun. Bu durumda,

b

(1@ da:——/f

a

/g (z) da

(¢ —») (T =7)

H>|’—‘

esitsizligi vardir.
Teorem 3.4.4 : f: 1 CR — R, [ iizerinde diferensiyellenebilir bir doniigiim, a,b € I,
a < bveVxla,b] igin m < f'(x) < M olsun. Eger f' € Ly [a,b] ise,

dir.
. . atb oo
Ispat : z € [a,b] igin g (z) = x— — déniigiimii tanimlansin. Bu durumda Va € [a, b]

i¢in,

esitsizligi vardir. Boylece, Griiss esitsizligi yardimiyla,

bij(ﬁf—ﬁb)f’()d —b%b@ a—l—b) /f,

" ’ <(M m) b—a)

elde edilir.

oldugundan ve (3.12) tanimindan,

b

o] (- 25) rea] < ==

a
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f@rfm) 1 (M —m) (b — a)
2 _b—a/f(x)d%S 4

esitsizligi elde edilir.
f: I CR — R, I iizerinde diferensiyellenebilir bir déniigiim, a,b € I, a < b ve Vz [a, b]
icin m < f' () < M olsun. f, ; iizerinde konveks oldugundan,

PRIGESION By Y P U RS O

a

yazilir.

Simdi taninmis H.-H. integral esitsizliginin ilk tarafi ile baglantili baz1 yeni egitsizlikler
olugturalim.

Lemma 3.4.3: f: I CR — R, } tizerinde diferensiyellenebilir bir doniistim, a,b € ; ,

a<bve f' € Lj[a,b] olsun. Boylece,

f(a—2|—b>_bia/bf(x)da:_bia/bp(a:)f’(x)dm (3.19)

esitligi vardir. Bu egitlikte,

a+b
r—a , rE|a,——

2

p(@) = a+b
r—b , x 5 b

seklindedir.

Ispat : Kismi integrasyon metodu kullamlarak sirasiyla,

, _b—a,fa+b)
[ e-ar@a="20r(50) - [ 1w
ve b b b b
, _b—a a+ B 2 doe
[e-nr@ia="30 (15 - [
atb atb
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esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler toplanirsa,

/T(ilﬂ—cz)JH(ac)d:z:jL/b(ﬂl:—b)f'(:lc)d:z:—(b—cz)Jf(OL—;b)_/bf(x)daj

l\D|

sonucu ¢ikarilir. Buradan da,

/bp(x)f’(w)de /T@—a)f'(x)m/b<w—b>f'<a:>dx
a a a+b

l\’)|

oldugu aciktir. Boylece verilen esitlik ispatlanir.

Ayn1 zamanda,

ﬁ/m)dm—f(“;b):bia/bqw'(x)dx (320)

a+b
a—xr , x€ |a,
() = atl
b—x , =x b

gosteriminin olduguda aciktir.

Eger,
( [ a+b
r—a , TE€ |a, 5
p():= a+b
xr—b 936( b
L 2
ve
( a+b
a—xr , T E|a, 5
q(‘r): a+b
b—x , x 5 ,b

olacak sekilde ayr1 ayri segilirse ayni sonuclar elde edilir.
Teorem 3.4.5 : f: 1 C R — R, [ iizerinde diferensiyellenebilir bir doniigiim, a,b € I,

a < bvep>1olsun. Eger |f'|, [a,b] araliginda g-integrallenebilir ise,

f(“;b)—biaa/m)dx s%% [1r@ras q (3.21)

a
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esitsizligi vardir.

Ispat : Holder esitsizligi kullanilarak,

D=

b b b
1

b_&/p(x)f/(x)dx < ﬁ/|p(x)|pdx X ﬁ/”’(@ﬁdz

a a a

elde edilir. Bununla birlikte,

/\p ]pd:c—/|x—a|pd:£—|—/]x—b]pdx—(( );;

a+b

oldugundan (3.21) egitsizligi ispatlanir.

[¢]
Teoremdeki varsayimlar ile f fonksiyonunun [ iizerinde konveks olmasindan,

b 1 b
1 b 1(b—a)r
o<t 1@ p (%5 >S§EI)+—@)1 [1r@ras

1)r \3

q

esitsizligi yazilir.
Teorem 3.4.6 : f: 1 C R — R, [ iizerinde diferensiyellenebilir bir doniigiim, a,b € I,
a < bveVz[a,b]iginm < f'(x) < M olsun. f" € Ly [a,b] ise agagidaki esitsizlik vardir.

f<a+b>_ | /bf(x)dx _ (=m0

2 b—a 4

3.4.2. Ozel Ortalamalar i¢in Uygulamalar :

Onerme 3.4.1 : p > 1 ve [a,b] C [0,00) olsun. ¢ := P . olmak iizere,

2O=9) (1 ab)

2(p+1)r

p
q

0 < A(al,b") — L (a,b) < (3.22)

esitsizligi vardir.

Ispat : f () = 2” konveks doniisiimii icin Teorem 3.4.3 uygulamrsa,

P+ 0P 1 / b » / %
1 p
L /afpda: < —% /\pxp_l\qu
2 b—a 2 =
o (p+1)7 .
1o/ ;
_ 10l—ar ey,
2 P
(p+1r \a



esitsizligi yazilir. Burada,

b
pq—q+1
/x(p—l)qu _
pqg—q+1f,

ppa—a+l _ 4pa—q+1
— 1
prrqu_ apq+1'_
p+1
= L? (a,b) (b—a)

b

oldugundan,
A -y < P70 0w, )
2 (pb—l— 1)» ,
= 2O (b
2(p+1)p

elde edilir. Boylece (3.22) esitsizligi ispatlanir.
Onerme 3.4.2 : p > 1ve 0 < a < b olsun. Bu sartlar altinda asagidaki esitsizlik
vardir.

p+1

_(b—a) Lo (a.)] (3.23)

2(p+1)

0<H™(a,) ~ L7 (a,b) <

D=

p+1

. 1
Ispat : f(z) := o konveks doniigiimii i¢in, 1 — 2¢q = ] olmak tizere Teorem 3.4.3

gozoniine alimirsa,

1
1 1 1 b -
~ T3 Inb—Ina _(b—a)r dz

2 b—a ;

724
(p+1)r \3

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlikte,

/ dx g2+ |
2 —2q+1|,
p-2a+1 _ 4—20+1
- —2q+1

= (b—a)Li_51(a,b)
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oldugundan,
0 < H'(a,b)— L' (a,b)

)
1 1
P

1(b—a)? (b—a)s ., 1
< S g o)
(p+1)r
(b—a) o
_ 07 )
ES 1—p
2(p+1)r
elde edilir. Boylece énerme ispatlanir.
Onerme 3.4.3: p>1ve0 < a < b olsun.
I(a,b b—
1< G<(a’ b)) < exp “>1 [L_, (a,b)] " (3.24)
" 2(p+1)r
dir.
Ispat : f(z) = —Inz, z > 0 konveks doniisiimii icin Teorem 3.4.3 uygulanirsa,
1
1 ha+nb _ 1G-a)y [ fdr)’
0< /mdx_m < lbzap /_x
b—a 2 2 = x4
a (p+ 1)}; @
1(b—a)? (b—a)d . _ 1
= 5 1 [L—Z (a7 b)} e
: (p )+ 1)r X
1 (b—a _ 2
= S L)
5
1 (b—a _
=3 1 L, (a, b)](l P)
(p+1)r
esitsizligi elde edilir.
Simdi Teorem 3.4.4 ile ilgili baz1 uygulamalar1 verelim.
Onerme 3.4.4 : p>1ve 0 < a < b olsun. Bu durumda,
—1
0 < A(a”,1?) — I” (a,b) < pP=b) gy 1722 (a,b) (3.25)

4
esitsizligi vardir.

Ispat : f(z) = 2”, p > 1 icin Teorem 3.4.4 uygulamrsa, Vo € [a, ] icin,
pa?t < f' (x) < pbP!
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dir. Boylece, (3.18) esitsizliginden,
p* —a"h) (b—a)

0 < A(aP,bP) — L (a,b) <

elde edilir.

Onerme 3.4.5 : 0 < a < b olsun.

b2 42 b —
0<H ' (ab)— L (a,b) < Zagbg 2 (3.26)
esitsizligi vardir.
. 1
Ispat : f(z) = — i¢in Teorem 3.4.4 uygulanirsa,
x
1 1
@<l =n g
dir ve boylece
1 1 b? — a?
M-m=-=+—=2_2

b?  a? 4a2b?
elde edilir. (3.18) esitsizligi kullanilarak ispat tamamlanir.

Onerme 3.4.6 : 0 < a < b ise,

1<

esitsizligi vardir.

Ispat : Teorem 3.4.4 kullamlarak yapilir.

Eger Teorem 3.4.5 kullanilirsa p > 1 ve q := P 1 olmak {iizere asagidaki esitsizlikleri
p

yazabiliriz:
0 < A(a?,0%) — IZ (a,b) < p(b—a)Ly (1a,b)’
2(p+1)p
(b—a) ptl
0< H ™" (a,b) = L7 (a,b) < . [L<p+1) (a,b)} P
2(p+1)r 1-r
ve
LS gy <o | S 5 )
“ 2(p+1)p



dir.

Diger yandan eger Teorem 3.4.6 kullanilirsa p > 1 icin agsagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:

0 < A(a”,1?) — I” (a,b) < @ (b—a)? L2 (a,b),

(0* —a®) (b—a)
4a2b?

(b— a>2]

0< H_l (aab)_L_l (avb) <

ve

4ab
dir.
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3.5. 1ki Kez Diferensiyellenebilir Konveks Fonksiyonlar I¢in Daha Genel
Esitsizlikler
3.5.1. iki kez diferensiyellenebilen konveks fonksiyonlar icin integral esitsiz-
likleri :
Lemma 3.5.1: f: ] CR — R, I iizerinde iki kez diferensiyellenebilir ve f”, [a,b] C i
iizerinde intgrallenebilir olsun. Bu durumda,

b b

3 G- 0-0 @i =2t G @ o) - [fwde @)

a a

esitligi vardir.

Ispat : Kismi integrasyon yontemi yardimiyla,

1 . 1 /
3 [ @m0 @d = J@-a)6-0 @

b

- %/[2x—(a+b)]f’(x)d:v

a

a—%/[—lﬁ—l—(a—i—b)]f’(x)dx

b
— |- @ r@lh-2[f@a

- U@ 0) - [f@)ds

a

iglemleri yapilir. Boylece (3.27) esitligi ispatlanmig olur.

o]

Teorem 3.5.1: f: I CR — R, T tizerinde iki kez diferensiyellenebilir ve f”, [a,b] C [

tizerinde integrallenebilir olsun. [a, b] araliginda k < f” (z) < K verilirse,

p O SO IO A e < g 020 (3.28)

esitsizligi vardir.

Ispat : Vz € [a,b] icin,
k(x—a)(b—x)<(zx—a)(b—2x)f"(x) < K(z—a)(—x)

20



esitsizligi yazilir. Boylece,

b

k/(x—a)(b—m)dx < 1/<x—a)(b—x)f"(m)dx

2 2
[:b
< 5/($—a)(b—a:)dx

elde edilir. Bu egitsizlikte verilen integraller (3.27) yardimiyla hesaplanarak,

b
_b—a

%/(x—a)(b—x)f//(gj)dx 5 (f(a)+f(b))—/f(;p)dg;

ve ,
3 b) 22 b
/(x—a)(b—x)d:c = —x——l—u—abx]
3 2 .
(- a)®
6
seklinde bulunur. Boylece (3.28) esitsizligi ispatlanir.
Teoremdeki varsayimlar ile birlikte || f”|| := sup |f” (z)| < oo verilirse,
z€[a,b]

TOPIO L [y an) < 157152

a

esitsizligi yazilir.

Teorem 3.5.2: f: ] CR — R, I iizerinde iki kez diferensiyellenebilir ve f”, [a,b] C [

tizerinde intgrallenebilir olsun. Eger ¢ : [a,b] — R,

p(x) = (r—a)(b—=z) f"(z)

déniigtimii [a, b] arahginda konveks ise,

(bI6a)2f,,(a—2kb) s fl+fe) 1 /f(x)dl‘

(3.29)

esitsizligi vardir.
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Ispat : ¢ doniisiimii icin Hermite-Hadamard esitsizliginin ilk tarafi uygulanirsa,

b
1 a+b _(b—a)2 s (a+b
b—a S0(“7”)“2@( 2 )_ r ( 2 )

yazilir ve Bullen esitsizligi yardimiyla,

b

1 1 a+b @ (a) + ¢ (b)
< Z
b—a/gp(z)dx = 2{90( 2 )+ 2
(- a)® ., (a+b
B s T\ 2
elde edilir ve boylece (3.29) esitsizligi ispatlanmig olur.
Teorem 3.5.3: f: ] CR — R, I tizerinde iki kez diferensiyellenebilir ve f”, [a,b] C I

iizerinde integrallenebilir olsun. Bu varsayimlar ile birlikte p > 1, ¢ := P 7 Ve |,
[a, b] araliginda ¢-Lebesque anlaminda integrallenebilir ise,
fla) + 1
i b_a/f Q| <3 0—a) 7 B+ Lp+ DI, (330)

esitsizligi vardir. B, Euler Beta fonksiyonudur.

Ispat : (3.27) denklemi ve Holder esitsizligi kullanilarak,

f()2 1aa/f

b

1 / z—a)(b—a)f"(z)dx (3.31)

—a

l\.'JIr—l
=

Sm /(x—a)p(b—x)pdx p /b|f"(ff)q

elde edilir. = (1 — t) a + tb olarak tammlanirsa dz = (b — a) dt olur. Boylece,

1

/(x—a)p(b—x)pdx = (b—a)/((1—t)a+tb—a)p(b—(1—t)a—tb)pdt

1
- 2p+1/tp (1—t)Pdt
0

= b—a)”"'"B(p+1p+1)

02



elde edilir. Burada B,

1

B(p,q) = /tp_1 (1—t)""dt, p,g>0

0

seklinde tanimlanan Euler Beta fonksiyonudur. (3.31) esitsizligi kullanihirsa,

b 2p+1
ACEIGRN Sy Y <62?ba_ap Bp+1p+ 17 ],
= 2007 Br+ Lo )7,

elde edilir. Boylece teorem ispatlanir.

Eger p > 1, p € N ise,

B p! [P
B(p“vp“)_( +1)..(2p+1)  (2p+1)
icin, 1
1 ptl I
Ok / r@asl < 30-0% | SZ 1,

esitsizligi elde edilir.
Teorem 3.5.4 : f: 1 CR — R, [ iizerinde iki kez diferensiyellenebilir doniigiim, f”

integrallenebilir ve [a,b] C [ iizerinde v < f” () < T olsun. Bu durumda,

b

HOLIO L [r@ar ="t o - )| < 50 0 63)

a

esitsizligi vardir.
Ispat : Griiss esitsizligi yardimiyla,

! /b:L‘—a )(b—z) f" (z

—a

(x —a)(b—x)dx-

_a/f"

< (L= =7)

A

23



esitsizligi yazilir. Bu esitsizlikte,

L= swp {(z—a)(b—x)} = OO
z€a,b]

ve

I= inf {(z—a)(b—2)}=0

z€[a,b]
seklindedir. Ayni zamanda basit bir hesaplama ile,

b

/(:c—a)(b—:v)dx: 5

a

elde edilir ve Lemma 3.5.1 ile,

b b

L e f@e ) 1 [
L—Qw_@!k (b)) d @

elde edilir. Bu elde edilen esitlikler kullanilarak,

1 (b—a)?® 1

I —
2(b—a) 6 b—a

esitsizligi yazilir. Yani,

b—a
12

(f (b)) = f(a))| <

-

dir. Boylece teorem ispatlanmigtir.

Lemma 3.5.2 : f g : [a,0] — R, [a,b] arahginda siirekli ve (a,b) araliginda diferen-
[ ()
g (x)

(ba)/ng(x)dx(/bg(x)dx)z < b—a/f dx—/bf(x)dx/bg(x)dx

a

< b—a/bg dx(/bg(:v)dx)Q

siyellenebilir olsun. Eger (a,b) tizerinde ¢’ (x) # 0 ve [ < < L ise,

esitsizligi vardir.
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Ispat : Ilk olarak, Vz,y € [a,b] icin,

Hg@) —g)* < (f@)—fW)(g@) —g®) < Lgx)—g )’

esitsizliginin dogrulugunu gosterelim.
Eger g (z) = g (y) ise bu esitsizlik dogrudur.
Kabul edelim ki g (x) # ¢ (y) olsun. Bu durumda, x < y oldugunu kabul edersek

Cauchy Teoremi geregince,

elde edilir. Eger bu esitsizlik (g (z) — g (y))* > 0 ile carpilirsa,

Hg(@)—g)* < (f@) = f)(g@) —g®) < Lgx)—g )’

elde edilir. Simdi bu egitsizligin [a, 6]2 iizerinden integrali alinirsa,

b b

L [ (9= ) dedy < / / (f (2) = £ () (9 (2) — g () ddy

a a

SL/b/b (9(x) — g (v))* dedy

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlikteki integraller,

b b

%//<g<x>—g<y>>2dmy:<b—a>/bg2<x>dx— (/bg<x>da:)2

a a

ve

b b b b b
3] [E@ 7)o@~ g @) dudy= b= a) [ ) g(@)do- [ £ @)do [g (o) o

seklindedir. Bu esitsizlikler yardimiyla istenilen egitsizlik ispatlanmig olur.
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Simdi,

S SPNIO RS IOy PR )

seklinde verilen (3.28) esitsizliginin yukaridaki lemma ile ispatlandigini gosterelim.

’ (b—a)/b(x—a;_b)2dx— j(m—a;b)dx
§(b—a)/b<x—a;—b) f’(m)dm—/b(x—&;b>d:p/bf’(x)dx

<K (M)aj(xa;b)zdx aj(ﬂ;b)dm

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikteki integraller,

aj(w;b) “
>2da:: (b—a)

b
/ 0 +0
2
seklinde bulunur. Bulunan bu esitlikler yardimiyla,

k- (b;2a)4 S(b—a)/b(x—a;b) f(r)dz < K - (b12a)4

I
o

a

elde edilir. Son olarak,

f<a>+f<b>_bia/bmdx:/b(x_“b) F (@) da

2 2

taniminida kullanilirsa istenilen esitsizlik elde edilir.
Teorem 3.5.5 : f: I CR — R, [ iizerinde iki kez diferensiyellenebilir bir doniigiim

ve [a,b] C I arahginda k < f” (z) < K olsun. Bu durumda agagidaki egitsizlik vardir.

b (b o)’
/f (x)de < K - R (3.33)

L e—a)t 1 {f (a;b)Jrf(a)—QFf(b)} - 1
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Ispat : Lemma 3.4.3 de ispatlanan

atb
N1 1
a+ _ _ /
H%57) 52 1@ =2 [ w-a rwa
a @ (3.34)
1
o [ BB @
atb
2
ozdesligi hatirlayalim. Simdi Lemma 3.5.2 yardimiyla,
ath atb 2
) 2 2
k (G;L —a)/(m—a}zdx— /(x—a)dx
atb ath ath
b 2 2 2
< (a—2|- —a) / (x —a) f' (z)dx — / (x—a)dx/f’(x)da;
a b b a 5
) 2
<K <a—2|— —a)/(m—a)de— /(x—a)dm
esitsizligi elde edilir. Burada,
atb
/ (b~ ay
) _
) dr —
[ @-apan=E0
atb
2
(b—a)*
) dr —
/ (x —a)dx 3
ve
I b—a (b—a)’ B (b—a)* B (b—a)*
D 24 64 192
degerleri bulunur ve bu degerler kullanilirsa,
atb
b—a) b—a | (b—a)? T, atb (b—a)*
. < — ! _ — < .
e =3 /(x a) [ (@) dv =3 {f( 2 > f(aﬁ—K 192

a
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esitsizligi elde edilir. Gerekli sadelestirmeler de yapilirsa,

atb
2
(b—a) _ 1 / : Ll (athd (b—a)”
k. < — dr—= — < K- .
el [ ear @ [ (50) - f@] < kP @39)
esitsizligi yazilir. Benzer gekilde yukaridaki Lemma yardimiyla,
2
; b b
k <b— a; ) / (2 — b)2dz — / (z —b) dz
ab b
2 2
; b b b
< (b— “; ) / (2 —b) f () dz — / (m—b)dm/f’(x)dx
atb atb a+b
2 2 2
2
; b b
<K <b—“; ) /(m—b)de— /(a:—b)da:
ab b
2 2
esitsizligi yazilir. Burada
b
b—a)’
[ @-vrar=E00
a+b
2
b
b _ 2
/(m—b)dx:—( @)
8
a+b
2
degerleri bulunur ve bu degerler kullanilarak,
b
(b—a4 b—a/ (b—a)? a+b (b—a)?
k - 7 _ < K.
e AU Al el | s T
o

esitsizligi elde edilir ve gerekli sadelestirmeler de yapilarak,

2
(b—a) < 1
9% ~b—a

a

k-

@-n @i |- ()] <k 0= 55

M|Jcr~\,.c~

o8



elde edilir.3imdi (3.35) ve (3.36) esitsizlikleri toplanir ve (3.4) esitligi dikkate alinirsa,

. (b;8a)2 Sf(a;tb) —bia/bf@)dx

' (b a)’

_i {2;@ (a;b> —(f(a)+f<b)>} T

esitsizligi elde edilir ve (3.33) esitsizligi ispatlanir.

f: I CR — R, ; iizerinde iki kez diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve [a,b] C I

araliginda k < f” (z) < K olsun. || f"]|c < oo olmak iizere,

(4 + )] —bia/bm)dx < B2

a

esitsizligi vardir.

f, I iizerinde iki kez diferensiyellenebilir ve bu aralik iizerinde konveks ise, [a,b] C [

olmak tizere Bullen esitsizliginin tersi vardir:

ogﬂf(“”)ﬂwnf(b)]_bia/”f(x)dxéw,,”m_(b_a)z

2 2

dir.
Teorem 3.5.6 : f: I C R — R, [ iizerinde iki kez diferensiyellenebilir bir doniigiim

ve Vx € [a,b] C I icin £ < f” (z) < K olsun. Bu durumda,

b

_/f(x)dx§A+k- (b—a)”

12

(b—a)’

fla)+ £ (b)
2

B+ K- <(b—a) (3.37)

esitsizligi vardir. Burada,

as =3{o-alro-c (") -vo- s}




dir ve bu esitlikler,
f () = f'(a) # k(b —a)
ve

f(0) = f'(a) # K (b—a)

durumlarinda saglanir.

Ispat : Lemma 3.5.1 de kullamlan esitligi,

seklinde ifade edelim. Bu egitlik yardimiyla,

%/@_a)(b_‘r)(f”(@_k)dxzf—k%%/(x—a)(b—x)dle_k.<bz2a)
1 b " (b—a)2
IR IR Py U

a

oldugu goriiliir. Sekronize olmayan doniigiimler i¢in klasik Chebychev integral esitsizligi

yardimu ile,
1 / "
3 [ @m0 b-2) (7 @) - b

b b
/ (z—a) (" () — k) dz / (b—2)(f' ()~ K)dr  (338)

<

N —

/b(f” () — k) dzx
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ve

1 / "
3 [ =)o) (- 7 (a) ds

b b
/(:U —a) (K —f"(z da:/ b—2x)(K—f"(z (3.39)

<

N |

/ (K — 7 (2)) de
esitsizlikleri yazilir. Matematiksel hesaplarla,
b b
Ja-0@@ - = (1@ -t @-al- [ () - D

_ (f’(b)—kb)(b—a)—(f(b)—f(a)—klj

2 a

- o -mo-0-(10-r@-r(555))
= =0 (£ -0 0) - f 0+ @)
ro-r("50)) - o - @

= (b—a)

ve

8 —o

b2 (@) =R e = (@)= k) =)~ [ (7 (o)~ )

— (@)~ ka) (b—a)+ F ()~ f (a)

- (b-a) —f’()+ka—kib}+f(b)—f(a)
\f’(a) e RLEIG

= fO) = fla)=(b-0a) {f’(a)+kbga]

= (b—a)

esitlikleri elde edilir. (3.38) esitsizligi kullanilarak,
k(b—a) 1 ) b—a
_ < = _ _ _ _
- < oo lro-e("30)] - v -1

{ro-r@-o-orw+e(32)]}

f(0) = f'(a) = k(b—a)
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esitsizligi yazilir. Yani,
k(b—a)

I <
- 12

+ A

dir ve bu esitsizlik (3.37) nin sag esitsizliginin ispatidir. Benzer sekilde,

(1 — a?)
2
a+b

b
/(ﬂf—a)(K—f”(z))dﬂc = (Kb=f"(b)(b—a)- K +f(0) = f(a)

= (b—a) (Kb—f(b)+ K

)+f<b>—f<a>

2
- -0 (K501 0) 10 - 1@
[0 - rrwyde = ~0-a) a5 @)+ K55 - po)+ S )

= -0 |k (50 +r@| - 1o+ 1@

hesaplanir ve (3.39) esitsizligi kullamlarak,

esitsizligi elde edilir. Yani,
K(b—a)
1>

B
= D +

dir ve bu esitsizlikde teoremin ifadesinin sol tarafinin ispatidir.
Eger f, I tizerinde iki kez diferensiyellenebilir konveks bir fonksiyon ve [a,b] C I ise

1" (b) # f" (a) olmak {izere,

[(b—a) f"(b) = (f (b) = f(a)]1f (b) = f(a) = (b—a) f(a)]

1

< Z

— 2

esitsizligi vardir.
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3.5.2. Ozel Ortalamalar i¢in Uygulamalar :

Onerme 3.5.1 : p>1ve 0 < a < b olsun. Bu durumda,

0 < A(a?,b?) — Lb (a,b)
1 , o (3.40)
S 5 (b_ (l) p(p_ 1) [B(p+ 17p+ 1)]1) Lp(p 12) (CL b)
esitsizligi vardir.Bu esitsizlikte B, Euler Beta fonksiyonudur.
Ispat : [a,b] arahginda f (2) := 2” fonksiyonu icin Teorem 3.5.3 uygulanirsa,
0 < A(a?,b?) — LE (a,b)
1

1 ptl : ‘ (3.41)

_ —qa) P D + , P —+ ,’I‘ X

< b—a) 7 [Bp+Lp+1) / ) ar-2]7d

esitsizligi yazilir. Burada,

pPq—2q _ _
T dr = =
pg—2g+1 p—q+1 ’

b
/ pra—2q+l _ opg—2¢+1  pp—gq+l _ ;p—gq+l
a

bp—q—l—l _ ap—q+1

e = L2 (a,0) (b~ a)
hesaplamalar: ve
P—4q_ p—2,
q
pp—2
p—q= p=2)
p—1

0 < A(a?,b?) — LE(a,b)
< 007 B+ Lo+ D) pp—1) L7, (0.5) (b a)s
Z%@—afp@—lﬂB@+Lp+D]L%%Nm@

seklinde elde edilir. Boylece 6nerme ispatlanir.
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Onerme 3.5.2 : p>1ve 0 < a < b olsun. Bu durumda,
1
2 L(a,b)H (a,b) [B(p+1,p+1)]»
L3 3p (CL, b)

p+1

0<L(a,b)— H(a,b) < (b—a)

esitsizligi vardir.

. 1
Ispat : f(x) = — fonksiyonu igin Teorem 3.5.3 uygulanirsa,
x

0< H '(a,b)— L' (a,b)

=

esitsizligi elde edilir. Burada,

b

dzr x73q+1
/ﬁ 3¢ +1

a

b p3atl _ -3¢+l

—3q+1

= Ligg (a,b) (b—a)

olarak bulunur ve elde edilen denklemde yerine koyulursa,

0< H '(a,b) — L7 (a,b)
<10-0)% b B+ Lo+ 1]P L7, (a.)
o LBerLpryp
=(b-a) L?lsip (a,0)

p+1

esitsziligi bulunur. Boylece tnerme ispatlanir.

Onerme 3.5.3 : p>1ve 0 < a < b olsun. Bu takdirde asagidaki esitsizlik vardr.

(a,b) 1, w[Bl+lp+1)
1< < —(b—
S G =20 T
P+
Ispat : f(z) = —Inz konveks doniisiimii icin Teorem 3.5.3 uygulanirsa,
0<Inl(a,b)—InG(a,b)
1
1 P+l v\
<;b-a) 7 [Bp+lp+r| [ 5
l a
1 2 [B(p+1,p+1)]»
_ — b —
2O

p+1
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esitsizligi elde edilir ve 6nerme ispatlanir.

Onerme 3.5.4 ; p>2ve 0 <a<bolsun. O zaman,

) ) p(p—1) 2 1 p2 pp—1)(b—a) 4
A(a?, b)) — Lb (a,b) — 1 (b—a)” L5 (a,b)| < 5 Ly—5 (a,b)

esitsizligi vardir.

Ispat : Teorem 3.5.4 de f (z) = 27, p > 2 segilirse,
k=pp-1Da"?<f(x)<p(p-1)V?*=K, € |a,b]

olur. (3.32) esitsizligi uygulanirsa,

p(b—a)

> (bpq o apﬂ) < p(p—1) (b— a)2 (bp72 . apr)

A (ap7 bp) - Lz (a7 b) - 32

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte,
—1 p—1 __ p—2
v —a _<p_1)Lp72(a7b) (b—CL)
ve
W2 —a = (p—2) Lg:g (a,b) (b—a)

degerleri yerine yazilirsa 6énerme ispatlanir.

Onerme 3.5.5 : 0 < a < b olsun. Bu durumda,

L(a,b)_H(a’b)_ (b_a)2 A(a’b)L(a’b)H(a’b)

6 G* (a,b)
<(b—af_L@JﬁHQLMHA%mby—GNmbﬂ
= 16 GS (a,b)

esitsizligi vardir.

. 1 2 2
Ispat : Teorem 3.5.4 de, f(z) = — segelim. f”(x) € [6_3’ —3} oldugu agiktir. Yani
x a
2
k = — ve K = — secebiliriz. Boylece,
b3 a3
- - b—a) (1 1 b—a) (2 2
L™ (a,b) — H! b—(— ———|< Snl—
(a.9) (a:0) = 3 (a2 b2)’ =732 \& B
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esitsizligi elde edilir. Yani,

_ b—a)Ya+b 1 (b—a)® [ (b—a)(a®+ ab+ b?)
L 1 _ Hfl _ ( <
(a,5) (a,5) 6 2 a?|= 16 ( @303 )
(b= a)® (a® + ab + b?)
16 a’b?

esitsizligi yazilir. Bununla birlikte,
a? 4+ ab+b? = (a+b)* — ab = 4A% (a,b) — G? (a,))

esitligi kullanilarak,

(b—a)* Al(a,b) < (b—a)® (442 (a,b) — G? (a, b))

L' (a,b) — H " (a,b) — 6 G*(a,b) 16 G5 (a,b)

ve buna denk olarak,

(b—a)® A(a,b)L(a,b)H (a,b)

L(a,b) — H (a,b) —

6 G* (a,b)
_ (b= a)® (4A4%(a,b) — G*(a,b)) L (a,b) H (a,b)
- 16 G (a,b)

esitsizligi elde edilir ve bu da 6nermenin ispatidir.
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4. HERMITE-HADAMARD ESIiTSiZLiGiNi GELISTIREN BELIiRLi ESiT-
SIZLIKLER
Klasik Hermite-Hadamard egitsizligi, bir f : [a,b] — R konveks fonksiyonun ortalama

degerinin alt ve iist kestirimleri icin,

(e2) < bia/bf@df”ﬁ {URSI0

b b
seklinde ifade edilir. Bu durum, {a, a—2|— 1 ve [a;— ,b} araliklarinin her biri igin,

Hermite-Hadamard esitsizligi icin kolayca gosterilebilir.

() s (5] = otofrom

. §{f<a—2%b)+f(a)—2#f(b)}

Bu esitsizlikler i¢in detayh galigmalar [1], [15] kaynaklarinda verilmigtir.
Teorem 4.1 : f, Lebesgue integrallenebilir ve (a,b) tizerinde konveks bir fonksiyon

olsun. Bu durumda her = € (a, b) igin,

%a/bﬂy)dyw(x) (x—“;b) - f ()
(z—a)’+ (b—1z)

/|f Dl dy -+l @) g

esitsizligi vardir. Burada tiim ¢ : (a,b) — R fonksiyonu x € (a, b) igin

¢ (z) € [f_(z), f. ()] olacak sekilde herhangi bir fonksiyondur.

Ispat : Gercekten, Vz,y € (a,b) icin,
Fy) =z fla)+(y—x)e()
esitsizligi,

F) @) ==—2)e) = [fy) =)= y—2)e@)
z @) = f @) =y =zl ()]



seklinde yazilabilir. Her iki tarafin (a,b) aralig: iizerinden integrali alinirsa,

a

z/||f<y>—f<as>|—|y—x||so<x>||dy

(y)—f(l‘)|dy—Iw(w)|/|y—x|dy

[V
—
—

(x — a)2 + (b—yz:)2
2

ab
_ /|f<y>_f<x>\dy—\so<x>|

esitsizligini elde edilir. Bu esitsizligin her iki yam (b — a) ile sadelestirilerek teorem
ispatlanir.

Teorem 4.2 : [ : [a,b] — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda Vz € (a,b) igin,

f(x) +

f(b)(b—w?:i(a)(l‘—a)] _bia/f(y)dy

a

1
2
b

b
> 5 s [ 1@ = r@ldy = = [ 1o =l W dy

a

esitsizligi vardir.

Ispat : Genellemeyi bozmaksizin f fonksiyonun siirekli oldugunu kabul edelim. Burada
f fonksiyonunun araligin ug noktalarinda sonlu limite sahip olmasi gerekir. Bu durumda
f mutlak siireklidir ve dolayisiyla bu durumu fonsiyonun tiirevi i¢in de genisletebiliriz.
Bu f fonksiyonu sayilabilir noktalar hari¢ diferensiyellenebilir oldugundan diferensiyel-
lenemeyen noktalarin kiimesini ¢ ile tanimlayalim. Bu durumda, tiim z € [a, b] ve tiim
y € [a,b] \ ¢ igin,

f@)=fy)+@—y) f W)

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlik,

f@)—=fy+@-—y)f ) = [f@)-f)-(@-y )
1f (=) = fF )| = [ =) f Wl
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esitsizligine genigletilebilir. Elde edilen bu egitsizligin her iki tarafinin y ye gore integrali

almursa,
(b—a)f(x)—2/bf(y>dy+f(b)(b—x)+f(a)(w—a)
> /blf(w)—f(y)!dy—/b|w—y| |f" ()l dy
veya, “ “
f(fo(b)(b—xZirﬁ(a)(x—a _b—a/f

/|f )l dy - /|x—y||f’(y)|dy

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi 2 ile sadelestirildiginde teorem ispat-
lanir.

Teorem 4.2 nin diger bir durumu su sekilde verilebilir.

Teorem 4.3 : f : [a,b] — R, [a,b] lizerinde monoton ve (a,b) iizerinde konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda Vz € (a,b) igin,

[f(xHf(b)(b—x)Jrf(a)(x—a)]_ L Lt

b—a
b

1 1
— dy+ ———
/sgn x (y) dy 5 -

X [f (@) (a+b—22)+ (x —a) f(a) + (b—x) f (D)]]

esitsizligi vardir.
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Ispat : f fonksiyonunun [a, b] iizerinde azalmayan oldugu durumu dikkate alinarak,

b

[15@-rwldy - /|f \dy+/!f )| dy

a

esitligi yazilabilir. Teorem 4.2 nin ispatindaki gibi f fonksiyonunun mutlak siirekli
oldugu durumu dikkate alinarak,

b T

/Il’—y||f’(y)|dy = /(:r—y)f’(y)dy+/(y—fv)f’(y)dy

a a

= (a-2)f(@)+b-2)f /f ) dy — /<>d

seklinde yazilabilir. Buradan da,

L+ 000 @] 1/f($)dx

b—a

b—[/f )y /f

@)@ —a-b) aw—a)f(a)+(b—x)f(b)
b—a b—a

N | —

seklinde sonuclandirilir.
f fonksiyonunun artmayan olmasi durumunda da benzer bir yol kullanilir.

b
ot icin Teorem 4.3 asagidaki esitsizlikleri verir:

A (TS PRCENIC) SRy o

Tr =




Bu durum, Va,b € R, a < b olmak iizere {istel fonksiyonlar i¢in,

1 aTJHJ+e“+eb el — e
J— e J—
2 2 b—a

V0 <a<bigin,

a+b a+b—2Vab
4 Inb—Ina

[\/%+a+b] b—a

1
2 2 Inb—Ina —

seklinde yazilir.

Bu ifadeler Polya esitsizligini genisleten yapilardir. Polya egitsizligi,

2 la+b 1 a+b—2vab
g\/%—i_g 2 >§\/%+ Inb—1Ina

icin,

2 la+bd b—a
§%E+§ 5~ nb—_Ina

seklindedir. Gergekten, son esitsizlik Vax > 1 igin,
(z+1)°Inz >3z —1)

olarak yeniden ifade edilebilir.

Burada elde edilen egitsizlikler ayn1 anda gozoniine alinirsa, V0 < a < b i¢in,

- b—a 1 /b b-a
Inb—Ina e \a“
2 1 b

< g\/ab"——a;—

yazilir.
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5. HERMITE-HADAMARD ESITSiZLiGININ BiR GENiSLEMESI
Doérdiincii boliimde oldugu gibi; Klasik Hermite-Hadamard esitsizligi, bir f : [a,b] — R
konveks fonksiyonun ortalama degerinin alt ve iist kestirimleri i¢in,

b
f(a+b> P /f(x)da:g f(a)+ f(b)

2 “b—a 2

a

sekinde ifade edilir.
Asagida ispatsiz olarak verecegimiz ve iyi bilinen iki teorem [18] kaynaginda verilmistir.
Teorem 5.1: f, Lebesgue integrallenebilir ve (a,b) iizerinde konveks bir fonksiyon

olsun. Bu durumda biitiin = € (a, b) i¢in,

ﬁ/bf(y)dyntfi(x) (:c—a;b) —f(2)

bia/|f(y) — [ (2)|dy — | f} (z)] CU—Z)(;:(S)— )

a

>

esitsizligi vardir.
Teorem 5.2 : f: [a,b] — R, [a, b] konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda Vz € (a, )

i¢in,

b
IEFR LLILESES (OTLS0) SR TP

b
> sl [ 1@ = £y = [ o= ollr W dy

a

esitsizligi vardir.

Simdi Teorem 5.1 ve Teorem 5.2 nin birer genislemelerini ifade ve ispat edelim.
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Teorem 5.3 : f:[a,b] — R, (2n-1)-kez diferensiyellenebilir ve (2n)-konveks fonksiyon

olsun. Bu durumda Vz € (a,b) igin,

b

1 2n—1 (b—a:)kﬂ—(a—x)kﬂ .
b_a/f(y)dy—(b—@f(w)—k:l Y@
b 2n2 Nk
2t [ = s 0= 3 O @)
_ (2na—1) " (b_x>2n_(a_33)2n
/ () (2n)! (b —a)

esitsizligi vardir.
Ispat : Stirekli (2n)-konveks fonksiyonunun, (2n)-konveks polinomu ile ifade edilebilmesin-
den, f fonksiyonunun (2n) tiirevinin de (2n)-konveks polinomu ile ifade edilebilecegini

varsayabiliriz. Taylor formiilii ile, =,y € [a,b], £ € (a, b) igin,

(y — 2)°

F@) = @)+ (y—2) [ (@) + =" (2) + -

yazilir. f, (2n)-konveks icin, f@™ (z) > 0 olur. Boylece,

(y — 2)°

FO) = f @)+ y—2)f (@) + L5 @)
4. _i_%f@n—l) (z)
esitsizligi vardir ve
F)— f @)~ (=) f' () - %f (=)
o —%; 9?1)! FE-D () > 0
dir. Yani,
P = 1@ = =) @) = U5 @) = = G e )
W) - @) - - @) - Y )
L _%f@n—n (2)



yazilabilir. Ucgen esitsizligi kullanilarak,

P = £ @)= =) o) - U @) = O e )
@ - f@) - -0 r@- YL @ )
_%;:i)z)! fer @) - (??2;?)1)! Jei @)

esitsizligi elde edilir. Son esitsizligin y ye gore integrali alinir ve integraller i¢in tiggen
esitsizligi kullanihrsa,

b

/f(y)dy—(b—a)f(:v)—

a

N

n—1 (b _ x)kJrl . (a . x>k+1
(k+1)!

k=1
2n—2 l’)k

Fo) - -y vk

(b— o — (a2
(2n)!

>

/

- ‘f@”” (@)

esitsizligi elde edilir.
Teorem 5.4 : f:[a,b] — R, (2n-1)-kez diferensiyellenebilir ve (2n)-konveks fonksiyon
olsun. Bu durumda,

b

f(x) - b2_na/f (y) dy — 2 Wb—a) [(m —b)* fED (b)) — (x — a)® fE (a)}

esitsizligi vardir.
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Ispat : (5.1) esitsizliginin x e gore integrali alinarak integraller i¢in iicgen esitsizligi

kullanilirsa,

2\ [0 X T )
b 2n—1
S| e |

esitsizligi elde edilir. Burada x ve y yerine koyuldugunda istenilen sonug elde edilir.
Sonug 5.1 : f: [a,b] — R, (2n-1)-kez diferensiyellenebilir ve (2n)-konveks fonksiyon

olsun. O zaman,

b

b—a\rt a— b\t
1/f(y)dy(ba)f<ﬂ>jzll<7(> _<T) f(k)(a_er>

b—a 2 k+ 1) (b—a) 2
. a+b\"*
S| 1 a+b 2n—2(y— 2 ) W [atDd p
IRy PP 4 e w TR

k=1

o py (@+DY (b—a)™ — (a—0b)*"
- | )< 2 ) (2n)! (b — a) 22

esitsizligi vardir.

Ispat : Teorem 5.3 de z = % koyularak ispatlanir.

75



Sonug 5.2 : f:[a,b] — R, (2n-1)-kez diferensiyellenebilir ve (2n)-konveks fonksiyon

olsun. O zaman,

esitsizligi vardir.

Ispat : Teorem 5.4 de z = a koyularak ispatlanir.
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