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3.3. Mutlak De¼ger ·Için H.-H. Eşitsizli¼ginin Geli̧stirilmesi 32

3.3.1. Mutlak De¼ger ·Için Baz¬Eşitsizlikler 32
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bir giri̧s, ikinci bölümde, çal¬̧smam¬z için gerekli olan tan¬m ve temel teorem-

ler, üçüncü bölümde, Hermite-Hadamard Eşitsizli¼gi ile ilgili sonuçlar ve bu

sonuçlar¬n özel ortalamalar için uygulamalar¬ele al¬nd¬. Dördüncü bölümde,

Hermite-Hadamard Eşitsizli¼gini geli̧stiren belirli eşitsizlikler, beşinci bölümde,

Hermite-Hadamard Eşitsizl¼ginin bir geni̧slemesi verildi.
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malar, Konveks Fonksiyon, Hölder Eşitsizli¼gi
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1. G·IR·IŞ

Eski bir atasözü �Üstadlar¬okuyun!�der ve gerçekten onlar¬n çal¬̧smalar¬n¬n içerdi¼gi

derin ve daimi yenilikçi �kirler bizleri şaş¬rtmaya devam ediyor. Pisagor teoremi, ce-

birin temel teoremi ve Fermat�¬n son teoremi yeni nesiller için büyük bir miras ve ilham

kayna¼g¬teşkil eder. Son zamanlarda, O.B. Bekken, N. Abel�in hikayesini ve matem-

ati¼gini hat¬rlatan bir çal¬̧sma ele alm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada N. Abel�in daha az bilinen

baz¬teknik ve yöntemlerini yeni matematikçilere göstermeyi amaçlam¬̧st¬r. Eşitsizlikler

matemati¼gin hemen hemen bütün alanlar¬nda önemli bir rol oynamaktad¬r. Eşitsizlikler

ile ilgili ilk temel çal¬̧sma 1934 y¬l¬nda Hardy, Littlewod ve Pólya taraf¬ndan "Inequal-

ities" adl¬ kitapta toplanm¬̧st¬r. Bu kitap yeni eşitsizlikler ve uygulamalar¬ ile ilgili

konular¬geni̧s çapta ele almaktad¬r. 1934-1960 y¬llar¬aras¬nda elde edilen yeni ilginç

eşitsizlikleri içeren "Inequalities" adl¬yeni bir kitap 1961 y¬l¬nda E.F. Beckenbach ve R.

Bellman taraf¬ndan yeniden yaz¬lm¬̧st¬r. Daha sonra 1970 y¬l¬nda Mitrinovíc "Analitic

Inequalities" adl¬kitap ile o güne kadar yap¬lm¬̧s tüm yeni eşitsizlikleri bir başl¬k alt¬nda

toplam¬̧st¬r. 1993 y¬l¬nda Mitrinovíc, Peµcaríc ve Fink daha genel olan "Classical and

New Inequalities in Analysis" adl¬kitab¬yazm¬̧slard¬r.

Konveks fonksiyonlar¬n geçmi̧si çok eski olmas¬na ra¼gmen ancak 19. yüzy¬l¬n sonlar¬na

do¼gru varl¬¼g¬n¬ göstermi̧stir. 1893 de Hadamard�¬n çal¬̧smalar¬nda aç¬k olarak belir-

tilmemesine ra¼gmen fonksiyonlar¬n bu tipteki temel özellikleri ifade edilmi̧stir. Bu

sonuçlar¬n konveks fonksiyonlar¬ima etmesine ra¼gmen literatüre 1905 ve 1906 y¬llar¬nda

Jensen�¬n yapt¬¼g¬çal¬̧smalar kabul görerek konveks fonksiyonlar sistematik olarak çal¬̧s¬l-

maya başlanm¬̧s ve h¬zla konveks fonksiyonlar teorisi bu alandaki çal¬̧smalara önderlik

etmi̧stir. 1934 de Hardy, Littlewod ve Pólya, 1961 de Beckenbach ve Bellman ve 1970 de

de Mitrinovíc gibi araşt¬rmac¬lar¬n kitaplar¬nda konveks fonksiyonlar için temel eşitsiz-

likler ele al¬nm¬̧st¬r. Ayr¬ca 1987 y¬l¬nda Peµcaríc taraf¬ndan sadece konveks fonksiyonlar¬

içeren genel eşitsizlikler ile ilgili "Convex Functions: Inequalities" adl¬ilk temel kitab¬

yazm¬̧st¬r. Konveks fonksiyonlar¬n Analiz, Uygulamal¬Matematik, Olas¬l¬k teorisi ve

matemati¼gin di¼ger bir çok alan¬nda direkt veya en direkt bir çok uygulamalar¬vard¬r.

Ayr¬ca konveks fonksiyonlar, eşitsizlik teorisi ve konveks fonksiyonlar¬n uygulamas¬n¬n

1



bir sonucu olan bir çok eşitsizlik ile ba¼glant¬s¬vard¬r. Örne¼gin Hölder ve Minkovski

gibi genel eşitsizlikler konveks fonksiyonlar için Jensen Eşitsizli¼ginin bir sonucudur. Bu

ba¼glamda konveks fonksiyonun tan¬m¬da asl¬nda bir eşitsizliktir. Dolay¬s¬yla konveks

fonksiyonlar eşitsizlik teorisinde çok önemli bir role sahiptir. 1883 y¬l¬nda Hermite

taraf¬ndan elde edilen yeni bir eşitsizlik bundan on y¬l sonra Hadamard taraf¬ndan

yeniden ele al¬narak bu çal¬̧sma şimdi günümüzde Hermite-Hadamard eşitsizli¼gi olarak

bilinen aşa¼g¬daki

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f (a) + f (b)

2
(1)

eşitsizli¼gini vermi̧stir. Buna ek olarak, bu ifadenin her iki taraf¬sadece a�n fonksiyonlar

için birbirine eşittir(yani, mx+ n şeklindeki fonksiyonlar için).

f : [a; b] ! R fonksiyonunun konveksli¼gi her u; v 2 [a; b] için f j[u; v] fonksiyonunun

gra�¼ginin (u; f(u)) ve (v; f(v)) noktalar¬n¬birleştiren kiri̧sin alt¬nda kalmas¬d¬r. Yukar¬-

daki şekilden,

f (x) � f (a) + f (b)� f (a)
b� a (x� a)

2



yaz¬l¬r. Buradan da bu eşitsizli¼gin her iki taraf¬üzerinde [a; b] kapal¬aral¬¼g¬üzerinden

integral al¬n¬rsa (1) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬elde edilir.

f fonksiyonunun sürekli oldu¼guda kabul edilirse f a�n olmad¬¼g¬nda

1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f (a) + f (b)

2
(2)

eşitsizli¼gi elde edilir, ve f a�n oldu¼gunda

f (x) = f (a) +
f (b)� f (a)

b� a (x� a)

olur. (1) ifadesinin sol taraf¬n¬elde etmek de çok kolayd¬r.

1

b� a

bZ
a

f (x) dx =
1

b� a

0B@ (a+b)=2Z
a

f (x) dx+

bZ
(a+b)=2

f (x) dx

1CA
=

1

2

1Z
0

�
f

�
a+ b� t (b� a)

2

�
+ f

�
a+ b+ t (b� a)

2

��
dt

� f

�
a+ b

2

�
:

(3)

(1) ifadesinin iki taraf¬n¬n da konveks fonksiyonlar¬karakterize etmesi biraz ilginçtir.

Daha aç¬k olarak, I bir aral¬k olmak üzere f : I ! R sürekli fonksiyonunun [a; b]

aral¬¼g¬n¬n her kompakt alt aral¬¼g¬na k¬s¬tlan¬̧s¬ (3) ifadesini sa¼gl¬yor ise f konvekstir.

Benzer şekilde (3) yerine (2) sa¼glanmas¬durumunda da geçerli olur.

·Ilk olarak, yukar¬daki ifadeye (1) ifadesinin tüm konveks fonksiyonlar için sa¼gland¬¼g¬n¬

söyleyebiliriz. Gerçekten, [a; b] üzerindeki her konveks fonksiyon uç noktalar¬düzen-

lenmi̧s (yukar¬ya kayd¬r¬lm¬̧s) olan bir sürekli fonksiyondan gelir. Bu gerçek aşa¼g¬daki

temel sonucun bir ürünüdür. Kabul edelim ki, f : [a; b] ! R konveks bir fonksiyon

olsun. O zaman, ya f monotondur, ya da bir c 2 (a; b) noktas¬vard¬r ve f j[a; c] azalan

ve f j[c; b] artand¬r. Sonuç olarak, böyle bir f fonksiyonu için f(a+) ve f(b�) limitleri

R içinde vard¬r ve

f (x) =

8>>><>>>:
f (a+) ; x = a ise

f (x) ; x 2 (a; b) ise

f (b�) ; x = b ise

3



ile tan¬ml¬f fonksiyonu sürekli ve konvekstir.

Konveks fonksiyonlar teorisi çekirde¼ginde aritmetik ortalamalar¬(verilen bir fonksiyon-

lar belli baz¬de¼gi̧skenlerin bileşkesi) k¬yaslayan bir teoridir. Buna benzer teoriler orta-

lama çiftlerini (tan¬m ve yard¬mc¬tan¬m kümesinde) dikkate alarak geli̧stirilebilir (log-

konvekslik tan¬m¬gibi) ve burada Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler ispatlanabilir.

Ele ald¬¼g¬m¬z bu çal¬̧sman¬n üçüncü bölümünde,

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f (a) + f (b)

2

Hermite-Hadamard eşitsizli¼gi ile ilgili baz¬sonuçlar verilerek bu sonuçlar¬n özel ortala-

malar için genellemeleri ve uygulamalar¬yap¬ld¬.

Dördüncü bölümünde, f : [a; b]! R konveks fonksiyonunu gözönüne alarak 8x 2 (a; b)

için,

1

2

�
f (x) +

f (b) (b� x) + f (a) (x� a)
b� a

�
� 1

b� a

bZ
a

f (y) dy

� 1

2

������ 1

b� a

bZ
a

jf (y)� f (x)j dy � 1

b� a

bZ
a

jx� yj jf 0 (y)j dy

������
eşitsizli¼gi gösterildi.

Beşinci bölümünde ise, f : [a; b] ! R, (2n-1)-kez diferensiyellenebilir ve (2n)-konveks

fonksiyonunu ele alarak 8x 2 (a; b) için,

1

b� a

bZ
a

f (y) dy � (b� a) f (x)�
2n�1X
k=1

(b� x)k+1 � (a� x)k+1

(k + 1)! (b� a) f (k) (x)

�

������ 1

b� a

bZ
a

�����f (y)� f (x)�
2n�2X
k=1

(y � x)k

k!
f (k) (x)

����� dy
�
�����f (2n�1) (x) (b� x)2n � (a� x)2n(2n)! (b� a)

�����
�����

eşitsizli¼gi ispatland¬.

4



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde çal¬̧smam¬z için gerekli olan baz¬temel tan¬m ve teoremleri verece¼giz.

Tan¬m 2.1 (Konvekslik) : f : I � R! R fonksiyonu x; y 2 I ve t 2 [0; 1] için,

f (tx+ (1� t) y) � tf (x) + (1� t) f (y)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir(S.S. Dragomir and Charles

E.M. Pearce, 2000).

Tan¬m 2.2 (S¬n¬rl¬Fonksiyon) : f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s olsun.

Her x 2 [a; b] için jf(x)j � M olacak şekilde bir M > 0 say¬s¬varsa, f(x) fonksiyonu

[a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬d¬r denir.

Tan¬m 2.3 (Hölder Eşitsizli¼gi) : 
 � Rn, f 2 Lp (
) ; g 2 Lq (
) olsun. 1 � p <

1 ve
1

p
+
1

q
= 1 olmak üzere,

R



jf (x) g (x)j dx �
�R



jf (x)jp dx
� 1
p
�R



jg (x)jq dx
� 1
q

eşitsizli¼gine Hölder Eşitsizli¼gi denir. Burada q, p nin konjigesi olarak adland¬r¬l¬r(Y.

Mizuta, Tokyo, 1996).

Tan¬m 2.4 (Mutlak Süreklilik) : f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬bir fonksiyon

olsun. " 2 R+ verildi¼ginde, [a; b] aral¬¼g¬n¬n sonlu say¬daki her [x1; x2]; [x2; x3]; :::; [xn�1; xn]

ayr¬k alt aral¬klar¬için,

nX
i=1

jxi � xi�1j < � =)
nX
i=1

jf(xi)� f(xi�1)j < "

olacak biçimde en az bir � = �(") > 0 say¬s¬bulunabiliyorsa bu durumda, f fonksi-

yonuna, [a; b] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli fonksiyon denir.

Tan¬m 2.5 (Grüss ·Integral Eşitsizli¼gi) : 8x 2 [a; b] ve ' � f (x) � �; 
 � g (x) � �

olacak şekilde integrallenebilir, f; g : [a; b]! R fonksiyonlar¬için,������ 1

b� a

bZ
a

f (x) g (x) dx� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx
1

b� a

bZ
a

g (x) dx

������ � 1

4
(�� ') (�� 
)

d¬r(S.S. Dragomir and Charles E.M. Pearce, 2000).
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Tan¬m 2.6 (Sekronize fonksiyonlar) : f; g : [a; b] ! R diferensiyellenebilir fonksi-

yonlar¬için,

(f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) � 0;8x; y 2 [a; b]

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa bu fonksiyonlara sekronize fonksiyonlar denir(S.S. Dragomir

and Charles E.M. Pearce, 2000).

Tan¬m 2.7 (Hermite-Hadamard Eşitsizli¼gi) : f : I � R! R fonksiyonu konveks

ise a; b 2 I (a � b) için,

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f (a) + f (b)

2

d¬r(S.S. Dragomir and Charles E.M. Pearce, 2000).

Tan¬m 2.8 (Gamma Fonksiyonu) : n > 0 için,

� (n) =

1Z
0

xn�1e�xdx

ile tan¬mlanan fonksiyon gamma fonksiyonu olarak tan¬mlan¬r. Bu integral n > 0 için

yak¬nsakt¬r.

Tan¬m 2.9 (Beta Fonksiyonu) : Re (x), Re (y) > 0 için,

B (x; y) =

1Z
0

tx�1 (1� t)y�1 dt

şeklinde tan¬mlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tan¬mlan¬r. Bu integral x > 0 ve

y > 0 için yak¬nsakt¬r.

Tan¬m 2.10 (Özel Ortalamalar) : ·Iki pozitif say¬için,

1. Aritmetik ortalama,

A = A(a; b) :=
a+ b

2
; a; b > 0;

2. Geometrik ortalama,

G = G (a; b) :=
p
a:b; a; b > 0;

6



3. Harmonik ortalama,

H = H (a; b) :=
2ab

a+ b
; a; b > 0;

4. Logaritmik ortalama,

L = L (a; b) :=

8<: a ; a = b; a; b > 0
b� a

ln b� ln a ; a 6= b; a; b > 0;

5. Identrik ortalama,

I = I(a; b) :=

8>><>>:
a ; a = b a; b > 0

1

e

�
bb

aa

� 1
b�a

; a 6= b a; b > 0;

6. p-Logaritmik ortalama,

Lp = Lp (a; b) :=

8>><>>:
a ; a = b a; b > 0�
bp+1 � ap+1
(p+ 1) (b� a)

�1
p

; a 6= b a; b > 0:

şeklindedir(S.S. Dragomir and Charles E.M. Pearce, 2000).

Tan¬m 2.11 (Chebychev ·Integral Eşitsizli¼gi) : f1, f2,..., fn [a; b] aral¬¼g¬nda in-

tegrallenebilir monoton fonksiyonlar (tümü birden ya monoton azalan ya da monoton

artan) olmak üzere,

bZ
a

f1 (x) dx

bZ
a

f2 (x) dx:::

bZ
a

fn (x) dx � (b� a)n�1
bZ
a

f1 (x) f2 (x) :::fn (x) dx

eşitsizli¼gine Chebychev ·Integral Eşitsizli¼gi denir.
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3. HERM·ITE-HADAMARD EŞ·ITS·IZL·I¼G·I ·ILE ·ILG·IL·I BAZI SONUÇLAR

3.1. Hermite-Hadamard Eşitsizli¼ginin Genelleştirilmesi

Bu başl¬k alt¬nda Hermite-Hadamard�¬n konveks fonksiyonlar için bilinen

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f (a) + f (b)

2

şeklindeki klasik eşitsizli¼ginin genelleştirmelerini verece¼giz.

3.1.1. ·Integral Eşitsizlikleri : Hermite-Hadamard eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ilk eşit-

sizlik aşa¼g¬daki şekilde ifade edilen bir genellemedir.

Teorem 3.1.1 : f : I � R! R ; I üzerinde bir konveks fonksiyon ve a; b 2
�
I; a < b

olsun. 8t 2 [a; b] ve � 2
�
f 0� (t) ; f

0
+ (t)

�
için,

f (t) + �

�
a+ b

2
� t
�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : t 2 [a; b] olsun. 8� 2
�
f 0� (t) ; f

0
+ (t)

�
ve 8x 2 [a; b] için,

f (x)� f (t) � �(x� t)

eşitsizli¼ginin varl¬¼g¬n¬ biliyoruz. Bu eşitsizli¼gin x ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenine göre [a; b] ü-

zerinden integrali al¬n¬rsa,

bZ
a

[f (x)� f (t)] dx �
bZ
a

� (x� t) dx

bZ
a

f (x) dx� (b� a) f (t) � � (b� a)
�
a+ b

2
� t
�

oldu¼gu kolayca görülür.

E¼ger burada, t =
a+ b

2
al¬n¬rsa H.-H. eşitsizli¼ginin ilk taraf¬elde edilir.

f : I � R!R ; I üzerinde bir konveks fonksiyon ve 0 � a � b olsun.

a. E¼ger f 0+
�p
ab
�
� 0 ise,

1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f
�p
ab
�

8



eşitsizli¼gi vard¬r.

b. E¼ger f 0+

�
2ab

a+ b

�
� 0 ise,

1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f
�
2ab

a+ b

�
dir.

c. E¼ger f , a ve b de diferensiyellenebilir ise,

1

b� a

bZ
a

f (x) dx � max
�
f (a) + f 0 (a)

b� a
2
; f (b) + f 0 (b)

a� b
2

�
ve

0 � f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f 0 (b) + f 0 (a)

2
(b� a)

d¬r.

d. E¼ger xi 2 [a; b] ler, f fonksiyonunun diferensiyellenebildi¼gi noktalar ve pi � 0

noktalar¬nda,

Pn =
nX
i=1

pi > 0

ve
a+ b

2

nX
i=1

f 0 (xi) pi �
nX
i=1

pif
0 (xi)xi

olacak şekilde ise,

1

b� a

bZ
a

f (x) dx � 1

Pn

nX
i=1

pif (xi)

eşitsizli¼gi vard¬r.

E¼ger f fonksiyonu (a; b) aral¬¼g¬nda diferensiyellenebilir ise, H.-H. eşitsizli¼ginin ikinci

taraf¬aşa¼g¬daki gibi geni̧sletilebilir [11].

Teorem 3.1.2 : f : I � R!R ; I üzerinde bir konveks fonksiyon ve a; b 2
�
I; a < b

olsun. 8t 2 [a; b] için,

1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f (t)

2
+
1

2
� bf (b)� af (a)� t (f (b)� f (a))

b� a (3.1)

9



eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : (a; b) üzerinde diferensiyellenebilir konveks fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬gözönüne al¬nd¬-

¼g¬nda bu s¬n¬f, (a; b) üzerinde tan¬mlanan bütün konveks fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬üzerindeki

düzgün topolojide yo¼gun olacakt¬r. Bu yüzden 8t; x 2 (a; b) için,

f (t)� f (x) � (t� x) f 0 (x)

eşitsizli¼gini yazabiliriz. Bu eşitsizli¼gin x ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenine göre [a; b] üzerinden inte-

grali al¬n¬rsa,
bZ
a

[f (t)� f (x)] dx �
bZ
a

(t� x) f 0 (x) dx

olmas¬ndan,

(b� a) f (t)�
bZ
a

f (x) dx � t (f (b)� f (a))�
bZ
a

xf 0 (x) dx

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Bu eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬nda k¬smi integrasyon metodu kullan¬larak,

bZ
a

xf 0 (x) dx = xf (x)jba �
bZ
a

f (x) dx = bf (b)� af (a)�
bZ
a

f (x) dx

elde edilir. Buradan da

(b� a) f (t)� t (f (b)� f (a)) + bf (b)� af (a) � 2
bZ
a

f (x) dx

eşitsizli¼gi yard¬m¬yla,

1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f (t)

2
+
1

2
� bf (b)� af (a)� t (f (b)� f (a))

b� a

oldu¼gu görülür.

Buraya kadar yap¬lanlar dikkate al¬nd¬¼g¬nda 0 � a < b şart¬alt¬nda, (3:1) eşitsizli¼ginde

s¬ras¬yla, t =
2ab

a+ b
; t =

p
ab ve t =

a+ b

2
al¬n¬rsa aşa¼g¬daki eşitsizlik elde edilir.

1

b� a

bZ
a

f (x) dx � min fHf (a; b) ; Gf (a; b) ; Af (a; b)g

10



Burada,

Hf (a; b) :=
1

2

�
f

�
2ab

a+ b

�
+
bf (b) + af (a)

b+ a

�

Gf (a; b) :=
1

2

"
f
�p
ab
�
+

p
bf (b) +

p
af (a)p

b+
p
a

#

Af (a; b) :=
1

2

�
f

�
a+ b

2

�
+
f (b) + f (a)

2

�
d¬r. Buradaki Af (a; b) için eşitsizlik 1988 de P.S. Bullen taraf¬ndan ispatlanm¬̧s, [5,p.

140] ve Gf (a; b) için ise 1988 de J. Sandor taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r [3].

Teorem 3.1.3 : f : I � R! R bir konveks fonksiyon, a; b 2
�
I ve a < b; xi 2 [a; b] ;

pi � 0 ve Pn > 0 olsun. Bu durumda,

1

b� a

bZ
a

f (x) dx � 1

2

(
1

Pn

nX
i=1

pif (xi) +
1

b� a [(b� xp) f (b) + (xp � a) f (a)]
)

� 1

2
[f (a) + f (b)]

(3.2)

vard¬r. Burada,

xp =
1

Pn

nX
i=1

pixi

dir.

·Ispat : Yukar¬da verildi¼gi gibi, (a; b) üzerinde diferensiyellenebilir konveks fonksiyonlar

bu eşitsizli¼gin ispat¬için önemlidir. 8x; y 2 (a; b) için,

f (y)� f (x) � f 0 (x) (y � x)

eşitsizli¼gi vard¬r. Böylece 8i 2 f1; 2; :::; ng için,

f (xi)� f (x) � f 0 (x) (xi � x)

yaz¬labilir. Bu eşitsizli¼gin x ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenine göre [a; b] üzerinden integrali al¬n¬rsa,

bZ
a

[f (xi)� f (x)] dx �
bZ
a

f 0 (x) (xi � x) dx

11



ve

(b� a) f (xi)�
bZ
a

f (x) dx � xi (f (b)� f (a))�
bZ
a

xf 0 (x) dx

eşitsizlikleri yard¬m¬yla,

f (xi)�
1

b� a

bZ
a

f (x) dx � xi
b� a (f (b)� f (a))

� 1

b� a (bf (b)� af (a)) +
1

b� a

bZ
a

f (x) dx

yaz¬l¬r. Bu eşitsizlik pi � 0 ile çarp¬larak, eşitsizli¼gin 1 den n e kadar toplam¬al¬n¬rsa,

1

Pn

nX
i=1

pif (xi)�
1

b� a

bZ
a

f (x) dx � xp
b� a (f (b)� f (a))

� 1

b� a (bf (b)� af (a)) +
1

b� a

bZ
a

f (x) dx

elde edilir. Burada xp =
1

Pn

nX
i=1

pixi dir. Dolay¬s¬yla,

2

b� a

bZ
a

f (x) dx � 1

Pn

nX
i=1

pif (xi) +
1

b� a [(b� xp) f (b) + (xp � a) f (a)]

elde edilir ve (3:2) nin ilk eşitsizli¼gi ispatlan¬r.

� =
b� xi
b� a ; � =

xi � a
b� a ; xi 2 [a; b] ; i 2 f1; 2; :::; ng

olsun. Bu durumda �+� = 1 olur ve f fonksiyonunun konveksli¼ginden her i 2 f1; :::; ng

için,
b� xi
b� a f (a) +

xi � a
b� a f (b) � f (xi)

eşitsizli¼gi vard¬r. Bu eşitsizlik pi � 0 ile çarp¬larak, eşitsizli¼gin 1 den n e kadar toplam¬

al¬n¬rsa,
1

b� a [(b� xp) f (a) + (xp � a) f (b)] �
1

Pn

nX
i=1

pif (xi)

12



olacakt¬r. Dolay¬s¬yla, Lah-Ribaric eşitsizli¼gi olarak bilinen eşitsizlik elde edilir [2, p.

9]. Elde edilen bu son eşitsizlik yard¬m¬yla,

1

Pn

nX
i=1

pif (xi) +
1

b� a [(b� xp) f (b) + (xp � a) f (a)]

� 1

b� a [(b� xp) f (a) + (xp � a) f (b) + (b� xp) f (b) + (xp � a) f (a)]

= f (a) + f (b)

oldu¼gu görülür. Bu da teoremin ispat¬d¬r.

f : I � R! R bir konveks fonksiyon, a; b 2
�
I ve a < b ve e¼ger t 2 [a; b] ise,

f (t)

2
+
1

2
� bf (b)� af (a)� t (f (b)� f (a))

b� a � f (a) + f (b)

2

eşitsizli¼gi vard¬r.

Bu eşitsizli¼gin ispat¬için yukar¬daki teoremde xi = t; i 2 f1; :::; ng olarak seçilir.

3.1.2. Özel Ortalamalar ·Için Uygulamalar :

·Iki pozitif say¬için aşa¼g¬daki ortalamalar¬hat¬rlayal¬m.

1. Aritmetik ortalama,

A = A(a; b) :=
a+ b

2
; a; b > 0;

2. Geometrik ortalama,

G = G (a; b) :=
p
a:b; a; b > 0;

3. Harmonik ortalama,

H = H (a; b) :=
2ab

a+ b
; a; b > 0;

4. Logaritmik ortalama,

L = L (a; b) :=

8<: a ; a = b; a; b > 0
b� a

ln b� ln a ; a 6= b; a; b > 0;

5. Identrik ortalama,

I = I(a; b) :=

8>><>>:
a ; a = b a; b > 0

1

e

�
bb

aa

� 1
b�a

; a 6= b a; b > 0;

13



6. p-Logaritmik ortalama,

Lp = Lp (a; b) :=

8>><>>:
a ; a = b a; b > 0�
bp+1 � ap+1
(p+ 1) (b� a)

�1
p

; a 6= b a; b > 0:

Bu ortalamalar aras¬nda

H � G � L � I � A

eşli¼ginde bir ili̧skinin oldu¼gu iyi bilinir. Bununla birlikte Lp, p 2 R üzerinde monoton

artand¬r. Burada,

L0 = I ve L�1 = L

eşitlikleri vard¬r.

Önerme 3.1.1 : p 2 (�1; 0) [ [1;1)r f�1g ve [a; b] � (0;1) olsun. 8t 2 [a; b] için,

Lpp � tp

ptp�1
� A� t

dir.

·Ispat : Teorem 3.1.1 de f : [a; b]! [0;1), f (x) = xp olarak seçilirse 8t 2 [a; b] için,

1

b� a

bZ
a

xpdx � tp + ptp�1
�
a+ b

2
� t
�

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Bununla birlikte,

1

b� a

bZ
a

xpdx =
1

b� a �
xp+1

p+ 1

����b
a

=
bp+1 � ap+1
(p+ 1) (b� a)

= Lpp(a; b)

= Lpp

oldu¼gundan,
Lpp � tp

ptp�1
� A� t

eşitsizli¼gi elde edilir.

14



Elde edilen bu eşitsizlik kullan¬larak,

Lpp � Ip

pIp�1
� A� I � 0;

Lpp � Lp

pLp�1
� A� L � 0;

Lpp �Gp

pGp�1
� A�G � 0;

Lpp �Hp

pHp�1 � A�H � 0

ve
Lpp � ap

pap�1
� A� a � 0; 0 �

Lpp � bp

pbp�1
� b� A

eşitsizlikleri yaz¬labilir.

Önerme 3.1.2 : 0 < a < b olsun. 8t 2 [a; b] için,

L� t
L

� A� t
t

dir.

·Ispat : Teorem 3.1.1 de f (x) =
1

x
; x 2 [a; b] seçilirse,

1

b� a

bZ
a

dx

x
� 1

t
� 1

t2

�
a+ b

2
� t
�

ln b� ln a
b� a � 1

t
� 1

t2
(A� t)

1

L
� 1

t
� 1

t2
(A� t)

Lt� L (A� t) � t2

Lt� t2 � L (A� t)
L� t
L

� A� t
t

oldu¼gu görülür. Yine elde edilen eşitsizlik yard¬m¬yla,

Lp � L
L

� Lp � A
Lp

;
A�G
G

� L�G
L

;

A�H
H

� L�H
L

;
L� a
L

� A� a
a

ve
b� L
L

� b� A
b

eşitsizlikleri yaz¬l¬r.
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Önerme 3.1.3 : 0 < a < b olsun. 8t 2 [a; b] için,

ln I � ln t � A� t
t

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : Teorem 3.1.1 de f (x) = � lnx, x 2 [a; b] seçilirse,

� 1

b� a

bZ
a

lnxdx � � ln t� 1
t

�
a+ b

2
� t
�

� ln I � � ln t� 1
t
(A� t)

ln I � ln t � A� t
t

elde edilir.

Önerme 3.1.3 deki eşitsizlik kullan¬larak,

lnLp � ln I �
Lp � A
Lp

� 0; ln b� ln I � b� A
b
;

0 � ln I � lnL � A� L
L

; 0 � ln I � lnG � A�G
G

ve

0 � ln I � lnH � A�H
H

; 0 � ln I � ln a � A� a
a

eşitsizlikleri yaz¬l¬r.

Şimdi yukar¬da ifade ve ispat etti¼gimiz Teorem 3.1.2 ile ilgili baz¬uygulamalar verelim.

Önerme 3.1.4 : p 2 (�1; 0) [ [1;1)� f�1g ve [a; b] � [0;1) olsun. 8t 2 [a; b] için,

Lpp � tp � p
�
Lpp � tL

p�1
p�1
�

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : Teorem 3.1.2 de f : [a; b] ! [0;1) ; f (x) = xp (konveks) seçilirse 8t 2 [a; b]

için,

1

b� a

bZ
a

xpdx � tp

2
+
1

2

�
bp+1 � ap+1
b� a � tb

p � ap
b� a

�
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yaz¬l¬r.

1

b� a

bZ
a

xpdx = Lpp;
bp+1 � ap+1
b� a = (p+ 1)Lpp

ve
bp � ap
b� a = pLp�1p�1

eşitliklerinden,

Lpp � tp

2
+
1

2

�
(p+ 1)Lpp � tpL

p�1
p�1
�

=
tp

2
+
Lpp
2
+
1

2
p
�
Lpp � tL

p�1
p�1
�

Lpp � tp � p
�
Lpp � tL

p�1
p�1
�

eşitsizli¼gi elde edilir.

p � 1 için aşa¼g¬daki eşitsizlikler vard¬r:

0 � Lpp � Ap � p
�
Lpp � AL

p�1
p�1
�
; 0 � Lpp � Lp � p

�
Lpp � LL

p�1
p�1
�

ve

0 � Lpp � Ip � p
�
Lpp � IL

p�1
p�1
�
; 0 � Lpp �Gp � p

�
Lpp �GL

p�1
p�1
�
:

Önerme 3.1.5 : 0 < a < b olsun. 8t 2 [a; b] için,

t� L
L

� 1

2
� t
2 �G2
G2

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : Teorem 3.1.2 de f (x) =
1

x
seçilirse,

1

b� a

bZ
a

dx

x
� 1

2t
� 1
2

t

�
1

b
� 1
a

�
b� a

1

L
� 1

2t
+

t

2ab
1

L
� 1
t
� t

2ab
� 1

2t
t� L
L

� 1

2

t2 �G2
G2

elde edilir.
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Elde edilen yukar¬daki eşitsizlik aşa¼g¬daki özel sonuçlar¬verir:

0 � Lp � L
L

� 1

2

L2p �G2

G2
(p � 1) ;

0 � A� L
L

� 1

2

A2 �G2
G2

; 0 � I � L
L

� 1

2

I2 �G2
G2

ve

0 � 1

2

G2 �H2

G2
� L�H

L
:

Önerme 3.1.6 : 0 < a < b olsun. 8t 2 [a; b] için,

L� t
L

� ln I � ln t

dir.

·Ispat : Teorem 3.1.2 de f (x) = � lnx; x 2 [a; b] seçilirse,

� 1

b� a

bZ
a

lnxdx � � ln t
2
� 1
2

b ln b� a ln a� t (ln b� ln a)
b� a

= � ln t
2
� 1
2
ln

�
bb

aa

� 1
b�a

+
1

2
t

�
ln b� ln a
b� a

�
= � ln t

2
� 1
2
ln [eI (a; b)] +

t

2L

� ln I � � ln t
2
� 1
2
(1 + ln I) +

t

2L

�2 ln I � � ln t� 1� ln I + t

L

1� t

L
� ln I � ln t

L� t
L

� ln I � ln t

elde edilir.

Yukar¬daki eşitsizlikten aşa¼g¬daki özel eşitsizlikleri elde ederiz:

0 � L�G
L

� ln I � lnG; 0 � L�H
L

� ln I � lnH

ve

A� L
L

� lnA� ln I � 0:
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Şimdi de Teorem 3.1.3 ün baz¬uygulamalar¬n¬inceleyelim.

Önerme 3.1.7 : 
 2 (�1; 0) [ [1;1) r f�1g ve [a; b] � [0;1) olsun. E¼ger xi 2

[a; b] ; pi � 0 ve Pn =
nP
i=1

pi > 0 (i = 1; :::; n) ise,

L

 (a; b)�
h
M

[
]
n (x; p)

i

� 


�
[L
 (a; b)]


 � An (x; p) [L
�1 (a; b)]
�1
�

� 2A (b
; a
)� [L
 (a; b)]
 �
h
M

[
]
n (x; p)

i

eşitsizli¼gi vard¬r. Burada,

An (x; p) =
1

Pn

nX
i=1

pixi

aritmetik ortalamad¬r ve

M [
]
n (x; p) =

 
1

pn

nX
i=1

pix


i

!1




-power ortalamad¬r.

·Ispat : Teorem 3.1.3 de f (x) = x
, x 2 [a; b] seçilirse,

1

b� a

bZ
a

x
dx � 1

2

��
M

[
]
n (x; p)

�

+
b
+1 � a
+1
b� a � An (x; p)

b
 � a

b� a

�
� A (b
; a
)

yaz¬l¬r.
b
+1 � a
+1
b� a = (
 + 1) [L
 (a; b)]




ve
b
 � a

b� a = 
 [L
�1 (a; b)]


�1

oldu¼gundan,

L

 (a; b) � 1

2

hh
M

[
]
n (x; p)

i

+ (
 + 1) [L
 (a; b)]


 � 
An (x; p) [L
�1 (a; b)]
�1
i

� A (b
; a
)

elde edilir.

E¼ger Önerme 3.1.7 de xi = t; i = 1; :::; n olarak seçilirse,

L

 � t
 � 

�
L

 � tL


�1

�1
�
� 2A (b
; a
)� L

 � t
; t 2 [a; b]
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elde edilir. Buradaki ikinci 

�
L

 � tL


�1

�1
�
� 2A (b
; a
)� L

 � t
 eşitsizlik,

0 � 

�
L

 � AL


�1

�1
�
� 2A (b
; a
)� L

 � A
;

0 � 

�
L

 � LL


�1

�1
�
� 2A (b
; a
)� L

 � L
;

0 � 

�
L

 � IL


�1

�1
�
� 2A (b
; a
)� L

 � I
;

ve

0 � 

�
L

 �GL


�1

�1
�
� 2A (b
; a
)� L

 �G


özel eşitsizlikleri verir.

Önerme 3.1.8 : 0 < a < b; xi 2 [a; b] ve pi > 0; i = 1; :::n olsun.

Hn (p; x)� L (a; b)
L (a; b)

� 1

2

An (p; x)Hn (p; x)�G2 (a; b)
G2 (a; b)

� A (a; b)Hn (p; x)�G2 (a; b)
G2 (a; b)

(3.3)

eşitsizli¼gi vard¬r. Burada Hn (p; x) harmonik ortalamad¬r. Yani,

Hn (p; x) =
�
M [�1]
n (x; p)

��1
=

Pn
nX
i=1

pi
xi

dir.

·Ispat : Teorem 3.1.3 de f (x) =
1

x
, x 2 [a; b] seçilirse,

1

b� a

bZ
a

dx

x
� 1

2

264 1
Pn

nP
i=1

pi
xi
+

b

b
� a
a

b� a � An (x; p)
1

b
� 1
a

b� a

375 � 1

a
+
1

b
2

elde edilir. Yani,

1

L (a; b)
� 1

2

�
1

Hn (p; x)
+
An (p; x)

G2 (a; b)

�
� A (a; b)

G2 (a; b)

olarak yaz¬l¬r. Buradan hareketle,

1

L (a; b)
� 1

Hn (p; x)
� 1

2

�
An (x; p)

G2 (a; b)
� 1

Hn (p; x)

�
� A (a; b)

G2 (a; b)
� 1

Hn (p; x)
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olarak elde edilir. Bu da,

Hn (p; x)� L (a; b)
L (a; b)Hn (p; x)

� 1

2

�
An (x; p)Hn (p; x)�G2 (a; b)

G2 (a; b)Hn (p; x)

�
� A (a; b)Hn (p; x)�G2 (a; b)

G2 (a; b)Hn (p; x)

d¬r ve böylece (3:3) eşitsizli¼gi elde edilir.

E¼ger yukar¬daki önermede xi = t; i = 1; :::; n seçilirse,

t� L
L

� 1

2

t2 �G2
G2

� tA�G2
G2

; t 2 [a; b] (3.4)

elde edilir. (3:4) eşitsizli¼gi daha önce verdi¼gimiz

t� L
L

� 1

2

t2 �G2
G2

eşitsizli¼gini ihtiva eder. Di¼ger yandan (3:4) eşitsizli¼ginin ikinci taraf¬,

0 � 1

2

I2 �G2
G2

� IA�G2
G2

;

0 � 1

2

L2 �G2
G2

� LA�G2
G2

şeklindeki özel sonuçlara sahiptir.

Önerme 3.1.9 : 0 < a < b; xi 2 [a; b] ve pi � 0 (i = 1; :::; n) ; Pn > 0 olsun. Bu

durumda,

ln I (a; b)� lnGn (p; x) � L (a; b)� An (x; p)
L (a; b)

� lnG2 (a; b)� ln I (a; b)� lnGn (p; x)

eşitsizli¼gi vard¬r. Burada Gn (p; x),

Gn (p; x) =

 
nY
i=1

xpii

! 1

Pn

şeklinde tan¬mlanan geometrik ortalamad¬r.

·Ispat : E¼ger Teorem 3.1.3 de f (x) = � lnx; x 2 [a; b] seçilirse,

1

b� a

bZ
a

(� lnx) dx � �1
2

"
1

Pn

nX
i=1

pi lnxi +
b ln b� a ln a

b� a � An (x; p)
ln b� ln a
b� a

#
� � ln b+ ln a

2
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yaz¬l¬r. Yani,

1

b� a

bZ
a

lnxdx � 1

2

�
lnGn (p; x) + ln [eI (a; b)]�

An (x; p)

L (a; b)

�
� lnG (a; b)

veya

ln I (a; b) � 1

2
lnGn (p; x) +

1

2
+
1

2
ln I (a; b)� An (x; p)

2L (a; b)
� lnG (a; b)

dir. Bu eşitsizli¼gin her taraf¬na �1
2
ln I (a; b) eklenirse,

1

2
ln I (a; b) � 1

2

�
lnGn (p; x) + 1�

An (x; p)

L (a; b)

�
� lnG (a; b)� 1

2
ln I (a; b)

eşitsizli¼gi elde edilir ve bu eşitsizli¼gin de her taraf¬na �1
2
lnGn (p; x) eklenirse,

1

2
[ln I (a; b)� lnGn (p; x)] �

1

2

�
L (a; b)� An (x; p)

L (a; b)

�
� lnG (a; b)� 1

2
ln I (a; b)� 1

2
lnGn (p; x)

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu ise önermenin ispat¬d¬r.

E¼ger Önerme 3.1.9 daki eşitsizlikte xi = t; i = 1; :::; n seçilirse,

ln I � ln t � L� t
L

� lnG2 � ln I � ln t; t 2 [a; b]

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizlik aşa¼g¬daki özel eşitsizlikleri verir:

0 � A� L
L

� ln
�
IA

G2

�
ve 0 � I � L

L
� ln

�
I2

G2

�
ve

1 � exp
�
A

L
� 1
�
� IA

G2
ve 1 � exp

�
1

L
� 1
�
� I2

G2
:
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3.2. Hadamard�¬n Alt ve Üst Toplamlar¬

3.2.1. Baz¬Eşitsizlikler :

[a; b], reel say¬lar¬n kapal¬bir alt aral¬¼g¬olsun. Bu [a; b] aral¬¼g¬n¬n bir parçalanmas¬,

a = x0 < x1 < x2 < ::: < xn�1 < xn = b (n � 1)

özellikli notalar¬yard¬m¬yla d = fxi j i = 0; :::; ng � [a; b] şeklinde tan¬mlans¬n ve f ,

[a; b] üzerinde s¬n¬rl¬bir dönüşüm olsun.

Buna göre s¬ras¬yla,

hd (f) :=
n�1X
i=0

f

�
xi + xi+1

2

�
(xi+1 � xi)

toplam¬Hadamard�¬n alt toplam¬,

Hd (f) :=
n�1X
i=0

f (xi) + f (xi+1)

2
(xi+1 � xi)

toplam¬da Hadamard�¬n üst toplam¬d¬r [6]. Di¼ger yandan,

mi = inf
x2[xi;xi+1]

f (x) ; Mi = sup
x2[xi;xi+1]

f (x) ; i = 0; :::; n� 1

olmak üzere,

sd (f) :=
n�1X
i=0

mi (xi+1 � xi) ; Sd (f) :=
n�1X
i=0

Mi (xi+1 � xi)

şeklindeki Darboux�un toplamlar¬n¬ gözönüne alal¬m. Bir f fonksiyonunun bir [a; b]

aral¬¼g¬üzerinde Riemann anlam¬nda integrallenebilir olmas¬için gerek ve yeter şart¬n,

sup
d
sd (f) = inf

d
Sd (f) = I 2 R

oldu¼gu iyi bilinir. Bu sebeple,

I =

bZ
a

f (x) dx

yaz¬l¬r.
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Teorem 3.2.1 : f : [a; b]! R, [a; b] üzerinde konveks fonksiyon olsun. Bu durumda,

i: hd (f), d parçalanmas¬na göre monoton artand¬r. Yani, d1 � d2 için hd1 (f) �

hd2 (f) dir.

ii: Hd (f), d parçalanmas¬na göre azaland¬r.

iii:

1

b� a infd hd (f) = f
�
a+ b

2

�
; sup

d
hd (f) =

bZ
a

f (x) dx (3.5)

ve

inf
d
Hd (f) =

bZ
a

f (x) dx;
1

b� a supd
Hd (f) =

f (a) + f (b)

2
(3.6)

dir.

·Ispat :

i:Genelli¼gi bozmaks¬z¬n, d1 � d2; d1 = fx0; x1; :::; xng ve d2 = fx0; :::; xk; y; xk+1; :::; xng ; y 2

[xk; xk+1] (0 � k � n� 1) oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda,

hd2 (f)� hd1 (f) = f
�
xk + y

2

�
(y � xk)

+ f

�
y + xk+1

2

�
(xk+1 � y)� f

�
xk + xk+1

2

�
(xk+1 � xk)

eşitli¼gi vard¬r. Bu eşitlikte s¬ras¬yla �; �; x ve y için,

� =
y � xk
xk+1 � xk

; � =
xk+1 � y
xk+1 � xk

ve

x =
xk + y

2
; z =

y + xk+1
2

tan¬mlamalar¬n¬yapal¬m. Bu durumda,

�+ � = 1; �x+ �y =
xk + xk+1

2

eşitlikleri yaz¬l¬r. Bu eşitlikler ve f fonksiyonunun konveksli¼ginden dolay¬,

�f (x) + �f (z) � f (�x+ �z)

dir. Böylece,

hd2 (f) � hd1 (f)
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eşitsizli¼gi elde edilir.

ii: d1 � d2; d1 = fx0; x1; :::; xng ve d2 = fx0; :::; xk; y; xk+1; :::; xng olmak üzere,

Hd2 (f)�Hd1 (f) =
f (xk) + f (y)

2
(y � xk)

+
f (y) + f (xk+1)

2
(xk+1 � y)�

f (xk) + f (xk+1)

2
(xk+1 � xk)

=
f (y) (xk+1 � xk)

2
� f (xk) (xk+1 � y) + f (xk+1) (y � xk)

2

yaz¬l¬r.

Şimdi � =
y � xk
xk+1 � xk

; � =
xk+1 � y
xk+1 � xk

ve u = xk; v = xk+1 olsun. Bu durumda,

�u+ �v = y olmas¬ve f fonksiyonunun konveksli¼ginden,

�f (u) + �f (v) � f (y)

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Yani,

Hd2 (f) � Hd1 (f)

dir.

iii: a = x0 < x1 < ::: < xn = b olmak üzere, [a; b] aral¬¼g¬n¬n bir parçalanmas¬

d = fx0; :::; xng olsun. pi := xi+1� xi; ui =
(xi + xi+1)

2
; i = 0; :::; n� 1 tan¬mlamalar¬n¬

yapal¬m. Bu durumda Jensen�¬n ayr¬k(discrete) eşitsizli¼gi yard¬m¬yla,

f

0BB@
nP
i=0

piui

nP
i=0

pi

1CCA �

nX
i=0

pif (ui)

nX
i=0

pi

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r.

nX
i=0

pi = b� a;
nX
i=0

piui =
b2 � a2
2

oldu¼gundan,

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� ahd (f)
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sonucu ç¬kar¬l¬r. E¼ger, d = d0 = fa; bg ise,

hd0 (f) = (b� a) f
�
a+ b

2

�
eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitlik (3:5) deki ilk s¬n¬r¬n ispat¬d¬r.

Hermite-Hadamard eşitsizli¼ginin ilk eşitsizli¼gi ile, [a; b] aral¬¼g¬ndaki tüm d parçalan-

malar¬için,

hd (f) =
nX
i=0

f

�
xi + xi+1

2

�
(xi+1 � xi)

�
nX
i=0

xi+1Z
xi

f (x) dx =

bZ
a

f (x) dx

eşitsizli¼gini sa¼glayan,

f

�
xi + xi+1

2

�
� 1

xi+1 � xi

xi+1Z
xi

f (x) dx; i = 0; :::; n� 1

eşitsizlik yaz¬l¬r.

sd (f) � hd (f) �
bZ
a

f (x) dx

eşitsizliklerinde d; [a; b] aral¬¼g¬n¬n bir parçalanmas¬ve f; [a; b] aral¬¼g¬nda Riemann an-

lam¬nda integrallenebilir oldu¼gundan, yani

sup
d
sd (f) =

bZ
a

f (x) dx

oldu¼gundan

sup
d
hd (f) =

bZ
a

f (x) dx

dir. Bu da (3:5) deki ikinci k¬sm¬gösterir.

Şimdi (3:6) y¬ispatlamak için Hermite-Hadamard sonucundaki ikinci eşitsizlik yard¬m¬yla,
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d; [a; b] aral¬¼g¬n¬n bir parçalanmas¬olmak üzere,

bZ
a

f (x) dx =

nX
i=0

bZ
a

f (x) dx

�
n�1X
i=0

f (xi) + f (xi+1)

2
(xi+1 � xi)

= Hd (f)

eşitsizli¼gini gözönüne alal¬m. d; [a; b] aral¬¼g¬n¬n bir parçalanmas¬ve f; [a; b] aral¬¼g¬nda

integrallenebilir oldu¼gundan,

Hd (f) � Sd (f)

için,

inf
d
Hd (f) =

bZ
a

f (x) dx

eşitli¼gini yazar¬z. Son olarak d, [a; b] nin bir parçalanmas¬oldu¼gu için, d � d0 = fa; bg

yaz¬l¬r. Böylece,
1

b� a supd
Hd (f) =

f (a) + f (b)

2

eşitli¼gi elde edilir. Bu da teoremin ispat¬d¬r.

f : [a; b]! R, [a; b] aral¬¼g¬nda konveks bir dönüşüm olsun. Böylece tüm a = x0 < x1 <

::: < xn = b için,

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

n�1X
i=0

f

�
xi + xi+1

2

�
(xi+1 � xi)

� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

� 1

b� a

n�1X
i=0

f (xi) + f (xi+1)

2
(xi+1 � xi)

� f (a) + f (b)

2

(3.7)

eşitsizli¼gi elde edilir. n � 1 için,

hn (f) :=
1

n

n�1X
i=0

f

�
a+

2i+ 1

2n
(b� a)

�
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ve

Hn (f) :=
1

2n

n�1X
i=0

�
f

�
a+

i

n
(b� a)

�
+ f

�
a+

i+ 1

n
(b� a)

��
dizilerini tan¬mlayal¬m.

f : [a; b] ! R, [a; b] aral¬¼g¬nda konveks bir dönüşüm ve a = x0 < x1 < ::: < xn = b

olsun. Bu durumda,

f

�
a+ b

2

�
� hn (f) � 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

� Hn (f) � f (a) + f (b)

2

(3.8)

eşitsizli¼gi vard¬r. Buna ek olarak,

lim
n!1

hn (f) = lim
n!1

Hn (f) =
1

b� a

bZ
a

f (x) dx (3.9)

limitleri de vard¬r.

Bu durumlar¬göstermek için,

d :=

�
xi = a+

i

n
(b� a) j i = 0; :::; n

�
parçalanmas¬n¬gözönüne alal¬m. Buradaki (3:8) eşitsizli¼gi (3:7) ile elde edilir. (3:9)

eşitlikleri ise f fonksiyonunun integrallenebilmesinden aç¬kt¬r.

Şimdi n � 1 için,

tn (f) :=
1

2n

n�1X
i=0

f

�
a+

2i

2n+1
(b� a)

�
2i

ve

Tn (f) :=
1

2n+1

n�1X
i=0

�
f

�
a+

2i

2n
(b� a)

�
+ f

�
a+

2i+1

2n
(b� a)

��
2i

dizilerini tan¬mlayal¬m ve şöyle bir sonuç vererek ispat¬ndan k¬saca bahsedelim.

Burada f : [a; b]! R; [a; b] üzerinde bir konveks dönüşüm olmak üzere,

i: tn (f) monoton artand¬r;

ii: Tn (f) monoton azaland¬r;
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iii: Aşa¼g¬daki s¬n¬rlar vard¬r:

lim
n!1

tn (f) = sup
n�1

tn (f) =
1

b� a

bZ
a

f (x) dx

ve

lim
n!1

Tn (f) = inf
n�1

Tn (f) =
1

b� a

bZ
a

f (x) dx

dir.

·Ispat : (i) ve (ii),

dn :=

�
xi = a+

2i

2n
(b� a) j i = 0; :::; n

�
� dn+1; n 2 N

için Teorem 3.2.1 in (i) ve (ii) ş¬klar¬ndan aç¬kt¬r.

(iii) ise f fonksiyonunun [a; b] aral¬¼g¬nda Riemann anlam¬nda integrallenebilir ol-

mas¬ndan ve (3:5) ve (3:6) n¬n s¬n¬rlar¬ndan elde edilir.
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3.2.2. Özel Ortalamalar ·Için Uygulamalar :

[a; b], reel say¬lar¬n kompakt bir aral¬¼g¬ve d 2 Div [a; b] olsun. Yani, d := fxi j i = 0; :::; ng �

[a; b], a = x0 < x1 < ::: < xn�1 < xn = b şeklinde verilen [a; b] aral¬¼g¬n¬n bir parçalan-

mas¬d¬r. p 2 (�1; 0) [ [1;1)r f�1g için,

h
[p]
d :=

n�1P
i=0

Ap (xi; xi+1) (xi+1 � xi)

ve

H
[p]
d :=

n�1P
i=0

A
�
xpi ; x

p
i+1

�
(xi+1 � xi)

toplamlar¬n¬tan¬mlayal¬m. Her d 2 Div [a; b] için,

Ap (a; b) � 1

b� a

n�1X
i=0

Ap (xi; xi+1) (xi+1 � xi)

� Lpp (a; b) =
1

b� a
bR
a

xpdx

� 1

b� a

n�1X
i=0

A
�
xpi ; x

p
i+1

�
(xi+1 � xi)

� A (ap; bp)

eşitsizlikleri vard¬r. Bununla birlikte

1

b� a supd
h
[p]
d = Lpp (a; b)

ve
1

b� a infd H
[p]
d = Lpp (a; b)

s¬n¬rlar¬vard¬r. Şimdi 0 < a < b için,

h
[�1]
d = 2

n�1X
i=0

xi+1 � xi
xi+1 + xi

ve

H
[�1]
d =

1

2

n�1X
i=0

x2i+1 � x2i
xixi+1

toplamlar¬n¬tan¬mlayal¬m. Burada her d 2 Div [a; b] parçalanmas¬için,

A�1 (a; b) � 2

b� a

n�1X
i=0

xi+1 � xi
xi+1 + xi

� L�1 (a; b)

� 1

2 (b� a)

n�1X
i=0

x2i+1 � x2i
xixi+1

� H�1 (a; b)
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eşitsizli¼gi vard¬r ve s¬n¬rlar,

1

b� a supd
h
[�1]
d = L�1 (a; b)

ve
1

b� a infd H
[�1]
d = L�1 (a; b)

dir. Ayn¬zamanda [a; b] � (0;1) aral¬¼g¬n¬n bir d parçalanmas¬için,

H
[0]
d :=

n�1Y
i=0

[A (xi; xi+1)]
(xi+1�xi)

ve

h
[0]
d :=

n�1Y
i=0

[G (xi; xi+1)]
(xi+1�xi)

dizilerini tan¬mlayabiliriz.

Yukar¬daki sonuçlar¬kullanarak f : [a; b] ! R; f (x) = � lnx konveks dönüşümü için

(3:7) eşitsizli¼gi yard¬m¬yla,

A (a; b) �
n�1Y
i=0

[A (xi; xi+1)]
xi+1�xi
b�a � I (a; b)

�
n�1Y
i=0

[G (xi; xi+1)]
xi+1�xi
b�a � G (a; b)

yaz¬l¬r.

Teorem 3.2.1 ile,

inf
d

(
n�1Y
i=0

[A (xi; xi+1)]
xi+1�xi
b�a

)
= I (a; b)

ve

sup
d

(
n�1Y
i=0

[G (xi; xi+1)]
xi+1�xi
b�a

)
= I (a; b)

s¬n¬rlar¬n¬yazabiliriz.
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3.3. Mutlak De¼ger ·Için H.-H. Eşitsizli¼ginin Geli̧stirilmesi

3.3.1. Mutlak De¼ger için Baz¬Eşitsizlikler : S.S. Dragomir [14] numaral¬çal¬̧s-

mas¬nda oldu¼gu gibi, H.-H. eşitsizli¼ginin ikinci taraf¬n¬n geli̧stirilmesini içeren baz¬temel

yap¬lar¬ele alal¬m.

Teorem 3.3.1 : f : I � R ! R bir konveks fonksiyon ve a; b 2 I; a < b olsun. Bu

durumda, H.-H. eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬,

f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

�

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

������f (a)� 1

b� a

bZ
a

jf (x)j dx

������ ; f (a) = f (b)

�������
1

f (b)� f (a)

f(b)Z
f(a)

jxj dx� 1

b� a

bZ
a

jf (x)j dx

������� ; f (a) 6= f (b)

(3.10)

şeklinde geni̧sletilebilir.

·Ispat : f fonksiyonunun I üzerinde konveksli¼ginden ve mutlak de¼gerin süreklilik özel-

li¼ginden her a; b 2 I ve t 2 [0; 1] için,

tf (a) + (1� t) f (b)� f (ta+ (1� t) b)

= jtf (a) + (1� t) f (b)� f (ta+ (1� t) b)j

� jjtf (a) + (1� t) f (b)j � jf (ta+ (1� t) b)jj � 0

eşitsizli¼gini yazabiliriz. Bu eşitsizli¼gin [0; 1] üzerinde t ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenine göre inte-

grali al¬n¬rsa,

f (a)

1Z
0

tdt+ f (b)

1Z
0

(1� t) dt�
1Z
0

f (ta+ (1� t) b) dt

�

������
1Z
0

jtf (a) + (1� t) f (b)j dt�
1Z
0

jf (ta+ (1� t) b)j dt

������
eşitsizli¼gi elde edilir. Burada,
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1Z
0

tdt =

1Z
0

(1� t) dt = 1

2
;

1Z
0

f (ta+ (1� t) b) dt = 1

b� a

1Z
0

f (x) dx;

1Z
0

jtf (a) + (1� t) f (b)j dt =

8>>>><>>>>:
f (a) ; f (a) = f (b)

1

f (b)� f (a)

f(b)Z
f(a)

jxj dx ; f (a) 6= f (b)

ve
1Z
0

jf (ta+ (1� t) b)j dt = 1

b� a

bZ
a

jf (x)j dx

dir. Böylece (3:10) eşitsizli¼gi ispatlan¬r.

Bu teorem için şu sonucu yazabiliriz: f : I � R! R bir konveks fonksiyon ve a; b 2 I;

a < b olsun. Böylece 8x 2 [a; b] için f (a+ b� x) = f (x) olmak üzere,

f (a)� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx �

������jf (a)j � 1

b� a

bZ
a

jf (x)j dx

������ � 0
eşitsizli¼gi vard¬r.

Teorem 3.3.2 : f : I � R ! R bir konveks fonksiyon ve a; b 2 I; a < b olsun. Bu

durumda,

1

b� a

bZ
a

f (x) dx� f
�
a+ b

2

�

�

������ 1

b� a

bZ
a

����f (x) + f (a+ b� x)2

���� dx� ����f �a+ b2
�����
������ � 0

(3.11)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : f fonksiyonunun konveksli¼ginden 8x; y 2 I için,

f (x) + f (y)

2
� f

�
x+ y

2

�
�
��������f (x) + f (y)2

����� ����f �x+ y2
���������

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. t 2 [0; 1] için x = ta + (1� t) b, y = (1� t) a + tb tan¬mlayal¬m.
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8t 2 [0; 1] için,

f (ta+ (1� t) b) + f ((1� t) a+ tb)
2

� f
�
a+ b

2

�
�
��������f (ta+ (1� t) b) + f ((1� t) a+ tb)2

����� ����f �a+ b2
���������

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Bu eşitsizli¼gin [0; 1] üzerinden t ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenine göre integrali

al¬n¬rsa,

1

2

1R
0

f (ta+ (1� t) b) dt+ 1
2

1R
0

f ((1� t) a+ tb) dt� f
�
a+ b

2

�
�
���� 1R
0

����f (ta+ (1� t) b) + f ((1� t) a+ tb)2

���� dt� ����f �a+ b2
���������

eşitsizli¼gi elde edilir. Bununla birlikte,

1Z
0

f (ta+ (1� t) b) dt =
1Z
0

f ((1� t) a+ tb) dt = 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

ve x := ta+ (1� t) b; t 2 [0; 1] için,
1Z
0

����f (ta+ (1� t) b) + f ((1� t) a+ tb)2

���� dt = 1

b� a

bZ
a

����f (x) + f (a+ b� x)2

���� dx
elde edilir. Böylece (3:11) eşitsizli¼gi ispatlan¬r.

Yine bu teorem için şöyle bir sonuç verebiliriz: f : I � R ! R bir konveks fonksiyon

ve a; b 2 I; a < b olsun. 8x 2 [a; b] için f (a+ b� x) = f (x) sa¼glanmas¬durumunda,

1

b� a

bZ
a

f (x) dx� f
�
a+ b

2

�
�

������ 1

b� a

bZ
a

jf (x)j dx�
����f �a+ b2

�����
������ � 0

eşitsizli¼gi vard¬r.

3.3.2. Özel Ortalamalar için Uygulamalar :

G (a; b) � I (a; b) � A (a; b)

eşitsizli¼gi (G� I � A) olarak ifade edilen bir eşitsizliktir. a < b negatif olmayan reel

say¬lar olmak üzere,

G (a; b) :=
p
ab
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geometrik ortalama,

I (a; b) :=
1

e

�
bb

aa

� 1

b� a

identrik ortalama ve

A (a; b) :=
a+ b

2

ise aritmetik ortalamad¬r.

Önerme 3.3.1 : a 2 (0; 1], b 2 [1;1), a 6= b ise,

I (a; b)

G (a; b)
� exp

26664
���������
(ln b)2 + (ln a)2

ln

�
b

a

�2 � ln
��
bbaae2�(a+b)

� 1
b�a
����������

37775 � 1
eşitsizli¼gi vard¬r. Bu eşitsizlik (G� I � A) eşitsizli¼ginin ilk taraf¬n¬sa¼glar.
·Ispat : a 2 (0; 1], b 2 [1;1) ve a 6= b olsun. Bu durumda f (x) = � lnx, x > 0

konveks dönüşümü için,

A :=
f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

= � ln a+ ln b
2

+
1

b� a

bZ
a

lnxdx

=
1

b� a [b ln b� a ln a� (b� a)]� lnG (a; b)

= ln

�
I (a; b)

G (a; b)

�
eşitli¼gi yaz¬labilir. Burada,

B :=

�������
1

f (b)� f (a)

f(a)Z
f(b)

jxj dx� 1

b� a

bZ
a

jlnxj dx

�������
olarak tan¬mlans¬n. Buna göre,

ln bZ
ln a

jxj dx = �
ln 1Z
ln a

xdx+

ln bZ
ln 1

xdx

=
(ln b)2 + (ln a)2

2
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ve
bR
a

jlnxj dx = �
1R
a

lnxdx+
bR
1

lnxdx

= b ln b+ a ln a� (a+ b) + 2

= ln
�
aabbe2�(a+b)

�
olur. Dolay¬s¬yla,

B =

���������
(ln b)2 + (ln a)2

ln

�
b

a

�2 � ln
��
aabbe2�(a+b)

� 1
b�a
����������

yaz¬l¬r. (3:10) eşitsizli¼gi kullan¬larak A � B � 0 yaz¬labilir. Böylece önerme ispatlan¬r.

Önerme 3.3.2 : a; b 2 (0;1), a 6= b olsun. Bu durumda,

A (a; b)

I (a; b)
� exp

24������ 1

b� a

bZ
a

���lnpx (a+ b� x)��� dx� ����ln�a+ b2
�����
������
35 � 1

eşitsizli¼gi vard¬r. Bu eşitsizlik (G� I � A) eşitsizli¼ginin ikinci taraf¬n¬sa¼glar.
·Ispat : f (x) = � lnx, x > 0 için,

C :=
1

b� a

bZ
a

f (x) dx� f
�
a+ b

2

�
= ln

�
a+ b

2

�
� ln I (a; b)

= ln

�
A (a; b)

I (a; b)

�
ve

D :=

������ 1

b� a

bZ
a

����f (x) + f (a+ b� x)2

���� dx� ����f �a+ b2
�����
������

=

������ 1

b� a

bZ
a

���lnpx (a+ b� x)��� dx� ����ln�a+ b2
�����
������

olarak tan¬mlans¬n. (3:11) eşitsizli¼ginden C � D � 0 elde edilir ve böylece önerme

ispatlan¬r.
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3.4. Diferensiyellenebilir Konveks Fonksiyonlar ·Için Daha Genel Eşitsizlikler

3.4.1. ·Integral Eşitsizlikleri :

f : I � R! R diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve a; b 2
�
I, a < b olsun. f 0 2 L1 [a; b]

ise,

f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx =
1

b� a

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
f 0 (x) dx (3.12)

eşitli¼gi vard¬r. Gerçekten,

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
f 0 (x) dx =

�
x� a+ b

2

�
f (x)

����b
a

�
bZ
a

f (x) dx

= (b� a) f (a) + f (b)
2

�
bZ
a

f (x) dx

eşitli¼gi yard¬m¬yla hemen (3:12) eşitli¼gi görülür.

Teorem 3.4.1 : E¼ger f dönüşümü
�
I üzerinde diferensiyellenebilir ve

' (x) :=

�
x� a+ b

2

�
f 0 (x)

dönüşümü [a; b] üzerinde konveks ise,

b� a
8

(f 0 (a)� f 0 (b)) � f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � 0 (3.13)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : ' dönüşümü için Hadamard ve Bullen eşitsizlikleri uygulan¬rsa,

1

2

�
'

�
a+ b

2

�
+
' (a) + ' (b)

2

�
� 1

b� a

bZ
a

' (x) dx � '
�
a+ b

2

�

1

2

264 b� a2 (f 0 (b)� f 0 (a))
2

375 � f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � 0

elde edilir. Yaz¬lan bu eşitsizlikler yard¬m¬yla (3:13) eşitsizli¼gi elde edilir.

Lemma 3.4.1 : f; g : [a; b]! R integrallenebilir dönüşümler ve,

(f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) � 0; 8x; y 2 [a; b]
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olacak şekilde sekronize olsun. Bu durumda,

C (f; g) � max fjC (jf j ; jgj)j ; jC (jf j ; g)j ; jC (f; jgj)jg � 0 (3.14)

eşitsizli¼gi vard¬r. Burada,

C (f; g) := (b� a)
bZ
a

f (x) g (x) dx�
bZ
a

f (x) dx

bZ
a

g (x) dx

şeklindedir.

·Ispat : f; g sekronize dönüşümleri için,

0 � (f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) = j(f (x)� f (y)) (g (x)� g (y))j

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Di¼ger yandan mutlak de¼gerce süreklilik yard¬m¬yla 8x; y 2 [a; b] için,

j(f (x)� f (y)) (g (x)� g (y))j � j(jf (x)j � jf (y)j) (jg (x)j � jg (y)j)j ;

j(f (x)� f (y)) (g (x)� g (y))j � j(jf (x)j � jf (y)j) (g (x)� g (y))j

ve

j(f (x)� f (y)) (g (x)� g (y))j � j(f (x)� f (y)) (jg (x)j � jg (y)j)j

eşitsizlikleri yaz¬l¬r.

·Ilk olarak (3:14) deki ilk eşitsizli¼gi ispatlayal¬m.

(x; y) de¼gi̧skenlerine göre [a; b]2 üzerinden integral al¬n¬rsa,

1

(b� a)2

bZ
a

bZ
a

(f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) dxdy

� 1

(b� a)2

bZ
a

bZ
a

j(jf (x)j � jf (y)j) (jg (x)j � jg (y)j)j dxdy

�

������ 1

(b� a)2

bZ
a

bZ
a

(jf (x)j � jf (y)j) (jg (x)j � jg (y)j) dxdy

������
eşitsizlikleri elde edilir. Bu eşitsizlikler gözönüne al¬narak ve basit hesaplar yap¬larak,

C (f; g) =
1

2

1

(b� a)2

bZ
a

bZ
a

(f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) dxdy
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ve

C (jf j ; jgj) = 1

2

1

(b� a)2

bZ
a

bZ
a

(jf (x)j � jf (y)j) (jg (x)j � jg (y)j) dxdy

elde edilir ve bu da (3:14) eşitsizli¼ginin ilk bölümüdür.

Teorem 3.4.2 : f : I � R ! R,
�
I üzerinde diferensiyellenebilir konveks bir dönüşüm

ve a; b 2
�
I, a < b olsun. Bu durumda,

f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � max fjAj ; jBj ; jCjg > 0 (3.15)

eşitsizli¼gi vard¬r. Burada s¬ras¬yla A, B ve C,

A :=
1

b� a

bZ
a

����x� a+ b2
���� jf 0 (x)j dx� 14

bZ
a

jf 0 (x)j dx;

B :=
f (b)� f (a)

4
+

1

b� a

2664
a+b
2Z
a

f (x) dx�
bZ

a+b
2

f (x) dx

3775
ve

C :=
1

b� a

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
jf 0 (x)j dx

şeklindedir.

·Ispat : f fonksiyonu I üzerinde konveks, f 0 ve
�
x� a+ b

2

�
dönüşümleri [a; b] üzerinde

sekronize olsun. Bu şartlarda Lemma 3.4.1 uygulan¬rsa,

(b� a)
bZ
a

�
x� a+ b

2

�
f 0 (x) dx�

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
dx

bZ
a

f 0 (x) dx

� max
���A�� ; ��B�� ; ��C��	 � 0

(3.16)

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Burada,

A := (b� a)
bZ
a

����x� a+ b2
���� jf 0 (x)j dx�

bZ
a

����x� a+ b2
���� dx

bZ
a

jf 0 (x)j dx;
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B := (b� a)
bZ
a

����x� a+ b2
���� f 0 (x) dx�

bZ
a

����x� a+ b2
���� dx

bZ
a

f 0 (x) dx

ve

C := (b� a)
bZ
a

�
x� a+ b

2

�
jf 0 (x)j dx�

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
dx

bZ
a

jf 0 (x)j dx

şeklindedir. Bununla birlikte,

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
dx =

�
x2

2
� a+ b

2
x

�����b
a

=
b2 � a2
2

� a+ b
2
b+

a+ b

2
a = 0

ve
bZ
a

����x� a+ b2
���� dx = (b� a)2

4

olarak hesapland¬¼g¬ndan A, B ve C de¼gerleri,

A := (b� a)
bZ
a

����x� a+ b2
���� jf 0 (x)j dx� (b� a)24

bZ
a

jf 0 (x)j dx;

B :=
(b� a)2

4
(f (b)� f (a)) +

2664
a+b
2Z
a

f (x) dx�
bZ

a+b
2

f (x) dx

3775
ve

C := (b� a)
bZ
a

�
x� a+ b

2

�
jf 0 (x)j dx

şeklinde yaz¬l¬r. (3:16) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,

1

b� a
bR
a

�
x� a+ b

2

�
f 0 (x) dx � max fjAj ; jBj ; jCjg � 0

eşitsizli¼gi elde edilir. A, B ve C yukar¬da verildi¼gi gibidir. (3:12) deki eşitlik gözönüne

al¬n¬rsa (3:15) elde edilir.
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Teorem 3.4.3 : f : R ! R,
�
I üzerinde diferensiyellenebilir dönüşüm, a; b 2

�
I, a < b

ve p > 1 olsun. E¼ger jf 0j, [a; b] aral¬¼g¬nda q-integrallenebilir ise,������f (a) + f (b)2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1

2

(b� a)
1
p

(p+ 1)
1
p

0@ bZ
a

jf 0 (x)jq dx

1A
1
q

(3.17)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat :
1

p
+
1

q
= 1 olacak şekilde p > 1 ve q > 1 için Hölder integral eşitsizli¼gi

kullan¬l¬rsa,������ 1

b� a

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
f 0 (x) dx

������ �
0@ 1

b� a

bZ
a

����x� a+ b2
����p dx

1A
1
p

�

0@ 1

b� a

bZ
a

jf 0 (x)jq dx

1A
1
q

yaz¬l¬r. Bu eşitsizlikte,

bZ
a

����x� a+ b2
����p dx = 2

bZ
a+b
2

�
x� a+ b

2

�p
dx =

(b� a)p+1

(p+ 1) 2p

şeklinde hesaplan¬r. Böylece,

0@ 1

b� a

bZ
a

����x� a+ b2
����p dx

1A
1
p �

1

b� a
bR
a

jf 0 (x)jq dx
�1
q

=

 
(b� a)

1
p

(p+ 1) 2p

!1
p �

1

b� a
bR
a

jf 0 (x)jq dx
�1
q

=
1

2

(b� a)
1
p

(p+ 1)
1
p

�
bR
a

jf 0 (x)jq dx
�1
q

bulunur ve (3:17) eşitsizli¼gi elde edilir.

f : R! R,
�
I üzerinde diferensiyellenebilir dönüşüm, a; b 2

�
I, a < b ve p > 1 olsun. Bu

durumda f fonksiyonunun
�
I üzerinde konveks olmas¬ndan,

0 � f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � 1

2

(b� a)
1
p

(p+ 1)
1
p

0@ bZ
a

jf 0 (x)jq dx

1A
1
q
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eşitsizli¼gi yaz¬l¬r.

Aşa¼g¬daki sonuç Grüss integral eşitsizli¼gi olarak bilinir.

Lemma 3.4.2 : f; g : [a; b] ! R integrallenebilir fonksiyonlar yani 8x 2 [a; b] için

' � f (x) � �; 
 � g (x) � � olsun. Bu durumda,������ 1

b� a

bZ
a

f (x) g (x) dx� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx
1

b� a

bZ
a

g (x) dx

������
� 1

4
(�� ') (�� 
)

eşitsizli¼gi vard¬r.

Teorem 3.4.4 : f : I � R! R,
�
I üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, a; b 2

�
I,

a < b ve 8x [a; b] için m � f 0 (x) �M olsun. E¼ger f 0 2 L1 [a; b] ise,������f (a) + f (b)2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

������ � (M �m) (b� a)
4

(3.18)

dir.

·Ispat : x 2 [a; b] için g (x) = x� a+ b
2

dönüşümü tan¬mlans¬n. Bu durumda 8x 2 [a; b]

için,

�
�
b� a
2

�
� g (x) � b� a

2

eşitsizli¼gi vard¬r. Böylece, Grüss eşitsizli¼gi yard¬m¬yla,������ 1

b� a

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
f 0 (x) dx� 1

b� a

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
dx

1

b� a

bZ
a

f 0 (x) dx

������
� (M �m) (b� a)

4

elde edilir.
bZ
a

�
x� a+ b

2

�
dx = 0

oldu¼gundan ve (3:12) tan¬m¬ndan,������ 1

b� a

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
f 0 (x) dx

������ � (M �m) (b� a)
4
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������f (a) + f (b)2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

������ � (M �m) (b� a)
4

eşitsizli¼gi elde edilir.

f : I � R! R,
�
I üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, a; b 2

�
I, a < b ve 8x [a; b]

için m � f 0 (x) �M olsun. f ,
�
I üzerinde konveks oldu¼gundan,

0 � f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � (f 0 (b)� f 0 (a)) (b� a)
4

yaz¬l¬r.

Şimdi tan¬nm¬̧s H.-H. integral eşitsizli¼ginin ilk taraf¬ile ba¼glant¬l¬baz¬yeni eşitsizlikler

oluştural¬m.

Lemma 3.4.3 : f : I � R! R,
�
I üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, a; b 2

�
I,

a < b ve f 0 2 L1 [a; b] olsun. Böylece,

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx =
1

b� a

bZ
a

p (x) f 0 (x) dx (3.19)

eşitli¼gi vard¬r. Bu eşitlikte,

p (x) =

8>><>>:
x� a ; x 2

�
a;
a+ b

2

�
x� b ; x 2

�
a+ b

2
; b

�
şeklindedir.

·Ispat : K¬smi integrasyon metodu kullan¬larak s¬ras¬yla,

a+b
2Z
a

(x� a) f 0 (x) dx = b� a
2
f

�
a+ b

2

�
�

a+b
2Z
a

f (x) dx

ve
bZ

a+b
2

(x� b) f 0 (x) dx = b� a
2
f

�
a+ b

2

�
�

bZ
a+b
2

f (x) dx
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eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikler toplan¬rsa,

a+b
2Z
a

(x� a) f 0 (x) dx+
bZ

a+b
2

(x� b) f 0 (x) dx = (b� a) f
�
a+ b

2

�
�

bZ
a

f (x) dx

sonucu ç¬kar¬l¬r. Buradan da,

bZ
a

p (x) f 0 (x) dx =

a+b
2Z
a

(x� a) f 0 (x) dx+
bZ

a+b
2

(x� b) f 0 (x) dx

oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece verilen eşitlik ispatlan¬r.

Ayn¬zamanda,

1

b� a

bZ
a

f (x) dx� f
�
a+ b

2

�
=

1

b� a

bZ
a

q (x) f 0 (x) dx (3.20)

q (x) :=

8>><>>:
a� x ; x 2

�
a;
a+ b

2

�
b� x ; x 2

�
a+ b

2
; b

�
gösteriminin oldu¼guda aç¬kt¬r.

E¼ger,

p (x) :=

8>><>>:
x� a ; x 2

�
a;
a+ b

2

�
x� b ; x 2

�
a+ b

2
; b

�
ve

q (x) :=

8>><>>:
a� x ; x 2

�
a;
a+ b

2

�
b� x ; x 2

�
a+ b

2
; b

�
olacak şekilde ayr¬ayr¬seçilirse ayn¬sonuçlar elde edilir.

Teorem 3.4.5 : f : I � R! R,
�
I üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, a; b 2

�
I,

a < b ve p > 1 olsun. E¼ger jf 0j, [a; b] aral¬¼g¬nda q-integrallenebilir ise,������f
�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1

2

(b� a)
1
p

(p+ 1)
1
p

0@ bZ
a

jf 0 (x)jq dx

1A
1
q

(3.21)
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eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : Hölder eşitsizli¼gi kullan¬larak,������ 1

b� a

bZ
a

p (x) f 0 (x) dx

������ �
0@ 1

b� a

bZ
a

jp (x)jp dx

1A
1
p

�

0@ 1

b� a

bZ
a

jf 0 (x)jq dx

1A
1
q

elde edilir. Bununla birlikte,

bZ
a

jp (x)jp dx =

a+b
2Z
a

jx� ajp dx+
bZ

a+b
2

jx� bjp dx = (b� a)p+1

(p+ 1) 2p

oldu¼gundan (3:21) eşitsizli¼gi ispatlan¬r.

Teoremdeki varsay¬mlar ile f fonksiyonunun
�
I üzerinde konveks olmas¬ndan,

0 � 1

b� a

bZ
a

f (x) dx� f
�
a+ b

2

�
� 1

2

(b� a)
1
p

(p+ 1)
1
p

0@ bZ
a

jf 0 (x)jq dx

1A
1
q

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r.

Teorem 3.4.6 : f : I � R! R,
�
I üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, a; b 2

�
I,

a < b ve 8x [a; b] için m � f 0 (x) �M olsun. f 0 2 L1 [a; b] ise aşa¼g¬daki eşitsizlik vard¬r.������f
�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

������ � (M �m) (b� a)
4

3.4.2. Özel Ortalamalar için Uygulamalar :

Önerme 3.4.1 : p > 1 ve [a; b] � [o;1) olsun. q := p

p� 1 olmak üzere,

0 � A (ap; bp)� Lpp (a; b) �
p (b� a)

2 (p+ 1)
1
p

[Lp (a; b)]
p
q (3.22)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : f (x) = xp konveks dönüşümü için Teorem 3.4.3 uygulan¬rsa,

ap + bp

2
� 1

b� a

bZ
a

xpdx � 1

2

(b� a)
1
p

(p+ 1)
1
p

0@ bZ
a

jpxp�1jq dx

1A
1
q

=
1

2

(b� a)
1
p

(p+ 1)
1
p

p

0@ bZ
a

x(p�1)qdx

1A
1
q
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eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Burada,

bZ
a

x(p�1)qdx =
xpq�q+1

pq � q + 1

����b
a

=
bpq�q+1 � apq�q+1
pq � q + 1

=
bp+1 � ap+1
p+ 1

= Lpp (a; b) (b� a)

oldu¼gundan,

A (ap; bp)� Lpp (a; b) � p (b� a)
1
p

2 (p+ 1)
1
p

(b� a)
1
q [Lp (a; b)]

p
q

=
p (b� a)

2 (p+ 1)
1
p

[Lp (a; b)]
p
q

elde edilir. Böylece (3:22) eşitsizli¼gi ispatlan¬r.

Önerme 3.4.2 : p > 1 ve 0 < a < b olsun. Bu şartlar alt¬nda aşa¼g¬daki eşitsizlik

vard¬r.

0 � H�1 (a; b)� L�1 (a; b) � (b� a)

2 (p+ 1)
1
p

h
L p+1

1�p
(a; b)

ip+1
p (3.23)

·Ispat : f (x) :=
1

x
konveks dönüşümü için, 1 � 2q = p+ 1

1� p olmak üzere Teorem 3.4.3

gözönüne al¬n¬rsa,

0 �
1

a
+
1

b
2

� ln b� ln a
b� a � (b� a)

1
p

(p+ 1)
1
p

0@ bZ
a

dx

x2q

1A
1
q

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Bu eşitsizlikte,

bZ
a

dx

x2q
=

x�2q+1

�2q + 1

����b
a

=
b�2q+1 � a�2q+1

�2q + 1
= (b� a)L1�2q1�2q (a; b)
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oldu¼gundan,

0 � H�1 (a; b)� L�1 (a; b)

� 1

2

(b� a)
1
p (b� a)

1
q

(p+ 1)
1
p

�
L1�2q1�2q (a; b)

�1
q

=
(b� a)

2 (p+ 1)
1
p

h
L p+1

1�p
(a; b)

ip+1
p

elde edilir. Böylece önerme ispatlan¬r.

Önerme 3.4.3 : p > 1 ve 0 < a < b olsun.

1 � I (a; b)

G (a; b)
� exp

24 (b� a)

2 (p+ 1)
1
p

[L�p (a; b)]
(1�p)

35 (3.24)

dir.

·Ispat : f (x) = � lnx, x > 0 konveks dönüşümü için Teorem 3.4.3 uygulan¬rsa,

0 � 1

b� a

bZ
a

lnxdx� ln a+ ln b
2

� 1

2

(b� a)
1
p

(p+ 1)
1
p

0@ bZ
a

dx

xq

1A
1
q

=
1

2

(b� a)
1
p (b� a)

1
q

(p+ 1)
1
p

�
L�p�p (a; b)

�1
q

=
1

2

(b� a)

(p+ 1)
1
p

�
L�p�p (a; b)

�1
q

=
1

2

(b� a)

(p+ 1)
1
p

[L�p (a; b)]
(1�p)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Şimdi Teorem 3.4.4 ile ilgili baz¬uygulamalar¬verelim.

Önerme 3.4.4 : p > 1 ve 0 � a < b olsun. Bu durumda,

0 � A (ap; bp)� Lpp (a; b) �
p (p� 1)

4
(b� a)2 Lp�2p�2 (a; b) (3.25)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : f (x) = xp, p > 1 için Teorem 3.4.4 uygulan¬rsa, 8x 2 [a; b] için,

pap�1 � f 0 (x) � pbp�1
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dir. Böylece, (3:18) eşitsizli¼ginden,

0 � A (ap; bp)� Lpp (a; b) �
p (bp�1 � ap�1) (b� a)

4

=
p (p� 1)

4
(b� a)2 Lp�2p�2 (a; b)

elde edilir.

Önerme 3.4.5 : 0 < a < b olsun.

0 � H�1 (a; b)� L�1 (a; b) � (b2 � a2) (b� a)
4a2b2

(3.26)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : f (x) =
1

x
için Teorem 3.4.4 uygulan¬rsa,

� 1
a2
� f 0 (x) = � 1

x2
� � 1

b2

d¬r ve böylece

M �m = � 1
b2
+
1

a2
=
b2 � a2
4a2b2

elde edilir. (3:18) eşitsizli¼gi kullan¬larak ispat tamamlan¬r.

Önerme 3.4.6 : 0 < a < b ise,

1 � I (a; b)

G (a; b)
� exp

"
(b� a)2

4ab

#
eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : Teorem 3.4.4 kullan¬larak yap¬l¬r.

E¼ger Teorem 3.4.5 kullan¬l¬rsa p > 1 ve q :=
p

p� 1 olmak üzere aşa¼g¬daki eşitsizlikleri

yazabiliriz:

0 � A (ap; bp)� Lpp (a; b) �
p (b� a)L

p
q
p (a; b)

2 (p+ 1)
1
p

;

0 � H�1 (a; b)� L�1 (a; b) � (b� a)

2 (p+ 1)
1
p

h
L (p+1)

1�p
(a; b)

ip+1
p

ve

1 � I (a; b)

G (a; b)
� exp

24 (b� a)

2 (p+ 1)
1
p

�
L1�p�p (a; b)

�35
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dir.

Di¼ger yandan e¼ger Teorem 3.4.6 kullan¬l¬rsa p > 1 için aşa¼g¬daki eşitsizlikleri yazabiliriz:

0 � A (ap; bp)� Lpp (a; b) �
p (p� 1)

4
(b� a)2 Lp�2p�2 (a; b) ;

0 � H�1 (a; b)� L�1 (a; b) � (b2 � a2) (b� a)
4a2b2

ve

1 � I (a; b)

G (a; b)
� exp

"
(b� a)2

4ab

#
dir.
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3.5. ·Iki Kez Diferensiyellenebilir Konveks Fonksiyonlar ·Için Daha Genel

Eşitsizlikler

3.5.1. ·Iki kez diferensiyellenebilen konveks fonksiyonlar için integral eşitsiz-

likleri :

Lemma 3.5.1 : f : I � R! R,
�
I üzerinde iki kez diferensiyellenebilir ve f 00, [a; b] �

�
I

üzerinde intgrallenebilir olsun. Bu durumda,

1

2

bZ
a

(x� a) (b� x) f 00 (x) dx = b� a
2

(f (a) + f (b))�
bZ
a

f (x) dx (3.27)

eşitli¼gi vard¬r.

·Ispat : K¬smi integrasyon yöntemi yard¬m¬yla,

1

2

bZ
a

(x� a) (b� x) f 00 (x) dx =
1

2
(x� a) (b� x) f 0 (x)

����b
a

� 1
2

bZ
a

[�2x+ (a+ b)] f 0 (x) dx

=
1

2

bZ
a

[2x� (a+ b)] f 0 (x) dx

=
1

2

24(2x� (a+ b)) f (x)jba � 2 bZ
a

f (x) dx

35
=

b� a
2

(f (a) + f (b))�
bZ
a

f (x) dx

i̧slemleri yap¬l¬r. Böylece (3:27) eşitli¼gi ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 3.5.1 : f : I � R! R,
�
I üzerinde iki kez diferensiyellenebilir ve f 00, [a; b] �

�
I

üzerinde integrallenebilir olsun. [a; b] aral¬¼g¬nda k � f 00 (x) � K verilirse,

k � (b� a)
2

12
� f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � K � (b� a)
2

12
(3.28)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : 8x 2 [a; b] için,

k (x� a) (b� x) � (x� a) (b� x) f 00 (x) � K (x� a) (b� x)
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eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Böylece,

k

2

bZ
a

(x� a) (b� x) dx � 1

2

bZ
a

(x� a) (b� x) f 00 (x) dx

� K

2

bZ
a

(x� a) (b� x) dx

elde edilir. Bu eşitsizlikte verilen integraller (3:27) yard¬m¬yla hesaplanarak,

1

2

bZ
a

(x� a) (b� x) f 00 (x) dx = b� a
2

(f (a) + f (b))�
bZ
a

f (x) dx

ve
bZ
a

(x� a) (b� x) dx =

�
�x

3

3
+
(a+ b)x2

2
� abx

�����b
a

=
(b� a)3

6

şeklinde bulunur. Böylece (3:28) eşitsizli¼gi ispatlan¬r.

Teoremdeki varsay¬mlar ile birlikte kf 00k1 := sup
x2[a;b]

jf 00 (x)j � 1 verilirse,

������f (a) + f (b)2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

������ � kf 00k1 (b� a)
2

12

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r.

Teorem 3.5.2 : f : I � R! R,
�
I üzerinde iki kez diferensiyellenebilir ve f 00, [a; b] �

�
I

üzerinde intgrallenebilir olsun. E¼ger ' : [a; b]! R,

' (x) = (x� a) (b� x) f 00 (x)

dönüşümü [a; b] aral¬¼g¬nda konveks ise,

(b� a)2

16
f 00
�
a+ b

2

�
� f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

� (b� a)2

8
f 00
�
a+ b

2

� (3.29)

eşitsizli¼gi vard¬r.
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·Ispat : ' dönüşümü için Hermite-Hadamard eşitsizli¼ginin ilk taraf¬uygulan¬rsa,

1

b� a

bZ
a

' (x) dx � '
�
a+ b

2

�
=
(b� a)2

4
f 00
�
a+ b

2

�
yaz¬l¬r ve Bullen eşitsizli¼gi yard¬m¬yla,

1

b� a

bZ
a

' (x) dx � 1

2

�
'

�
a+ b

2

�
+
' (a) + ' (b)

2

�
=

(b� a)2

8
f 00
�
a+ b

2

�
elde edilir ve böylece (3:29) eşitsizli¼gi ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 3.5.3 : f : I � R! R,
�
I üzerinde iki kez diferensiyellenebilir ve f 00, [a; b] �

�
I

üzerinde integrallenebilir olsun. Bu varsay¬mlar ile birlikte p > 1, q :=
p

p� 1 ve jf
00j,

[a; b] aral¬¼g¬nda q-Lebesque anlam¬nda integrallenebilir ise,������f (a) + f (b)2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1

2
(b� a)

p+1
p [B (p+ 1; p+ 1)]

1
p kf 00kq (3.30)

eşitsizli¼gi vard¬r. B, Euler Beta fonksiyonudur.

·Ispat : (3:27) denklemi ve Hölder eşitsizli¼gi kullan¬larak,������f (a) + f (b)2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

������
=
1

2

������ 1

b� a

bZ
a

(x� a) (b� x) f 00 (x) dx

������
� 1

2 (b� a)

0@ bZ
a

(x� a)p (b� x)p dx

1A
1
p
0@ bZ
a

jf 00 (x)jq
1A
1
q

(3.31)

elde edilir. x = (1� t) a+ tb olarak tan¬mlan¬rsa dx = (b� a) dt olur. Böylece,
bZ
a

(x� a)p (b� x)p dx = (b� a)
1Z
0

((1� t) a+ tb� a)p (b� (1� t) a� tb)p dt

= (b� a)2p+1
1Z
0

tp (1� t)p dt

= (b� a)2p+1B (p+ 1; p+ 1)
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elde edilir. Burada B,

B (p; q) :=

1Z
0

tp�1 (1� t)q�1 dt; p; q > 0

şeklinde tan¬mlanan Euler Beta fonksiyonudur. (3:31) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,������f (a) + f (b)2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

������ � (b� a)
2p+1
p

2 (b� a) [B (p+ 1; p+ 1)]
1
p kf 00kq

=
1

2
(b� a)

p+1
p [B (p+ 1; p+ 1)]

1
p kf 00kq

elde edilir. Böylece teorem ispatlan¬r.

E¼ger p > 1, p 2 N ise,

B (p+ 1; p+ 1) =
p!

(p+ 1) ::: (2p+ 1)
=

[p!]2

(2p+ 1)!

için, ������f (a) + f (b)2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

������ � 1

2
(b� a)

p+1
p

"
[p!]2

(2p+ 1)!

#1
p

kf 00kq

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Bu eşitsizlikte p = 2 al¬n¬rsa,������f (a) + f (b)2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

������ � (b� a)
3
2 kf 00k2

p
30

60

eşitsizli¼gi elde edilir.

Teorem 3.5.4 : f : I � R ! R,
�
I üzerinde iki kez diferensiyellenebilir dönüşüm, f 00

integrallenebilir ve [a; b] �
�
I üzerinde 
 � f 00 (x) � � olsun. Bu durumda,������f (a) + f (b)2

� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx� b� a
12

(f 0 (b)� f 0 (a))

������ � (b� a)2

32
(�� 
) (3.32)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : Grüss eşitsizli¼gi yard¬m¬yla,������ 1

b� a

bZ
a

(x� a) (b� x) f 00 (x) dx� 1

b� a

bZ
a

(x� a) (b� x) dx � 1

b� a

bZ
a

f 00 (x) dx

������
� 1

4
(L� l) (�� 
)

53



eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Bu eşitsizlikte,

L = sup
x2[a;b]

f(x� a) (b� x)g = (b� a)2

4

ve

l = inf
x2[a;b]

f(x� a) (b� x)g = 0

şeklindedir. Ayn¬zamanda basit bir hesaplama ile,

bZ
a

(x� a) (b� x) dx = (b� a)3

6

elde edilir ve Lemma 3.5.1 ile,

I :=
1

2 (b� a)

bZ
a

(x� a) (b� x) f 00 (x) dx = f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

elde edilir. Bu elde edilen eşitlikler kullan¬larak,�����I � 1

2 (b� a)
(b� a)3

6

1

b� a (f
0 (b)� f 0 (a))

����� � 1

8

(b� a)2

4
(�� 
)

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Yani,����I � b� a12 (f 0 (b)� f 0 (a))
���� � (b� a)2

32
(�� 
)

dir. Böylece teorem ispatlanm¬̧st¬r.

Lemma 3.5.2 : f; g : [a; b] ! R, [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve (a; b) aral¬¼g¬nda diferen-

siyellenebilir olsun. E¼ger (a; b) üzerinde g0 (x) 6= 0 ve l � f 0 (x)

g0 (x)
� L ise,

l

264(b� a) bZ
a

g2 (x) dx�

0@ bZ
a

g (x) dx

1A2
375 � (b� a)

bZ
a

f (x) g (x) dx�
bZ
a

f (x) dx

bZ
a

g (x) dx

� L

264(b� a) bZ
a

g2 (x) dx�

0@ bZ
a

g (x) dx

1A2
375

eşitsizli¼gi vard¬r.
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·Ispat : ·Ilk olarak, 8x; y 2 [a; b] için,

l (g (x)� g (y))2 � (f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) � L (g (x)� g (y))2

eşitsizli¼ginin do¼grulu¼gunu gösterelim.

E¼ger g (x) = g (y) ise bu eşitsizlik do¼grudur.

Kabul edelim ki g (x) 6= g (y) olsun. Bu durumda, x < y oldu¼gunu kabul edersek

Cauchy Teoremi gere¼gince,

f (x)� f (y)
g (x)� g (y) =

f 0 (�)

g0 (�)
2 [l; L]

olacak şekilde en az bir � 2 (x; y) vard¬r. Böylece,

l � f (x)� f (y)
g (x)� g (y) � L

elde edilir. E¼ger bu eşitsizlik (g (x)� g (y))2 > 0 ile çarp¬l¬rsa,

l (g (x)� g (y))2 � (f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) � L (g (x)� g (y))2

elde edilir. Şimdi bu eşitsizli¼gin [a; b]2 üzerinden integrali al¬n¬rsa,

l

bZ
a

bZ
a

(g (x)� g (y))2 dxdy �
bZ
a

bZ
a

(f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) dxdy

� L
bZ
a

bZ
a

(g (x)� g (y))2 dxdy

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Bu eşitsizlikteki integraller,

1

2

bZ
a

bZ
a

(g (x)� g (y))2 dxdy = (b� a)
bZ
a

g2 (x) dx�

0@ bZ
a

g (x) dx

1A2

ve

1

2

bZ
a

bZ
a

(f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) dxdy = (b� a)
bZ
a

f (x) g (x) dx�
bZ
a

f (x) dx

bZ
a

g (x) dx

şeklindedir. Bu eşitsizlikler yard¬m¬yla istenilen eşitsizlik ispatlanm¬̧s olur.

55



Şimdi,

k � (b� a)
2

12
� f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � K � (b� a)
2

12

şeklinde verilen (3:28) eşitsizli¼ginin yukar¬daki lemma ile ispatland¬¼g¬n¬gösterelim.

k

264(b� a) bZ
a

�
x� a+ b

2

�2
dx�

24 bZ
a

�
x� a+ b

2

�
dx

352
375

� (b� a)
bZ
a

�
x� a+ b

2

�
f 0 (x) dx�

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
dx

bZ
a

f 0 (x) dx

� K

264(b� a) bZ
a

�
x� a+ b

2

�2
dx�

24 bZ
a

�
x� a+ b

2

�
dx

352
375

eşitsizli¼gi vard¬r. Bu eşitsizlikteki integraller,

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
dx = 0;

bZ
a

�
x� a+ b

2

�2
dx =

(b� a)3

12

şeklinde bulunur. Bulunan bu eşitlikler yard¬m¬yla,

k � (b� a)
4

12
� (b� a)

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
f 0 (x) dx � K � (b� a)

4

12

elde edilir. Son olarak,

f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx =

bZ
a

�
x� a+ b

2

�
f 0 (x) dx

tan¬m¬n¬da kullan¬l¬rsa istenilen eşitsizlik elde edilir.

Teorem 3.5.5 : f : I � R ! R,
�
I üzerinde iki kez diferensiyellenebilir bir dönüşüm

ve [a; b] �
�
I aral¬¼g¬nda k � f 00 (x) � K olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki eşitsizlik vard¬r.

k � (b� a)
4

48
� 1

2

�
f

�
a+ b

2

�
+
f (a) + f (b)

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � K � (b� a)
4

48
(3.33)
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·Ispat : Lemma 3.4.3 de ispatlanan

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx =
1

b� a

a+b
2Z
a

(x� a) f 0 (x) dx

+
1

b� a

bZ
a+b
2

(x� b) f 0 (x) dx

(3.34)

özdeşli¼gi hat¬rlayal¬m. Şimdi Lemma 3.5.2 yard¬m¬yla,

k

26664
�
a+ b

2
� a
� a+b

2Z
a

(x� a)2 dx�

0BB@
a+b
2Z
a

(x� a) dx

1CCA
2
37775

�
�
a+ b

2
� a
� a+b

2Z
a

(x� a) f 0 (x) dx�

a+b
2Z
a

(x� a) dx

a+b
2Z
a

f 0 (x) dx

� K

26664
�
a+ b

2
� a
� a+b

2Z
a

(x� a)2 dx�

0BB@
a+b
2Z
a

(x� a) dx

1CCA
2
37775

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada,

a+b
2Z
a

(x� a)2 dx = (b� a)3

24
;

a+b
2Z
a

(x� a) dx = (b� a)2

8

ve

I1 :=
b� a
2

� (b� a)
3

24
� (b� a)

4

64
=
(b� a)4

192

de¼gerleri bulunur ve bu de¼gerler kullan¬l¬rsa,

k � (b� a)
4

192
� b� a

2

a+b
2Z
a

(x� a) f 0 (x) dx� (b� a)
2

8

�
f

�
a+ b

2

�
� f (a)

�
� K � (b� a)

4

192
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eşitsizli¼gi elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler de yap¬l¬rsa,

k � (b� a)
2

96
� 1

b� a

a+b
2Z
a

(x� a) f 0 (x) dx� 1
4

�
f

�
a+ b

2

�
� f (a)

�
� K � (b� a)

2

96
(3.35)

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Benzer şekilde yukar¬daki Lemma yard¬m¬yla,

k

2664�b� a+ b2
� bZ
a+b
2

(x� b)2 dx�

0BB@
bZ

a+b
2

(x� b) dx

1CCA
23775

�
�
b� a+ b

2

� bZ
a+b
2

(x� b) f 0 (x) dx�
bZ

a+b
2

(x� b) dx
bZ

a+b
2

f 0 (x) dx

� K

2664�b� a+ b2
� bZ
a+b
2

(x� b)2 dx�

0BB@
bZ

a+b
2

(x� b) dx

1CCA
23775

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Burada,

bZ
a+b
2

(x� b)2 dx = (b� a)3

24
;

bZ
a+b
2

(x� b) dx = �(b� a)
2

8

de¼gerleri bulunur ve bu de¼gerler kullan¬larak,

k � (b� a)
4

192
� b� a

2

bZ
a+b
2

(x� b) f 0 (x) dx� (b� a)
2

8

�
f (b)� f

�
a+ b

2

��
� K � (b� a)

2

192

eşitsizli¼gi elde edilir ve gerekli sadeleştirmeler de yap¬larak,

k � (b� a)
2

96
� 1

b� a

bZ
a+b
2

(x� b) f 0 (x) dx� 1
4

�
f (b)� f

�
a+ b

2

��
� K � (b� a)

2

96
(3.36)
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elde edilir.Şimdi (3:35) ve (3:36) eşitsizlikleri toplan¬r ve (3:4) eşitli¼gi dikkate al¬n¬rsa,

k � (b� a)
2

48
� f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

� 1
4

�
2f

�
a+ b

2

�
� (f (a) + f (b))

�
� K � (b� a)

2

48

eşitsizli¼gi elde edilir ve (3:33) eşitsizli¼gi ispatlan¬r.

f : I � R ! R,
�
I üzerinde iki kez diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve [a; b] �

�
I

aral¬¼g¬nda k � f 00 (x) � K olsun. kf 00k1 <1 olmak üzere,������12
�
f

�
a+ b

2

�
+
f (a) + f (b)

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

������ � kf 00k1 � (b� a)
2

48

eşitsizli¼gi vard¬r.

f ,
�
I üzerinde iki kez diferensiyellenebilir ve bu aral¬k üzerinde konveks ise, [a; b] �

�
I

olmak üzere Bullen eşitsizli¼ginin tersi vard¬r:

0 � 1

2

�
f

�
a+ b

2

�
+
f (a) + f (b)

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � kf 00k1 �
(b� a)2

48

d¬r.

Teorem 3.5.6 : f : I � R ! R,
�
I üzerinde iki kez diferensiyellenebilir bir dönüşüm

ve 8x 2 [a; b] �
�
I için k � f 00 (x) � K olsun. Bu durumda,

B +K � (b� a)
2

12
� (b� a) f (a) + f (b)

2
�

bZ
a

f (x) dx � A+ k � (b� a)
2

12
(3.37)

eşitsizli¼gi vard¬r. Burada,

A : =
1

2

�
(b� a)

�
f 0 (b)� k

�
b� a
2

��
� (f (b)� f (a))

�
�
�
f (b)� f (a)� (b� a)

�
f 0 (a)� k

�
b�a
2

��	
f 0 (b)� f 0 (a)� k (b� a) ;

B : =
1

2

�
(b� a)

�
K

�
b� a
2

�
� f 0 (b)

�
+ (f (b)� f (a))

�
�
�
f (b)� f (a)� (b� a)

�
K
�
b�a
2

�
� f 0 (a)

�	
K (b� a)� f 0 (b) + f 0 (a)
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dir ve bu eşitlikler,

f 0 (b)� f 0 (a) 6= k (b� a)

ve

f 0 (b)� f 0 (a) 6= K (b� a)

durumlar¬nda sa¼glan¬r.

·Ispat : Lemma 3.5.1 de kullan¬lan eşitli¼gi,

I :=
1

2

bZ
a

(x� a) (b� x) f 00 (x) dx = b� a
2

(f (a) + f (b))�
bZ
a

f (x) dx

şeklinde ifade edelim. Bu eşitlik yard¬m¬yla,

1

2

bZ
a

(x� a) (b� x) (f 00 (x)� k) dx = I � k � 1
2

bZ
a

(x� a) (b� x) dx = I � k � (b� a)
2

12

ve

1

2

bZ
a

(x� a) (b� x) (K � f 00 (x)) dx = K � (b� a)
2

12
� I

oldu¼gu görülür. Sekronize olmayan dönüşümler için klasik Chebychev integral eşitsizli¼gi

yard¬m¬ile,

1

2

bZ
a

(x� a) (b� x) (f 00 (x)� k) dx

� 1

2

bZ
a

(x� a) (f 00 (x)� k) dx
bZ
a

(b� x) (f 00 (x)� k) dx

bZ
a

(f 00 (x)� k) dx

(3.38)
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ve

1

2

bZ
a

(x� a) (b� x) (K � f 00 (x)) dx

� 1

2

bZ
a

(x� a) (K � f 00 (x)) dx
bZ
a

(b� x) (K � f 00 (x)) dx

bZ
a

(K � f 00 (x)) dx

(3.39)

eşitsizlikleri yaz¬l¬r. Matematiksel hesaplarla,

bZ
a

(x� a) (f 00 (x)� k) dx = (f 0 (x)� kx) (x� a)jba �
bZ
a

(f 0 (x)� k) dx

= (f 0 (b)� kb) (b� a)�
 
f (b)� f (a)� kx

2

2

����b
a

!
= (f 0 (b)� kb) (b� a)�

�
f (b)� f (a)� k

�
b2 � a2
2

��
= (b� a)

�
f 0 (b)� kb+ ka+ b

2

�
� f (b) + f (a)

= (b� a)
�
f 0 (b)� k

�
b� a
2

��
� (f (b)� f (a))

ve
bR
a

(b� x) (f 00 (x)� k) dx = (f 0 (x)� kx) (b� x)jba �
bR
a

(f 0 (x)� k) dx

= � (f 0 (a)� ka) (b� a) + f (b)� f (a)� kb
2 � a2
2

= (b� a)
�
�f 0 (a) + ka� ka+ b

2

�
+ f (b)� f (a)

= (b� a)
�
�f 0 (a)� kb� a

2

�
+ f (b)� f (a)

= f (b)� f (a)� (b� a)
�
f 0 (a) + k

b� a
2

�
eşitlikleri elde edilir. (3:38) eşitsizli¼gi kullan¬larak,

I � k (b� a)
2

12
� 1

2

�
(b� a)

�
f 0 (b)� k

�
b� a
2

��
� (f (b)� f (a))

�

�

�
f (b)� f (a)� (b� a)

�
f 0 (a) + k

�
b� a
2

���
f 0 (b)� f 0 (a)� k (b� a)
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eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Yani,

I � k (b� a)2

12
+ A

d¬r ve bu eşitsizlik (3:37) nin sa¼g eşitsizli¼ginin ispat¬d¬r. Benzer şekilde,

bZ
a

(x� a) (K � f 00 (x)) dx = (Kb� f 0 (b)) (b� a)�K (b
2 � a2)
2

+ f (b)� f (a)

= (b� a)
�
Kb� f 0 (b) +Ka+ b

2

�
+ f (b)� f (a)

= (b� a)
�
K
b� a
2

� f 0 (b)
�
+ f (b)� f (a)

ve

bZ
a

(b� x) (K � f 00 (x)) dx = � (b� a) (Ka� f 0 (a)) +K (b
2 � a2)
2

� f (b) + f (a)

= (b� a)
�
K

�
b� a
2

�
+ f 0 (a)

�
� f (b) + f (a)

hesaplan¬r ve (3:39) eşitsizli¼gi kullan¬larak,

K (b� a)2

12
� I � 1

2

�
(b� a)

�
K

�
b� a
2

�
� f 0 (b)

�
+ f (b)� f (a)

�

�

�
(b� a)

�
K

�
b� a
2

�
� f 0 (a)

�
� f (b) + f (a)

�
K (b� a)� f 0 (b) + f 0 (a)

eşitsizli¼gi elde edilir. Yani,

I � K (b� a)2

12
+B

d¬r ve bu eşitsizlikde teoremin ifadesinin sol taraf¬n¬n ispat¬d¬r.

E¼ger f ,
�
I üzerinde iki kez diferensiyellenebilir konveks bir fonksiyon ve [a; b] �

�
I ise

f 0 (b) 6= f 0 (a) olmak üzere,

0 � f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

� 1

2

[(b� a) f 0 (b)� (f (b)� f (a))] [f (b)� f (a)� (b� a) f 0 (a)]
(b� a) (f 0 (b)� f 0 (a))

eşitsizli¼gi vard¬r.
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3.5.2. Özel Ortalamalar için Uygulamalar :

Önerme 3.5.1 : p > 1 ve 0 � a < b olsun. Bu durumda,

0 � A (ap; bp)� Lpp (a; b)

� 1

2
(b� a)2 p (p� 1) [B (p+ 1; p+ 1)]

1
p Lp�2p(p�2)

p�1
(a; b)

(3.40)

eşitsizli¼gi vard¬r.Bu eşitsizlikte B, Euler Beta fonksiyonudur.

·Ispat : [a; b] aral¬¼g¬nda f (x) := xp fonksiyonu için Teorem 3.5.3 uygulan¬rsa,

0 � A (ap; bp)� Lpp (a; b)

� 1

2
(b� a)

p+1
p [B (p+ 1; p+ 1)]

1
p

0@ bZ
a

[p (p� 1)xp�2]q dx

1A
1
q (3.41)

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Burada,

bZ
a

xpq�2qdx =
bpq�2q+1 � apq�2q+1

pq�2q+1 =
bp�q+1 � ap�q+1

p�q+1 ;

bp�q+1 � ap�q+1
p�q+1 = Lp�2p�2 (a; b) (b� a)

hesaplamalar¬ve
p� q
q

= p� 2;

p� q = p (p� 2)
p� 1

eşitlikleri için (3:41) eşitsizli¼gi,

0 � A (ap; bp)� Lpp (a; b)

� 1

2
(b� a)

p+1
p [B (p+ 1; p+ 1)]

1
p p (p� 1)L

p�q
q

p�q (a; b) (b� a)
1
q

=
1

2
(b� a)2 p (p� 1) [B (p+ 1; p+ 1)]

1
p Lp�2p(p�2)

p�1
(a; b)

şeklinde elde edilir. Böylece önerme ispatlan¬r.
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Önerme 3.5.2 : p > 1 ve 0 < a < b olsun. Bu durumda,

0 � L (a; b)�H (a; b) � (b� a)2 L (a; b)H (a; b) [B (p+ 1; p+ 1)]
1
p

L3� 3p
p+1

(a; b)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : f (x) =
1

x
fonksiyonu için Teorem 3.5.3 uygulan¬rsa,

0 � H�1 (a; b)� L�1 (a; b)

� 1

2
(b� a)

p+1
p [B (p+ 1; p+ 1)]

1
p

0@ bZ
a

2q

x3q
dx

1A
1
q

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada,

bZ
a

dx

x3q
=

x�3q+1

�3q + 1

����b
a

=
b�3q+1 � a�3q+1

�3q + 1 = L�3q�3q (a; b) (b� a)

olarak bulunur ve elde edilen denklemde yerine koyulursa,

0 � H�1 (a; b)� L�1 (a; b)

� 1

2
(b� a)

p+1
p (b� a)

1
q [B (p+ 1; p+ 1)]

1
p L�3�3q (a; b)

= (b� a)2 [B (p+ 1; p+ 1)]
1
p

L3� 3p
p+1

(a; b)

eşitszili¼gi bulunur. Böylece önerme ispatlan¬r.

Önerme 3.5.3 : p > 1 ve 0 < a < b olsun. Bu takdirde aşa¼g¬daki eşitsizlik vard¬r.

1 � I (a; b)

G (a; b)
� exp

241
2
(b� a)2 [B (p+ 1; p+ 1)]

1
p

L2� 2p
p+1

(a; b)

35
·Ispat : f (x) = � lnx konveks dönüşümü için Teorem 3.5.3 uygulan¬rsa,

0 � ln I (a; b)� lnG (a; b)

� 1

2
(b� a)

p+1
p [B (p+ 1; p+ 1)]

1
p

0@ bZ
a

dx
x2q

1A
1
q

=
1

2
(b� a)2 [B (p+ 1; p+ 1)]

1
p

L2� 2p
p+1

(a; b)
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eşitsizli¼gi elde edilir ve önerme ispatlan¬r.

Önerme 3.5.4 : p � 2 ve 0 � a < b olsun. O zaman,����A (ap; bp)� Lpp (a; b)� p (p� 1)12
(b� a)2 Lp�2p�2 (a; b)

���� � p (p� 1) (b� a)3

32
Lp�3p�3 (a; b)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : Teorem 3.5.4 de f (x) = xp, p � 2 seçilirse,

k = p (p� 1) ap�2 � f (x) � p (p� 1) bp�2 = K; x 2 [a; b]

olur. (3:32) eşitsizli¼gi uygulan¬rsa,����A (ap; bp)� Lpp (a; b)� p (b� a)12

�
bp�1 � ap�1

����� � p (p� 1)
32

(b� a)2
�
bp�2 � ap�2

�
eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizlikte,

bp�1 � ap�1 = (p� 1)Lp�2p�2 (a; b) (b� a)

ve

bp�2 � ap�2 = (p� 2)Lp�3p�3 (a; b) (b� a)

de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa önerme ispatlan¬r.

Önerme 3.5.5 : 0 < a < b olsun. Bu durumda,�����L (a; b)�H (a; b)� (b� a)26
� A (a; b)L (a; b)H (a; b)

G4 (a; b)

�����
� (b� a)3

16
� L (a; b)H (a; b) [4A

2 (a; b)�G2 (a; b)]
G6 (a; b)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : Teorem 3.5.4 de, f (x) =
1

x
seçelim. f 00 (x) 2

�
2

b3
;
2

a3

�
oldu¼gu aç¬kt¬r. Yani

k =
2

b3
ve K =

2

a3
seçebiliriz. Böylece,

����L�1 (a; b)�H�1 (a; b)� (b� a)
12

�
1

a2
� 1

b2

����� � (b� a)3

32

�
2

a3
� 2

b3

�
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eşitsizli¼gi elde edilir. Yani,�����L�1 (a; b)�H�1 (a; b)� (b� a)
2

6

a+ b

2

1

a2b2

����� � (b� a)2

16

�
(b� a) (a2 + ab+ b2)

a3b3

�
=
(b� a)3

16

(a2 + ab+ b2)

a3b3

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Bununla birlikte,

a2 + ab+ b2 = (a+ b)2 � ab = 4A2 (a; b)�G2 (a; b)

eşitli¼gi kullan¬larak,�����L�1 (a; b)�H�1 (a; b)� (b� a)
2

6

A (a; b)

G4 (a; b)

����� � (b� a)3

16

(4A2 (a; b)�G2 (a; b))
G6 (a; b)

ve buna denk olarak,

L (a; b)�H (a; b)� (b� a)
2

6
� A (a; b)L (a; b)H (a; b)

G4 (a; b)

� (b� a)3

16
� (4A

2 (a; b)�G2 (a; b))L (a; b)H (a; b)
G6 (a; b)

eşitsizli¼gi elde edilir ve bu da önermenin ispat¬d¬r.
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4. HERMITE-HADAMARDEŞ·ITS·IZL·I¼G·IN·I GEL·IŞT·IRENBEL·IRL·I EŞ·IT-

S·IZL·IKLER

Klasik Hermite-Hadamard eşitsizli¼gi, bir f : [a; b] ! R konveks fonksiyonun ortalama

de¼gerinin alt ve üst kestirimleri için,

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f (a) + f (b)

2

şeklinde ifade edilir. Bu durum,
�
a;
a+ b

2

�
ve
�
a+ b

2
; b

�
aral¬klar¬n¬n her biri için,

Hermite-Hadamard eşitsizli¼gi için kolayca gösterilebilir.

1

2

�
f

�
3a+ b

4

�
+ f

�
a+ 3b

4

��
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

� 1

2

�
f

�
a+ b

2

�
+
f (a) + f (b)

2

�
Bu eşitsizlikler için detayl¬çal¬̧smalar [1], [15] kaynaklar¬nda verilmi̧stir.

Teorem 4.1 : f , Lebesgue integrallenebilir ve (a; b) üzerinde konveks bir fonksiyon

olsun. Bu durumda her x 2 (a; b) için,

1

b� a

bZ
a

f (y) dy + ' (x)

�
x� a+ b

2

�
� f (x)

�

������ 1

b� a

bZ
a

jf (y)� f (x)j dy + j' (x)j (x� a)
2 + (b� x)2

2 (b� a)

������
eşitsizli¼gi vard¬r. Burada tüm ' : (a; b)! R fonksiyonu x 2 (a; b) için

' (x) 2
�
f
0
� (x) ; f

0
+ (x)

�
olacak şekilde herhangi bir fonksiyondur.

·Ispat : Gerçekten, 8x; y 2 (a; b) için,

f (y) � f (x) + (y � x)' (x)

eşitsizli¼gi,

f (y)� f (x)� (y � x)' (x) = jf (y)� f (x)� (y � x)' (x)j

� jjf (y)� f (x)j � jy � xj j' (x)jj
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şeklinde yaz¬labilir. Her iki taraf¬n (a; b) aral¬¼g¬üzerinden integrali al¬n¬rsa,

bZ
a

f (y) dy � (b� a) f (x) + (b� a)
�
x� a+ b

2

�
' (x)

�
bZ
a

jjf (y)� f (x)j � jy � xj j' (x)jj dy

�

������
bZ
a

jf (y)� f (x)j dy � j' (x)j
bZ
a

jy � xj dy

������
=

������
bZ
a

jf (y)� f (x)j dy � j' (x)j (x� a)
2 + (b� x)2

2

������
eşitsizli¼gini elde edilir. Bu eşitsizli¼gin her iki yan¬ (b� a) ile sadeleştirilerek teorem

ispatlan¬r.

Teorem 4.2 : f : [a; b]! R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda 8x 2 (a; b) için,

1

2

�
f (x) +

f (b) (b� x) + f (a) (x� a)
b� a

�
� 1

b� a

bZ
a

f (y) dy

� 1

2

������ 1

b� a

bZ
a

jf (x)� f (y)j dy � 1

b� a

bZ
a

jx� yj jf 0 (y)j dy

������
eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : Genellemeyi bozmaks¬z¬n f fonksiyonun sürekli oldu¼gunu kabul edelim. Burada

f fonksiyonunun aral¬¼g¬n uç noktalar¬nda sonlu limite sahip olmas¬gerekir. Bu durumda

f mutlak süreklidir ve dolay¬s¬yla bu durumu fonsiyonun türevi için de geni̧sletebiliriz.

Bu f fonksiyonu say¬labilir noktalar hariç diferensiyellenebilir oldu¼gundan diferensiyel-

lenemeyen noktalar¬n kümesini " ile tan¬mlayal¬m. Bu durumda, tüm x 2 [a; b] ve tüm

y 2 [a; b]r " için,

f (x) � f (y) + (x� y) f 0 (y)

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Bu eşitsizlik,

f (x)� f (y) + (x� y) f 0 (y) = jf (x)� f (y)� (x� y) f 0 (y)j

� jjf (x)� f (y)j � j(x� y)j jf 0 (y)jj
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eşitsizli¼gine geni̧sletilebilir. Elde edilen bu eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n y ye göre integrali

al¬n¬rsa,

(b� a) f (x)� 2
bZ
a

f (y) dy + f (b) (b� x) + f (a) (x� a)

�

������
bZ
a

jf (x)� f (y)j dy �
bZ
a

jx� yj jf 0 (y)j dy

������
veya,

f (x) +
f (b) (b� x) + f (a) (x� a)

b� a � 2

b� a

bZ
a

f (y) dy

� 1

b� a

������
bZ
a

jf (x)� f (y)j dy �
bZ
a

jx� yj jf 0 (y)j dy

������
eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizli¼gin her iki taraf¬2 ile sadeleştirildi¼ginde teorem ispat-

lan¬r.

Teorem 4.2 nin di¼ger bir durumu şu şekilde verilebilir.

Teorem 4.3 : f : [a; b] ! R, [a; b] üzerinde monoton ve (a; b) üzerinde konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda 8x 2 (a; b) için,

1

2

�
f (x) +

f (b) (b� x) + f (a) (x� a)
b� a

�
� 1

b� a

bZ
a

f (y) dy

�

������ 1

b� a

bZ
a

sgn (x� y) f (y) dy + 1

2 (b� a)

� [f (x) (a+ b� 2x) + (x� a) f (a) + (b� x) f (b)]j

eşitsizli¼gi vard¬r.
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·Ispat : f fonksiyonunun [a; b] üzerinde azalmayan oldu¼gu durumu dikkate al¬narak,

bZ
a

jf (x)� f (y)j dy =

xZ
a

jf (x)� f (y)j dy +
bZ
x

jf (x)� f (y)j dy

= (x� a) f (x)�
xZ
a

f (y) dy +

bZ
x

f (y) dy � (b� x) f (x)

= (2x� a� b) f (x)�
xZ
a

f (y) dy +

bZ
x

f (y) dy

eşitli¼gi yaz¬labilir. Teorem 4.2 nin ispat¬ndaki gibi f fonksiyonunun mutlak sürekli

oldu¼gu durumu dikkate al¬narak,

bZ
a

jx� yj jf 0 (y)j dy =

xZ
a

(x� y) f 0 (y) dy +
bZ
x

(y � x) f 0 (y) dy

= (a� x) f (a) + (b� x) f (b) +
xZ
a

f (y) dy �
bZ
x

f (y) dy

şeklinde yaz¬labilir. Buradan da,

1

2

�
f (y) +

f (b) (b� y) + f (a) (y � a)
b� a

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx

� 1

2

������ 2

b� a

24 bZ
x

f (y) dy �
xZ
a

f (y) dy

35
+
f (x) (2x� a� b)

b� a � (x� a) f (a) + (b� x) f (b)
b� a

����
şeklinde sonuçland¬r¬l¬r.

f fonksiyonunun artmayan olmas¬durumunda da benzer bir yol kullan¬l¬r.

x =
a+ b

2
için Teorem 4.3 aşa¼g¬daki eşitsizlikleri verir:

1

2

�
f

�
a+ b

2

�
+
f (a) + f (b)

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (y) dy

�

������ 1

b� a

bZ
a

sgn

�
a+ b

2
� y
�
f (y) dy +

f (a) + f (b)

4

������
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Bu durum, 8a; b 2 R, a < b olmak üzere üstel fonksiyonlar için,

1

2

�
e
a+b
2 +

ea + eb

2

�
� e

b � ea
b� a

�

������ 1

b� a

bZ
a

sgn

�
a+ b

2
� y
�
eydy +

ea + eb

4

������
8 0 < a < b için,

1

2

�p
ab+

a+ b

2

�
� b� a
ln b� ln a �

�����a+ b4 � a+ b� 2
p
ab

ln b� ln a

�����
şeklinde yaz¬l¬r.

Bu ifadeler Polya eşitsizli¼gini geni̧sleten yap¬lard¬r. Polya eşitsizli¼gi,

2

3

p
ab+

1

3

a+ b

2
>
1

2

p
ab+

a+ b� 2
p
ab

ln b� ln a

için,
2

3

p
ab+

1

3

a+ b

2
>

b� a
ln b� ln a

şeklindedir. Gerçekten, son eşitsizlik 8x > 1 için,

(x+ 1)2 lnx > 3 (x� 1)2

olarak yeniden ifade edilebilir.

Burada elde edilen eşitsizlikler ayn¬anda gözönüne al¬n¬rsa, 80 < a < b için,

p
ab <

�p
ab
�2
3

�
a+ b

2

�1
3

<
b� a

ln b� ln a <
1

e

�
bb

aa

� 1
b�a

<
2

3

p
ab+

1

3

a+ b

2

<

r
a+ b

2

p
ab

<
1

2

�
a+ b

2
+
p
ab

�
<
a+ b

2

yaz¬l¬r.
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5. HERM·ITE-HADAMARD EŞ·ITS·IZL·I¼G·IN·IN B·IR GEN·IŞLEMES·I

Dördüncü bölümde oldu¼gu gibi; Klasik Hermite-Hadamard eşitsizli¼gi, bir f : [a; b]! R

konveks fonksiyonun ortalama de¼gerinin alt ve üst kestirimleri için,

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f (x) dx � f (a) + f (b)

2

şekinde ifade edilir.

Aşa¼g¬da ispats¬z olarak verece¼gimiz ve iyi bilinen iki teorem [18] kayna¼g¬nda verilmi̧stir.

Teorem 5.1: f , Lebesgue integrallenebilir ve (a; b) üzerinde konveks bir fonksiyon

olsun. Bu durumda bütün x 2 (a; b) için,

1

b� a

bZ
a

f (y) dy + f 0+ (x)

�
x� a+ b

2

�
� f (x)

�

������ 1

b� a

bZ
a

jf (y)� f (x)j dy �
��f 0+ (x)�� (x� a)2 + (b� x)22 (b� a)

������
eşitsizli¼gi vard¬r.

Teorem 5.2 : f : [a; b]! R, [a; b] konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda 8x 2 (a; b)

için,

1

2

�
f (x) +

f (b) (b� x) + f (a) (x� a)
b� a

�
� 1

b� a

bZ
a

f (y) dy

� 1

2

������ 1

b� a

bZ
a

jf (x)� f (y)j dy � 1

b� a

bZ
a

jx� yj jf 0 (y)j dy

������
eşitsizli¼gi vard¬r.

Şimdi Teorem 5.1 ve Teorem 5.2 nin birer geni̧slemelerini ifade ve ispat edelim.
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Teorem 5.3 : f : [a; b]! R, (2n-1)-kez diferensiyellenebilir ve (2n)-konveks fonksiyon

olsun. Bu durumda 8x 2 (a; b) için,

1

b� a

bZ
a

f (y) dy � (b� a) f (x)�
2n�1X
k=1

(b� x)k+1 � (a� x)k+1

(k + 1)! (b� a) f (k) (x)

�

������ 1

b� a

bZ
a

�����f (y)� f (x)�
2n�2X
k=1

(y � x)k

k!
f (k) (x)

����� dy
�
�����f (2n�1) (x) (b� x)2n � (a� x)2n(2n)! (b� a)

�����
�����

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : Sürekli (2n)-konveks fonksiyonunun, (2n)-konveks polinomu ile ifade edilebilmesin-

den, f fonksiyonunun (2n) türevinin de (2n)-konveks polinomu ile ifade edilebilece¼gini

varsayabiliriz. Taylor formülü ile, x; y 2 [a; b], � 2 (a; b) için,

f (y) = f (x) + (y � x) f 0 (x) + (y � x)
2

2!
f 00 (x) + � � �

+
(y � x)2n�1

(2n� 1)! f
(2n�1) (x) +

(y � x)2n

2n!
f (2n) (�)

yaz¬l¬r. f , (2n)-konveks için, f (2n) (x) � 0 olur. Böylece,

f (y) � f (x) + (y � x) f 0 (x) + (y � x)
2

2!
f 00 (x)

+ � � �+(y � x)
2n�1

(2n� 1)! f
(2n�1) (x)

eşitsizli¼gi vard¬r ve

f (y)� f (x)� (y � x) f 0 (x)� (y � x)
2

2!
f 00 (x)

� � � � � (y � x)
2n�1

(2n� 1)! f
(2n�1) (x) � 0

d¬r. Yani,

f (y)� f (x)� (y � x) f 0 (x)� (y � x)
2

2!
f 00 (x)� � � � � (y � x)

2n�1

(2n� 1)! f
(2n�1) (x)

=

�����f (y)� f (x)� (y � x) f 0 (x)� (y � x)22!
f 00 (x)

� � � � �(y � x)
2n�1

(2n� 1)! f
(2n�1) (x)

�����
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yaz¬labilir. Üçgen eşitsizli¼gi kullan¬larak,

f (y)� f (x)� (y � x) f 0 (x)� (y � x)
2

2!
f 00 (x)� � � � � (y � x)

2n�1

(2n� 1)! f
(2n�1) (x)

�
�����
�����f (y)� f (x)� (y � x) f 0 (x)� (y � x)22!

f 00 (x)� � � �

�(y � x)
2n�2

(2n� 2)! f
(2n�2) (x)

������
�����(y � x)2n�1(2n� 1)! f

(2n�1) (x)

�����
�����

(5.1)

eşitsizli¼gi elde edilir. Son eşitsizli¼gin y ye göre integrali al¬n¬r ve integraller için üçgen

eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,

bZ
a

f (y) dy � (b� a) f (x)�
2n�1X
k=1

(b� x)k+1 � (a� x)k+1

(k + 1)!
f (k) (x)

�
����� bRa
�����f (y)� f (x)�

2n�2X
k=1

(y � x)k

k!
f (k) (x)

����� dy
�
�����f (2n�1) (x) (b� x)2n � (a� x)2n(2n)!

�����
�����

eşitsizli¼gi elde edilir.

Teorem 5.4 : f : [a; b]! R, (2n-1)-kez diferensiyellenebilir ve (2n)-konveks fonksiyon

olsun. Bu durumda,

f (x)� 2n

b� a

bZ
a

f (y) dy �
2n�1X
k=1

2n� k
k! (b� a)

h
(x� b)k f (k�1) (b)� (x� a)k f (k�1) (a)

i

�

������ 1

b� a

bZ
a

�����f (x)� f (y)�
2n�2X
k=1

(x� y)k

k!
f (k) (y)

����� dy
� 1

b� a

bZ
a

�����(x� y)2n�1(2n� 1)! f
(2n�1) (y)

����� dy
������

eşitsizli¼gi vard¬r.
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·Ispat : (5:1) eşitsizli¼ginin x e göre integrali al¬narak integraller için üçgen eşitsizli¼gi

kullan¬l¬rsa,

(b� a) f (y)�
bZ
a

f (x) dx�
bZ
a

2n�2X
k=1

(y � x)k

k!
f (k) (x) dx

�

������
bZ
a

�����f (y)� f (x)�
2n�2X
k=1

(y � x)k

k!
f (k) (x)

����� dx
�

bZ
a

�����(y � x)2n�1(2n� 1)! f
(2n�1) (x)

����� dx
������

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada x ve y yerine koyuldu¼gunda istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 5.1 : f : [a; b] ! R, (2n-1)-kez diferensiyellenebilir ve (2n)-konveks fonksiyon

olsun. O zaman,

1

b� a

bZ
a

f (y) dy � (b� a) f
�
a+ b

2

�
�
2n�1X
k=1

�
b� a
2

�k+1
�
�
a� b
2

�k+1
(k + 1)! (b� a) f (k)

�
a+ b

2

�

�

���������
1

b� a

bZ
a

���������f (y)� f
�
a+ b

2

�
�
2n�2X
k=1

�
y � a+ b

2

�k
k!

f (k)
�
a+ b

2

���������� dy
�
�����f (2n�1)

�
a+ b

2

�
(b� a)2n � (a� b)2n

(2n)! (b� a) 22n

�����
�����

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : Teorem 5.3 de x =
a+ b

2
koyularak ispatlan¬r.
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Sonuç 5.2 : f : [a; b] ! R, (2n-1)-kez diferensiyellenebilir ve (2n)-konveks fonksiyon

olsun. O zaman,

f (a)� 2n

b� a

bZ
a

f (y) dy �
2n�1X
k=1

2n� k
k! (b� a)

h
(a� b)k f (k�1) (b)

i

�

������ 1

b� a

bZ
a

�����f (a)� f (y)�
2n�2X
k=1

(a� y)k

k!
f (k) (y)

����� dy
� 1

b� a

bZ
a

�����(a� y)2n�1(2n� 1)! f
(2n�1) (y)

����� dy
������

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat : Teorem 5.4 de x = a koyularak ispatlan¬r.
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