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OZET

YUKSEK MERTEBEDEN DIiFERENSIYEL
DENKLEMLERIN SALINIMLILIGI

Yiiksek Lisans Tezi
Hiilya DURUR

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Danisman: Yrd. Dog¢. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

Diferensiyel denklemler {izerinde uzun yillardir ¢alisilmaktadir ve diferensiyel
denklemlerin bir¢cok bilim dalinda uygulamasi mevcuttur. Yillardir gecikmeli
diferensiyel denklemlerin ¢oziimiiniin salinimliligini inceleyen ¢ok sayida c¢alisma
yapilmistir. Bircok yazar diferensiyel denklemin ¢dziimiiniin salinimliligi konusunu
incelemistir. Bu tezin birinci bolimiinde diferensiyel denklemlerin salinimlilig ile ilgili
elde edilen sonuglardan bahsedilmistir. Ikinci boliimde diferensiyel denklemlerin
salinimliligr igin gerekli olan temel kavram ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde
salinimli katsayili yiiksek mertebeden lineer olmayan gecikmeli

[a(®(® + rOxRP] + pOF (x(T(®)) + (G (x(a (1)) = B (D)

diferensiyel denklemlerinin salinimlilik durumlari incelenmistir. Dordiincii bolimde ise
(@ +p@F (y(r®))I™ +q®h (y(e®)) =0,t 2 ty,t € R

seklindeki yliksek mertebeden lineer olmayan neutral salinimli katsayili fonksiyonel
tipli diferensiyel denklemin sinirli ¢oziimlerinin salimmliligi i¢in yeter sartlar elde
edilmistir.

2010, 29 sayfa

Anahtar Kelimeler: Diferensiyel denklemler, salimimlilik, salimmsizlik, neutral,
gecikme.



ABSTRACT

OSCILLATION OF HIGHER ORDER
DIFFERENTIAL EQUATIONS

M. Sc. Thesis
Hiilya DURUR

Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

Differential equations has been studied for a long time and its applications are
avaliable in many scientific branches. In many years there has been much research
activity concerning the oscillaton of delay differential equations. In the first chapter of
the thesis, we tread some results given for differential equations in the literature. In the
second chapter, general defination and some theorems for oscillations of delay
differential equations are given. In the third chapter, oscillation of higher order
nonlinear delay differential equations with oscillatory coefficients

[a(®x(® + rOxRP] + pOF (x(T(®)) + (G (x(a (1)) = B (D)

have been examined. In the fourth chapter, where our original results are given, the
higher order nonlinear neutral type functional differential equation

(@) +pO)f (y(x®) )™ + q®h (¥(c(1)) = 0,t > tg,t € R
is considered and sufficient conditions for oscillation of bounded solutions of this
equation are given.

2010, 29 pages

Keywords and Phrases: Differential equations, oscillation, nonoscillation, neutral,
delay.
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1. GIRIS

Diferensiyel denklemler uzun yillardir ¢alisilan bir konudur. Diferensiyel
denklemler giinliik hayatta miihendislik, fizik, kimya, biyoloji gibi bircok temel bilim
alaninda kullanilmakta ve giinliik hayatta birgok kolaylik saglamaktadir.

Ayrica diferensiyel denklemlerin vazgecilmez bilimsel Oneminde “dogada
kopukluk yoktur” yanlis varsayimlarina yer veriliyordu. Bu eski hipoteze gore fiziksel
olaylarin matematiksel modeli, siirekli degisim oranlar1 arasindaki denklemler ile ifade
ediliyordu. Bu nedenle diferensiyel denklemler, fizik bilimine 6zgii matematiksel ifade
olarak kabul ediliyordu. Fakat 20. yilizy1l baslarinda radyasyondaki quanta ile biyolojide
goriilen genetik olaylardaki gelismeler, tiim doga olaylarinin, siireklilik terimleri ile
ifade edilemeyecegini gostermistir. Eski Yunanlilara gore, doga olaylarinda goriilen
stireklilik ile kesiklilik arasindaki zitlagsma, dogadaki siirekliligin bir aldatmacasiyda.
Glinimiizde goriilen bu siireksizlik problemleri fark denklemlerden faydalanarak

¢Ozilir.

Biitin bu gelismelerin yaninda diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiiniin
salinimlilig ile ilgili son yillarda olduk¢a yogun calismalar yapilmaktadir. Diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin salimmliligiyla ilgili Myslus, Ladas, Sfikas, Hunt,
Chanturia, York, Tramov, Kaplatadze, Gyori, Zhang, Stavroulakis, Arino gibi yazarlar
caligmalar yapmislardir. Bu calismalarda yazarlar diferensiyel denklemlerin

¢oziimlerinin salinimlilik sartlarini elde etmislerdir.
1972 yilinda Myslus p, t € R olmak {izere

xX (@) +px(t—1)=0 (1.1)
diferensiyel denkleminin ¢éziimiiniin salinimlilig1 i¢in

>1
p-T>~

yeterli sartin1 elde etmistir. 1983 yilinda ise Ladas,

F(A) =1+pe™



karakteristik denkleminin reel koke sahip olmamasi durumunda (1.1) denkleminin tiim

¢ozlimlerinin salinimli olacagini ispatlamistir.

1975 yilinda Tramov, p; € (0,) ve 7; € Rt, i = 1,2,3, ..., n olmak lizere

x'(t) + z pix(t—1)=0 (1.2)
i=1

denkleminin ¢oziimlerinin salinimlilig igin gerek ve yeter sart

F(R)= 4+ ) pe” =0
i=1

karakteristik denkleminin reel koke sahip olmamasi sartin1 elde etmistir. Ayn1 sonug
1983 yilinda Ladas ve daha sonra 1984 de Hunt ve Yorke tarafindan elde edilmistir.
1989 yilinda Gydri tarafindan (1.2) denklemimin ¢ézlimiiniin salinimlilik sartlar1 biraz
daha gelistirilmistir. 1984 yilinda Ladas ve Sficas ile Hunt ve Yorke, p; € R, 7; € Rt

negatif olmayan reel sayilar ve i = 1,2,3, ..., n olmak iizere

() + Z px(t —17;) = 0 (1.3)
i=1

denkleminin ¢éziimlerinin salinimliligi igin

n

1
Zpi T, > o
i=1

kosulunu elde etmislerdir. 1979 yilinda Ladas ve Kaplatadze 1982 yilinda Chanturia

caligmalarinda
x'(t) +pt)x(t—1) =0, t=>t (1.4)

denkleminin salimmliligs igin p € [[ty, ), R*] ,7 > 0 olmak iizere

t

1
limézdinf f p(s)ds > —
t—oo - e

t

kosulunu elde etmislerdir.



2. GENEL BILGILER

Tamm 2.1.

x'(t) + f(t,x(t),x(t —11),x(t —73), .., x(t — Tn)) =0 (2.1)

gecikmeli diferensiyel denklem sistemi goz oniine alinacak olursa burada bazi £, € R

elemani ve pozitif bir m tamsayisi i¢in
f €C[[£y,®]] xR™ X R™ ... x R™,R™]
ve
7, € C[[ &y, 0], RY], i=123..n (2.2)
ile
li_r)g[t —7;(t)] = 0, i=123..n (2.3)

olmak iizere her t, = £, baslangi¢ noktasi igin t_; = t_;(t,) seklinde tanimlanirsa

t_4 = min {'Qtf{t -1 (t)}} (2.4)

1<isn (t>

dir. Goriliir ki t_q , ty noktasinda oldugu gibi diferensiyel denklemin t; gecikmelerine
baglhdir. [t_q, to] araligi (2.1) gecikmeli diferensiyel denklemi ve t, baslangig¢ noktasi
ile iliskilendirilmis baglangi¢ noktasi olarak adlandirilmistir. (2.1) gecikmeli
diferensiyel denklemi ve verilen t, > t, baslangic noktasi ile ilgili baslangig

kosulu; t_; <t < ¢t igin
x(t) = (o) (2.5)
dir. Burada
@(t):[t_1,to] = R™
baslangi¢ fonksiyonudur (Gyori, Ladas 1991).

Tamm 2.2. a) t; < t, < T olmak iizere I aralig1 [ty, T), [to, T] veya [ty, ) formunda

ise eger x:[t_q,tg] & R™ siirekli, t € I igin siirekli diferensiyellenebilir ve her t € I



icin x(t), (2.1) gecikmeli diferensiyel denklemini sagliyor ise x(t) fonksiyonuna (2.1)

denkleminin bir ¢6zliimii denir.

b) I aralig1 [ty, T), [to, T] veya [ty, ) formunda olmak tizere eger I aralig iizerinde x,
(2.1) denkleminin bir ¢oziimii ve x, (2.5) esitligini sagliyor ise x(t) fonksiyonuna I

aralig1 tizerinde (2.1) baslangi¢-deger probleminin bir ¢6ziimii denir.

c) x, eger baz1 ty = f, i¢in (2.1) denkleminin bir ¢6ziimiinii saglayan fonksiyonu ise x,

[to, ) araliginda (2.1) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

d) x, [ty, ) araliginda (2.1) denkleminin bir ¢dziimii ve (2.5) baslangi¢ fonksiyonunu
saghyor ise x fonksiyonu (2.5) ve (2.1) baslangic deger probleminin ¢6ziimiini
saglayan fonksiyondur (Gyori, Ladas 1991).

Teorem 2.1. (2.2) ve (2.3) kosullarina ek olarak tiim t > £; igin p € C[[ £y, 0], R*] .bir

fonksiyon olmak fiizere, f global Lipschitz sartini saglayan bir fonksiyon x;, y; € R™,

i=1,23..nigin

n
”f(tr X0, X1, X2, "'!xn) - f(tﬂyO' Y1, Y2, 'yn)” < P(t)zuxl - yl” (26)
i=0

olsun. O halde t, = £, igin @(t):[[t_1,ty] = R™] olmak iizere, (2.1) baslangic deger
problemi ve (2.5) denkleminin [ty, o) araligindaki ¢6ziimii kesin tektir(Gyori, Ladas
1991).

Tanim 2.3. Lineer otonom olmayan gecikmeli sistemi

£(O+po(Ox(O) + ) P x(t = 7() = 0 27)
i=0

seklinde tanimlanmak iizere burada bazi £, € R i¢in ve pozitif m tamsayisi i¢in
p; € C[[ £y, ], R™™], i=123..,n
igin,

7, € C[[ £y, o, R™™], i=123..,n



ve

lim[t — 7;(t)] = o, i=123..,n

t—o

olmak fizere t, = £, i¢in @(t): [t_1,ty] = R™ verilmis olsun. O halde (2.5) baslangig

deger probleminin [t, ) araliginda kesin tek ¢oziimii vardir.

Tamim 2.4. Lineer otonom gecikmeli sistemi

X(t) + pox(t) + Z pix(t — 7,(8)) = 0 (2.8)
i=0

seklinde tanimlanmak iizere burada i = 1,2,3,...,n igin p; ifadeleri m X m tipinde

matrisler ve t; gecikmeleri negatif olmayan reel katsayilardir. O zaman her t, € R ve
her @(t):[[t_1,to] > R™] igin (2.8) ve (2.5) baslangig deger probleminin [tg, o)
araligin da bir tek ¢oziimii vardir (Gyori, Ladas 1991).

Tanmm 2.5. (Gronwalls esitsizligi) I = [ty, T) seklinde reel sayilarin bir araligi ve

c € [0,0) ve u,v € C[I,R"] olmak iizere t € I igin
t
u(t) <c+ f v(s) u(s)ds

to

ise bu durumda

u(t) < cexp (ftv(s) ds>

to
dir (Gyori, Ladas 1991).
Tamim 2.6. (Laplace doniigiimii)

Lineer diferensiyel denklemlerin ¢éziimiinde kullanilan yontemlerden biriside integral

dontigiimiidiir. Bu integral doniistimii

B
F(s) = f K(s, O)f () dt (2.9)



seklindedir. Bu integral doniisiimii yardimiyla verilen bir f(t) fonksiyonu bir diger
F(s) fonksiyonuna doniistiiriillmektedir. F(s) fonksiyonuna f(t) nin integral doniistimii
ve K (s, t) ifadesine de integral doniisiimiin ¢ekirdegi denir. Integral déniisiimiin K (s, t)
cekirdegi degistikee integral doniisiimii degisik adlar alir. Integral déniisiimiinden
K(s,t) = exp(—st) secilirse ve integral sinirlart @ = 0 ve f = oo alinirsa bu integral

dontigiimiine Laplace doniisiimii denir.

o0

Lf(©)} = j exp(—st)f (dt = F(s)

0

denklemi ile taninan L{f(t)} veya F(s) ye f(t) fonksiyonunun Laplace doniistimii
denir. Laplace doniisiimii tanimindan da goriildigi gibi, bu doniisim genellestirilmis
integral goriiniimiindedir. Eger, (2.9) denklemiyle verilen genellestirilmis integral

yakinsak ise Laplace doniigiimii tanimlanir (Gyori, Ladas 1991).

Lemma 2.7. @) x € C[[-7,%),R] ve x(¢) nin Laplace doniisiimii olan X(s) nin
yakinsadigi apsis 0 < oo olsun. x(t — 7) nin laplace doniigiimii ayn1 yakinsanan apsise

sahiptir ve Re s > g, olacak sekilde ki tiim s ler i¢in

0

0
Llx(t—1)] = j e Stx(t—1)dt =e St X(s) + et f eStx(t)dt  (2.10)

0

olur (Gyori, Ladas 1991).

b) x € Cl[[O, ), R] ve x(t) nin Laplace doniisimi olan X(s) nin yakinsadigi apsis
0y < o olsun.x (t) nin Laplace déniisimiide aym yakimsanan apsise sahiptir ve

Re s > g olacak sekildeki tiim s ler igin

o]

L[x (0] = J e Stx (t)dt =sX(s) — x(0)

0

olur (Gyori, Ladas 1991).

Tamm 2.8. p,T €R olmak iizere x (t) + px (t — ) = 0 gecikmeli diferensiyel

denkleminin her ¢6zliimii salinimlidir ancak ve ancak

F(A)=A+pe ™ =0



karakteristik denklemi higbir reel koke sahip degildir (Ladas,Sficas, Stavroulakis 1983).
Tanmim 2.9.(Lipschitz Sart1)

y =fxy), y(xo) = yo
bir baglangi¢ deger problemi ve D bolgeside merkezi (x,, yo) noktasinda olan,

lx=xpl <a,ly=yol<a

ile tanimh dikdortgensel bir bolge olmak iizere bu bolgede tanimli baslangic deger
problemindeki f ile df /dy fonksiyonlar siirekli olsun. df /dy ifadesinin siirekli olmasi
kabulu df /dy degerinin D de smirli olmasini gerektirir. Oyleyse D deki her bir nokta
i¢in

ds

<K
d

y

olacak sekilde bir K > 0 sayis1 vardir. O halde (x, y;)ve (x, y,) noktalart D bolgesinde

iki nokta olmak iizere ortalama deger teoreminden

d
fGay) = fGey) = =6y 0n = v2)
y

olacak sekilde y; ve y, arasinda bir y* sayisinin oldugu kabul edilmek {izere, x, y* € D

oldugundan D deki (x, y;) ve (x, y,) noktalarinin her bir ¢ifti i¢in,

d
f Gy = f Gyl = |-G y))| 1y =yl (2.11)
y
< Kly: — yal

bulunur. Bu esitsizlik f fonksiyonu i¢in Lipschitz sarti olarak adlandirilir. Buna gore

varlik teoreminden z—f degerinin D de siirekli olmas1 kabulii yerine (2.11) sartinin
y

saglanmasi kabuliiniin esdeger oldugu sdylenebilir. O halde varlik teoreminin ispatinda

z—f degerinin siirekliligi hipotezi yerine Lipschitz sart1 kullamlabilir(Ozer, Eser 2002).
y



Sonug 2.1. Eger |x — x| < hisei = 1,2,3...,nigin

£ (6 v () = £, Y1) < Ky (%) = Y1 ()]
esitsizligi dogrudur (Ozer, Eser 2002).

Tamim 2.10. Bir diferensiyel denklemin herhangi bir ¢6ziimii x olmak {izere eger bu x
coziimleri keyfi sayida sifirlara sahipse bu ¢oziime salinimlidir denir. Aksi takdirde bu
¢coziimlere salinimli olmayan ¢oziimler denir. Yani x salimmli degil ise bir t; > ¢,
degeri vardir dyle ki t > tyigin x(t) # 0 dir. Diger bir deyisle belli bir degerden sonra
¢Oziim ya hep pozitiftir ya da hep negatiftir (I.Gyor1, G. Ladas 1991).

Tamim 2.11. Eger x(t),
xX@®+x(t—-t@®))=0

denkleminin [t,, ) ve [Ty, o) araliginda t, baslangi¢ noktasina goére t > t, igin
x(t) > 0ise bu x(t) ¢6ziimiine denklemin bir pozitif ¢6ziimii denir (Erbe, Kong, Zhang
1994).

Tamm 2.12.(Sup-norm) X, E (Oklid Uzay1) uzayinda tanimlanmus smirli fonksiyonlarin

bir uzay1 olmak tiizere

IfllI=supxek |f (2]

seklinde tanimlanan norma sup-norm denir (Matematik Terimleri S6zliigi 2000).



3. SALINIMLI KATSAYILI YUKSEK MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN
GECIKMELI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SALINIMLILIGI

Bu kisimda yiiksek mertebeden homojen olmayan nonlineer neutral gecikmeli
diferensiyel denklemin sinirli ¢6ziimlerinin asimtotik davranisi ve salmimliligi igin

yeter sartlar incelenecektir.

[a(t) [x(t) + r(t)x(K(t))](n_l)] +p(O)F (x(r(t))) +q(6)G (x(a(t))) =o() (3.1)
denkleminde t > t, ve n > 2 olmak {izere,

(Al) x,t,0 € C([ty, o), R) kesin artan sinirsiz fonksiyonlar1 yeterince bilyiik ¢t ler igin

o lot € C ([tg, ), R) Ve k(t), T(t), o (t) < t sartlarin1 saglar,

(A2) a € C([ty,),R™) azalmayan, p € C([ty,),R™) ve r,q € C([ty, ®),R) igin

fonksiyonlar1 salinimli,

(A3) F,G € C(R,R) azalmayan, |F(w)|=|G(u)| ve bitin u € R\{0} i¢in
uF (u),uG(u) > 0 dir.

Simdiye kadar nétral (neutral) gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinin
salmimlilik ve asimptotik davramiglari genis bir sekilde incelenmistir. r =c € R
velveya r >0 (r <0), g =0 olmas1 durumunda bu tip denklemlerin ¢6ziimlerinin
salinimlinimliligy ile ilgili olarak 1999 da Agarwal ve Grace, 1991 ve 1995 de Bainov
ve Mishev, 1991 de Gyori ve Ladas, 1987 de Ladde, Lakshmikantham ve Zhang, 1995
de Li ve Quan, 2003 de Parhi ve Rath, 1993 de Zafer ve Dahiya bir ¢ok sonug elde
etmislerdir. r nin salinimli olmas1 durumunda, 2004 de Bolat ve Akin, 2003 de Parhi ve
Rath, 2008 de Zhou ve Yu calismalarinda bu denklemin ¢éziimlerinin salinimliligi ile
ilgili olarak bazi sonuglar elde etmislerdir. 2009 da Karpuz, Ocalan ve Yildiz

caligmalarinda bu sonuglar1 gelistirmislerdir.
t >ty icin &(t): = min{k(t),t(t),o(t)} ve t_1:= 8(ty) olsun. (3.1) in bir ¢oziimii
x € C([t_1,),R) olmak iizere x(t) + r(t)x(x(t)), n — 1 kez diferensiyellenebilir ve

biitin t > t, igin a(t)[x(t)+r(t)x(ic(t))](n_1) diferensiyellenebilir ve (3.1)

denklemini saglasin.



Genel olarak (3.1) denkleminin bir ¢6ziimii er gec sabit isaretli ise salinimli

degildir aksi takdirde ¢6ziim salinimlidir denir.

3.1. (3.1) DENKLEMININ COZUMLERININ SALINIMLILIGI iCiN YETER
SARTLAR

Kolaylik olmasi agisindan P fonksiyonu t > §~1(t,) icin
P(®):=p(t) + [07 (z()]q (a7 (z(1)))
seklinde tanimlansin.

Asagidaki sartlar altinda (3.1) denkleminin ¢6ziimlerinin salinimliligi i¢in 2009 da

Karpuz, Ocalan ve Yildiz’in ¢alismalarinda elde ettigi sonuglari verilecektir.
(H1) Yeterince biiyiik tiim t ler i¢in P(t) = 0 (# 0) saglanir.

(H2) A ve A negatif olmayan iki sabit olmak iizere A + A < 1 ve bdylece yeterince

biiytik ¢ ler icin —A < r(t) < A saglanir.

®_n-2 v <
(H3) |f v /Cl(v) fa—l(.[(v)) q(u)du dv| < o Saglanlr.
(H4) foo v 1P(v)/a(v)dv = o saglanir.

(H5) Bir ® € C®~D([ty,),R) fonksiyonu var dyle ki a®® ™D e CW([ty, ), R),
[a0® D] = @ ve lim,_,., ®(t) var ve sonludur.
Teorem 3.1.1. Kabul edelim ki (A{)-(A3), (Hq)-(Hs) saglansin. O zaman (3.1)

denkleminin sinirli her ¢oziimii salimmlidir ya da ¢ = oo iken sifira yaklasir (Karpuz,

Ocalan, Yildiz, 2009).

Ispat. Kabul edelim ki x, (3.1)’in saliimli olmayan sinirl1 bir ¢dziimii olsun. Ayrica,

farz edelim ki x, t = oo iken sifira yaklasmasin. Boylece

t—oo

iken «a bir pozitif sabittir.
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Genelligi bozmaksizin x’in er ge¢ pozitif oldugu kabul edilir (x er ge¢ negatif

oldugu zamanda ispat benzerdir), boylece bu durum atlanabilir. Bu yiizden bir
t; =ty vardir 6yle Ki biitiin t > t; i¢in x(&(t)) > 0 saglanir. t > t; i¢in,
Ve ()1 = x(t) +r(t)x(k(t)) (3.2)

ve

0 9
-9 n—2
2,(6) = v, () — (t(n_)z)! . j 4G (x(o(w)) dud ¥ = d(t) (3.3)

7))
seklinde tanimlansin.

Kolayca gorebiliriz ki y, ve z,, (H2),(H3),(H5) ve x’in sinirliligindan dolay1 sinirlidir.
O zaman (3.1),(3.2),(3.3) ve (H5) den baz1 yeterince bliyiik t, = t; igin tiim t > t, igin

Leibniz formiiliinden

b
0(® = | fExdx

: b o
o0 = [ SfExdx+ £

t—-v)" 2 1
n—=2)! a(v)

Ft,v) = J.-.... d06GE@)w

o® = | f @
t
elde edilir. Buradan

[0z ©)][a@y P ©]+a@cE(e@)-o " x@)al ENEEEE)- o)

<-Pt)F(x®)) <0

elde edilir.
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Boylece azin_l) ya er ge¢ negatif ya da er geg¢ pozitif olur ve boylece a negatif

olmadigi i¢in P (k)

» ya er ge¢ negatif ya da er ge¢ pozitif olur. Bu gosterir ki z,

kesin monoton ve k = 0,1, ...,n — 2, i¢in er geg sabit isaretlidir. Bu yiizden

B: = lim, (¢)

(0¢]

var ve bir sonlu sabittir. x’in siirliligi ve (H3),(H5),(3.3) den

iken

elde edilir.

Kolayca gorebiliriz ki [Zafer, Dahiya 1993; Teorem 1] in ispatindan

li{ninf x(t) = 0 olur ki burada a azalmayan dogal say1 ve (H4) sarti gereklidir. O

zaman herhangi bir artan 1raksak {C,} n €N dizisi i¢in

mik(¢,) =0

li
n—->oo
saglanir.

{€,} neN, limi_, x(§,) = a saglayan iraksak artan bir dizi olsun. x sinirh

oldugundan lim,, ., x(k(&,)) limitinin varlig1 kabul edilir. Boylece,

limy, o, x(k(&,))<sa

dogrudur. O zaman (H2),(4) ve a > 0 ile birlikte
B +vy =1lim#%_, y(&,) =limi_, x(&,) — Alimi ., x(k(&,)) = (1 —Da (3.5

sonucu ¢ikarilir. Boylece
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0=2[1-A+MD]a>0
dogrulugu goriiliir. Bu bir ¢eliskidir ve boylece ispat tamamlanir.

3.2. (3.1) DENKLEMININ COZUMLERININ SALINIMLILIGI iLE iLGILi
UYGULAMALAR

Ornek 3.1.1. t > 5 i¢in asagidaki neutral gecikmeli denklemi diisiinelim.

[H—l [x(t) + Gsin(®) +DxG )] ] Sl (e/3)? - =2 [x(Y/, ) = O (36)

Aciktirkiu € Rvet = 5i¢inn =4, a(t) = ,1r(t) = sm(t) + k() =t/2,

(t+1)

sin (t)

p(®) =1/t* , t(t) =t/3,G(w) =u3,q(t) = — o(t) == F(u) =u3 ve

sm(t) 2sin (2t/3)

(362t/3)

o(t) = olur. Bu durumda ¢ > Sicin 2 = 1/g, 4 = 5/g, A(t) = %4 _

elde edilir ve t » o iken

[ —22W+1) [ si
CD(t)=j( )219( al )jSlzgu)dudﬁao

elde edilir.

Yukaridaki denklem hesaplanirsa

9
f1928+1 —sin(u)d 49 = — 459COS( /3)+635m( /3)+71cos(5) 13 sin(5)
9 ST TR A 8 % 4 & 4 e

5 219/3
ve

° 9+1(1 2sin(3t/3)

f R ki SIELY R

5 9 |\ o* 3e”/3
elde edilir.
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Boylece Teorem 3.1.1. in biitiin sartlar1 saglandigindan (3.6) denkleminin her sinirh

¢oziimii salimmlidir ya da t — oo iken sifira yaklasir (Karpuz, Ocalan ve Yildiz 2009).
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4. SALINIMLI KATSAYILI YUKSEK MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN
NEUTRAL FONKSIiYONEL TiPLIi DIFERENSIYEL DENKLEMIN
COZUMLERININ SALINIMLILIK DAVRANISI

Bu boélimde (4.1) formunun salimmlilik katsayilar1 ile ¢ok genel yiiksek
mertebeden lineer olmayan neutral tipli fonksiyonel diferensiyel denklemin

¢coziimlerinin salinimliligini ilgilenecegiz.

(@ +p@f (y(x®)))® + q@h (y(e(®)) =0,t = tg,t € R (4.1)

ki burada p € C([ty,),R) salimmh ve limig,, p(t) =0, q € C([ty, ),RT),
7(t),0(t) € C([tg,),R) , T(t), o(t) < t ve lim;_,, a(t) =, f,h € C(R,R) dir. f

ve h azalmayan fonksiyonlar ve tiim u # 0 i¢in uf (u) > 0 ve uh(u) > 0 dir.

Bir diferensiyel denklemin y(t) ¢6ziimii ne pozitif ne de negatif oluyorsa bu ¢oziime
salimimlidir denir. Eger bir diferensiyel denklemin tiim ¢ozlimleri salinimli ise o
diferensiyel denklem salinimlidir denir. Aksi takdirde salinimli degildir. Bu yayinda y

¢ozlimlerinin gercek degerlerine dikkat edilir.

Kolaylik olmasi i¢in z(t) fonksiyonunu

2(6) = y(&) + pOf (y(z(®))) (42)
seklinde tanimlayalim.

Lemma 4.1 y(t), R* da sabit isaretli n defa diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun,
y™(t) de herhangi bir [t,, ) aralifinda, sabit isaretli ve sifir degilse, eger

y'(@®)y@) <0 (4-3)
ise,

(i) Bir t, >t; sayis1 vardir dyle ki y9(t), j =1,2,..,n— 1 fonksiyonlari [t,,©)

araliginda sabit isaretlidir.

(i) n ¢ift oldugu zaman bir k € {1,3,5, ..., n — 1} sayis1 var ya da n tek oldugu zaman
bir k € {0,2,4, ..., n — 1} say1s1 vardir dyle ki

yOyP®) >0,  t>t,,j=01,..k (4.4)
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(_1)n+j—1y(t)y(i)(t) >0, t> tz,j =k+1,..,n

dir.
(iii) [y (D] = % ly=D 2 | (4.5)
(iv) Ya
sign y(s) = sign li_r)gloy(f) (v), s>t j=012,..,q

%i_)rgy(f) ®=0 j=qg+1,...n—1 (4.6)

Eger,
y(s) lim y® (¢) > 0
ise
q==k
dir. Eger,
k > 0velim, ,y® () =0
ise
q=k—-1
dir. Yada
k = 0 velim ., y® (t) = lim,,.,, y(t) =0

ise

%i_)myf(t)=0, j=01,..,n—1
dir (Ladde, Laksmikantham, Zhang 1987).
Ispat. y™(t)y(t) < 0 dan

genelligi bozmaksizin t > t; > T igin y™(t) < 0 ve y(t) > 0olsun. O zaman, t > t;
i¢in y™=D(t) artmayan fonksiyon ve yeterince biiyiik T ler igin herhangi bir (T, )
araliginda sabit degildir. Tam olarak asagidaki ifadenin dogrulugunu gosterir.

(a;) y@ D) >0,t >t

dir.

16



(b1) yo D) <0,t =T =t
dir.

(by) den y(t) > 0 ve y™(t) < 0 dir. Buradan bir TV, > T,Sl_)l sayis1 vardir oyle ki

n—-2 =
t > T, icin
y=2()<0

dir. Benzer sekilde TZTn(i)3 >7h > e, igin - y@=I(t) olur ve bdylece

n—-2 =
t > T =T igin

y() <0
olur buday(t) > 0 ile gelisir. t = t; oldugu i¢in

y(t) >0

dir. O halde (a;) saglamir. t > t; icin y™ 2 artan ve konkavdir. Béylece asagidaki
ifadelerin dogrulugu miimkiindiir.

(az) yo () 20,t 2T, = ¢
(b2) yo D) <0, t=t
dir. (ag) ve (ag) den t = TZ, = T, igin

y®=3)(t) > 0
olur. Aym sekilde t = T2, > T?), > -+, igin

yH () >0
ve bu sekilde devam ederek t > TO(Z) = T1(2) i¢in

y() >0

olur. Béylece y¥(t) (j = 1,..,n — 1) fonksiyonlar1 yeterince biiyiik t ler igin sabit
isaretlidir.

Eger (b,) saglanirsa t > t; icin y(®3) azalan ve konvekstir. Bu durumda asagidaki
ifadeler dogrudur.

(a3) y®=3(t) > 0,t > t,

dir.
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(bs) vy D) <0,t =T, = ¢
dir.

Bu sekilde tekrar ederek ve yeterince bilyiik t ler icin y¥(t) (j=1,..,n—1)
fonksiyonlarinin sabit isaretli oldugu goriiliir.

Boylece (i) ve (ii) nin ispat1 tamamlanir.

Simdi (4.5)’in sagladigini gosterelim. Genelligi bozmaksizin

y(t)=0
olsun.

(4.4) ve y(t) = 0 dan

YD = 0 D) | YDy

t
2t
> f y@D(r)dr > ty®=D(2t)
t

elde edilir.

Bu esitsizlik integre edilirse
0 2t
y=I () = — f y2(n)dr = f ty™ D (2n)dr =ty (4t)
t t

bulunur. Boylece
y R0 z ey
dir.

y* =D (t) > 0 igin son esitsizlikten

t
yED@) = y*D(te) + | yP ()dr
to

t
> f (T _ to)n—k—l y(n—l)(zn—k—lT)dT
to

t —ty )"k
2( 0)

(n—-1) 2n—k—1t
v ( )

elde edilir.
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Boylece (k — 1) defa integral aldiktan sonra (4.3) esitsizligi bulunur.
Simdi Lemma 4.1 in son boliimiiniin ispatin1 verelim. (ii) den
iy (6) > 0
olurvek >0isej =0,1,2, ...,k — 1i¢in
P—E?o y(f)(t) >0
elde edilir. Ayrica (ii) den lim,_,., y**D(t) < 0 oldugu goriiliir. Kabul edelim Ki
limy®+D (1) = ~a? (a # 0)

olsun. O halde yeterince biiyiik t > t, igin Yy (t) < 0 dir ki bu da bir geliskidir. t > t,
ise

y® () <0
dir. Boylece
im0 =
olur. Ayrica (ii) den
im0 2 0
dir.
lim,_,., y*+2(t) =a?, (a # 0)
olsun. O halde integral alinarak yeterince biiyiik t > t, i¢in
y*&+D(t) > 0
olur. Bu da bir ¢eliskidir. t > t, ise
y*ED(@) <0
dir. Boylece
im0 = 0
elde edilir. Ayni sekilde
iy DO =limy 0@ = =l D) =0

olur. Boylece ispat tamamlanir.
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Lemma 4.2. y(t) pozitif ve R* da n kez diferensiyellenebilir ve her t > t,, i¢in
lim, . y(t) # 0 ve y* "D ()y™(t) < 0

olsun. Her 4, 0 < 1 < 1 ve yeterince biiyiik t ler i¢in

y(®) 2 ot YO0

dir.

4.1. (4.1) DENKLEMININ COZUMLERININ SALINIMLILIGI iCiN YETER
SARTLAR

Teorem 4.3.1. Kabul edelim Ki n ¢ift olsun.

(Cy) Bir H: R = R fonksiyonu var 6yle ki H siirekli ve azalmayan fonksiyonu u, v > 0
i¢in

—H(—uv) = H(uv) = KH(uw)H (v)
esitsizligini saglar. Burada K bir pozitif sabit ve

H(u)
u

|h(uw)| = |H@)|, >y>0veu+#0icin H(u) >0
dir.

(C) limp(t) =0

€ [ s asis =

w' () + q(O)KyH (% — (;f—?l)n_l) w(o(®) =0 4.7)

birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemin her sinirlt ¢éziimii salinimli ise

(4.1) denkleminin her sinirh ¢6ziimii ya salinimhidir ya da t — oo iken sifira yaklagir.
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Ispat. Kabul edelim ki (4.1) denklemi salinimli olmayan sinirl1 bir ¢dziimii y olsun.
Genelligi bozmaksizin y, er geg¢ pozitif olsun. (y, er ge¢ negatif oldugu zamanda ispat

benzerdir). Yani t > t; > t; igin
y() >0, y(z(t)) > 0vey(a(t)) >0
dir. Ayrica kabul edelim ki t — oo iken y sifira yaklagsmasin. (4.1) ve (4.2) den

zMW(t) = —q(t)h (y(a(t))) <0,t>t (4.8)

elde edilir. Buradan z(“)(t) (e =0,1,2,...,n—1) kesin monoton ve er ge¢ sabit

isaretlidir. Ciinkii y siirli ve t — oo iken sifira yaklasmadigindan, (C,) den
lim p(&)f (y(v(D))) = 0
dir. Bu durumda bir ¢, > t; vardir 6yle ki her t > t, i¢in

z(t) =y®) +pOf (¥ (()) >0

dir ve aym zamanda yeterince biyik t > t, i¢in z(t) sinirhdir. Cinki n gift ve
zM(t) < 0 oldugundan ve (n + 1) tek ve [ = 1 igin Lemma 4.1 den z(t) > 0 sirlidir.

Aksi takdirde z(t) siirh olamaz. Bir t3 > t, vardir 6yle ki t > t3 igin
D1z >0, (k=012,..,n—1) (4.9)
dir.

Ozellikle t > t5 igin z () > 0 oldugundan z artandir. y siurli oldugundan (C,) den
lim p(0)f (y(x())) = 0

dir. Bu durumda (4.2) den bir t, > t3 vardir 6yle ki t > t, icin

y(©) = 200~ pOf (Y () 2 5 2(0) > 0

dir. Bir t5 > t, vardir 6yle ki t > t5 i¢in

y(a(t)) > %Z(O’(t)) >0 (4.10)
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elde edilir. (4.4) ve (4.6) dan t > ts icin

1
zM () + q(t)h (zz(a(t))> <0 (4.11)
bulunur. t > t; i¢in z tanimli oldugundan Lemma 4.2 direk uygulandiginda t > t, i¢in
z™ () <0
dir. Dolayisiyla Lemma 4.2 den
1 1 (a®O\" ' o _
y(6®) 2575(55) 2 P(e®), t=2 (4.12)

olur. (Cy) ve (4.6) kullanilarak, t > t; > ts igin

h(y(a(®))) = Hy(a(©)))

MGt (53) 2 (e0))

= 12 -1

> K (225 (29) ) hEe (oo

2 (n—-1)!

1 1 ® n—1 B
= KyH (E(n—l)! (anl) )Z(n 1)(0(0)

bulunur. Dolayisiyla (4.4) den ve yukaridaki esitsizlikten,

n—1
2™ (1) + q(O)KyH (% T _1 D1 @2) )z“‘”a(t) <0

dir. Burada z* =V (t) = w(t) alinirsa

, 1 1 [(o@®)\""
w (t) +q(t)KyH 2= D <2n_1> w(o(t)) <0

birinci mertebeden diferensiyel denkleminin « (t) = z®~D(¢t) ¢6ziimii pozitif

oldugundan

w'(t)+q(t)i<yﬂ<l ! (U(t)

n—1
2(n—1)! 2n—1> )W(U(t)) =0, t=>t;=>t¢
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diferensiyel denklemi de er geg bir pozitif ¢oziime sahiptir. Bu ise (4.1) denkleminin

¢Oziimiiniin salinimli olmasi ile ¢eligir. Bu da ispat: tamamlar.

Sonuc 4.3.1 Eger

I 'ffH()H1 IO ds > 413
e N VGV 57 eKy (4.13)

ise 0 zaman (4.1) denkleminin her sinirli ¢éziimii ya salinimli ya da t — oo iken sifira

yaklagir.

p(t) = 0 ve n = 2 oldugu zaman Sonug 4.3.1 den eger

lim inf - H ! d !
lim in o q(s) (Za(s)> S>e_Ky
ise
y'(6) + qOh (y(o(1)) = 0,t > t (4.14)

denkleminin sinirlt her ¢oziimii salinimlidir ya da t — oo iken sifira gider.

Teorem 4.3.2 Kabul edelim ki n tek olsun ve (C,), (C3) saglansin. O zaman (4.1)

denkleminin her sinirli ¢6ziimii ya salinimhidir ya da ¢ — oo iken sifira gider.

Ispat. Kabul edelim ki (4.1) denkleminin salinimli olmayan sinirli bir ¢dziimii y olsun.
Genelligi kaybetmeksizin y er geg pozitif olsun (y er ge¢ negatif oldugu zamanda ispat

benzerdir ). Yani t > t; > t; igin

y(t) > 0,y(z(t)) >0vey(a(t)) >0

dir. Ayrica t — oo iken y(t) sifira gitmesin. (4.1) ve (4.2) den t > t; icin

2 =~k (y(o(®)) < 0 (4.15)

elde edilir. Yani,
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zZMW() <0
dir. Buradan Z(“)(t), (a =0,1,2,...,n — 1) kesin monoton ve er geg sabit isaretlidir.
Amp() =0
oldugundan bir t, > t; vardir dyle ki t > t, i¢in
z(t) >0

olur. y sinirli oldugundan (C;) ve (4.2) den bir t3 > t, vardir 6yle ki t > t3 icin
z smiurhidir. n tek ve z siirli oldugundan ve Lemma 4.1 den | = 0 igin (aksi halde z

sinirli olamaz ) bir t, > t3 vardir ve t > t, i¢in
(-Dkz®@®) >0 (k=0,12,..,n—1)

elde edilir. Ozellikle, t > t, icin z' (t) <0 oldugundan z(t) azalandir. z(t) sinirh

oldugundan
lim;,,z(t) =L (—0o <L <)

olur. Farz edelim ki 0 < L < oo olsun. O zaman bir ¢ > 0 sabiti ve t5 > t, olacak

sekilde bir t5 vardir 6yle kit > t5 igin
z(t) > ¢ >0
dir. y(t) smirli oldugu igin (C;) den
lim p(&)f (y(v(D))) = 0
dir. Sonug olarak bir ¢c; > 0 sabiti ve t; = ts vardir 6yle ki t > tg igin

y(®) = 2(6) = p®Of (¥(x(®)) > ¢, > 0
dir. O halde bir t; > tg vardir 6yle ki t > t; i¢in
y(a(t)) >c; >0

dir. (4.15) den
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zM(t) < —q()h(cy), (t = t7)

elde edilir.

Eger (4.16) nin her tarafi t" ! ile ¢arpilip ve t; den t — 1 e integre edilirse o zaman

t—1
F(t) — F(t;) < —h(cl)f q(s)s"1ds

bulunur. Burada

n—1

F(t) = f 2 (=17 t 1z =Dt +y),
y=

dir.t >t,vek=012,..,n—1i¢in
(—Dkz® @) >0

oldugundan t > t; i¢in F(t) > 0 dir. (4.17) den

t—1
“F(t;) < —h(c) j a(s)s™ ds

elde edilir. (C3) den t — o iken

t—1

—F(t7) < —h(c1) q(s)s"lds = —o

t7
elde edilir. Bu bir ¢eligkidir. O halde
L>0
olamaz. Sonug olarak L = 0 durumu miimkiindir. Yani,

limz(t) =0

t—o0

dir. y(t) sinirhi oldugundan (C,) ve (4.2) den

lim y(6) = lim 2(¢) - lim p(O)f (¥(z(8)) ) = 0

elde edilir.
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Simdi t = t; i¢in y(t) < 0 durumunu goéz oniine alalim. (4.1) ve (4.2) den
zMW(t) = —q(Oh(Y(a(8))) 2 0,(t = t;)

dir. Yani,

z™W(@) =0
dir. Buradan Z(“)(t) , (@ =0,1,2,...,n — 1) kesin monoton ve er ge¢ sabit isaretlidir.

lim p(t) = 0
oldugundan bir t, > t; vardir 6yle ki t > ¢, i¢in

z(t) <0

dir. y(t) sinirli oldugu igin (C;) ve (4.2) den bir t3 > t, vardir 6yle ki t > t3 i¢in z(t)

siirlidir. Kabul edelim Ki
x(t) = —z(t)
olsun. O zaman
x(")(t) = —Z(")(t)
dir. Boylece t > t3 icin
x(t) > 0 ve x™M(£)<0

dir. Bu durumda x(t) nin siirli oldugu goriiliir. n tek ve x siirli oldugundan,
Lemma 4.1 den [ = 0 i¢in (aksi halde x smirl degildir) bir t, > t3 vardir oyle ki

k=012,..,n—1vet > t,igin

—D*x® @) >0
dir.
Yani k =0,1,2,...,n—1 vet = t, i¢in

(—Dkz® (@) <0
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dir. Ozellikle ¢ > t, igin,
z(t) >0
olur. Boylece z(t) artandir.
lim,,,z(t)=L,(—o <L<0)
olsun. y(t) > 0 n ispatindaki gibi
L=0
oldugunu gosterebiliriz. Bundan sonrasi i¢in y(t) > 0 durumunda ispat benzerdir. Yani
limy(t) =0
dir.

Bu ise kabuliimiiz ile ¢elisir. Boylece ispat tamamlanir.

ORNEK 4.1.

t €))
y(t — 2)] + t—2y3(t -3)=0 (4.18)

o+ (-

t
diferensiyel denkleminde n = 4, t(t) =t — 2, p(t) = (— %) ,q(t) = tlz,a(t) =t—3,
h(y) = y3 dir. H(u) = u almirsa

t—1
o [ 111 5-3
e s2231% 23
t—3

1
3ds>—
)Se

dir. Bu durumda Teorem 4.3.1’in biitiin sartlar1 saglanir. O halde (4.18)’in her sinirh

¢Ozlimii ya salinimlidir ya da t — oo da sifira yaklagir.

ORNEK 4.2.

[y(t) + e 5 [y2(t — 5) + 2y(t — 5)]]3 +t2y2(t—3)=0t>t, (4.19)
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diferensiyel denkleminde n = 3,q(t) = t?,0(t) =t —3,7(t) =t =5, p(t) = et

f(y) = y? =2y, h(y) = y? dir. Boylece

lim, o p(t) = lim,_, eS% =0,
ve

7 s = [ shds =
elde edilir.

Teorem 4.3.2’nin (C;) ve (C3) sartlart saglandigindan (4.19)’un her sinirli ¢oziimii ya

salinimlidir ya da t — oo iken sifira yaklasir.
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