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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
ZAYIF ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Elvan CEYLAN

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Haziran 2010

Danigman: Prof. Dr. Fatih NURAY

Istatistiksel yakinsaklik son yillarda cok 6nem kazanmis ve bu alanda pek cok makale
yaymlanmistir. Zayif yakinsaklik fonksiyonel analizin ¢énemli konularindandir. Zayif
istatistiksel yakinsakligin tanimlanmasiyla literatiirde 6énemli bir bosluk doldurulmus
olacaktir. Bu tez ¢aligmasinda, normlu uzaylarda dizilerin zayif istatistiksel yakinsakligi
incelenmigtir. Zayif istatistiksel yakinsakligin, zayif yakinsakligin bir genellemesi oldugu
gosterilmigtir. Ayrica bugiine kadar tanimlanmamis olan zayif lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavrami tanitilmis ve incelenmistir.

2010, 43 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik, hemen hemen yakinsaklik, lacunary
dizisi, zayif yakinsaklik, zayif istatistiksel yakinsaklik.
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ABSTRACT

M.Sc Thesis

WEAK STATISTICAL CONVERGENCE

Elvan CEYLAN

Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
June 2010

Supervisor: Prof. Dr. Fatih NURAY

Recently, statistical convergence has become an active area of research and many articles
were published in this area. Weak convergence is an important subject of functional
analysis. After weak convergence was defined, a big gap in the literature was filled. In
this thesis, weak statistical convergence of sequences in normed spaces was investigated.
It was shown that weak statistical convergence is a generalization of the usual notion
of weak convergence. Also we have introduced and examined a new concept of weak
lacunary statistical convergence.

2010, 43 Pages

Key Words: Statistical convergence, almost convergence, lacunary sequence,weak con-
vergence,weak statistical convergence.
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SIMGELER DIZINI

| K| : K, kiimesinin eleman sayisi

I(K) : K kiimesinin yogunlugu

(k) : dizi

(xg,) : alt dizi

|| : (xy) dizisinin mutlak degeri

||zk]] : () dizisinin normu

L Lineer uzay

F Cisim

N Normlu uzay

B : Banach uzay1

H : Hilbert uzay1

(X,d) : Metrik uzay

(X,<,>) : I¢ carpim uzay

loo Tiim smirh diziler kiimesi

c Tiim yakinsak diziler kiimesi

Co 0 a yakinsayan diziler kiimesi

L : Z |zx|P < 00 o0.ii. tiim (z,,) diziler kiimesi
k=1

spanA : A kiimesinin gereni

st . Istatistiksek yakisaklik

w — st . Zayif istatistiksel yakinsaklik

w : Zayif yakinsaklik

S_'g) : Lacunary istatistiksel yakinsaklik

VV_S@) . Zayif Lacunary istatistiksel yakinsaklik

X : X uzaymn duali

boy X : X uzaymin boyutu

w : Kuvvetli toplanabilir diziler uzay:

AC : Hemen hemen yakinsak diziler kiimesi

WAC . Zayif hemen hemen yakinsak diziler kiimesi

[AC] : Kuvvetli hemen hemen yakinsak diziler kiimesi

(WAC) : Zayif kuvvetli hemen hemen yakinsak diziler kiimesi



1 GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik kavrami toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde ¢nemli
bir yer tutmaktadir. 1951’de Steinhaus ve Fast’in reel say1 dizilerinin istatistiksel yakin-
sakligin1 tanimlamasindan bu yana bu kavramin uygulamalar1 ve birgok genellegtirmesi
Salat (1980), J.A.Fridy (1985), J.A.Fridy ve M.K.Khan (1998), H.I.Miller (1995), F.Nuray
ve W.H.Ruckle (2000) tarafindan caligilmistir. Istatistiksel yakisaklik taniminin ve-
rilmesinden bu yana elli y1l gegmis olmasina ragmen bu kavram son yillarda aragtirma
alaninda etkin olmugtur. Bu kavrama say1 teorisi (Erdos and Tenenbaum, 1989),
olgii teorisi (Miller, 1995), trigonometrik seriler (Zygmund, 1979), toplanabilme teorisi
(Freedman and Sember, 1981), yerel yakinsak uzaylar (Maddox, 1988), giiclii integ-
ral toplanabilme caligmasi (Connor and Swardson, 1993), turnpike teorisi (Makarov,
Levin and Rubinov, 1995; Pehlivan and Mamedov, 2000) ve Banach uzaylar (Connor,
Ganichev and Kadets, 2000) gibi cesitli alanlarda bagvurulmaktadir.

K kiimesi N pozitif tamsayilarin bir alt kiimesi olsun. K,, {k € K : k < n} kiime-
siyle tammlansin. |K,|, K, kiimesinin elemanlarimin sayisim gostersin. K kiimesinin
dogal yogunlugu § (K) = lim n~! |K,| seklindedir (Niven and Zuckerman, 1980). Eger

d(K) =1 ise K istatistiksel yogundur denir (Burgin and Duman). {3k:k=1,2,...}
kiimesi istatistiksel yogun degil iken {k € N : k # m? m = 1,2,...} kiimesi istatistiksel
yogundur. Eger bir dizinin elemanlarinin biitiin indekslerinin kiimesi istatistiksel yogun
ise bu dizinin bir alt dizisi de istatistiksel yogundur denilir (Burgin and Duman).Eger
Ve > 0i¢in K. = {k € N: |z, — L| > ¢} kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise (zj) dizisi
(reel veya kompleks) L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st —lim x, = L seklinde
gosterilir.

Reel degerli diziler igin istatistiksel yakinsak diziler ¢cogu kez yakinsak dizilerin aligilmig
niteliklerinin istatistiksel benzerliklerini saglar. Ornegin, istatistiksel yakinsak diziler
istatistiksel simirhidir; bir dizinin istatistiksel yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart
onun istatistiksel Cauchy olmasidir,vs.(Fast, 1951)

x = (xy) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir kiime hari¢ diger biitiin &’lar igin bir P
ozelligini sagliyorsa, (xy) dizisi hemen hemen her k i¢in P 6zelligini saghyor denir ve
h.h.k seklinde gosterilir (Fridy, 1985).

Fridy (1985) istatistiksel Cauchy dizisi kavramim agagidaki sekilde tanimlamigtir.



x = () bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in

1
lim —{k <n:l|zy—an| >} =0
n—oon,
olacak gekilde veya h.h.k igin |z, — 2n| < € olacak gekilde bir N = N (¢) sayis1 varsa
x = (xy) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Fridy (1985), bir say1 dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart o
dizinin istatistiksel Cauchy olmasidir ifadesini ispatladi. Skaler dizilerin yerine bir
Banach uzaymdan alinan biitiin diziler i¢in bu ifadenin dogru oldugu Kolk (1991)
tarafindan gosterildi.

Fridy ve Orhan (1997) istatistiksel simirli diziyi asagidaki sekilde tamimladilar. h.h.k
icin |zx| < B veya 0 {k : |z;| > B} = 0 olacak sekilde bir B sayisi varsa © = (xy) say1
dizisi istatistiksel sinirlidir denir.

Yine istatistiksel liminf ve limsup kavramlari Fridy ve Orhan (1997) tarafindan tanim-
landa.

Maddox (1988), istatistiksel yakinsaklik kavramini keyfi yerel konveks Hausdorff topolo-
jik vektor uzaymdaki dizilere genigletmigtir. Kolk (1991) da Banach uzayindaki istatis-
tiksel yakinsaklik kavrami iizerinde ¢aligmigtir.

Oldukga yakin zamanda, Connor, Ganichev ve Kadets (2000) zay:f istatistiksel yakin-
saklik kavramini tanimladilar ve zayif istatistiksel yakinsaklik kavrami araciligiyla ayrila-
bilir duallerle Banach uzayini tanimladilar.



2 GENEL BIiLGILER

Bu boliimde konuyu iyi anlayabilmek i¢in bazi tanim ve teoremler hatirlatilacaktir.

Tanim 2.1 (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F' reel veya kompleks sayilar
cismi olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa L’ye F' iizerinde lineer uzay veya vektor
uzay1 denir.

A. L, + iglemine gore degismeli grup olmal

Gl. Vx,ye Licinx+y € L

G2. Vo,y,ze€ Licna+ (y+2)=(x+y)+2

G3. Vx € L icin x + 0 = v = 0 + x olacak sekilde # € L var

G4. Vz € L igin x4 (—z) = 0 = (—x) + x olacak sekilde —z € L var
G5. Vr,ye Ligmz+y=y+=x

FxL — L
(,x) — ax
tanimlanmigtir ve bu fonksiyon agagidaki énermeleri dogrular. Vo, 5 € F ve Vo,y € L
icin

Ll a(z+y) =ax+ ay

L2. (a+ p)xr = ax + Pz

L3. (af)z = a(fz)

L4. 1z =2z (1, F nin birim eleman1) (Sabuncuoglu, 2004).

B. bi¢iminde, adina skaler ¢arpma islemi denilen bir fonksiyon

Tanim 2.2 (Fonksiyon): A ve B iki kiime olsun. A dan B ye olan bir f bagntis,
(i) Vz € A igin (x,y) € f olacak sekilde Jy € B var,

(ii) (z,y) € fve (z,2) € fisey =z

ozelliklerine sahipse f’ye A’dan B’ye bir fonksiyondur denir (Balci, 1999).

Tanim 2.3 (Normlu Uzay): N, bir lineer uzay olsun. ||.|| : N — R fonksiyonunun x
deki degeri ||z|| olsun. Bu fonksiyon i¢in,

N1. ||z|| =02 =10

N2. [Joz]| = |af [[z]] (o€ F)

N3. |z +yll < llall + sl (iggen esitsizlig)

sartlar1 saglaniyorsa ||.|| ifadesine N de bir norm denir. Normlu uzaylar (N, ||.||) seklinde
gosterilir (Bayraktar, 2000).



Tanim 2.4 (Dizi): Tamim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir.
Diziler deger kiimelerine gore gesitli adlar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi R reel
sayilar kiimesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayilar kiimesi olan diziye rasyonel
terimli dizi ad1 verilir. Dizi x = (z5) : N — R biciminde gosterilir (Balc1, 1999).

Tanim 2.5 (Alt Dizi): 2 : N — R, z(n) = x,, dizisi verilmis olsun.
k:N—N, k(n) =k,
fonksiyonu (dizisi) bir artan dizi olmak iizere
(xok) : N — R
bileske fonksiyonuna x dizisinin bir alt dizisi ad1 verilir ve

(xok)(n) = z(k(n)) = x(k,) = xx

n

seklinde gosterilir (Balci, 1999).

Tanim 2.6 (Ortonormal Kiime): V i¢ carpim uzaynda, (u,v) = 0 ise u vektorii, v
vektoriine diktir (veya ortogonaldir) denir.

Her vektorii sifirdan farkli olan bir S kiimesinin vektorleri ikiger ikiser birbirine dik
ise bu S kiimesine ortogonal kiime denir. u € V ve u # 0 olmak iizere, {u} kiimesi
ortogonal bir kiime olarak diisiiniiliir.

Normu 1 olan vektore birim vektor denir. Ortogonal bir kiimenin her vektorii birim
vektor ise bu kiimeye ortonormal kiime adi verilir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamim 2.7 (Bessel Esitsizligi): 1 bir reel i¢ carpim uzay1 ve {ay, as, ..., ai } orto-
normal bir kiime olsun.

k
vueV, > () < ful’

J=1

esitsizligine Bessel esitsizligi denir (Sabuncuoglu, 2004).
Tanim 2.8 (Komsuluk): ¢ > 0 ve a € R olsun.

K={z:|r—a|l]<exeR}

kiimesine a nin e-komgulugu denir (Balci, 1999).
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Tanim 2.9 (Yakinsak Dizi): (x,) bir reel say1 dizisi ve a € R olsun. Ve > 0 igin,
n > ng oldugunda |z, — a| < ¢ olacak sekilde €’ na bagh bir ng sayist bulunabiliyorsa
(z,) dizisi a ya yakimsaktir denir ve

limz, = a veya (z,,) — a

seklinde gosterilir (Balci, 1999).

Tanim 2.10 (Sinirh Dizi): Her n € N i¢in |z,,| < M olacak sekilde bir M pozitif reel
say1s1 varsa (x,) dizisine smirh dizi denir (Balci, 1999).

Tanim 2.11 (Cauchy Dizisi): (z,) bir reel terimli dizi olsun. Ve > 0 igin m,n > nyg
oldugunda |z,, — x,| < € olacak gekilde bir ny € N varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi
denir (Balci, 1999).

Teorem 2.1 (Cauchy Yakinsaklik Testi): (z,) bir reel terimli dizi olsun. ()
dizisinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart Cauchy dizisi olmasidir (Balci, 1999).

Tanim 2.12 (Metrik Uzay): X # @ olsun. d : X x X — R fonksiyonu igin,

MLl. d(z,y) =0 x =y

M2. d(z,y) = d(y, x)

M3. d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

sartlar1 saglaniyorsa d ye X de bir metrik ve d ile birlikte X’e metrik uzay denir. Bu
genellikle (X, d) veya X, ile gosterilmigtir (Bayraktar, 2000).

Tanim 2.13 (Cauchy Dizisi ve Tam Metrik Uzay): (X, d) bir metrik uzay ve (z,,)
bu uzayda bir dizi olsun. Verilmis herhangi bir € > 0 i¢in m,n > ng oldugunda,
ATy, Tp) < €

olacak gekilde bir ny = ng(e) sayist varsa (z,,) dizisine Cauchy dizisi denir. X deki her
(x,,) Cauchy dizisi bir z € X noktasma yakimsak ise yani z,, — = € X ise (X, d) metrik
uzayma tam metrik uzay veya kisaca tam denir (Bayraktar, 2000).



Tanim 2.14 (I Carpim Uzay1): X, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

(,): X x X — F fonksiyonu,

(i) (o +1,2) = (2.2) + (5, 2)

(ii) (az,y) = a(z,y)

(iii) (z,y) = (y, x)

(iv) (z,z) > 0ve (z,2) =0 x =10

sartlarimi sagliyorsa bu fonksiyona ic carpim fonksiyonu denir. Uzerinde i¢ carpim
fonksiyonu tanimlanan vektor uzayma i¢ carpim uzay:r denir ve (X, (,)) seklinde gos-
terilir (Bayraktar, 2000).

Tanim 2.15 (Hilbert Uzay1): X bir i¢ garpim uzay1 ve ||.|| i¢ garpim normu olsun.

d(z,y) = llz —yll = V{z —y,z —y)

olarak tammlamirsa (X, d) bir metrik uzaydir. I¢ carpim normu ile tammlanan bu d
metrigine gore X i¢ carpim uzayi tam ise, X’ e Hilbert uzayi denir. Bu tamimdan
anlagilmaktadirki Hilbert uzaylari 6zel Banach uzaylaridir (Bayraktar, 2000).

Tanim 2.16 (Banach Uzay): (N, ||.||) normlu lineer uzay olsun. N norm metrigine
gore tam ise N’ye Banach uzay: denir (Bayraktar, 2000).

d(z,y) = llz -yl

[\

norm metrigi

Tanim 2.17 (Fonksiyonel): F' = R veya F' = C olmak iizere L, F' cismi iizerinde bir
lineer uzay olsun. f : L — F operatoriine fonksiyonel denir. f ayni zamanda lineer ise
f ve lineer fonksiyonel denir (Bayraktar, 2000).

Tanim 2.18 (Siirekli Dual): N* = C(N,F) = {f: f: N — F,sirekli} kiimesine
N'nin stirekli duali denir.

Tanim 2.19 (Limit Noktas1): (x,,), (z,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (x,, ) yakmsak
ve limiti s ise, bu s noktasma (z,) dizisinin bir limit noktas: denir (Balci, 1999).

Tanim 2.20 (Siireklilik): A C R, f : A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. Her
e > 0 igin |z —a|] < ¢ oldugunda |f(x) — f(a)| < € olacak sekilde bir § > 0 varsa f
fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir (Balci, 1999).
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Tanim 2.21 (Fonksiyon Dizisi): A C R ve F(A) da A iizerinde tamimli, reel degerli
fonksiyonlarin kiimesi olsun.

s:N—=F(A)

seklinde tanimlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi ad1 verilir (Balci, 1997).
Teorem 2.2 (Banach-Steinhaus Teoremi): Eger (4,), bir X Banach Uzaymdan
normlu Y uzayi i¢inde siirli lineer doniisiimlerin bir dizisi ve X {izerinde
limsup ||A,(2)|| < 0o
ise bu taktirde
sup || 4, < oo

dir.

Tamm 2.22 (I, Uzay):

lp:{(xn):2|xi|p<oo} 1<p<oo

=1

seklinde tanimh dizilerin uzayina [, uzay1 denir.

Tanim 2.23 (c¢y Uzay1): Sifir dizilerinin uzayidir.
Yani z = (z1) € ¢ = (x) — 0 dur.

Tanim 2.24 (Taban): V', K cismi {istiinde bir vektor uzay1 ve ¢ € V olsun. ¢ lineer
bagimsiz ve Spp = V ise ¢’ye V vektor uzaymin bir tabani denir (Sabuncuoglu, 2004).

Tanim 2.25 (Sonlu boyutlu uzay): K cisim olmak iizere, K cismi iizerindeki bir X
lineer uzayimin tabaninin eleman sayisina o uzayin boyutu denir ve boyX ile gosterilir.
X’in sonlu bir tabani1 varsa X’e sonlu boyutlu uzay, aksi halde sonsuz boyutlu uzay
denir (Sabuncuoglu, 2004).



Tanim 2.26 (Karakteristik fonksiyon): X bir kiime, ACX olsun.y, : X — {0,1},
(z) = l,zre A
XA =V 0,ze X\ A

seklinde tamimlanan fonksiyona A kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir (Kizmaz,
1993).

Tanim 2.27 (Yarmorm): X bir reel lineer uzay, P : X — R fonksiyoneli agagidaki
kosullar saglarsa, P’ye X’de bir alt yarinorm denir.

(i) VA>0, P(Az) = AP (x)

(ii) Ve,y € X , P(z+y) < P(z) + P (y)

Goriiliiyorki her norm ve her yarimorm bir alt yarinormdur. P bir alt yarinorm ise
P(B)=0veVzx € X , P'(z) = P(—x) ile tamumli P’ de bir alt yarmormdur.

N = P+ P’ ile tamimh N fonksiyonu

VA € R veVr € X igin

(i) N(A\z) = P(A\z) + P(—Az) = |A| N(z)

(ii) N(z+y) < N(z) + N(y)

kosullarini sagladigindan bir yariormdur (Kizmaz, 1993).

Teorem 2.3 (Reel Lineer Uzaylarda Hahn-Banach Teoremi): X bir reel lineer
uzay, M C X bir alt uzay ve P de X iizerinde bir alt yarinorm olsun. f € L(M,R) ve
Ve € M, f(x) < P(x) kosulu saglansin. Bu taktirde f’in X’e bir F lineer genisletilmisi
vardir, yleki Vo € X i¢in F(z) < P(x) dir (Kizmaz, 1993).

Teorem 2.4 (Kompleks Lineer Uzaylarda Hahn-Banach Teoremi): X bir lineer
uzay, M C X bir alt uzay ve P de X iizerinde bir yarinorm olsun. f € L(M,C) = M
ve Vo € M, |f(x)] < P(x) ise, fiin X’e genisletilmisi bir F' € L(X,C) vardir oyleki
Vo € X,|F(z)| < P(z) dir (Kizmaz, 1993).

Tanim 2.28 (Reflexive Uzay): X bir Banach uzay olsun. X’in siirekli dualini X*
ile tamimlayalim. Yani X’den R veya C’ye biitiin siirekli lineer doniigiimlerin uzay1
olsun. Bu yiizden X* bir Banach uzaydir. X**, X*'min siirekli dualidir. Vi € X* ve
Ve € X icin J(z)(p) = ¢(z) ile tammlanan J : X — X** siirekli lineer doniigtimii
vardir.Hahn-Banach teoremine gore J norm koruma ozelligine sahiptir. Yani ||.J(z)| =
||z|| esitligi vardir. Bu yiizden J 6rtendir. Eger J birebir ise X uzayina reflexive uzay
denir (Kizmaz, 1993).



3 ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE
ZAYIF YAKINSAKLIK

Bu boliimde yogunluk, istatistiksel yakinsaklik ve zayif yakinsaklik kavramlari ile ilgili
baz1 tanim ve teoremler verilecektir.

3.1 Istatistiksel Yakinsakhk

Istatistiksel yakimsaklik tanimini vermeden énce bu kavramm ortaya ¢ikmasma neden
olan yogunluk kavramini verelim.

Bir K C N kiimesinin eleman sayisi | K| ile gosterelim. Yani |K| := cardK olsun.

Tanim 3.1.1: K C Nve K, := {k <n:ké€ K} olsun. Buna gore K kiimesinin alt
ve st yogunlugu sirasiyla

A .

O(K) = lim inf , O(K) = lim sup —

n—oo n n—oo

n

olarak verilir. dizisinin limitinin var olmas (§(K) = §(K)) durumunda bu limite

n
K kiimesinin dogal yogunlugu denir ve § (K) ile gosterilir. Yani,
5 (K) = 8(K) = 5(K)

ise K C N kiimesinin dogal yogunlugu;

dir (Niven vd., 1991).

Dogal yogunluk kavraminin daha iyi anlagilmasi i¢in Giirdal tarafindan 2004 de verilen
agagidaki ornegi inceleyelim.



Ornek 3.1.1: K = {1, 4,5,6, 13,14,...,24, 49,50,...,96, 193,194, ...} seklinde ve-
| K

rilsin. K indeks kiimesi i¢in — ifadesini olugturalim.
n

K
(a)u ifadesinin iist limitini (lim sup) olugturan alt dizi,
n
1 4 16 64 2
S ==y & =
176724796’ 3
seklindedir.
(b) — ifadesinin alt limitini (lim inf) olusturan alt dizi,
n
1 4 16 64 1
S e ey — =
37127487192’ 3
seklindedir. Dolayisiyla bu ¢rnek icin
IK) = T}Lrgoinf@ =3
MEK) = 7lli_>n;osup|K—;‘ =2

oldugundan §(K) # §(K) dir. Bu nedenle K kiimesinin dogal yogunlugu yoktur. Bu
ornekten de anlagilacagi gibi alt ve {ist yogunlugu olmasina ragmen dogal yogunlugu
olmayan kiimeler de vardir. 0 (K) veya § (N\ K) yogunluklarindan herhangi biri mevcut
ise 0 (K) =1—0d0(N\K) dir. Eger K kiimesi sonlu elemanl bir kiime ise § (K) = 0,
yani dogal yogunlugu sifirdir.

x = (xy) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir kiime harig diger biitiin k lar igin bir P
ozelligini sagliyorsa, (xy) dizisi hemen hemen her k igin P 6zelligini sagliyor denir ve
"h.h.k." seklinde gosterilir.

Simdi istatistiksel yakinsaklik kavramini verebiliriz.

10



Tanim 3.1.2 (Istatistiksel Yakisaklik): z = (z;) bir dizi olsun. Eger her £ > 0
say1sl i¢in
1
lim—|{k<n:|z,— Ll >¢c}|=0
n—oom,
ise yani

K:=K():={keN: |z, — L| > ¢}

kiimesinin yogunlugu sifir ise x = (zy) dizisi L saywsina istatistiksel yakinsaktir denir
ve
st —limx =L

bigiminde yazilir (Steinhaus 1951, Fast 1951, Fridy 1985).

Adi anlamda yakinsaklik kavraminin tanimini hatirlayarak istatistiksel yakinsaklik fikri-
nin nereden kaynaklandigini agiklamaya ¢alisip bu iki kavram arasindaki baglantiy1 kur-
maya calisalim. Bilindigi gibi, adi yakinsaklikta x reel say1 dizisi L ye yakinsak ise, L
nin her bir ¢ komsulugu diginda dizinin ancak sonlu sayida elemam kalabilir. Simdi
bu kavrami biraz daha genellestirerek L noktasinin her bir € komsulugu diginda dizinin
sonlu sayida degil, sonsuz sayida da elemaninin kalabileceginin kabul edelim. Fakat
boyle elemanlarin sayisi dizinin tiim elemanlarinin sayisina gore ¢cok daha azdir. Yani
dizinin "hemen hemen" tiim elemanlari, L nin € komsulugu igerisindedir. Bu durumda
 dizisinin L noktasina "hemen hemen" yakinsak oldugu sonucunu cikarabiliriz. Istatis-
tiksel yakinsaklik kavrami bu fikri matematiksel olarak kesin ifade eden kavramlardan
biridir. Burada L noktasinin £ komsulugu diginda kalan elemanlarinin sayisinin "az"
olmasi, boyle elemanlarimin dogal yogunlugunun sifir olmasi ile ifade edilir (Pehlivan,
2001).

Adi anlamda yakinsak olan her dizinin istatistiksel yakinsak bir dizi oldugunu soyleye-
biliriz. Ciinkii « dizisi L ye yakinsak ise her ¢ > 0 i¢in K = {k : |zx — L| > ¢} kiimesi
sonlu sayida eleman igerdiginden yogunlugu sifirdir. Yani §(K) = 0 dir. Fakat bu
ifadenin tersi dogru olmayabilir. Yani istatistiksel yakinsak her dizi adi anlamda yakin-
sak olmayabilir.

Simdi de Fridy tarafindan 1985 te verilen istatistiksel Cauchy dizisi tanimini verelim.
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Tanim 3.1.3 (Istatistiksel Cauchy Dizisi) : 2 = (x}) bir dizi olsun. Her ¢ > 0 i¢in

1
lim —{k <n:l|zy—an| >} =0

n—oo 1,

olacak sekilde veya h.h.k igin |z, — xy| < € olacak sekilde bir N = N(¢) sayis1 varsa
x = (xy) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy, 1985)

Teorem 3.1.1: Istatistiksel yakinsak her dizi bir istatistiksel Cauchy dizisidir (Fridy,
1985).

Ispat: Bu teoremin ispatinda "yakmsak her dizi bir Cauchy dizisidir" teoreminin is-
patina benzer bir yol izlenecektir. x = (xy) dizisi istatistiksel yakinsak ise st —limz = L
dir. Bu durumda her € > 0 ve h.h.k. igin

€

|fL’k—L|<2

dir. Eger N, |z, — L| < § olacak sekilde segilirse,
|z —an| =|or — L+ L —ay| <|zxy — L| + oy — L]

<5+5<e  (hhk igin)

N ™

elde edilir.

Tanim 3.1.4 (Istatistiksel Limit Noktas1): Bir z = (z;,) dizisinin A € X sayisina
yakinsayan seyrek olmayan (yani (&) > 0) bir alt dizisi varsa, A\ sayisina x dizisinin
bir istatistiksel limit noktast denir. Yani K = {n; < ng < ... <ng < ...} ve 0(K) # 0
olmak tizere k — oo i¢in (x,,) — A ise A,z in bir istatistiksel limit noktasidir (Fridy,
1993).

Tanim 3.1.5 (Istatistiksel Yogun): K nin dogal yogunlugu 6(K) = lim n~'|K,,|
seklindedir. Eger 6(K) = 1 ise K istatistiksel yogundur.

Tanim 3.1.6 (Istatistiksel Smirlilik): h.h.k icin |z] < B veya
d ({k : |zx| > B}) = 0 olacak sekilde bir B sayisi var ise x = (x) say1 dizisi istatistiksel
smirhdir.
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Tanim 3.1.7 (Istatistiksel Alt ve Ust Limit): Reel sayilar dizisi z icin

Ay ={aeR: 0 ({k: x <a}) #0}
B, = {beR : 6 ({k : z}, > b}) # 0}

olmak fizere

x in istatistiksel tist limiti,

sup B, ,B, # Jise

st — limsupx = { 0. B, — @ ise

x in istatistiksel alt limiti,

inf A,, A, # @ ise

st—hmmfx:{ oo, A, — @ ise

seklindedir (Fridy and Orhan, 1997).

3.2 Zayif Yakinsaklik

() bir X normlu lineer uzaymda bir dizi ise,

T, — a(n — o0) <= Ve >0,dIN = N(e) € N oyleki Vn > N igin ||z, —a|| < e
yakinsaklik tanimi verildi. Bu yakinsakliga "norm yakinsakligi" veya "kuvvetli yakin-
saklik" denildi. Simdi normlu lineer uzaylarda bagka bir yakinsaklik kavrami verecegiz.

Tanim 3.2.1 (Zay:f Yakinsaklik): (z,), X normlu uzayinda bir dizi ve a € X olmak
tizere, Vf € X* icin (f(z,)) dizisi C'de f(a) € C’ye kuvvetli yakinsarsa (x,), a € X’e
"zayif yakmsiyor" denir ve z,wa gosterimi kullamhr. a € X de () nin zayif limiti

denir.

rowa <= VfeX", [f(z,) — f(a)] = 0 (n— o0)

() 'nin her alt dizisi de a’ya zayif yakinsar.

Teorem 3.2.1: Kuvvetli yakinsak her dizi zayif yakinsaktir.
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Ispat: X normlu, (x,) X’de bir dizi ve x,, — a (n — co) olsun.f € X* ise
[f(zn) = fa)] = |f(zn = )] < If ][ [l2n = all = 0 (n = 00) = 2, wa

dir.

Teorem 3.2.2: X normlu (x,) de X’de zayif yakinsak bir dizi olsun.
(i) (x,) nin zayif limiti tektir.

(ii) (z,) kuvvetli yakinsamayabilir.

(iii) (z,,) sirhdir. Yani sup ||z, || < oo dir.

Teorem 3.2.3: X,Y normluy, f € B(X,Y), (v,) X'debir dizi ve v, wa = f(z,)w f(a)
dir.

ispat:
g € Y* olsun. h = gof ise agik olarak h € X™*'dir.
Tnwa = h(z,) — h(a) (n — oo) dur.

han) = (90f)(xn) = g(f(xn)) ve h(a) = g(f(a)) oldugundan Vg € M* i¢in
9(f(zn)) — g(f(a)) (n — o00) oldugu goriiliir. O halde f(z,)w f(a) dir.

Teorem 3.2.4: X sonlu boyutlu, (z,) X’de bir dizi olsun. Tawa = T, — a
(n — o0) dir.

ispat:

TnWa = T, — a oldugunu gostermek yeterlidir.

X n-boyutlu ve B = {by,ba, ...,b,} X i¢in bir baz olsun. X ’de maksimum normunu

dikkate alahm. (z,,) X’de bir dizi ise, herbir m € N i¢in ., = Z Ai'b;  geklindedir.
i=1

rowa = Vfe X f(xy)— fla) (m — oo) dir. Herbir i € N igin,

fi<bk>={é o

olacak gekilde f; € X* fonksiyonellerini gézoniine alalim.
k=1
ise fi(zm) =A™ ve fi(a) = A; dur.
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fi(zm) = fi(a) (m — o0) olduguna gore A™ — A; (m — oo) dur. M = maks [|bx || ise

Ay

)

< % dir. Dolayisiyla,

Ve > 0, 3N = N(¢) € N 6yleki Vm > N icin

=S (A
|z — a HZ(&M )\)b

<e= Ty — a (n — )

dir.

Tanim 3.2.2 (Zayif Cauchy Dizisi): Normlu bir X uzay1 ve (z,) € X dizisi verilsin.
Eger her f € X* icin (f(x,)) bir Cauchy dizisi ise (x,,) dizisine X te zay:if Cauchy dizisi
denir.

Tanim 3.2.3 (Zayif Tam Uzay): Normlu bir X uzayindaki her zayif Cauchy dizisi,
X’e zayif yakinsak ise, X’e zayif tamdir denir.
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4 ZAYIF ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde normlu uzaylarda zayif istatistiksel yakinsaklik ve zayif istatistiksel Cauchy
dizisi kavramlarn ile ilgili tanim ve teoremler verilecektir.

4.1 Zayif Istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 4.1.1 (Istatistiksel Yakinsaklik): X normlu lineer uzay olsun. (zy),
X-degerli bir dizi ve x € X olsun. Ve > 0 igin  § ({k : ||z — z|| > €}) =0 oluyorsa
(zr) dizisi x’e normlu istatistiksel yakisaktir denir ve bu ifade,

st —limz, = x
k
seklinde gosterilir.
Tanim 4.1.2 (Zayf istatistiksel Yakinsaklik): X’in siirekli duali olan X* icindeki
her ficin (f (xy — «)) dizisi 0’a istatistiksel yakinsak ise (x)) dizisi 2’e zayif istatistiksel
yakinsaktir denir. Bu ifade,
w—st—li]?mk:x

seklinde yazilir ve z, (z) dizisinin zayif istatistiksel limitidir denir. Yani,
X*={f:f:X — F, siirekli}, Vf € X* i¢cin

lim 2 [{k<n:|f(zp—2)—0]>e} =0

ise (zy) dizisi 2’e zayif istatistiksel yakinsaktir.

Hanh-Banach teoremine gore kolayca goriiliirki zayif istatistiksel yakinsak dizilerin zayif
istatistiksel limiti tektir.

Zayf istatistiksel yakinsaklik, aligilmig anlamda zayif yakinsakligin genellemesidir. Bunu
gosterebilmek icin iyi bilinen agagidaki lemmalara gerek duyulmaktadir.
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Lemma 4.1.1 : Eger st — limxz;, = [ ve her reel x i¢in tammlanan ¢ (x) fonksiyonu
x = [ de stirekli ise

st —limg (1) = g ()
dir (Schoenberg, 1959).

Lemma 4.1.2 : (x;) say: dizisi ['ye istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
kogul § (K) =1 ve nlgilofkn =l olacak sekilde bir K = {k; < ky < ...} C N kiimesinin
mevcut olmasidir (Salat, 1980).

Lemma 4.1.3 : Eger st — limx, = [, st — limy, = m ve « bir reel say1 ise,
(i) st—lm (zx +yp) =1+m

(i) st —lim (axy) = ol

dir (Salat,1980).

Lemma 4.1.4 : (x;) say1 dizisinin istatistiksel sinirli olmasi igin gerek ve yeter kogul
0 (K) =1 ve (zy,) smurh olacak sekilde bir K = {k; < k2 < ...} C N kiimesinin mevcut
olmasidir (Tripathy,1997).

Lemma 4.1.5 : h.h.k igin x;, < y; olsun. Eger st — limx; ve st — limy; var ise
st — limxy < st — limyy

dir (Tripathy, 1998).

Lemma 4.1.6 : Istatistiksel yakinsak bir dizinin istatistiksel yogun bir alt dizisi ista-
tistiksel yakinsaktir (Burgin and Duman).

Mutlak p-toplanabilir skaler dizilerin uzay1 [, (1 <p < 0co) uzayiyla tanimlansin ve

bu uzay = = (x)) € [, igin,
1
lll, = (Z |$k|p>
k=1

ile tanimlanan normla birlikte normlu lineer bir uzaydir. coy uzayiyla herbiri sadece
sonlu sayida sifir olmayan terimleri iceren = = () skaler dizilerinin uzayim gosterilsin.
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oo Cl, (1<p<o0)

oldugu aciktir.

Teorem 4.1.1 : (x;) dizisi normlu X uzayinda zayif yakinsak bir dizi ve w—limzy, = x
olsun. O halde (zy) dizisi X’de zayif istatistiksel yakinsaktir. Tersi genelde dogru
degildir.

Ispat : (z) dizisi X normlu uzayinda x’e zayif yakinsak olsun. Yani, w — limzy = =
olsun. Zayif yakinsakhigin tanmmindan her f € X* i¢in f (zx) — f (z) dir ((f (zx)) dizisi
f (x)’e yakinsar ). O halde Ve > 0 igin |f (2, — x)| > ¢ olacak sekildeki kiimeler sonlu
sayida eleman icerir. Bu ise bu kiimenin dogal yogunlugunun sifir olmasi demektir.
Yani, (f (xy)) dizisi f (x) e istatistiksel yakinsaktir.

st —lim f (2g) = f (2)
elde edilir. Zayif istatistiksel yakinsakligin tanimindan,
w—st—limz, =2

elde edilir.
Teorem 4.1.17 in tersinin genelde dogru olmadigi asagidaki 6rnekte gosterilecektir.

Ornek 4.1.1: )

m 1<k , k=m"ise
wgk): z j<k , k#m?ise
0 , diger durumlar

ile tamimlanan (zy) € I, (1 < p < 00) dizisi var olsun.

(xy) dizisi zayif istatistiksel yakinsak ancak zayif yakinsak degildir. Bunu gosterelim.
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k # m? ve keyfi f € I* icin tek y € I, vardwr. Oyleki,

k
f @)l = Y2y,
j=1

- P
< (Z mgk) ) (Z ]yjlq> (Holder Esitsizliginden)
j=1
Y
< (Z k_lp) M (Baz1 sabit pozitif M’ler igin)
j=1

= %M;—>O, k — oo iken

O halde (f (zy)) dizisi 0’a yakinsaktir. Her yakinsak dizi istatistiksel yakinsak oldugun-
dan (f (xy)) dizisi 0’a istatistiksel yakinsaktir. (f (zx)) dizisi f (0)’a istatistiksel yakin-
saktir. O halde (z) dizisi de 0’a zayif istatistiksel yakinsaktir.

k =m? igin f1 (z) = x1 seklindeki [, iizerinde tamimli f; fonksiyonelini diigtinelim.

Burada x = (zy,) € [, dir.

f1($k)—$1 \/_Hoo k — oo iken
oldugu agiktir. Bu yiizden (xy) zayif yakinsak degildir. f; (z) — fi (z) olmalydu.

Sonlu boyutlu normlu uzaylardaki normlu istatistiksel yakinsaklikla zayif istatistiksel
yakinsaklik uyusmaktadir.

Teorem 4.1.2: Normlu X uzayinda (zj) dizisi,

(i) Normlu istatistiksel yakinsak ise ayni limite zayif istatistiksel yakinsaktir.

(ii) (i) nin tersi genelde dogru degildir.

(iii) Eger X sonlu boyutlu ise zayif istatistiksel yakinsaklik normlu istatistiksel yakin-
saklig1 gerektirir.

ispat:

(i) st —limzy = [ ve her reel = i¢in tammlanan f (z) fonksiyonu x = [ de siirekli
olsun. Lemma 4.1.1’den

st —lim f (ax) = £ (1)
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dir. Zayif istatistiksel yakinsakligin tanimindan,

w—st—limx, =x

elde edilir.

(ii) (ex) H Hilbert uzayinda ortonormal bir dizi olsun. Her f € H* f(z) = (z,2)
Riesz gosterimine sahip olsun. Buradan f (ex) = (ex, z) dir. (ey) dizisi zayif istatistiksel
yakinsaktir ama normlu istatistiksel yakinsak degildir.

Bessel esitsizliginden,

2 2
[(ex, 2" < |2

M]3

b
Il

1

dir.

Z |f (ex)| < oo oldugundan f (ex) = (e, z) 0’a yakinsaktir. O halde 0’a istatistiksel

k=1
yakimsaktir.(f (ex)) dizisi f (0)’a istatistiksel yakinsak oldugundan (ex) dizisi 0’a zayif
istatistiksel yakinsaktir. w — st — lime, = 0 dir.

(ex) normlu istatistiksel yakinsak olsun. O halde (ey) istatistiksel Cauchy dizisidir.
Ve > 0 ve h.h.k igin ||ex — en|| < € olacak sekilde N = (N (¢)) pozitif sayisi vardir.

0({k: llex —enl = €}) =0
ifadesi anlamsizdir. Ciinkii ||e; — en|| = v/2 dir.(k # N)

lex —en|l = \/<€k — €N, ep — EN)
\/<€ka er) — (€x, en) — (en, ex) + (en, en)
V2

Diger bir 6rnek olarak,

m , i<k , k=m?
NONS 0 , j>k , k=m?
i Y1, j=k , k#m?
0 , j#k , E#m?
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seklinde tammlanan (zy) dizisi [, (1 < p < 00) uzaymnda bir dizi olsun. Kolayca goriile-
bilirki (xy) zayif istatistiksel sifir dizisidir. Fakat normlu istatistiksel sifir dizisi degildir.

(iii) Bir dizi,

Normlu istatistiksel = Zay1f istatistiksel

boy X <oo
=

yakinsak yakinsak

boyX < oo iken (zy) dizisi zayif istatistiksel yakinsak olsun.
{e1, €9, ...,e,} X in herhangi bir tabani ve
w — st — limxp = z olsun. O halde,

T = Zagk)ei (k=1,2,..) ve x= Zaiei
=1 1=1

dir.

filej)=1 " filex) =0 (j#k)
ile tanimlanan f; € X* (1 < j < m) lineer fonksiyonellerini diistinelim.
w — st — limx, = x oldugundan her j = 1,2, ...,m icin

st — lilgnfj (xr) = f; (z)
yazilir.
(w0 = £ [Sae, f-(ez-)zl,i:j)
filaw) = 4 (; " ez) ( f(e) = 0.i £
= > aifi(e)
z:(’i)
j

fj(x) = fj (Z%@)
= Z@ifj (ei)

(%)

st — 1i]£nfj (zr) = fi (x) = st —lima;” = a;
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k)

Her € ve h.h.k icin a§ —

< Kim dir. K = mjaXHejH dir.

S (o)

[ — ]| =
j=1
m
< K|l o,
j=1
< €

elde edilir. Yani,

st—limz, =x

dir.
Simdi normlu bir uzayda zayif istatistiksel Cauchy dizisi kavramini tanimlayalim.

Tanim 4.1.2 (Zayif Istatistiksel Cauchy Dizisi): X normlu uzaymda (z;) bir
dizi olsun. Her f € X*igin (f (zy)) istatistiksel Cauchy dizisi ise (xy) dizisine zayif
istatistiksel Cauchy dizisi denir. Yani, Ve > 0 icin

lim1|{k§n:]f(mk—xN)|Z€}|:0

n—oo 1,

olacak gekilde N = N (e) sayis1 varsa (f (zy)) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi, (xy)
dizisine ise zayif istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Normlu bir uzayda her zayif istatistiksel yakinsak dizi zayif istatistiksel Cauchy oldugu
agiktir. Ancak tersi dogru olmayabilir.

Ornek 4.1.2: || » 1 < p < oo normu ile copnormlu lineer uzaym diisiinelim.
(l’k) € Coo diZiSi7

J o J<k , k=m?
0 , diger durumlar

seklinde tanimlansin. Standart tekniklerin kullanilmasiyla bu dizinin zayif istatistiksel
Cauchy oldugu fakat zayif istatistiksel yakinsak olmadigi kolayca goriilebilir.
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Eger uzay Reflexive (doniiglii) ise her zayif istatistiksel Cauchy dizisi zayif istatistiksel
yakinsaktir.

Teorem 4.1.3: Eger normlu uzay Reflexive (doniiglii) ise her zayif istatistiksel Cauchy
dizisi zayif istatistiksel yakinsaktir.

Bu teoremi ispatlamak icin agagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma 4.1.7 : Normlu bir uzayda her zayif istatistiksel Cauchy dizisi istatistiksel
sinirhdir.

Ispat: X normlu uzaymnda, (z;) zayif istatistiksel Cauchy dizisi olsun.Bu taktirde
(f (zx)) her f € X* icin istatistiksel Cauchy dizisidir ve dolayisiyla istatistiksel sinirhidir.
Lemma 4.1.4% gore her f € X*i¢in 6 (K) = 1 ve (f (xy,)) dizisi siurh olacak sekilde
K = {ki < ks < ...} C N kiimesi vardur.

Her z € X i¢in C (z) = g, ile tamimlanan C' : X — X** dogal doniisiimii diigiinelim.
Burada g, € X** her f € X*icin g, (f) = f (z) ile tanimlanir. Her zaman ||g.| = ||z||
dir. Her f € X* i¢in,

sup g, (f) = sup|f (z,)] < oo

dur. X* bir Banach uzay oldugundan Banach-Steinhaus teoreminden,

sup ‘ Gay,, ‘ < 00
n
ve buradan,
sup ||z, || < oo
n

elde edilir. Tekrar Lemma 4.1.4'ten (zy) dizisinin istatistiksel sinirh oldugu agiktar.

Sonug 4.1.1: Normlu bir uzayda her zayif istatistiksel yakinsak dizi istatistiksel sinir-
hdir.

Lemma 4.1.7’nin tersinin genelde dogru olmadig1 agsagidaki 6rnekten goriilebilir.
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Ornek 4.1.3: R de (zy,) dizisi,

ko, k kare
=< 0 , kcift kare
1 , k tek kare

seklinde tammlansin. (zy,) dizisi istatistiksel sinirhidir fakat istatistiksel yakinsak degildir
dolayisiyla zayif istatistiksel yakinsak degildir.

Teorem 4.1.3 ispati: (z;) dizisinin X'de zayif istatistiksel Cauchy dizisi oldugunu
kabul edelim. Yani, her f € X*i¢in (f (zy)) istatistiksel Cauchy dizisi olsun.

Lemma 4.1.7°de tammlandigy gibi C': X — X** dogal doniigtimiinii diistinelim. (Cy, (f))
istatistiksel Cauchy’dir ve boylece her f € X* icin skalerlerin istatistiksel yakinsak bir

dizisidir.
Yy (f) = st — ICIEEOCM (f)

seklinde tamimlansin. Lemma 4.1.3’ten y lineerdir. Ayrica Lemma 4.1.7'den (xy) dizisi
istatistiksel simrhidir. Bu yiizden h.h.k igin ||zx|| < M olacak sekilde M pozitif sayisi
vardir. Bundan dolay1 herhangi bir f € X* ve h.h.k icin,

|Cay, (N = 1f ()] < MY|f]]
dir. Lemma 4.1.5’ten dolayn,

st — lim Gy, (f) < M|f]

dir. Bu ise,

ly (NI < M]f]]

olmasini gerektirir. Boylece y € X** dir. X Reflexive uzay oldugundan y € C, olacak
sekilde x € X vardir.Bu yiizden her f € X* igin,

st —lim f (z) =y (f) = Ca (f) = [ (2)
dirki bu w — st — lim z;, = x oldugunu gosterir.
Onerme 4.1.1: X normlu uzayinda w — st — lim z;, = x ise,
|z|| < st — liminf ||z|

dir.
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Ispat: Her bir f € X*i¢in, Lemma 4.1.1°den,

|f (zx)] = st—1lm]|f (xy)]
= st —liminf|f (xy)]
< |||l -st = liminf ||z]|

elde edilir. ||f]| = 1 olacak sekildeki tiim f € X* ler iizerinden supremum alinirsa,

||| < st — liminf |||

elde edilir.

Zayif yakinsak dizilerin her alt dizisinin de yine zayif yakinsak oldugunu biliyoruz.
Ancak bu zayif istatistiksel yakinsaklik i¢cin dogru degildir.

Ornek 4.1.4: R de (zy,) dizisi,

{k . k=m?
T = 1

¢, diger durumlar

seklinde tanimlansin. (xy) dizisi istatistiksel yakinsaktir. Dolayisiyla (z) zayif istatis-
tiksel yakinsaktir fakat onun istatistiksel iraksak olan {2,k = 1,2,...} alt dizisi zayif
istatistiksel yakinsak degildir.

Asagidaki teorem alt dizileri zayif istatistiksel yakinsak olan dizilerin de zayif istatis-
tiksel yakinsak oldugunu ifade eder.

Teorem 4.1.4:

(1) Zayif istatistiksel yakinsak dizinin her istatistiksel yogun alt dizisi zayif istatistiksel
yakinsaktir.

(ii) (i) in tersi genelde dogru degildir.

ispat:

(i) Lemma 4.1.6’dan aciktr.
(ii) (i) in tersinin genelde dogru olmadig agagidaki rnekten goriilebilir.

Ornek 4.1.5: R deki (x) dizisi

1, k=m?
T 0, diger durumlar
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seklinde tanimlansin. (zy) istatistiksel yakinsaktir ve bu yiizden zayif istatistiksel yakin-
saktir (0 noktasma). Dizinin {1,1,...} alt kiimesi zayif istatistiksel yakinsaktir ancak
istatistiksel yogun degildir.

4.2 [, (1 <p < o0) uzayinda Zayif Istatistiksel Yakinsaklik

Teorem 4.2.1: [, uzaymnda w — st — lim z;, = x olmasi icin gerek ve yeter sart
(i) (||x|]) dizisi istatistiksel siirhdir.

(ii) Her sabit j igin st — lim xgk) = z; dir.Burada z;, = (:ng)> ve v = (x;) dir.

Lemma 4.2.1: X normlu bir uzay olsun. w — st — limxz, = x olmasi i¢in gerek ve
yeter sart

(i) (||x]]) dizisi istatistiksel sinirhdar.

(ii) X* nin bir total M alt kiimesinin her f eleman igin st — lim f (x) = f (z) dir.

Ispat: Zayif istatistiksel yakinsaklik durumundan, (i) sonug 4.1.1den elde edilir ve (ii)
durumu agiktir. Tersine (i) ve (ii) var olsun. Yani, her bir h € X* i¢in
st —limh (z) = h (x) oldugu gosterilecektir. Bu iki adimda yapilir.

[lIk adimda, bunun her h € spanM ve ikinci adimda her A € spanM icin dogru
oldugu gosterilecektir.llk adimda, g € spanM olsun. Ayrica o, s, ..., o, skalerleri

ve f17f27'-'7fn eM 1@11’1

g = Z a; fi
i=1

olsun. (ii) hipotezinden her i,1 < i < n i¢in

st —lim f; () = f; (x)

dir ve Lemma 4.1.3 den

st —lim g (z),) = g ()

dir. Boylece ilk sonug ispatlanmig olur.
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Ikinci adimda, h € spanM olsun. (i) hipotezinden h.h.k igin ||x;|] < ¢ olacak sekilde
¢ > 0 sabiti vardir ve boylece her bir f € M C X* i¢in |f (zx)| < c||f]| olur. Her h.h.k
icin Lemma 4.1.5’ten ||z|| < ¢ ifadesiyle birlikte |f (z)| < c|| f]| elde edilir.

Boylece verilen € > 0,h € spanM ve her j > ng i¢in

€
h—a:ll < —
Ih =gl < o

olacak sekilde g; € spanM (j =1,2,...) vardir. h.h.k icin j > ny olmak sartiyla

h (k) = h(2)] < [lh = gjll [lzell + 195 (wr) = g5 ()] + [lg; = Pl 1]

€ €
§c+ lg; (x) — g; ()| + 3—cc

olsun. g; € span oldugu icin, ispatin ilk boliimiinden st — limg; (z;) = g¢; () ve
boylece h.h.k igin |g; (zx) — g; (z)| < g dir. Bu yiizden h.h.k igin |h (zg) — h ()| < €

A\

dir ve w — st — lim z;, = z elde edilir.

Onerme 4.2.1: H bir Hilbert uzay olmak tizere w — st — lim z;, = 2 olmasi icin gerek
ve yeter sart her y € H igin st — lim (zy, y) = (x,y) olmasidir.
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5 ZAYIF LACUNARY ISTATISTIKSEL-YAKINSAKLIK

5.1 Zayif Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 5.1.1 ( Lacunary dizisi): kg = 0 ve r — oo iken h, = k. — k,_1 — o0
sartlari saglayan 0 = {k.} artan tamsay1 dizisine bir Lacunary Dizisi denir.

T

(ky_1, k] araligh I, ve k]:_l orani ¢, ile gosterilecektir.

Kuvvetli Cesora toplanabilir diziler uzayi,

loy| = {:c = (xg) : lim %Z |z, — L| = 0}
k=1

ile

Ny = {:L' = (xg) : limh%z |z, — L :O}

kel

uzay1 arasinda dogal bir iligki vardir (Fridy and Orhan,1993).

Ornek 5.1.1: 0 = (2") dizisi bir lacunary dizisidir.

0 = (27)
= (2,22,2%,24 )
artan bir dizidir.
hr = 9or _ 21"—1
lim (20 —271) = lim21(2—1)
= oo
Ir — (27"—1’ 27“]

Tanim 5.1.2 (Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik): 6 | bir lacunary dizisi olsun.
Ve > 0 i¢in
1
limh—|{k €l,:|z,— L >} =0
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oluyorsa = = () dizisi L ye lacunary istatistiksel yakisaktir denir. Bu ifade,

Sg —limxy =L veya xp — L(Sp)

seklinde gosterilir. Burada,
So ={x = (x) : Sp —limxy = L}
seklindedir (Fridy and Orhan,1993).
Tanim 5.1.3 ( Zayif Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik): X in siirekli duali olan

X* igindeki her f fonksiyoneli i¢in (f (x — x)) dizisi 0’a lacunary istatistiksel yakimsak
ise (1) dizisi z’e zayif lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu ifade,

WSy —limx, ==z
seklinde yazilir ve z’e () dizisinin zayif lacunary istatistiksel limitidir denir.Yani,
X*={f:f:X — F, siirekli}
Vf e X*igin
limhi|{kel,,:|f(xk—x)|25}|:0 (1)

—
T—00 r

ise xy dizisi x’e zayif lacunary istatistiksel yakinsaktir.

Tanim 5.1.4: Vf € X* igin
1

W Ny = {x— (k) EX:Tli_{EOhTZ\f(xk—xﬂ —0}

kel

kiimesine zayif kuvvetli lacunary toplanabilir dizi uzay1 denir.

arasindaki iligki agagidaki teoremle gosterilecektir.

Teorem 5.1.1: 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. O halde, z;, — x (W Ny) olmasi
icin gerek ve yeter sart x;, — x (IW.Sy) olmasidir.

ispat:
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(=): xx — x(WNy) olsun. Ve > 0 ve Vf € X* i¢in,

lim = 3 |f (e — )] = 0

7—00 Ny e,

dir.
DAflee =) = > [f (zr— o)
kel kel
|f (zr—a)|>e
> el{k el [f(zr—x)| = e}
Buradan,

x — x (W Sh)
elde edilir.

(«<): xp — x(WSy) olsun. Vf € X* oldugundan f fonksiyoneli sinirhdir. Yani, her
kigin |f (zx — x)| < M olacak sekilde M pozitif sayis1 vardir.

Ve > 0 i¢in,

1 1 1

-l = 0 3 fla -+ > [f (2 — )

rkel, T kel, hr kel,
|f(zp—z)|>e |f(zp—z)|<e
M
< ke L (-0 2} +e

oldugundan,

elde edilir.

Herhangi bir § = {k, } lacunary dizisi i¢cin W .S —yakinsaklik ve W Sy—yakinsaklik arasin-
daki iligki asagidaki lemmalarla ifade edilecektir.

Lemma 5.1.1: 6 herhangi bir lacunary dizisi olsun. W.S — lim z;, = z ifadesinin
WSy — lim x;, = x ifadesini gerektirmesi i¢in gerek ve yeter sart liminfq, > 1 olmasidir.

Ispat: liminfg, > 1 olsun. O halde yeterince biiyiik r icin ¢ > 1 + 0 olacak sekilde
0 > 0 sayis1 vardir.

hr 0
kr = 1+0
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z, — x (WS) olsun. Ve > 0 igin,

wHk <k |f(zr—2) >e}l > FHke L |f (w—2)| > e}
> e Hk e L: |f (o — )] 2 e}
oldugundan,

elde edilir.
Lemma 5.1.2: 6 herhangi bir lacunary dizisi olsun. WSy — lim x;, = z ifadesinin
WS —lim x, = z ifadesini gerektirmesi i¢in gerek ve yeter sart lim sup ¢, < oo olmasidir.

ispat:
limsupg, < oo oldugu kabul edilsin. O halde her r i¢in ¢, < H olacak sekilde H > 0

sayis1 vardir. Farzedelimki,

x — x (W Sh)

ve

WN, =k el :|f(zx—x)| >e}

r

olsun. (¢ > 0) (1) tarafindan her r > ry i¢in < ¢ olacak gekilde ry € N vardir.

M = max{WN, : 1 <r <ry} olsun ve k,_; < n < k, sartin saglayan herhangi bir n
tamsayisi alinsin.
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%Hkﬁn:|f($k—$)|25}|

IN

IN AN IN A

IA

1

[{k < ke | (2 — 2)| = €}

{WN, +WNy+ ... + WN,, + WN,,11+ ... + WN, }
M 1 Wi WM}

r—1

— < h, o+ hy
kr—lro—’_kr—l ot hTo-i-l * hr

roM 1 ( W N,

sup
r>T0 hr

) {hrgs1+ .. + hy}
ToM i 5kr — kro

Lemma 5.1.1 ve Lemma 5.1.2 birlestirilirse agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.1.2: 6 bir lacunary dizisi olsun. W.S = WSy olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

1 < liminf ¢, <limsupgq, < 0o

olmasidir. Ayn zamanda,

WS —limz,=2 ve WSy—limz,==z

dir.

5.2 W Sy—Limitinin Tekligi ve Lacunary Refinement

Tanmmm 5.2.1: Eger {k,} C {k.} oluyorsa 0 = {k,} lacunary dizisine 0 = {k.}
lacunary dizisinin bir lacunary refinementi denir.

Herhangi bir 6 lacunary dizisinin WSy — limiti tektir.
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Teorem 5.2.1: (z;) € WSNWSyise WS — limx, = WSy — lim x, dir.
Ispat: Farzedelimki, WS —limzj, =z, WSy —limzy, =y ve x # y olsun.
e<gle—yl

i¢in,
lim? |{k < n: |f (e —y)| > e} =1

alinsin. Zayif istatistiksel limit ifadesinin £,,’inci terimini diigiinelim.

Lk<n: w2 e =

Yk ilf@m-yplzel o

x — y (WSy) oldugundan,
tT:h—lr\{k;eL,:|f($k—y)|25}|ﬁo

dir. 6 Lacunary dizisi igin , (2) ¢ nin regiiler agirhkh ortalama doniigiimiidiir. Bu
doniigiim m — oo iken 0’a yakimsar. Ayni zamanda,

{FH{E<n:|f (e —y)| =M},
kiimesinin alt kiimesidir. Buradan,
SHE<n:|f(m—y)l >} =1

elde edilir. Sonug olarak, x = y elde edilir.

Teorem 5.2.2: 6 lacunary dizisi, 6 lacunary dizisinin bir lacunary refinementi olsun.

Ty — T (WSG/) ise z, — x (W Sy) dir.

Ispat: k,_; < k;’l < k;g <..<k

ro(r

) = kr olacak gekilde 0’ nmn {k:;’i}:(qﬂ) noktalarini
iceren 6 nin her bir [, araligini diisiinelim. Burada,

=1

I/ o (k:/ kl ]

Ty ra—1 Vrg
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seklindedir. {k.} C {k,} olmasi sebebiyle her r i¢in v(r) > 1 dir. Sag bitis nok-
tasima dogru artarak siralanan {I;Z} araliklarmn dizisi {1 5 }ji | Olsun. z), — @ (WSy)
oldugundan, Ve > 0 icin

lim 37 o [{k € 17 £ 1f (o 0)] 2 2} = 0 3)

Ixcliy r

yazilir.

Daha once yazildig1 gibi,

! ’

he = ke = k1 Ty =Ry — k;,zel ve h;,l = k;,1 — ki
dir.
Ve > 0 igin
1 1 *_1 *
kel Af -l zel = = M [{kel;:|f (n—2) >}
" "IrCl,

(4)
- hi D hH(Cyax),;

r:cr,

elde edilir. Burada sx , K = {k € N: |f () — x)| > €} kiimesinin karakteristik fonksi-
yonudur. (3) den (C, ¢k )bir sifir dizisidir. (4) Cy sk nin regiiler agirhkl ortalama
doniigiimiidiir. Bu yiizden (4) déniiglimii » — oo iken sifira yakinsar.

Bu teoremin gegerli olmasi i¢in lacunary dizilerinin birinin digerinin lacunary refine-
menti olmas1 gerekir.

34



5.3 Zayif Kuvvetli Hemen Hemen Yakinsaklik ve WSy-yakinsaklik

Tanim 5.3.1:

m+n
1
l‘ _ L — — . e Iy Iy
nLHc}onZ (x;—L)=0, m=0,1,2,...ye gore diizgiin
1=m-+1
oluyorsa (xy) dizisi L ye hemen hemen yakinsaktir denir. Hemen hemen yakinsak
dizilerin kiimesi AC' ile gosterilir.

Tanim 5.3.2: Vf € X* igin

1 m—+n
lim — Z (f(z;i—x))=0, m=0,1,2,..ye gore diizgiin

n—oomn
i=m-+1

oluyorsa (xj) dizisi ’e zayif hemen hemen yakinsaktir denir. Zayif hemen hemen
yakinsak dizilerin uzayr WAC' seklinde gosterilir.

Tanim 5.3.3:
m-+n
lim — Z |z, — L =0 , m=0,1,2,...ye gore diizgiin
el P

oluyorsa (xy) dizisi L ye kuvvetli hemen hemen yakinsaktir denir. Kuvvetli hemen
hemen yakinsak dizilerin uzay1 [AC] geklinde gosterilir.

Tanim 5.3.4: Vf € X* icin

1 m-+n
lim — Z |f(x;i—2)| =0, m=0,1,2,...ye gore diizgiin
n—oon,
1=m+1

oluyorsa (xy) dizisi x’e zayif kuvvetli hemen hemen yakinsaktir denir. Zayif kuvvetli
hemen hemen yakinsak dizilerin uzay1 [W AC] seklinde gosterilir.

[AC] G AC
oldugu bilinmektedir.
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[WAC] S WAC

oldugu kolayca goriilebilir.

Lemma 5.3.1: Her 6 lacunary dizisi i¢in [AC] C Ny dir.

ispat:
z € [AC] olsun. £ > 0 ve n > N igin
1 m—+n

Z |z, — L| <e,m=0,1,2,...ye gore diizgiin
i=m+1

n
olacak gekilde L ve N > 0 sayisi vardir. € lacunary dizisi oldugundan, h, > N esitsiz-

ligini gerektiren r > R olacak sekildeki R > 0 sayisin segebiliriz. Sonug olarak, ¢, < ¢
dir. Bu yiizden =z € Ny elde edilir.

)L ko1 < i< k,_1 4+ h, olacak sekildeki 7’ ler icin
Ti = 0, diger durumlar

seklinde tanimlanan x = (x;) dizisi Vy uzay1 i¢inde olup [AC] iginde olmayan bir dizidir.

Ciinkii,

1 1
by = h_z || = . [/h]
s

T

doniisiimii 7 — oo iken sifira yakinsar. Ama x dizisi kuvvetli hemen hemen yakinsak
degildir.

Lemma 5.3.2: Her 6 lacunary dizisi i¢in [WAC] C W Ny dir.

Ispat: z € [WAC] olsun. € >0, f € X* ve n > N icin

m+n
% Z |f(z; —x)] <e, m=0,1,2,...ye gore diizgiin
i=m+1
olacak sekilde x ve N > 0 sayisi vardir. € lacunary dizisi oldugundan h, > N esit-
sizligini gerektiren » > R olacak sekilde R > 0 sayisin secgebiliriz. Sonug olarak, ¢, < e
dir. Bu yiizden x € W Ny elde edilir. f fonksiyoneli altindaki goriintiisii,

Fla) = 1, k._1 < i < k,_1 + h, olacak sekildeki r’ ler icin
Y1 0,  diger durumlar
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seklinde tanimlanan x = (z;) dizisi i¢in @ € W Ny olup = ¢ [WAC] dir. Ciinkii,

doniisiimii » — oo iken sifira yakinsar. Ama x dizisi zayif kuvvetli hemen hemen
yakinsak degildir.

Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin uzay,

1 n
=Qw=(ap): lim =Y |z, — L| =0
|01 {x (k) 2 |z — L] }

seklindedir.

Teorem 5.3.1: [AC] = NNy

Ispat: 2 ¢ [AC] iken = ¢ Ny olacak sekilde bir lacunary dizisinin varligim gostermek
yeterli olacaktir. Farzedelimki x kuvvetli Cesaro toplanabilir bir dizi olsun. Sonug
olarak,

15y — L] — 0

olacak gekilde bir tek L sayis1 vardir. = ¢ [AC] oldugundan € > 0 ve her N i¢in

m—+n

nt Z lz; — L| > ¢

i=m+1
olacak gekilde bir m tamsayisi ve n > N sayis1 vardir.
0 = (k,) lacunary dizisi agagidaki gibi segilmis olsun.

) k1 =my )
k)g =mi+n R k’g = My, s My, > 2]{72
ky = My + Ny, ks = My y o Mypy > 2k,
ke =My, +npy ,
) k2r—1 =My , My > 2k2r—2

in = My, + Ny )
s s

f nin lacunary dizisi oldugu aciktir ve r = 25 igin
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o= ()Y fr = L) 2 ¢

elde edilir. Burada toplam i = m,, den i = m,, + n,, e gider. x € |o1| N Ny iken
Lig, () = Ly (x) oldugundan = ¢ Nj elde edilir.

Teorem 5.3.2: [WAC| =NW Ny

Ispat: z ¢ [WAC] iken ¢ W Ny olacak sekilde bir zayif lacunary dizisinin varligim
gostermek yeterli olacaktir. Farzedelimki x zayif kuvvetli Cesaro toplanabilir bir dizi
olsun.Yani,

t Z|f i—x)|—0

olacak gekilde bir tek L sayisi Vardlr. x ¢ [WAC] oldugundan € > 0 ve her N igin,

m—+n

nTt Y |f (i) > e

1=m-+1

olacak gekilde bir m tamsayis1 ve n > N sayis1 vardir.
0 = (k,) lacunary dizisi agagidaki gibi segilmis olsun.

) k1 =my )
ko = my +nq s ks = My, , My, > 2ko
ky=mp, +npy . ks=my, , My, > 2k
ke = myy + 14y ,
’ k2r71 =my , My > 2k2r72

in:mri—an y N
s s

0 nin lacunary dizisi oldugu agiktir ve r = 2j i¢in

= (n; 1) Z|f =) >e

elde edilir. Burada toplam ¢ = m,, + 1 den i = m,, +n,, e gider. = € || N W Ny iken
Lig, () = Ly (x) oldugundan = ¢ W N elde edilir.
Teorem 5.3.3: Biitiin lacunary dizilerinin kiimesi £ ile tanimlansin

(WAC] = (WS,
el

38



dir.

Ispat: Teorem 5.1.1’den,

elde edilir.

W AC]
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