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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

MAKSIMUM METRIGIi GEOMETRISINDE BAZI OKLID
PROBLEMLERININ BENZERLERI

Hiiseyin CAPUTCU

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Yrd. Dog. Dr. Nilgiin SONMEZ

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, geometri ve maksimum
diizlem modeli ile ilgili bilgiler verilmektedir. ikinci boliimde, bu modelle ilgili baz1
tanim ve teoremler yer almaktadir. Ugiincii boliimde, maksimum ¢emberinde kiris ve
teget kavramlari iizerinde durulmaktadir. Dordiincii boliimde ise maksimum daire

diliminin alan1 ile maksimum yay uzunlugu arasindaki iliski incelenmektedir.

2011, 102 sayfa

ANAHTAR KELIMELER: Maksimum Cemberi, Teget, Kiris
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ABSTRACT

M. Sc. Thesis

THE EQUIVALENTS OF SOME PROBLEMS IN EUCLIDEAN GEOMETRY
THE MAXIMUM METRIC

Hiiseyin CAPUTCU

Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Nilgiin SONMEZ

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some information about
the geometry and maximum plane model is given. In the second chapter, some
definitions and theorems about this model are mentioned. In the third chapter, the
concepts of chord and tangent on the maximum circle are focused on. In the fourth
chapter, the relationship between the sector area and the arc length of a maximum circle

is examined.

2011, 102 pages
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1 GIRIS

Geometri, tarihi binlerce yil dncesine dayanan matematigin en eski branslarindan biri
olmasina ragmen hentiiz kesin bir tanim1 yapilamamistir. Literatiirde “cisimlerin biiytik-
liik ve bicimlerini 6l¢en bilim dali “olarak ge¢mesine ragmen bu tanim ¢ogu matematik-
¢i ve geometrici tarafindan kabul edilebilir olmaktan uzaktir. Geometrinin en
benimsenen tanimi1 Alman matematik¢i Felix Klein tarafindan verildi. Klein geometriyi
“S bir kiime ve G ise S kiimesini kendisine doniistiiren doniisiimlerden meydana gelen
bir grup olmak iizere, S kiimesinin G nin elemanlar1 olan doniisiimler altinda degismez
kalan Ozelliklerinin incelenmesi” olarak tanimlamistir. Bu tanim agikca geometriyi
doniigiimler grubuyla birlestirmek zorunlulugunu ortaya c¢ikarmistir. Doniisiimlerde
genel olarak geometrik kavram olmayan noktalarin koordinatlar1 yardimiyla
formiillestirilebilir. Bu nedenle, Klein”in tanim1 geometriyi bagimsiz ve kendine 6zgii
yontemlerle incelenebilen bir dal olarak diisiinmek fikrine aykir1 goriindiigtinden bazi
geometriciler tarafindan elestirilmektedir. Boylece bu tanim genel bir geometri tanimi
degil fakat bir kiimenin geometrisinin tanimi olarak diisiiniilebilecegi i¢in geometri
kavramina daha genis bir agidan bakilmasini miimkiin kilmistir [10].

Kaynaklar; geometrinin 6nce Eski Misir’da basladigini, Eski Yunanlilar’in geometriyi
Eski Misirdan Ogrenmis olduklarini gostermektedir. Eski Yunanlilar, geometriyi
sistemli ispatlara dayanan miistakil bir bilim haline getirmislerdir. Thales (M.O. 624-
M.O. 546), Pythagoras (M.O. 570-M.0. 490), ve Euclides (Oklid, M.O. 325-M.0.265)
bu dénemin en {inlii geometricileridir. Oklid’in M.O. 300 yilinda yazdig1 “Elements”
adli 13 ciltten olusan kitap, geometrinin sistemli bir bilgi haline gelmesine Onciiliikk
etmistir. Giiniimiizde orta 6grenim boyunca Ogretilen geometri, Oklid’in ortaya
koydugu bu diizlem geometridir.

Oklid diizlem geometrisinde temel elemanlar noktalar ile dogrulardir. Nokta ve dogru,
tanimlanamayan ilkel kavramlardir. Oklid geometrisi; tanimlar, aksiyomlar ve postulat-
lar olmak iizere ii¢ temel kavrama dayandirilmigtir. Tanimlar, kendine 6zgli bir takim
ozellikleri olan geometrik nesneleri belirlemek yada digerlerinden ayirmak i¢in onlara
verilen isimden ibarettir. Aksiyomlar ise dogrulugundan siiphelenilmeyen ispatsiz

olarak kabul edilen temel &nermelerdir. Oklid’in aksiyomlar: sunlardir:



1. Aymni seye esit olan seyler birbirlerine de esittirler.

2. Esit miktarlara esit miktarlar eklenirse, esitlik bozulmaz.

3. Esit miktarlardan esit miktarlar ¢ikartilirsa, esitlik bozulmaz.

4. Birbirine ¢akisan seyler birbirine esittir.

5. Biitiin par¢adan biiytiktiir.
Postulatlar ise aksiyomlar gibi ispatsiz kabul edilen fakat dogruluklarina o zamanki
anlayisa gore aksiyomlar kadar kesin gozle bakilmayan temel 6nermelerdir.
Oklid’in bes postulat: vardir. Bunlarin giiniimiiz modern matematigindeki karsiliklart
sOyledir:

1. Bir noktadan diger bir noktaya bir tek dogru cizilebilir.

2. Herhangi bir dogru parcas1 bir dogrultuda istenildigi kadar uzatilabilir.

3. Merkezi ve yaricap1 verilen bir tek ¢gember vardir.

4. Biitlin dik agilar esittir.

5. Bir dogruya disindaki bir noktadan bir ve yalniz bir paralel dogru ¢izilebilir.
Ik dort postulat kisa ve kesindir. Besinci postulat ise bazi matematikgiler tarafindan
cokca tartisiimis olup, Oklid geometrisinde bir bosluk olabilecegi diisiincesine itmistir
[11].
Oklid’in elementlerindeki aksiyomlarda var olan baz1 belirsizlikler ve eksiklikler, uzun
yillar boyunca bilinmesine karsin aynen kullanilmislardir. Ancak Hilbert 1889 da
cagmin bilgileriyle Oklid diizlemin aksiyomlarmi yeniden diizenlemistir. Artik Oklid
diizlemi i¢in, tiim matematik diinyasinca “miikemmel” olarak degerlendirilen bu
aksiyom sistemi (Hilbert Diizenlemesi) gegerlidir denilebilir. Ancak 20. yilizyilda ¢agdas
matematik bilgileri g6z Oniine alinarak daha kisa ve daha rafine bir aksiyom sistemi
olusturulmustur. F.Krause’nin “Taxicab Geometry” adli kitabindan alinan ve son
zamanlarda Oklid diizlem geometrisini isleyen bircok eserde kullanilan Birkhoff’un
metrik aksiyomlarinin bir modifikasyonu olan bir aksiyom sisteminde vardir.
Tarihsel olarak, paralellik aksiyomunu saglamayan her geometri Oklid dis1 bir geometri
olarak bilinmektedir. Fakat Hilbert (veya es anlamli olarak Birkhoff) tarafindan verilen
aksiyomlardan “en az birini saglamayan bir geometri Oklidyen olmayan bir

geometridir” anlayisi yerlesmis bulunmaktadir. Bunlarin bir kag1 agsagidaki gibidir [12]:



Taksi Diizlemi

Klein Modeli

Maksimum Diizlem Modeli
Poincare Ust Yar1 diizlem Modeli

Poincare disk Modeli



Bolim 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde [1], [3]-[9] kaynaklar1 esas alinarak maksimum diizlem ile ilgili bazi
tanimlar ve teoremlere yer verilmistir.

2.1. Maksimum Diizlem ve Uzaklik Fonksiyonu

Maksimum diizlemi R}, nin noktalari ve dogrulari , Oklid diizlemi R* nin
noktalar1 ve dogrularinin aynisidir. Agilar da ayni yolla dlgiiliir. Fakat uzaklik
fonksiyonu farklidir. Analitik diizlemde alinan A=( X,,y, ) ve B=( X,,Yy, ) noktalar

arasindaki Oklidyen uzaklik;

de(AB) = (X —%,)> +(¥, —¥,)?

iken , maksimum uzaklik

dy (A, B) =max{ |X2 - X,

yz_y1| }

2

ile tanimlidir. Daha agik olarak , A ve B noktalar1 arasindaki d,, uzakligi, A ve B

noktalarindan eksenlere paralel ¢izilen uzunluklarindan maksimum olaninin

alinmasindan ibarettir. (Sekil 2.1)

Y- —— -

B

Gekil 21 A veB noktalan aram 4, umklim



2.2. Oklidyen Uzaklik ile Maksimum Uzaklik Arasindaki Fonksiyonel Iliski

Teorem 2.2.1 : |, analitik diizlemde A=( Xx,,y, ) ve B=( X,,Y, ) noktalarindan gegen

bir dogru olsun. | nin egimi m ise

/1+m* , |m[<1 .
dy, (A,B)= .d:(A,B), =
M( ) p(m) E( ) p(m) { |m|/m ’ |m|21 1S€

dir.
Ispat: Eger |, x-eksenine paralel ise m=0 ve p(m)=1, y-eksenine paralel ise
Im| — 0 ve lim p (m) =1 olur. Budurumda d, (A,B)=d.(A,B)

dir. | dogrusu x ve y-eksenine paralel olmasin. a,b,c R, b# 0 olmak {izere A ve B

den gegen dogru ax+by+c =0 olsun. O halde A=(X, ,—% X, —%) ve B=(Xx, ,—% X, —%)

seklinde yazilabilir. Bu durumda ,

dM(A,B)=maX{|X1—X2 y_y2|}

a c c

=max { X, - X,|,|(- b _B) (—— _E)}
a c a

=max { |X, —X,|, |- PRI + }
a

= max { |X1_X2 a_E(Xl_Xz) }
a

= max { |x1—x2,—6-|x1—x2|}

=[x, = X,| max { 1, %‘}

olur. Benzer sekilde

de (A B)=[x, —x,|. 1+(%)2

bulunur. O halde

a
1L12
d, (AB) ‘} _max{ s

Ae(A8) |X1‘X2|J”(Z)2 \/1+<Z)2

|Xl —X2|max{1,z




elde edilir. Buradan da ,

max{l,|—

w/1+(§>2

bagintist bulunur. m= —% oldugunu biliyoruz. O halde yukaridaki bagintiy1 soyle ifade

dy(AB)= .d: (A, B)

edebiliriz;

d, (AB)= .de(AB)

AJ1+m?

Bu bagintidan goriildiigii gibi , d,, - uzakligi aynt dogru boyunca oklidyen uzaklikta

pozitif bir sabitin ¢arpimina esittir. Bu sabiti p (m) ile gosterelim.

, (m):{ 1/AN1+m* , |m <1 o
m/v1+m* , |m[>1
olmak tizere d,, (A,B)= p (m). d.(A,B) elde edilir.
Teorem 2.2.2: P, =(X,,Y,), P, =(X,,Y,) analitik diizlemde iki nokta olsun.

Q =(X,y) noktast P ve P,noktalarindan gecen dogru lizerinde bir nokta ise

w[PQ] _ dc[PQ]
dy[QR,] dc[QP]

dir.
Ispat: P, P, noktalarindan gecen dogru X veya Y - eksenine paralel ise,
dy (P,P,)=d-(P,P,), dolayisiyla oranlar esittir. X, # X,, Y, # Y, ve

P, P, noktalarindan gegen dogrunun egimi m olsun. Teorem 1.2.1 e gére
de[PQ]=d. (P.Q) =[x —x1+m?,
de[QP,]=d¢ (Q.P,)= [x~x,N1+m?,
dy[PQ]= d, (R.Q)=|x, - x| max{],
dy [QP, ]=d,, (Q.P,) =[x - X, | max{],

3
j




dir. Buradan

dE[PlQ]: %, = X1+m? _ % =X
d.[QP,] X = X,[N1+m? X=X,

m|}=1 oldugundan d,, [P]Q]=|Xl - X| ve

oldugu aciktir. |m|<1 ise max{l,

d, [QP, ]=|X - X2| olur. Bu durumda

dy[PQ] _ [x —¥
dM [sz] |X_Xz|

elde edilir. Benzer sekilde m>1 ise max{l, m|}: |m| oldugundan

dy[RQ] _ [x =X
dM [sz] |X_Xz|

olur. Boylece her iki durumda da oranlar esittir.

2.3 Cember Kavramm

Tamm 2.3.1. Diizlemde verilen bir noktadan esit uzaklikta bulunan noktalarin kiimesine
¢ember denir.

Diizlemde verilen M = (m,n) noktasindan (¢emberin merkezi) r birim (r € R,r >0

¢emberin yarigapi) uzakta bulunan degisken nokta X = (X, Y) olsun.

{X : |MX| = r} noktalar kiimesi bir cember belirtir ve bu ¢emberin denklemi
(x=m)* +(y-n)’ =r?

seklindedir.

2

Tamm 2.3.2. R/, de maxﬂx y|}:1 denklemini saglayan (x,y) noktalarinin

kiimesine M- birim gember (maksimum birim ¢ember) denir. R;, nin birim ¢emberi,

koseleri A =(11), A, (=L1), A;(-1,-1), A,(1,-1) noktalar1 olan karedir. (Sekil 2.2)



00,0

Gekil 22 Maksimum birim gember

Bolim 3

Bu boliimde maksimum ¢emberinin teget ve kiris kavramlari Ekmekgi, S. [4]
calismasi esas alinarak incelenmekte ve maksimum ¢emberlerle ilgili durumlar Oklid

¢cemberleriyle ilgili durumlarla karsilastirilarak verilmektedir.

Maksimum Cemberinde Kiris ve Teget Kavrami

3.1 Maksimum Cemberinin Kirisleri

Kiris: Maksimum ¢emberi tizerindeki herhangi iki noktayi birlestiren dogru pargasina,
eger bir kenar degilse, Kiris denir. (Sekil 3.1)

Cap: Maksimum ¢emberinin merkezinden gecen kirige ¢cap denir. (Sekil 3.2)



N\

A

Selil 3.1 Ba= kinsler Sekil 3.2 Bam gaplar

3.1.1 Maksimum Kirislerinin Uzunluklar

(a) Aym kenar iizerinde iki noktamin belirttigi Kirisin uzunlugu

Ala) —ra, +r) Afay +ra, +7)
Kylay +7,54)
M
Ay lay +r.07)
Al —r,a, —r) Alay +roa, —r)

Sell 3.3 Avru kenar iizerinde il noktanm belirttigi kirizin vzunlugu

M =(a,,a,) merkezli, r yarigapli C maksimum ¢emberinin A A, kenar1 lizerinde X,
ve X, noktalarin alalim ( Sekil 3.3 )

AA ... x=a +r
oldugundan noktalarin koordinatlar1 X, =(a, +r,y,) ve X, =(a, +1,Y,) olarak

alabiliriz. A A, dogrusunun egimi m,, = oldugundan

dM(Xlaxz):maX{|a1 +r—a, —rly, _y2|}
=max{ 0,]y, - Y2| }
:|Y1_y2|



bulunur. Genel olarak
X,, X, € aynt kenar = d, (X, X,)=Y, -V,
ve 0zel olarak X,=A, ve X,=A, alindiginda kenar uzunlugu
dy (A, A)=max{0,2r}
=2r

olur.
C maksimum ¢emberinin A A, kenari iizerindeki X, ve X, noktalarinin belirttigi

X, X, kirisinin uzunlugu aslinda X, X, maksimum yayinin uzunluguna esittir.

(b) Cemberin bitisik kenarlari iizerinde alinan iki noktanin belirttigi Kirisin

uzunlugu

(i) Noktalardan birisi A A, tizerinde digeri A, A, lizerinde olsun

X, (x,a8,+7
4 (e ) 4, 4 Lylr.a+0)
Mig.a) X‘- I:'ﬂ'. Tr .1-".'.} X-_ (d._ -l-';”=.‘1-".'.::I
. Mig.a)
4 A 4 4
4, : 4 4
Sekil 3.4 cr=m,, <liken XX, kirginin wwunlugu Sekil 35 o=m,, =1 iken X X, kirisinin uzunlugu
, X (x,.q,+7)
Mig.a)
Xig+ry)

4 4

Sekil 3.6 cc=m,, »1 ken XX, kiriginin uzunlugu

10



M=(a,,a,) merkezli, r yarigapli maksimum ¢emberinin A A, kenarinda X, noktasini

A A, kenarinda X, noktasini alalim.
AA, ....x=a +TI
AA .y=a,+r

olduguna gore X, =(a, +1,y,) ve X, =(X,,a, +r) olarak alabiliriz. X,X,

dogrusunun egimi & =m, , olsun.
*a=my, <lise, (Sekil 3.4)

dy (X, X,) =max{|a, +r-X,

s yl _a2 _r|}
dM (Xl’xz) = |(a1 + I’)—X2|
** a=m,, =1ise (Sekil 3.5)

dy (X,,X,) =max{|a, +r—X,

> yl _aZ _r|}
(X, X,) = [, +1=%,|=]y, —a, —1]
®*% g =m, > 1ise (Sekil 3.6)

dy (X,,X,) =max{|a, +r - X,

Y1_a2_r|}

5

dM(xl,X2)= |y1 —a, —I’|

ii) Noktalardan birisi A A, lizerinde digeri A A, olsun.

4 A, 4
iy 2 5 A
Xla+ry)
Mia,a) Mia.a)
Xila+ry)
J" “1'. .‘.!_, 4
X (x,.a,-r) Xylxy.a,-r)
Sekil 3.7 c=my, »1iken XX, kirisinin uzuniugu

Sell 38 o=m; . =1iken XX, kirginin w=unlugu

11



Mig.a)

/ Ala+ry)

X (x,.8,-7)

Jekil 3.9 o=y, <liken XX, kingnin uzunlugu

M=(a,,a,) merkezli, r yarigapli maksimum ¢emberinin A A, kenarinda X, noktasini
A A, kenarinda X, noktasini alalim.

AA, ....x=a +Tr

AA,....y=a,—r
olduguna gore X, =(a, +1,Y,) ve X, =(X,,a, —r) olarak alabiliriz. X X,
dogrusunun egimi & =m, , olsun.

*a=my, > lise(Sekil 3.7)

dy (X;,X,) =max{|a, +r = X,|,|y, —a, +r|}
dM(X1aXz):|y1_a2+r|

oo =my, = 1ise (Sekil 3.8)
dM(X1aXz):maX{|a1 Tr=X0Y &, +I’|}

d, (X,,X,)= |a1 —H’—X2|=|y1 -4, —H’|
wEE g =my < 1ise (Sekil 3.9)

dy (X,,X,) = max{|a, +r-X,

|y —a, + 1}
dy (X, X)) = [a, +1 =X,
Ozel olarak ( (i).den) X, = A alindiginda (a = my x, <1 iken)
dy (X,,A)) =max{|a, +r—a, +r|,|y,—a, —r|}
dy (X,,A)=2r

X, = A alindiginda (a =m, , =1 iken )

12



dy (A, X,) =max{|a, +r—x,|,]a, -r—a, —r|}
dM (Alaxz) = 2r
X, = A, alindiginda (o =m, , >1 iken )
dy (X,,A;) =max{|a, +r—a, +r

dM(Xl’A3)= 2r

Ozel olarak yine (ii) den egimlere gore durumlari incelersek,

Y1_a2_r|}

b

X,=A, alindiginda (& =m, , > 1 iken)
dy (A, X,) =max{|a, +r—X,|,[a, +r—a, +r}

dM (Azaxz) =2r

X, =A, alindiginda (& =m, , =1 iken)

dy (X,,A,) =max{la, +r—a, +r

s yl _a2 + r|}
dy (X,A)=2r
X,=A, alimdiginda (& =m, , <1 iken)
dy (A, X,) =max{|a, +T —X,|,[a, +r—a, +1|}

dy (A, X,)=2r

Sonug 3.1.1.1: (i) den

|3, + 1= X,| , My <1
dM(Xsz): |al+r_xz|:|y1_az_r| > mxlx2 =1
ly, —a,—r| , My, >1
Sonugc 3.1.1.2: (ii) den
|3, + 1= X,| , My, <1
dy (X, X)) =1la, +r=x,| =]y, —a, +r] , my, =1
ly, —a, +r1| , My, >1

Sonug¢ 3.1.1.3 : r yarigapl bir maksimum ¢emberinin herhangi bir kdsesini, bu kdsenin
karsisindaki kenarlardan herhangi biri {izerindeki bir noktaya birlestiren kirigin

maksimum uzunlugu 2r dir.
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(¢) Karsihikh kenarlar iizerinde alinan farkh iki noktanin belirttigi kirisin
uzunlugu

(i) Noktalardan biri A/ A, lizerinde digeri A, A, tlizerinde olsun ($ekil 3.10).

4 4
X, la—ry) Mia a)
\ A= +r. 00
4 ]

ekl 3.10 m, <1liken X X, kirginin uzunlufu

M=(a,,a,) merkezli, r yaricapli maksimum ¢emberinin A A, kenarinda X, noktasini

A A, kenarinda X, noktasini alalim.

olduguna gore X, =(a, +r1,Yy,) ve X, =(a, —r,Y,) olarak alabiliriz. X X,
dogrusunun egimi & =m, , olsun.

m, ., <I oldugundan ( Sekil 3.10) den

dy (X,,X,)=max{|a, +r—a, +r|,ly, - y,|}
d, (X,,X,)=2r

Ozel olarak X, = A alindiginda
d, (A, X,)=max{a, +r-a +rla, —r-y,|}

d M (AI > X 2 ) =2r
bulunur. O halde A kose noktasin1 A;A, kenar iizerindeki her noktaya birlestiren

kirislerin uzunluklari 2r dir.
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ii) Noktalardan biri A A, lizerinde digeri A, A, lizerinde olsun.

X, =(x,,a,+1)
- - - )

X, (x,.a —7)
Sekil 3.11 m,_ >1iken X X, kirignin uzunlugu

M=(a,,a,) merkezli, r yarigapli maksimum ¢emberinin A A, kenarinda X, noktasini
A A, kenarinda X, noktasini alalim.

AA,....y=a,—-Tr

AA ....y=a,+r
olduguna gore X, =(X;,a, —r) ve X, =(X,,a, +r) olarak alabiliriz. X,X,
dogrusunun egimi & =m, , olsun.
m, . >1 oldugundan ( Sekil 3.11) den

dy (X, X,) :maX{|X1 =X,

Ja, -r-a,-r|}
dy(X,,X,)=2r

Ozel olarak X, = A, alindiginda
dy (X,,A,) =max {x, —a, —r

dM (X,,A)=2r

a,-r-a, -

b

elde edilir.

Sonugc 3.1.1.4 : r yarigapli bir maksimum ¢emberinde farkli iki nokta karsilikli (paralel)

iki kenar lizerinde ise bu noktalar1 birlestiren kirisin maksimum uzunlugu 2r dir.

Biiyiik Kiris : Bir maksimum ¢emberinde uzunlugu ¢apin uzunluguna esit olan kirisleri

biiylik kirig olarak tanimlanir.
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Sonug 3.1.1.5 : Bir maksimum ¢emberinde farkli iki noktanin su durumlarinda biiyiik
kirisler elde edilir.

(i) Noktalardan birisi gemberin kdse noktasidir.

(ii) Noktalardan ikisi de gemberin kdse noktasidir.

(iii) Noktalar ¢gemberin karsilikl1 iki (paralel) kenari tizerindedir.

3.2 Maksimum Cemberinin Tegetleri

Tanim 3.2.1 : Diizlemde bir C maksimum ¢ember ile bir d dogrusu verilsin.

“d, C ye kosesel tegettir < dn C={A}> A, C nin bir kosesidir”.

bi¢ciminde tanimlayalim. Yani dogru ile maksimum ¢emberi, gemberin bir tek kose
noktasinda kesisiyorsa dogru maksimum ¢embere kosesel tegettir, denir (Sekil 3.12).
Tamm 3.2.2: Maksimum diizlemde bir C maksimum ¢emberi ile bir d dogrusu verilsin.
“d, C ye kenarsal tegettir <> dnC=a: a, C nin bir kenaridir”.

biciminde tanimlayalim. Yani dogru ile maksimum ¢emberi, cemberin bir tek kenar1
boyunca kesisiyorsa dogru maksimum ¢embere kenarsal tegettir, denir (Sekil 3.13).

d
!

1

{'-1

C o M oM

d,
Sekil 3.12 Kogesel tegetler Sekil 3.13 Kenarsal tefetler

3.2.1 Maksimum Cemberinin Uzerindeki Bir Noktadan Gegen Tegetler
Oncelikle gemberin bir kdse noktasindan gizilen kosesel tegetlere bakalim. M=(a, ,a,)
merkezli, r yarigapli C-maksimum ¢emberinden s6z ederken daima
A=(+r,a,-r), A,=(a, +r,a,+r), A,=(a, -r,a,+r), A,=(a, -r,a, —r)

olarak alinir ve asagidaki bigimde gosterilir.
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Lkl

el =1

pal = 1

Sekil 3.14 C-maksimum ¢emberi Gzerindeki kisesel tegetler

A, noktasindan gecen kosesel teget dogrular:

{xy)y=mx-m(a,+r)+a,—-r,

m>1, meR}

bicimindeki dikeysel dogrulardir.

{(xy):y=mx-m(a +r)+a,—-r,|m=1,meR}

bicimindeki ayira¢ dogrulardir.

{(xy):y=mx-m(a, +r)+a,-r,|m<l,meR}

bicimindeki yataysal dogrulardir.

A, noktasindan gecen kosesel teget dogrular:

{(xy):y=mx-m(a, +r)+a,+r,|m>1, meR}

bicimindeki dogrular dikeysel dogrulardir.

{(xy):y=mx-m(a +r)+a,+r,|m=1, meR}
bi¢imindeki aywra¢ dogrulardir.

{xy)ry=mx-m(a,+r)+a,+r,

m<1,meR}

bicimindeki yataysal dogrulardir.
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A, noktasindan gecen kosesel teget dogrular:

{(xy):y=mx-m(a —-r)+a,+r,m>1,meR}

bicimindeki dikeysel dogrulardir.

{(xy):y=mx-m(a —r)+a,+r,[m=1,meR}

bicimindeki ayira¢ dogrulardir.

{(xy):y=mx-m(a —r)+a,+r,|m<I,meR}

bicimindeki yataysal dogrulardir.

A, noktasindan gecen kosesel teget dogrular:

{(xy):y=mx-m(a, -r)+a,-r,m>1,meR}

bicimindeki dikeysel dogrulardir.

{(x,y):y=mx-m(a -r)+a,-r,|m=1,meR}

bicimindeki ayira¢ dogrulardir.

{(xy):y=mx-m(a, —r)+a,—r, m|<1 ,meR}

bicimindeki yataysal dogrulardir.

Boylece ¢emberin kose noktalarindan her birinden sonsuz sayida kosesel teget dogrusu

gecer. Simdi kdse noktalarindan gegen kenarsal tegetleri inceleyelim.

Al —r.a,+7)

Aim +r.a,+r)

_M(.:zl,.:::j

Al +ra, -

Aﬂ-(al —¥.d, —¥]

Sekil 3.15
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A, noktasindan gecen iki kenarsal teget vardir ve sirasiyla
Xx=a, +r
y=a,—-r
seklindedir (Sekil 3.15). Benzer sekilde A, noktasindan gecen iki kenarsal teget vardir
ve sirastyla bunlar
Xx=a, +r
y=a,+r
bicimindedir. Yani bir maksimum ¢emberinin her kdse noktasindan iki kenarsal teget
gecer. Boylece, bir maksimum ¢emberinin kdse noktalarindan sonsuz sayida teget gecer
ve bunlardan yalniz ikisi kenarsal, digerleri kosesel tegetlerdir.
Simdi maksimum ¢emberinin kdse olmayan noktalarindan gegen tegetlerine bakalim.

Buna gore kabul edelimki K# A, i=1,2,3,4 ve KoC olsun. Ayrica K noktasini

C-maksimum ¢emberinin A A, kenari lizerinde alalim (Sekil 3.16).

!
qu \ J"].: +

s I

h
Sekil 3.16 K noktasmdan gegen dogrular
Buna gore 1, 1,, |,, |, dogrular sirasiyla K dan gecen
l,; o egimli dogru,
l,; 0 egimli dogru ,

, ; herhangi bir yataysal dogru ,
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, ; herhangi bir dikeysel dogru
olsun. |, dogrusu Cyi A A, kenar1 boyunca keser. Buna gore |,, K dan gegen C ye
kenarsal teget olan bir dogrudur. |,, |,, |, dogrulart, Sekil 3.16 dan goriildiigi gibi,

C yi K dan bagka bir noktada daha kestikleri i¢in teget dogrular1 olmazlar. Buna gére C
nin A A, kenar tizerindeki K noktasindan C ye teget olan bir tek kenarsal teget vardir.

Nokta ¢emberin diger kenarlari iizerinde iken benzer sekilde bir tek kenarsal teget elde
edilir.

Sonug 3.2.1 : K maksimum ¢emberi iizerinde alinan herhangi bir nokta olsun.

(1) Eger K kose noktasi ise bu noktadan cembere ikisi kenarsal digerleri kosesel olan
sonsuz sayida teget ¢izilebilir.

(2) Eger K kose noktalarindan farkli bir nokta ise bu noktadan ¢gembere bir tek kenarsal
teget cizilebilir.

3.2.2 Kosesel ve Kenarsal Tegetlerin Caplarla ve Kirislerle iliskilendirilmesi
Oklid diizleminde bir cembere iizerindeki bir noktadan bir tek teget cizilebildigi halde,
Maksimum diizleminde, cembere iizerindeki bir noktadan en az bir teget
cizilebilmektedir. Simdi bu tegetlerin ¢aplarla ve kirislerle aralarinda nasil bir iligki
oldugunu inceleyelim.

Esas Kosesel Teget : Bir maksimum ¢emberin ¢apina dik olan kosesel tegetini esas
kosesel teget olarak tanimlayalim.

Bu tanima gére M=(a,,a, ) merkezli, r yarigapli bir maksimum ¢emberinin

A, =(a, +r,a, —r) noktasindan gegen esas kosesel tegetini belirleyelim.
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I"..-'I(Ell,d':) |m|:>1
|m|=1

b <1

Selil 3.17 Ezas kdsesel t2fet dogmsn

A =(a, +r,a, —r) noktasindan gegen tegetler

{xy)ry=mx-m(a, +r)ta,-r,

m=1,meR}

|m| >1 iken A, den gegen kosesel tegetler,

m| =0, iken kenarsal tegetler elde edilir.

Yine |m| <1 iken A den gegen kdsesel teget elde edilir. Esas kdsesel teget ise

yukaridaki tegetlerden , A, den gegen capa dik olanidir. Buna gore |m| =1 i¢in duruma
bakacak olursak

y-(a, —r)=m(x-(a, +r))
y-(a,-r)=1.(x-a,-r)

y =X-@, +a,- 2r

dogrusu esas kosesel teget dogrusudur.

A, noktasinin diger kosesel tegetleri i¢inde esas kdsesel teget olup olmadigina bakalim
=1 .
|m| =1 ise — =-1 dir.
m

O halde,

y-(2, ~ )= —L(x(a, +1))
m

y-(a, —r)=-l.(x-a, —r)

y=-xta, +a,
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dogrusu tegete dik olan kiristir. M=(a,,a, ) noktasi i¢in
y =-x +a, +a, dogrusunda x = @, i¢in
y=-xta, +a,
a, =-a, +a, +a,
a, =a,
oldugundan merkez, kiris lizerinde ve kiris de ¢aptir.
Buna gore m=1 iken A, noktasinin kdsesel tegetlerine dik olan biiytik kirisler vardir.

|m| >1i¢in y=mx-m(a, +r)+ a, —r tegetine dik olan kiris

y-(2, ~ )= —L(x(a, +1))
m

—_1X+ (a,+r)y+m(a, —r)
m m

y =
dir. M=(a,,a, ) noktasi i¢in

—_1X+ (@+nN+m@,-r) *
m m

a,

-1 a, +ry+m(@, —r) ’
_al_"_(l ) (2 ):a2
m m

r+m(a2—r)¢

m %

oldugundan merkez, kiris lizerinde degil ve kiris de ¢ap degildir. Ancak kosesel tegete
dik olan bu kiris biiyiik kiristir fakat esas kosesel teget degildir. X=(a, —r,y,) olmak

uzere
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A, A,
F=la —ry) ol
=X
A, 4
Seldl 318

dy (X, A) =max{d,, (X,A,),dy (A,A,)}
~d, (ALA,)
=2r
dir. Buna gore |m| >1 iken A, in kosesel tegetlerine dik olan biiyiik kirigler vardir.

Benzer sekilde |m| <1 iken incelendiginde yine kosesel tegetlere dik olan biiytik kirisler

bulunur. Boylece A, kose noktasindan m=1 iken gegen kosesel tegetlerin yalniz bir
tanesi ¢apa diktir ve bu teget A, den gegen y = x-a, +a,- 2r dogrusudur. Benzer
sekilde A, noktasindan gegen kosesel tegetlerin icinde y =x - @, +a, dogrusu ¢apa
diktir. A, den gegen esas kosesel teget dogrusu y =x-a, +a,+ 2r ve A,den gegen esas
kosesel teget dogrusu y=x-a, +a, dogrularidir. O halde ¢ember tizerindeki

noktalardan gecen kosesel tegetlerden birisi esas kosesel tegettir.

Sonug¢ 3.2.2 : Maksimum ¢emberinin her bir kose noktasindan gegen kosesel tegetlerin

icinde bir tanesi (esas kosesel teget) ¢apa; digerlerinin her biri biiyiik kirise diktir.

3.2.3. Maksimum Cemberinin Disindaki Noktalardan Cizilen Tegetler
Bir M=(a,,a, ) merkezli r yaricapli maksimum ¢emberinin disin1 asagidaki sekilde

bolgelere ayiralim:
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________ , o
1 1
I 1
: |
E'..' : » I E El:
I 1
! |
1 1
. o 31
B. : B, . B,
| '

Sekil 3.19 Maksmum ¢embennin dis bilgeler

B={xy):y<a,-r ve xza, +r }
B,={xy):y>a,-r ve y<a,+r ve x>a, +r }
B,={(xy):y= a,+r ve xza, +r }
B,={(x,y):y>a,+r ve x>a,—r ve x<a, +r }
B.={(x,y):x<a,-r ve y= a,+r }
B,={(x,y):y<a,+r ve y>a,—-r ve x<a, —rI}
B,={(x,y):y<a,-r ve x<a, —r }
B,={(x,y):y<a,-r ve x>a,—-r ve x<a, +r }
S noktasi gemberin disinda bir nokta olsun.
(1) Se B, olsun. Bu durumda

SPL we SFI, — SA, ve SA, kbisesel tefetler (3ekil320)

Sol, > SA, kosesel , SA, kenarsal tegetleri (Sekil 3.21)
Sol, > SA, kosesel , SA, kenarsal tegetleri (Sekil 3.22)

vardir.
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3 A, l
"lll .‘L -"]1 S 1
3
1 i
Geldl 320 SA_, e Sﬁq kflﬁESEl tEéEﬂEI‘i Fekil 321 8A, kigesel | 8A, kenarsal tefetlen
A A
=
A h
A
3
I-l

Seldl 3323 8A, kigesel | 84, kenarsal tefeflen

(2) Se B, olsun. Bu durumda SA, ve SA, dogrular1 kosesel teget dogrularidir.
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L

Sell 323 84, ve 8A, kigesel tefet dofrulan

(3) Se B, olsun. Bu durumda SA; ve SA, dogrular kdsesel teget dogrularidir. S nin

diger bolgelerde olmasi benzer durumlar1 gerektirir.

o[

Sekil 324 8A, ve 8A, kisese] tefet dofmlan

Sonug¢ 3.2.3 : Bir maksimum ¢emberine disindaki bir noktadan iki teget dogru

cizilebilir; Bunlarin ya ikisi de kdsesel teget yada biri kdsesel biri kenarsal tegettir.

3.3 Iki Maksimum Cemberinin Teget Olmasi

Tamm 3.3.1 : Maksimum diizleminde C,ve C, maksimum ¢emberleri verilsin.
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“ C, ve C, kosesel tegettir & C, N C,={P}>Phem C, in hem de C, nin kose

noktas1” olarak tanimlansin. Yani iki maksimum ¢emberi bir tek kdse noktasinda

kesisirse bu iki cember kosesel tegettir, denir.

L

K dgesel teget cemberler

Sekil 323

Tanim 3.3.2 : Maksimum diizleminde C,ve C, maksimum ¢emberleri verilsin.

“ C, ve C, kenarsal tegettir < C, " C,= {d: dhem C, in hem de C, nin iizerinde

kenar parcast }” olarak tanimlansin. Yani iki maksimum ¢emberi bir dogru boyunca

kesisirse bu iki gembere kenarsal tegettir denir.

! 3=
=

Kenarsal teget cemberler

Sekil 3.26
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3.3.1 i¢ten Teget Maksimum Cemberleri
Oklid diizleminde O merkezli, r yarigapli Oklid gemberi ile O’ merkezli , r'yaricapl

= r—r’ ise bu iki ¢embere

Oklid cemberinin birbirine gére konumunda eger |OO'
i¢c-teget cemberler denir. Maksimum diizleminde ise bu 6zellik korunmuyor. Bunu
sagladigimi gostermek i¢cin M=(a,,a, ) merkezli, r yarigapli C, maksimum ¢emberi ile
M'=(a/,a,) merkezli, r' yarigapli C, maksimum ¢emberinin kenarsal teget
oldugunu ve M'noktasinin C, ¢emberinin i¢inde kaldigini kabul edelim. O halde

C,, C, e ya bir kenar parcas1 boyunca ya da iki kenar pargasi boyunca tegettir.
(1) C,, C, e y=a, +r kenarinda teget olsun (Sekil 3.27).
Budurumda a, <a| ve a, <a, olsun. Diger taraftan,

A =(a/ +ra,+r"), A =(a/ —r',a; +r') kose noktalar1 y=a, +r

izerinde olacagindan

a,+r=a,+r=a,—-a,=r—r’

olur. Buna gore,

i) m>1 ise [ﬂﬂ]

a, —a,

!

|a, —a2|}

d, (M,M") =max{a, —a,

= [a, -a|
!

=4a,—-q,

!

=r-r

.. . [(a)-a
i) m=1 ise | =—==1
a —a

dy(M,M") = maxﬂal—al’,az—a;}
= |a1 -, :|a2 _a;|
=r-r’

. [a;-a
iii) m<1 ise (# < 1]
a —a
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! !

d, (M,M") = max{a, —a/|,|Ja, —a}|} =a -a|
= a,-q
4 £ A,
oM
A A
L)
A A
Sekil 327

2) C,, C, e Xx=a, +r kenarinda teget olsun (Sekil 3.28).
Bu durumda a; > a,ve a, > a, olur. Ayrica

A= +r,a,-r"), A)=(a/ +r',a, +r') kdse noktalar1 x=a, +r
iizerinde olacagindan

a+r'=a+r=a -a=r-r’

dir. Buna gore

i) m>1 ise [ﬂﬂ]

a —q
dM(M,M'):max{[a1 -all,|a, —a;|}
= |a, —aj)
=a;—-a,
. . [a;—a
i) m=1 ise | =—==1
a, —a
d, (M,M") = max{a, —a|,|a, —a|}

= |a1 _a1'|:|a2 _a;|
!

— ’ — ! j—
=a -a=a,-a,=r-r

=r-r
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. (a)—a
iii) m<1 ise [# < lj
a —

1 a'1

!

dy(M,M") = max{]al—al’,az—az}

= |a, —a|
= a;_al
=r—-r’

A 4

A A

oM
A4
s Tyl
A, A
Sekil 328

sonuglari ortaya ¢ikar.

3) C,, C, e y=a,—r kenarinda teget olsun (Sekil 3.29).

Bu durumda a; >a, ve a, <a, olsun. Ayrica

A= +r,a,-r"), A, =(a —r',a, —r') kdse noktalar1 y=a, —r
izerinde olacagindan

a,-r'=a,-r=a,-a=r—-r’

dir. Buna gore

. : a,—a
i) m>1ise [%>1j
a -4

dM(M,M’):maX{[a1 —-a/|,|a, —a;|}

b

= [a, —a;]
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.. . [a)—a
ii) m=1 ise [# = IJ
a -4

d, (M,M") = max{a, —a]

!

a, —a,

}

2
= [a, —aj|=[a, —a;|
=a/-a=a,-a

!

=r—-r
. a,—a
iii) m<l ise | =—= <1
i
dy(M,M") = max{]al—al’,az—a;}
:|a1_a1,: a —a,
bulunur.
A A
LIt
a
oM
Jq* r r J%
A A
Sekil 3.29

4 C,, C, e x=a, —r kenarinda teget olsun (Sekil 3.30).

Bu durumda a; <a, ve a; <a, olsun. Ayrica

A =(a —r',a,+r'), A, =(a; —r',a, —r’) kose noktalar1 x=a, —r
iizerinde olacagindan

a-r'=a-r=a-a=r—-r

dir. Buna gore

. : a,—a
i) m>1ise [%>1J
a —a

dM(M,M’):maX{[al —aj},[a, —a;|}

2
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= |az -a;

=a, -a,

.. . (a)—a
ii) m=1 ise (% = IJ
a —a

d,(M,M") = maxﬂal —a/|,la, —a;|}

= |a1 _a1'|:|a2 _a;|

= al_a;: az_a;

!

=r-r
a,—a

iii) m<l ise | 2—2 <1
a‘l_al

}

a, _a;

2

d, (M,M") = max{a, —a]

= |a, -a]|

A A
, * M
qu _»"-1;
oM
A—x
A A
Selil 330

(5) C,,C, e x=a, +r kenarinda hemde y =a, +r kenarinda teget olsun
(Sekil 3.31).

Bu durumda a; >a, ve a, >a, olur. Ayrica A/ =(a, +r',a, —r’),

A = +r,a,+r'), Ay =(a —r’,a, +r'), kdse noktalar1 M(a,,a,) merkezli, r
yarigaplt C, maksimum ¢emberi lizerinde oldugundan ve A’ ve A noktalari

X =a, +r {lizerinde olacagindan

a+r'=a+r=a-a=r—r'

bulunur. A) ve A; noktalar1 y =a, +r iizerinde oldugundan
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a,+r'=a,+r=a,—a,=r—r’

ve buna gore

d, (M,M" = max{a, —a/|,|a, —a}]} dir.
a,—a

i) m>1 ise (#>1]
a -

d, (M,M") =max {a, -al|,|a, -a}}
= |, -]
=a,-a,
=r—r'

elde edilir.

.. . [a,—a

ii) m=1 ise (#zl}
a -

dy(M,M") = max{]al—al’,az—a;}
:|a1_a1’ :|a2_a;|
=a —a=a,—-a,
=r—r’

olur.
a,—a

iii) m<1 ise( Ta— <1]
a —4q

dy(M,M") = maxﬂal—al’,az—a;}
:|a1_a;|
=a -a
=r-r’

bulunur.
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.y
Al A
oM
A 4
Sekil 331

6) C,,C, ehem x=a,+r hemde y=a, —r kenarinda teget olsun (Sekil 3.32).
Budurumda a; >a,ve a, >a, olur. Ayrica A =(a, +r’,a, —r’),

A =(a/+r,a,+r"), A, =(a —r',a,—r'), kose noktalar1 M(a,,a,) merkezli, r
yarigaplt C, maksimum g¢emberi iizerinde oldugundan ve A/ ve A, noktalar
X=a, +r lizerinde olacagindan

a+r'=a+r=a -a=r—r’

bulunur. A’ ve A} noktalar1 y =a, —r iizerinde oldugundan

a,-r=a-r=a,-a=r-r

olur.

A A

s 11
Al AL
oM
A X A=A
Sekil 3.32

Buna gore,
d, (M,M") = max {a, —a]|,|a, —aj}

olup

!

i) m>lise d,(M,M")=|a, —a)

=a,-a,=r—r

ii) m=1ise d,(M,M")=a/—a,=a,-a,=r-r’
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iii) m<lise d,(M,M")=a/ —-a=r—r’
sonuglari ortaya ¢ikar.

7) C,, C, ehem Xx=a,—r hemde y =a, —r kenarinda teget olsun (Sekil 3.33).
Budurumda a/ <a,ve a, >a, olur. Ayrica A =(a, +r’,a, —r’),
A =(a —r',a,+r'), A, =(a, —r',a, —r’), kose noktalar1 M(a,,a,) merkezli, r
yaricapli C, maksimum ¢emberi lizerinde oldugundan ve A ve A, noktalar
y =a, —r lizerinde olacagindan

! ! I __ !
a,-r'=a,-r=a,—-a,=r-r
bulunur. A; ve A} noktalar1 x =a, —r tlizerinde oldugundan
a+r'=a-r=a-a=r-r’

dir. Buradan

Jqs A'\
i
Al A
o M
A=A T 4 A
Sekil 3.33
d, (M,M") = max{a, —a|,|a, —a|}

olup

i) m>lise d,(M,M")=a,-a}|=a,-a;=r-r'
ii) m=1ise d,(M,M")=a —-a/=a,-a,=r—r’
iii) m<lise d,(M,M")=a —-a/=r-r’

bulunur.

8 C,,C,ehem y=a, +r hemde x=a, —r kenarinda teget olsun (Sekil 3.34).
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Bu durumda aj <a,ve a, <a) olur. Ayrica A) =(a; +r’,a, +r'),

A =(a —r,a,+r'), A, =(a —r’,a, —r’), kose noktalar1 M(a,,a,) merkezli, r
yarigaplt C, maksimum ¢emberi {izerinde oldugundan ve A; ve A; noktalari

y =a, + I lizerinde olacagindan

a,+r'=a,+r=a,—-a,=r—r’

olur. A; ve A] noktalar1 x =a, —r tizerinde oldugundan
a-r=a+r=a-a=r—-r

olur. Buradan

A=A A %
o M
A, A
L
4, A
Sekil 334
dy(M,M") = max{ja1 —-a|,la, —a; }

olup

i) m>1ise dM(M,M’)=|a2—a;:a2_a;: r_r’

ii) m=1 ise dM(M,Ml): al—al':az_a;: r_r'
iii) m<lise d,(M,M")=a —-a/=r-r'
elde edilir.

Sonug 3.3.1.1 : Maksimum diizlemde kenarsal teget olan M(a,,a,) merkezli, r
yarigaplt C, maksimum ¢emberi ile M’ = (a/,a,) merkezli, r" yarigapli C,
maksimum ¢emberi igin M’ noktasinin C, in i¢ bolgesinde kalmast durumunda
dy(M,M)=|MM'|=r—r'

ozelligi her zaman saglanmaz.
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3.3.2 Distan Teget Maksimum Cemberleri
Oklid diizleminde O merkezli, r yarigapli Oklid gemberi ile O’ merkezli , r'yaricapl

= r+r' ise bu iki ¢ember

Oklid cemberinin birbirine gére konumunda eger |OO'

birbirine distan teget oluyordu. Maksimum diizleminde birbirine kdsesel veya kenarsal
teget olan iki maksimum ¢emberi verildiginde bu 6zellik her zaman saglanmamaktadir.

Simdi bunu gosterelim. Bunun i¢in M(a,,a,) merkezli, r yaricapli C, Maksimum
cemberi ile M’ = (a;,a;) merkezli, r' yarigapli C, Maksimum ¢emberi verilsin.

B, ={(X,y): max{|X -3,

y_a2|}: r

2

B, = {(x y): max{jx—a]

oY — a;|} = r’}
bolgelerini diisiinelim. M' ¢ B, ve M ¢ B, olmak iizere C, ve C, nin birbirine teget
oldugunu diistinelim.

(1) Budurumda C, in x = a, +r kenari iizerinde calisalim. C, maksimum ¢emberi,
K#L olmak iizere K=(d ,e,), L =(d,,e,) kose noktalarinin belirttigi kenar {izerindeki
par¢a boyunca C, e teget olsun.
(i) x=a,+r, a <a, ve a, >a, olsun.
K=(d,e)=(a +r.e)=(a —r,a,+r")
=a+r=a -r've e =a,+r'
=a/ —a =r+r
L=(d,.e,)=(a +r,a,-r)=(a-r',a,—r’)
j— ’ ! — ! !
=a +r=a -r" ve a,-r=a,—r
=a —-a=r+r ve a, -a,=r—r’
olur. O halde K ve L noktalar1 x = a, +r tizerinde oldugundan

d,=a,+r ve d, =a, +r iken (Sekil 3.35)
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oM K A,
oM
A A=L A
Sekil 335
dy(M,M") = max{]al —-a|,la, —a) }
dir. Buradan
e m<liken d,(M,M") = maxﬂa1 -a/|,|a, —a;|}
=|a,-aj| = a/ -a
= r+r'
e m=lise dy,(M,M")=la —aj|=[a, —aj
e m>lise d,(M,M")=a,-a}|=a,-a,=r-r'
olur. d, =a, +r ve d, =a; —r' iken (Sekil 3.36)
A, A,
.y K X 4
iw
* A
L A
Sekil 3 36

( Yani KA, dogrusu boyunca tegettir.)

a, <a, ve a, > a, dir. Buna gore

38



K=(d,e)=(a, +r.e)=(a —r,a,+r")
=a +r=a/ —-r've e =a,+r'
=a —a =r+r'
L:(dzaez):(al+r’e2):(a;_r'=a;_r')
=a +r=a -r ve e=a,—-r
=a/—a=r+r

olur. Buradan

e m<liken d,(M,M’)= max{a —a}|a, —a;}

= |a1 - a

= al'_al

=r+r'
e m=lise d,(M,M")=a —aj|=[a, —aj

2

em>lise d,(M,M")= dM(XaM’):maX”al,_al’

a,+r'-a,

b=

elde edilir. d, =a, +r ve d, =a, +r iken (Sekil 3.37) A ve A, noktalar1t M’

merkezli maksimum ¢emberinin kdse noktalaridir. Buna gore

A=K A
}15 | Il 1
o0 M
A, '
A=l A
I
Sekil 337

’ Al
a, #a, ve a,=a, olur.
a+r=a -r'" ve a,+r=a,-r’

!

=a/—a=r+r" ve a,—-a,=r+r

39



bulunur ve

!

az_az}

¢ m<liken d,,(M,M") = maxﬁal—al’

2

= |a1 —-a

=a/-q

!

=r+r

!

e m=1 iken dM(M,Ml)za;—alz az_a2:r+r’

!

e m>1iken dM(M,M'):maXﬂal—al az_a;|}

b

= |a, —ay|

!

=r+r

seklindedir. d, =a, +r ve d, =a, +r iken (Sekil 3.38) A, noktas1 M’ merkezli

maksimum ¢emberinde kose noktasidir. Buradan

A=K r
A T 4
LRI
oM
A,
4 - L A
Sekil 3.38

a, <a, ve a,>a, bulunur.
K=(d,e)=(a +r,a,+r)=(a —-r,a,+r')y= a +r=a —r" ve a,+r=a,+r’

=a —-a=r+r" ve a,—a,=r'-r

L=(d,,e,)=(a,+r.e,)=(a/—-r',a,—-r')y=>a, +r=a, —-r' ve a,+r=e,

=a —a=r+r'
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olur. O halde

a, _a;

2

}

¢ m<liken d,,(M,M") = maxﬂal—a{

la, —a;

=a/-q

!

=r+r

!

e m=liken d,(M,M")=a —aj|=a, -a,

e m>liken d,, (M,M")= ﬂal -a az_a;”

5

=r'-r
elde edilir. d, =a, +r ve d, =a, +r iken (Sekil 3.39) A ve A, noktalar1 M’

merkezli maksimum ¢emberinde tizerinde oldugundan

|

K=Af Al
A e

oy -M'
A,
A
A =L A
Sekil 330

a, <a/ ve a, =a, olur. O halde
K=(d,e)=(a, +r,e)=(a —r,a,+r')y=>a +r=a —r'
=a —-a=r+r

oldugundan

e m<l iken d, (M,M") = max{a, —al|,|a, —a}[}

2
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!

la, —a]

!

=a —q

i

=r+r

e m=liken d,,(M,M")= |a1 —a”: |a2 _a;|

e m>liken d,,(M,M")= maxﬂal -a/},/a, —a;|}
:|a2_a;
=0

elde edilir.

(i) x=a,+r,d, =d, =a, +r olsun.
d, =d, =a, +r iken (Sekil 3.40) M’ ve M" merkezli ayn1 yarigapli iki maksimum
¢emberi vardir, 6yle ki M' ¢ B, ve M" ¢ B, dir. M" merkezli maksimum gemberi A

den gegen kosesel teget maksimum ¢emberini, M” merkezli maksimum ¢emberi

y = a, —r kenar lizerinde kenarsal teget maksimum ¢emberini belirtir ve

a, <a ve a,>a, iken

-% A'\
I
4 .
« 1" oM
1
|
Sekil 3.40

L=(d,,e,)=(a, +r,a,—r)=(a —-r',a,+r")

=a +r=a —-r’ ve a,—-r=a,+r’
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= a-a=r+r" ve a,—a,=r+r’

olup
o m<lise d, (M,M’) = max{a, —a/|Ja, - aj}
= |a, -a]
=r+r'
e m=lise d,(M,M")=a —aj|=[a,-a)|=r+r
e m>lise d,(M,M")=a, -a}|=a,-a;=r+r'

elde edilir. a, =a, ve a, > a; iken
L=(d,,e,)=(a,+r,a,—r)=(a/+r',a;+r’)
=a+r=a’+r ve a,-r=aj+r’

= a-a=r-r ve a,-aj=r+r’

olup
e m<lised,,(M,M ”):maxﬂa1 —-a/l,|a, —a;'}
= la, -a/
=r'-r=0

e m=lise d,(M,M")= |a1 —-a/

= |a2 Y

e m>lise d,(M,M")=a,-a,=r+r’

bulunur.
(iii) x=a,+r ,a, <d, <a +r ve a, <d, <a, +r (Sekil 3.41) olsun.
a, <a ve a,=a, dir. d, =a, +r ve d, =a, +r olsun. Bu durumda
K=(d,e)=(a, +r,e,)=(a/—-r,a,—-r')y=a +r=a —r’

=a —a=r+r
L=(d,,e,)=(a,+r,e,)=(a —-r,a,+ry=a +r=a —r’

=a —a=r+r

olup
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e m<lise d,,(M,M ')=max{jal —-a,la, —a;|}
=a-q
=r+r'
e m=lise dy,(M,M")=la —aj]=[a,-a;|=r+r’
e m>lise d,(M,M")=a,-a,
olur.
4 4,
K
o M oM
L
Ay A
|
Sekil 3.41

(2) C, maksimum ¢emberinin y = a, —r kenar1 lizerinde ¢alisalim. O halde C,
maksimum ¢emberi , K# L olmak iizere K=(d,,e, ), L =(d,,e,) kose noktalarinin
belirttigi kenar iizerindeki parga boyunca C, e teget olsun.

(i y=a,-r,d, >d,> d,=a +r ve d, >a, +r olsun.

d, >a, +r ve d, =a, +r iken (Sekil 3.42) M' ve M" merkezli ayni yarigaplt iki
maksimum ¢emberi vardir, dyle ki M’ ¢ B, ve M" ¢ B, dir. M" merkezli maksimum
cemberi C, e A noktasindan kosesel teget olurken, M" merkezli maksimum ¢emberi
C, e X=a, +r den kenarsal teget maksimum ¢emberini belirtir.

a, <a, ve a, > a, olsun. Bu durumda

A =L=(d,,e,)=(a,+r,a,—r)=(a;—r',a, +r’)

—=a+r=a -r ve a,—r=a,+r’
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= a—-a =r+r" ve a,-a,=r+r'

olup
e m<lise dM(M,M'):maxﬂal—al',az—a;|}
=a -a
=r+r'
e m=lise d,(M,M")=a —aj|=[a,-a)|=r+r
e m>lise d,(M,M")=a,-a}|=a,—-a;=r+r’

dir. a, <a; ve a, =a) olsun. Bu durumda

L=(d;.e;)=(a +r.a,-n)=(a/~r" 8] ")

14 14

=a +r=a’-r" ve a,-r=a;—r

= a/—-a,=r+r" ve a,—-a,=r—r"

dM(M,M’):max{[al—al”,az—a;’}
= |a, —a]|
=r+r’"
4 A
o[\ ald”
A, A=L
e’
Sekil 3 42
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d,>a,+r ve a, —r<d, <a, iken (Sekil 3.43) A , M'merkezli maksimum ¢emberi
lizerinde ve a, <a, ve a, >a, olsun. Bu durumda
K=(d,e)=(a +r',a,+r')=(d,, a,-r) , d, >a, +r oldugundan
= a,+r'=a,—-r ve a +r'>a +r
—a,—-a,=r+r" ve a —-a>r-r’
L=(d,,e,)=(d,,a,—r)=(a —r',a,+r")
=a,-r=a,+r’
r __ !
—a,—-a,=r+r
olup

!

e m<] ise dM(M,M'):maXﬂ@_al az_a;|}

=a—-q
e m=lise d,(M,M")=a —aj|=[a,-a)|=r+r

e m>lise d,(M,M")=la,-a)|=a,—-a),=r+r’

seklindedir.
."I‘].3 _."I‘].:
« M
al L 4 K
oM
Sekil 3.43

d, >a,+r ve d, <a, —r iken (Sekil 3.44) A ve A,, M'merkezli maksimum ¢emberi
tizerinde ve a, =a, ve a, > a, olsun.

K=(d,,e)=(a +r',a,+r')=(d,, a,—r)
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=a,+r'=a,-r
=a,—-a,=r+r’
L=(d,,e,)=(d,,a,—r)=(a/-r',a;+r’)
=a,-r=a,+r
=a,—-a,=r+r’

olup

e m<lise dM(M,M'):max{[a1 -a

2

a, —a;|}

= |a, —aj|=0

e m=lise d,(M,M")=[a —aj|=|a,-a,

e m>lise dy,(M,M")=la,-a)|=a,-a,=r+r'

A, A,
« MM
_ LA A K
oM
ekl 3 44

(ii) y=a,-r ,d, >d,> d, <a +r ve d, <a, +r olsun.
d, =a,+r ve a,—r<d, <a, iken (Sekil 3.45), a, <a, ve a, > a; olsun.
K=(d,e)=(a +r,a,—r)= (a/+r',a, +r’)

=a +r=a +r' ve a,-r=a,+r’

=a -a=r-r ve a-a=r+r

L:(dzaez):(dZaaz _r):(all_r"a; +r’)
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=a,-r=a,+r’
=a,-a,=r+r

olup

e m<lise dM(M,M')=maX{}al —-a,|a, —a;

j

2
=a —-a=r-r'

e m=lise d,(M,M")=a —aj|=|a,-a,

e m>lise dy,(M,M")=la,-a}|=a,—-a,=r+r'

seklindedir.

I

Sekil 3.45

d, =a,+r ve d, <a, —r iken (Sekil 3.46), a, > a, ve a, > a, olsun.
K=(d,e)=(a +r,a,—-r)= (a/+r',a,+r')

=a +r=a +r' ve a,-r=a,+r’

=a-a="r—-r've a,—-a,=r+r’

olup

e m<lise dM(M,M')zmax{]al —-a,

a, —a;|}

2
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=a-a=r-r'
e m=lise d,(M,M")=a —aj|=[a, -aj

e m>lise d,(M,M")=a,-a}|= r+r’

elde edilir.

w I

Sekil 3 .46

a, <d, <a +r ve a —r<d, <a, iken (Sekil3.47) A ve A, noktalar1 y=a, —r
dogrusu iistiinde oldugundan
K=(d e )=(d,,a,—r)=(a;+r',a, +r")
=a,-r=a,+r'=a,-a,=r+r'

L=(d,,e,)=(d,,a,-r)=(a/-r",a, +r’)

=a,-r=a,+r’

=a,-a,=r+r
bulunur. @, =a; ve a, > a, olsun. O halde

!

o, al}fa, -2

!

e m<lise dM(M,M'):max{[al—a1 =0

2

e m=lise dy,(M,M")=la —aj|=[a,-a;

=a,—-a,=r+r’

e m>lise dy,(M,M")=la, -a,
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olur.

A, A
o 1
al L k|
oM
Sekil 3 47

a, <d,<a +r ve d, <a, —r iken (Sekil 3.48) A ve A, noktalar1 y=a, —r
dogrusu iistiinde oldugundan
K=(d,e)=(d,,a, —r)=(a/+r',a, +r")
=a,-r=a,+r'=a,-a,=r+r'
L=(d,.e,)=(d,,a, —-r)=(a;-r",a, +r’)
S a-r=a+r =a-a=r+r'
a, >a, ve a, >a, olsun. O halde

!

=a —-q

!

}:|a1 -4

!

a, —a,

e m<lise dM(M,M'):max{[a1 -a,

2

e m=lise dy,(M,M")=la —aj|=[a, -a;

=a,—-a,=r+r'

e m>lise dy,(M,M")=la, -a,

elde edilir.
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= I

Sekil 3.48

d, <a, —r ve a, <d, <a, +r iken K ve L noktalarinin rollerinin degistirilmesine
karsilik gelir.

d, <a,—r ve d, <a, —r olmasi durumunda d, =a, —r yada d, =a, —r olmak
zorundadir. M’ ve M" merkezli ayni yarigapl iki maksimum ¢emberi vardir, dyle ki
M’ ¢ B, ve M" ¢ B, dir. M"merkezli maksimum ¢emberi C, e A, noktasindan teget
olurken, M" merkezli maksimum ¢emberi C, ye kenarsal teget olan maksimum
¢emberini belirtir (Sekil 3.49). Bununla birlikte

a, >a, ve a, > a, olsun.

K=(d,e)=(a —r,a,—r)=(a;+r',a,+r’)

=a -r=a+r ve =a,-r=a,+r’

= a-a=r+r ve =a,-a,=r+r’

O halde

!

e m<lise dM(M,M')zmax{]al —a,

a,-ajlf=a —a/=r+r

=r+r'

e m=lise d,(M,M")=[a —aj|=|a,-a,
e m>lise d,(M,M")=a,-a}|=a,-a)=r+r'
bulunur. a, > a; ve a, >a, olsun. A ve A, noktalar1 y=a, —r dogrusu iizerinde

oldugundan
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K=(d,e)=(a, —-r,a,-r)=(a/+r',a;—r’)
=a -r=a/+r ve =>a,-r=a;—r
:>a1—a1": I‘+I" ve :>a2_a;’: r_rr

Buradan

e m<lise d, (M,M")=max{a -2/ f=a -a/=r+r

a, _ag

9

e m=lise dy,(M,M")= [a —a]

= 2, —aj]

e m>lise d,(M,M")=a,-a/=r—r’

oV

o LI

Sekil 3.49

elde edilir. d, =a, —r olmasi K ve L nin yer degistirmesine karsilik gelir. C, in diger
kenarlar1 tizerinde ¢alisildiginda ,C, ninC, e distan teget olmas: durumunda

dy (M,M") = r+r'oldugu benzer sekilde gosterilebilir. Buna gére M ¢ B, ve

M’ ¢ B, olmak iizere C, maksimum ¢emberi C, e kenarsal veya kosesel teget iken

¢emberlerin merkezleri arasindaki maksimum uzaklik, maksimum ¢emberlerinin

yarigaplari toplamina esittir. Fakat d,, (M,M") = r +r’ esitligi her zaman saglanmaz.

Sonug 3.3.2.1 : Diizlemde M=(a,,a, ) merkezli, r yarigapli maksimum ¢emberini C,,

M' = (a},a;) merkezli, r" yarigapli maksimum ¢emberini C, ile gosterelim.
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B, = {(X, y):max{x—a||y-a,}} = r}

3

B, j = I"}

{(x, y):max{|x—aj|,|y—a;

2

bolgelerinde M ¢ B, ve M' ¢ B, olmak iizere C, ve C, birbirlerine kdsesel veya
kenarsal teget olmasi durumunda,

dy(M,M")=r+r'
olur. ( Bu 6zelligi saglayan C, ve C, maksimum ¢emberlerine distan teget maksimum

cemberleri olarak tanimlayalim). Fakat bu esitlik her zaman saglanmaz.

3.3.3 Bir Maksimum Cemberine Uzerindeki Bir Noktadan Cizilen Teget
Maksimum Cemberleri

Iki maksimum ¢emberi kdse noktalarinda veya kenar pargasi boyunca kesistiklerinde
teget olabildigini gordiik. Simdi bir maksimum ¢emberinin kdse noktalarindaki teget

maksimum ¢emberlerini arastiralim. Buna gére M=(4a,,a, ) merkezli, r yarigcapli C
¢emberinin koseleri

A =(a+r,a,-r),A, =(a, +r,a,+r),A, =(a,-r,a,+r) ,A, =(a, —-r,a, —r)
seklindedir. Simdi C ye A, noktasinda teget olan maksimum ¢emberlerini bulalim.
Varsayalim ki boyle bir gemberin A, ’1 kapsayan kenar1 KL olsun. Buna gore
K=(d,e),L=(d,,e,) noktalar1ya X =a, +r lizerinde yada y =a, —r iizerindedir.
(1) K=#L,K=(d,e) veL=(d,,e,) olmak iizere x=a, +r veya y=a, —r
d,=d,>d, =d, =a, +r ve olsun (Sekil 3.50).

d,=d, =a, +r iken A =L olur. Bu durumda,

. _ € -6 . _|e1_e2| :|e1_e2|
1)max{x (d1+ 5 y(el|2|}|2|

veya
e —e e —e
max{x—[d2+ L ,y—[e2+% }: L=

maksimum ¢emberleri C ye A, den kenarsal teget olan maksimum ¢emberleridir.

S

Ustelik bu gemberler C ile distan tegettir.

ii) d, =d, =a, +r iken
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_ _el_e2 _ _|e1_ez| :|el_e2|
max{x (dl 5 Y (el | 5 |} | 5 |
veya

P | O O A | O Y
max{x (dz 5 .Y (e2+| 5 |} | 5 |

maksimum ¢emberleri d, =d, = a, +r iken C nin i¢inde kalan kenarsal teget

ol
ool

maksimum ¢emberleri bulunur, dyle ki bu ¢emberler C ye distan tegettir.

¢emberleridir.

iii) d, =d, =a, +r iken

max {X—[d1 +

€ -6,

2

€ —6
2

€ —6 € —6€,

>

iv) d, =d, =a, +r iken

PR I P N Y
‘“{ ("1 2 ) ( T J} T2
veya

NP I R I R
max{x (dz 5 .Y (e2+| 5 J} | 5 |

maksimum ¢emberleri C nin igten teget oldugu ¢emberlerdir.
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7

A A
- .
K
r-———"~>—=—"7T ~""~"™—™777™ 1
| -M :
|
| K 1
| ' * I
! |
1 |
1 |
] 1
A, A=-L *
L
!
Gekil 3.50

2)K#L, K=(d,,e) veL=(d,,e,) olmak iizere X=2a, +r veya y=a, —r
d,=d,>d, =d, =a, +r olsun (Sekil 3.51).

i) d, =d, =a, +r iken A =L dir. Bu durumda

_ €, -6 _ |e2_e1| :|e2_el|
max{x (d1+ 3 j,y [e1+| 5 J‘} | 5 |
veya

ol fe -

maksimum ¢emberleri bulunur, dyle ki bu maksimum ¢emberleri C ye A, de kosesel

teget olup, dolayisiyla distan tegettir.

oo (oo e -5
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veya

o o

maksimum ¢emberlerinin bir kenar1 y = a, —r kenari tizerinde oldugundan bunlar C ye

€, —§
2

b

A, den kenarsal, Gistelik distan tegettir.

iii) d, =d, =a, +r iken

_ _ez_el _ |e2_e1| :|e2_e1|
m{ (dl 2 J’y [| 2 J‘} T2
veya

I I 1 P O o ) O
m{ (dz 2 ]’y ( 2 J‘} T2

maksimum ¢emberleri C nin icten teget oldugu ¢emberlerdir.

L
4 A
L
- » I
.
4, At
. .
v
|
|
Gekil 3.51

A,, A, ve A, noktalarindan gegen C ye teget olan kdsesel ve kenarsal teget maksimum

¢cemberleri benzer sekilde elde edilir. Simdi C ye kdse noktasi olmayan bir noktadan

nasil teget maksimum ¢emberi ¢izilecegini inceleyelim ( Sekil 3.52):
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P=(X,,Y,) noktas1 A A, (veya A,A,) kenari lizerinde kdse noktalarindan farkli bir
nokta olsun. P# A ve P# A, (veya P# A, ve P# A,) oldugundan P noktasindan

kosesel teget maksimum ¢emberi gegmez. O halde P den gegen kenarsal teget
maksimum ¢emberleri incelenmelidir. Kabul edelim ki bdyle bir cemberin P yi

kapsayan kenar1 KL olsun. Buna gére K=(d ,e,) ve L =(d,,e,) noktalar1 C nin A A,
(veya A,A,) kenari lizerindedir. Buna gore

i) d, =d, =x, =@, +r olmak iizere

max{x—(dl+ j y—[el—IEI;eZD

veya
ol s [ AC ae

maksimum ¢emberleri C ye kenarsal, tistelik distan tegettir.
ii) d, =d, =x, =4a, +r iken
e, -8, le, -6,
max {(x—|d, - j y—(el—|1 2} = |—2
{ ( 2 )2

veya
At p]

max
o

maksimum ¢emberleri C ye kenarsal, listelik igten tegettir.

€ —6€

b

1 — 6

2

9

€ —6
2

b

b
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A A
&
[ ] » [ ]
II"'II L ] P
L
A
|
Sekil 3.52

P noktasinin ¢gemberin diger kenarlar1 {izerinde olmas1 halinde benzer sekilde
maksimum ¢emberleri elde edilir.

Sonug¢ 3.3.3.1: C bir maksimum ¢emberi ve A da C maksimum ¢emberi {izerinde bir
nokta olsun. Eger A bir kose noktasi degilse A da C ye kenarsal teget olan sonsuz
sayida maksimum ¢emberleri vardir. Eger A bir kdse noktasi ise A da C ye kenarsal ve

kosesel teget olan sonsuz sayida maksimum ¢emberleri vardir.

3.3.4 Bir Maksimum Cemberine Uzerinde Olmayan Bir Noktadan Cizilen Teget
Maksimum Cemberleri
Bir M=(a,,a, ) merkezli, r yarigapli maksimum ¢emberinin disini su sekilde bolgelere

ayiralim.
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B LI B
Bo
b
B- B, B,
L 4
Jekil 3.53

B,, B,, ...,B; daha dnce boliim 3.2.3 de belirtilen bolgeler ve B, bolgesini

y>a,—r ve y<a,+r
B,= (x,y):
X>a, —r ve Xx<a +r

alalim. P = (X,, Y, ) noktas: gemberin disinda bir nokta olsun.

(1) P= B, olsun Bu donandaPol . FPol,, vem F‘;gil ,F‘;{uh dirurrilan siz komisudur,

(i) Pol, olsun.
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LR

(x'a,-r) (Ha, -]

Sekil 3.54

Sekil 3.54 de goriildiigi gibi P den gegen ve verilen maksimum ¢emberine teget olan

maksimum ¢emberlerinin merkezleri ve yarigaplari

M':[x-

M’ =(X'+

!

X-X

x-x'
8y~ === | X> X%, veya

Xx-x' ,
X' < X,
2

!

—’az_r_

bigimindedir. Ozel olarak X' =a, +r oldugunda

merkezli maksimum ¢emberi verilen maksimum ¢emberine kosesel tegettir.

X-a,—r X-a,—r

e

X"=a, —r oldugunda

M':(x-

X-a, +r

X-a,+r
s Ay ™ - |
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merkezli maksimum ¢emberi verilen maksimum ¢emberine kenarsal tegettir.

-lqj .“I‘].'-
e
- — = = — — — - - — - — — - = .-,'11
(x',c::—:":l I"'L Jql F (X,ﬂ:—?":l
Sekil 3.55
Sekil 3.55 de P den gecen
M’:[x-x' ,a, — I+ _2X D sa,-r+——>vy,
. Ix-x'
r =
2

merkezli ve yarigapli maksimum ¢emberleri, verilen maksimum ¢emberlerine kenarsal

tegettir.

oz

A P (Ha-r)

Sekil 3.56
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Sekil 3.56 de P den gecen

x-a,—r
,a, — I+

D , X>X, ve Y, =a, —I iken

merkezli ve yaricapli maksimum ¢emberleri verilen maksimum ¢emberine kenarsal

tegettirler.

(Z.a,-*) 4 A, (x',ay —r)
. ’ - S
i
A AT P =(%.7)
Sekil 3.57

Sekil 3.57 de P den gecen

x'-x

M'=(X+X—

) .
D,X0>Xvex=xo iken

merkezli ve yarigapli maksimum ¢emberleri verilen maksimum ¢emberine kenarsal

tegettir.
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.=

4 4 P=(%,.7)

Sekil 3.58

Sekil 3.58 da gosterildigi gibi P den gegen en kii¢lik kosesel teget maksimum

X, —(a, +1)

¢emberinin merkezini X = ( 5

j dogrusu iizerinde yukar1 dogru

kaydirdigimizda yine P den gegen kenarsal teget maksimum ¢emberleri elde edilir, dyle

ki bu maksimum ¢emberlerin merkezleri ve yarigaplari

M’ = xo—(al+r)’a2_r_x0—(al+r)
2 2
veya
—(a,+r —(a,+r
M’:(al+r+—XO @ ), , - _Fez@+0) )jaal’e[al+r,x0)
r' = Xo_(a1+r)

2

seklindedir. Buna gore,
Pe B, ve Pol, veya Pol, iken P noktasindan gegen, verilen maksimum ¢emberine teget

olan sonsuz sayida kosesel ve sonsuz sayida kenarsal teget maksimum ¢emberleri

vardir.
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i) P;{III Ve F',élh olaun .

LI
[ ]
(P =xy ., 7]
§ __
"
\‘\ . P=(Iu=-yn:'
[
[
| o (1) =Xy, F)
|
|
[
Fekil 3.59
Il
[}

@U?E (¥ =(xF,)

Fekil 3.60
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LE=

(x, p) = (1.5, )

1(x%r" F
|
|
Sekil 3 61
(x5 r0=(xa +r)
| _
| il
I [ ]
|
| I
I
| bodp
| I
| f
|
: I
L - - - — — _ _ + - "(x,y)=(3f¢.=.lf‘:'
|
Sekil 3.62

Sekil 3.59 da (X', y") = (X,,a, — ) olmak {izere P den gegen maksimum ¢emberlerinin

merkezleri ve yarigaplari

R O e SR

y' -y
2
olur ve burada

!

r =

X, > @, i¢in Yy < a, dir.
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Ozel olarak X = a, + I oldugu zaman P den gegen kosesel teget maksimum gemberleri
elde edilir. Bu 6zel durum digindaki teget maksimum ¢emberleri kenarsaldir.

Sekil 3.60 da (X, y")=(a, +r,Y,) olmak iizere P den gegen teget maksimum

cemberlerinin merkezleri ve yarigaplari

r,=|x—x’|=|x—(a1+r)|
2 2 |

. (x—a, —r X—a, —r

IECIEE

ve X,>a, iken y, <a, —rdir. Ozel olarak x =a, +r iken P den gegen kosesel teget

maksimum ¢emberlerinin hepsi kenarsaldir.

Sekil 3.61 de (x',y")=(a, —r,Y,) olmak iizere P den gecen teget maksimum

cemberlerinin merkezleri ve yarigaplari

ve X,>@, iken y <a, —r dir. Bumaksimum ¢emberlerinin hepsi kenarsal teget

maksimum ¢emberleridir.

Sekil 3.62 de (X', y') =(x,a, +r) olmak iizere P den gecen teget maksimum

cemberlerinin merkezleri ve yarigaplari

y' -y
2

olur ve X,>a, iken y <a, —r dir. Bu maksimum ¢emberlerinin hepsi kenarsal teget

y' -y

r'=
=

M’=(x0—‘y2_y,a2+r—

maksimum ¢emberleridir.
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LE=

Fy l:xrr.]"r:'=(xu=a: _'Y:'

P

Sekil 3.63

Sekil 3.63 de (X', y") =(X,,a, —r) olmak iizere y, <a, iken elde edilen en kiigiik

X, —a

. . . -r - -
kosesel teget maksimum ¢emberi, merkezi y = Tl dogrusu iistiinde olacak

bicimde kaydirildiginda elde edilen maksimum ¢emberleri verilen maksimum

cemberine kenarsal teget olan ve P den gegen ¢emberlerdir. Bunlarin yarigapi ve

merkezleri
r'= Xo_al_r
2
X,—a, —Tr X, —a, —Tr
M =| 20 =570 g ST
2 2

bi¢cimindedir. Benzer sekilde y, > a, iken elde edilen en kiigiik kosesel teget

Xog — 8,

5 dogrusu iistiinde olacak bi¢imde

maksimum ¢emberi, merkezi y =

kaydirildiginda elde edilen maksimum ¢emberleri verilen maksimum ¢emberine

kenarsal teget olan ve P den gecen ¢emberlerdir. Bunlarin merkezleri ve yarigaplari

|

Xo—a, —r
2

X,—a, —r
M':[—0 21 ,8, +1—

r=

X, —a,—r
2
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dir. Buna gére P e By ve PgJ, P/, tken P noktasindan bir tane kégesel teget cembery,

sonsuz savida kenarsal tefet maksimum cembert geger

(2) PeB, olsun.

(x,d, +7¥) (. pN=0x,.a +¥)

LF=

IIP

Sekil 3.64

Sekil 3.64 de (X', y') = (X,,a, + ) olmak iizere P den gegen bu maksimum

cemberlerinin hepsi kenarsal tegettir. Bunlarin merkezleri ve yarigaplari

o X' —X
2
, X=X X" =X
M'=|X,—|—a,+r—-——1|>x<a, -r
2
bigimindedir.

(xfph F (-:'-':.P_u:'

Sekil 3,63
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Sekil 3.65 de (X', y") =(a, +r,Y’) olmak iizere P den gecen bu maksimum ¢emberlerinin

hepsi verilen maksimum ¢emberine kenarsal tegettir. Bunlarin merkezleri ve yarigaplari

ise
r,_|x—x’|:|x—a1—r|
20 2 |
, ( X— X' X — ’J
M'=| x- 5 Yo 3 X > X,
veE
r,_x—x’
|2
" X=X X=X
M =[x— S 1Yo jax>x0
olur.

I';"I '"‘P(xu ,,Jf'.;.:'

(x.a, -1 (70 =0%.2 -7

Sekil 3.66

Sekil 3.66 da (X', y') =(X,,a, —r) olmak lizere P den gegen maksimum ¢emberlerinin

hepsi verilen maksimum ¢emberine kenarsal tegettir. Bunlarin merkezleri ve yarigaplari

, X =X
r =
2
M’:(X_X ,yOJ >x<a,
2
olur.
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A A, (X PO =0%,.a +¥) A A ("3 =0x.a, +7)
M

Plxy .y

] P(l’u ,yu}

A* }]1 (x,a, -r) J"‘l; }]1

Sekil 3.67
Sekil 3.67 de gosterildigi gibi(x',y") = (X,,a, + ) ve X=X, = X' olmak lizere P
noktas1 sirastyla
{(X,y):x>a,+r vey<a,}ve{(X,y):X>a,+rvea,<y<a,+r}
bolgelerinde iken verilen maksimum ¢emberine teget olan maksimum ¢emberlerinin

hepsi kenarsal tegettir. Bunlarin merkezleri ve yaricaplari ise

rr — XO B a‘l -r
2
X r X,—a, —r X, —a, —r
M’—( 0 ;1 9a2j ve MN:[XO_ 0 ;1 ’a2+ _ 120 ;1 J
dir.
A A, A A
i w .
uP(xu ,yu) T
o oPix, ¥,
ﬂ‘ Jql (xr,},r}=(xu ,ﬂ': —T:I Jq'l- Jql (xrr.]':lr:l=(x[l ’al —Y:I
Sekil 3.63

Sekil 3.68 de gosterildigi gibi (X', y") =(X,,a, —r) olmak iizere P noktasi sirasiyla
{(X,y):x>a,+rvea,-r<y<a,jve{(X,y):x>a,+rvea,-r<y<a,}
bolgelerinde iken verilen maksimum ¢emberine teget olan ve P noktasindan gecen

maksimum ¢emberlerinin hepsi kenarsal tegettir. Bunlarin merkezleri ve yarigaplari
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r,=|x0—a1—r|:x’—al—r|

o2 12 |

M;:(Xo_al_r’azj ve M”=(X0—X0_a1_r, ,— T+ XO_al_r]
2 2 2

olur. Boylece:

P € B, iken P noktasindan, verilen maksimum ¢emberine kenarsal teget olan sonsuz

sayida maksimum ¢emberi vardir.

(3) P e B, olsun.

L
.=

(x"p

(rtp 7

Sekil 3.60 Sekil 3.70

Sekil 3.69 da gosterildigi gibi (X', y") =(a, +71,Y,)olmak iizere P noktas1 B, bolgesinin

{(X,y):X=a,} alt bolgesinde ise P den ge¢cen maksimum ¢emberlerinin merkezleri ve

yaricaplari
o y'—a, +r
2
"—a, +r "—a,+r
Mr: r_y 2+ ’az_r y 2+
2 2

olur. Benzer sekilde Sekil 3.70 de gosterildigi gibi P noktas1 B, bolgesinin
{(X,y):y <a, jalt bolgesinde ise P den ge¢en maksimum ¢emberlerinin merkezleri ve

yarigaplari
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y’_az_r
2

e |

olmakta ve bu ¢emberlerin hepsi verilen maksimum ¢emberine kenarsal tegettir.

!

r =

!

y'—a,—r
2

!
—a,—r
Y& e

4 4 4 A
11 I
F
F
4, (xp A A, xpy A
ekil 3.71 Sekil 3.72

Sekil 3.71 de gosterildigi gibi (X', y') = (X,,a, — ') olmak {izere P noktas1 B, bdlgesinin

{(X,y):x=a,} alt bolgesinde ise P den gegen maksimum ¢emberlerinin merkezleri ve

2

yarigaplari
, X' —a +r
2
X'—a, +r X'—a +r
r_ ' 1 1
W BN E N 2

olmaktadir. Benzer sekilde Sekil 3.72 de gosterildigi gibi P noktast B, bolgesinin

{(X,y):y <a, }alt bolgesinde ise P den gecen maksimum ¢emberlerinin merkezleri ve

yarigaplari
r!: y'_az
2
Mr: Xr+ y’_a2| y’_a‘Z
2 | 2

olur ve bu cemberlerin hepsi verilen maksimum ¢emberine kenarsal tegettir.
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(x"p 7

Tl
; (x"39 M

Sekil 3.73 Sekil 3.74

Sekil 3.73 de gosterildigi gibi (X', y") =(a, —r,y’) olmak iizere P noktas1 B, bolgesinin

{(X,y):y=a,} alt bolgesinde ise P den ge¢en maksimum ¢emberlerinin merkezleri ve

yarigaplari

r,:y’—a2+r
2

M X,+|y’—a2+r| y —a, +r
2 | 2

olur. Benzer sekilde Sekil 3.74 de gosterildigi gibi P noktas1 B, bolgesinin

{(X,y): X < a, talt bolgesinde ise P den gegen maksimum ¢emberlerinin merkezleri ve

yarigaplari
o -X'
2
a, —x' a, —Xx
M =|x'"+2 Y+
2 2

olmakta ve bu ¢emberlerin hepsi verilen maksimum ¢emberine kenarsal tegettir.
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4 @9 4 4G9 4

P
I I
P
A, A 4 4
Sekil 3.75 Sekil 3.76

Sekil 3.75 de gosterildigi gibi (X', y") = (x’,a, + r) olmak iizere P noktas1 B, bolgesinin

{(X,y):y=a,} alt bolgesinde ise P den ge¢en maksimum ¢emberlerinin merkezleri ve

yaricaplari
, X' —a +r
2
ME:W—W_&+K'—W_%+r
2 2

olmaktadir. Benzer sekilde Sekil 3.76 da gosterildigi gibi P noktast B, bolgesinin

{(X,y): X< a, talt bolgesinde ise P den gegen maksimum ¢emberlerinin merkezleri ve

yarigaplari
, |a,+r—=x
2
! !
W[ fBr=x] o faer=x
2 2

olur ve bu cemberlerin hepsi verilen maksimum ¢emberine kenarsal tegettir.

Yani, By bolgesindeki her noktadan, verilen maksimum gemberine teget olacak sekilde
sonsuz saylda kenarsal teget maksimum ¢emberi geger.

Sonug¢ 3.3.4.1: Verilen maksimum ¢emberine lizerinde bulunmayan bir noktadan ¢izilen

teget maksimum ¢emberleri hakkinda asagidaki 6zellikler gegerlidir:
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(a) B,, B,, B, B, bdlgelerinin sinirlayic1 dogrular {izerinde bulunan noktadan,
verilen maksimum ¢emberine teget olan sonsuz sayida kenarsal ve sonsuz sayida
kosesel teget maksimum ¢emberi geger.

(b) B,, B;, By, B, bolgelerinin sinirlayict dogrulari tizerinde bulunmayan noktadan,
bir kosesel teget ve sonsuz sayida kenarsal teget maksimum ¢emberi geger.

(c) B,, B,, B, B,B, bolgelerindeki her noktadan, verilen ¢embere teget olan sonsuz
sayida kenarsal teget maksimum ¢emberi geger.

Oklid diizleminde C, M merkezli , r yarigapli bir gember olsun. P, verilen gember
tizerinde ve P, iizerinde olmayan birer nokta olsun. P, ve P, noktasindan gegen C ye
P, de teget olan bir tek ¢ember oldugu biliniyor. Maksimum ¢emberi i¢in asagidaki

sonucun gecerli oldugu daha 6nceki sonuglardan elde edilir.

Sonug 3.3.4.2: Diizlemde C, M merkezli, r yarigapli maksimum ¢emberi olsun. P,
verilen ¢gember lizerinde ve P, ilizerinde olmayan birer nokta olsun. P, ve P,
noktasindan gecen C ye P, de teget olan sonsuz sayida maksimum ¢emberi vardir. Bu

teget maksimum ¢emberleri i¢in agsagidaki 6zellikler gecerlidir:

(a) P, kose noktasi, P,, P, in bulundugu bolgedeki kenar dogrular: tizerinde degil ise

bir kosesel teget, sonsuz sayida kenarsal teget maksimum ¢emberi vardir.

(b) P, kose noktasi, P,, P, in bulundugu bolgedeki kenar dogrulari {izerinde ise sonsuz
sayida kdsesel ve kenarsal teget maksimum ¢emberi vardir.

(c) P, kose noktasi, P,, P, in bulundugu bolgede degil iken veya P, kose noktasindan

farkli iken sonsuz sayida kenarsal teget maksimum ¢emberi vardir.
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Bolum 4

Bu boliimde maksimum daire diliminin alani ile maksimum yay uzunlugu

arasindaki iliski Ekmekgi, S. [4] calismasi esas alinarak incelenmistir.
Maksimum Daire Diliminin Alam ile Maksimum Yay Uzunlugu Arasindaki iliski

Oklid diizleminde, yarigap1 r olan bir daire diliminin alan1 ona karsilik gelen yay
uzunlugunun 1/2 katidir. r yarigapl bir maksimum daire diliminin alani da ona karsilik
gelen yay uzunlugunun r/2 katidir. Diizlemde O=(0,0) merkezli, r yarigapli maksimum
cemberi verilsin. P, =(X,,Yy,) ve P, =(X,,Y,) verilen maksimum ¢emberi lizerinde iki
nokta olsun. Saatin donme yoniiniin tersi yonde hareket edildiginde elde edilen

maksimum yay uzunlugu ile karsilik gelen alanlar1 hesaplayalim.

X, =0 1
i, =(-r,r d, =(-r,r 2= Ay ={r.r)
B
Xj =(-r0) Xj =(-r0) - ]L'__ ={r.
Ay =(-r-r) : A ={r—r) Ay =(—r-r) A ={r-r)
X =01 X, =0

Fekil 4.2

Ay, =(-rr)

E. P: P
X, =(-r0) X, =) X, ={-r.0) X, =)
A, =(r1) A=0r-r)  4,=ir-r) 4 =(r-7)
X, =07
Fekil 4.3
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X, =(0,r)

Ay =(-r.r} 4, ={r.r A, =(-rr 4, ={r.r
B
B
X, =(-r0) X, =0 X, =(-r0) === =1 X =0
1
1
P 1
4 1
Ay =(-r-r) A ={r.r) Ay =(r-r) . A ={r-r)
E X, =00
Gekil 4.6
i, =(-rr i, =(-rr
X, =(-r0) X, =-r.0)
A, =(-r-r) A, =(-r-r)
X, =00-r
Dekil 4.7 ekil 4.8

(i) Sekil 4.1 de goriildigi gibi X,,X,,Y,,Y, =0 olsun.
Bu durumda P, =(X,,y,)= (1, y,) ve P, =(X,,Y,)=(r,Y,) olur. Buna gére PP,

maksimum yay uzunlugu

PPl =d,(P,P,)= maxﬂxl =X b Y1 _y2|}
M
dyy (R,P,) = max {r=rl|y, - v}
dyy (PP = max{olly, - v}
dM(Psz)= |y1_y2|
bulunur. X=X, iken y,> Yy, olacagindan lePz =dy(P,P)=y,-Y,
M

dir. PP, yayina karsilik gelen OP, P, maksimum daire diliminin alani:

A(OPP,)=A(OX,P,)-A(OX,PR,)
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N

r
A(OPIPZ): E(yz_yl): P1P2

r
2

M
X,=X, iken y,>Y, olup, bu P, ve P, noktalarinin yer degistirmesine karsilik gelir. Bu
durumda PP, maksimum yay uzunlugu

=dy(R,P)=Yy,-Y,

M

‘Pl P2

olmaktadir.

PP, yayina karsilik gelen OP, P, maksimum daire diliminin alani:
A(ORP,)=A(OX,P) - A(OX,P,)

r r
A(OP1P2)= E(yl -Y,)= E

bulunur.

PP,

M

(ii) Sekil 4.2 de gortildiigii gibi X,,Y,, X,,Y, =20 olsun. Bu durumda
P =(X,Y,)=(Y,) veP, =(X,,Y,)=(X,, ) dir. Buna gore PP, maksimum yay

uzunlugu

lepz =dy(R,P)=dy(P,A)+dy,(A,P)

M

d, (P,P,) = max{r—r

-

Y — r|}+ maxﬂr — X,

b b

dM(Pl’PZ): |y1 —I’|+ |r_X2|

olmaktadir. r >y, ve r> X, oldugundan

PP, =d,(P,P,)=2r-y,-X,

M

ve lePZ yayina karsilik gelen OP, A,P, maksimum daire diliminin alani :
A(OPA,P,)=A(OX, A X,)- A(OX,P) - A(OX,P,)

N

' pPR,

r
= E(zr_)ﬁ _Xz)za

rx, _2r’—ry, —rx,
2 2

A(OPAP, )= rr- r'zyl i

M

bulunur. X,,Y,, X,,Y, 20 olup P, ve P, noktalarmin yerlerinin degistirilmesine karsilik

gelen PP, maksimum yay uzunlugu
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PP =dy,(P,P)=d,(P,A)+d, (A, ,P)=1-y,+1-X=2r-Y, - X,

M

ve PP, yayina karsilik gelen OP, A,P, maksimum daire diliminin alani:
A(OR,A,P ) =A(0OX, A, X,) - A(OX,P,) - A(OX,P)

2 — —
A(OP,AP)=rr- r.;/2 X 2r° —ry, —rx,

——(2r—y2—x) Pz

Tip
2 2 2

M
olmaktadir.

(iii) Sekil 4.3 ile Sekil 4.2 nin uzunluk ve alanlar esittir.

(iv) Sekil 4.4 de goriildiigi gibi X,,Y,, Y, =0 ve X, <0 olsun. Bu durumda

P =(X,Y,)=(Y,) veP, =(X,,Y,) = (-1, Y, ) dir. Buna gére P,P, maksimum yay

uzunlugu
PIPZ :dM(PpPz):dM(PlaAz)JrdM(A29A3)+dM(A39P2)
M
lepz =r-y, F2r+r-y,=4r-y,-y,
M

dir. lePZ yayma karsilik gelen OP, A, A,P, maksimum daire diliminin alanu:
A(OP A, AP,)=A(O XA, X, )- A(OX,P) + AOX, A X,) - AOX,P,)

r.y

A(ORA,AP,)=rr-1 oy, I

r
5(4r‘y1'y2 -5

+r.1- 5 PP,

M
ve X,,Y,,Y, 20 ve X, <0 olup P, veP, noktalarinin yerlerinin degistirilmesine

karsilik gelen PP, maksimum yay uzunlugu

N

PP,

=4r-y,-Y,

M

olur. PP, yayma karsilik gelen OP, A, A,P, maksimum daire diliminin alani:

A(OP,A,AP)=r.I- r'zyz frr- T PP,

r r
:E(4r'y1'y2)25

M
dir.
(v) Sekil 4.5 ile Sekil 4.4 iin uzunluk ve alanlar1 esittir .
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(vi) Sekil 4.6 da gortldigi gibi X,,y, 20 ve X,, Y, <0 olsun. Bu durumda

P =(X,,Yy,)=(, Yy, veP, =(X,,Y,) = (X, ,-r) dir. Buna gére P,P, maksimum yay

uzunlugu
PP, =dy(P,P)=dy (P, A)+ dy (A, A)+dy (A, A)+dy (A, P)
M
F’lmP2 =r-y,+2r+2r+r+ X,=6r-y,+X,
M

ve lePz yayina karsilik gelen OP, A, A, A, P, maksimum daire diliminin alani:
ACPAAAP,)=A(CO X A X, )- A(OX,R)+AOX, A X;) + A(OX, A X,)-
A(OX,P))

AOP A, A A,P,)=r.- r'—2yl+r.r+r.r- ¥= %(6r- Y +X,) = % PP,

M

olur. X,,y, 20 ve X, Y,<0 olup P, ve P, noktalarinin yerlerinin degistirilmesine

karsilik gelen PP, maksimum yay uzunlugu

= dM(Pl’PZ): dM(PZ’A2)+ dM(A2’AS)+dM(AS’A4)+dM(A4’P1)

M

-

P1P2 :r_y2+2r+2r+r+xl=6r-y2+X1

M

ve lePz yayina karsilik gelen OP, A, A, A,P, maksimum daire diliminin alani:
A(ORP,A,A;A,P)=A(O X A, X, )- A(OX,P,)+AOX,A X;)+AOX,A,X,)-
A(OX,P)

)

+rr+rr- PP,

A(OP,A, A AP,)=r.- r';’z @

r r
= 5(6r_y2+xl): E

M

bigimindedir.

(vii) Sekil 4.7 ile Sekil 4.6 nin uzunluk ve alanlari esittir.

(viii) Sekil 4.8 de gortldigi gibi X, Y,,X, 20 ve y, <0 olsun. Bu durumda
P =X,y)=( Yy,)ve P, =(X,,y,)=(r,Y,) dir. Buna gére PP, maksimum yay

uzunlugu
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PP = dy (PLP) =y (PLA) +dy (A A) +dy (AL A) +dyy (AL A)+dy (ALP,)

M

PP, =1y, +2r+2r+2r+r+y,=8r-y,+Yy,

M

ve lePz yayina karsilik gelen OP, A, A, A, A P, maksimum daire diliminin alani:
AOP A, AAAP)= A(AAAA,)- A(OX,P)-A(OX,P,)

ry, r.(- r r|.n
AORA,AAAP,)= 4r’ _%_%:E(gr' Yity,)= B PP,

M

olur. X;,X,,Y, >0 ve Yy,<0 olup P, ve P, noktalarinin yerlerinin degistirilmesine

karsilik gelen PP, maksimum yay uzunlugu

PP, =dy(P,P)=dy (P, A)+ dy (A, A)+dy (A, A)+dy (A, A+
M
dy (A, P)
leP2 =r-Y,+2r+2r+2r+r+y,=8r-y,+ Yy,
M

ve PP, yayma karsilik gelen OP, A, A, A, P, maksimum daire diliminin alani:
AOP, A, A A APR)=AAA,AA,)-A(OX,P,)-A(OX,P)

r. r.(— r
AOP,A, A A,AP,)=4r —%—(—VL LGyt v =

2)

R 5H=00  R 4-0n

Ay ={-rr)

Xy = (-0} X, =(r0)

X =00 X, =(-r0)

A, =(-r-r) A, =(r—r) A, =(-r-r) A =(r-r)
X, =0-r X, =0-r

Fekil 4.9 Tekil 4.10
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A, =(-r-r)

X, = (-0

A, ={-r-r)

Ay =(-r;r)

X, = (-r.0)

Ay =(-r-r)

X, =(0-n

Sekil 411

Jekil 4.13

X,=0rsy K

X, =0

Sekil 4.15

X, =(r,0)

A ={r-r)

X, =00

A ={r-r)

X, =(-r.)

A, =(-r-r)

X, = (-r )

A, =(-r-r)

={r.r
L= (r0)
L ={r.-r)
X,=00-r
meki 412
X, =(0r) }3{ A=y
X, =0

A =r-r)

X, =(-n F

Sekil 4.14

X,=(r) R

2
X =00
A, ={r-r)

X, =0

Gekil 4.16

(i) Sekil 4.9 da goriildigi gibi X, X,,Y,,Y, =0 olsun. Bu durumda

P = (X, Y,)=(X.r) ve P, =(X,,Y,)=(X,,r) dir. Buna gére P,P, maksimum yay

uzunlugu



N

PP, ;

= dy (P, P,) = max{x —x,

M

r— r|}:|xl - X2|

dir. y,=Y, iken X,>X, oldugundan

N

PP,

=X,- X, dir. PP, yayina karsilik gelen OP, P, maksimum daire diliminin alani:
M

A(OPP,)= A(OX,P)-A(OX,P,)= X _rx_r

olur. X;,X,,Y,,Y, =0 olup P, ve P, noktalarmin yerlerinin degistirilmesine karsilik

gelen PP, maksimum yay uzunlugu

PP,| =d, (P.P,) = max{x —x,

M

r= r|}:|xl - X2|

2

ve y,=Y, ikenX,>X, oldugundan

N

PP,

=X, -X, dir. P,P, yayina karsilik gelen OP, P, maksimum daire diliminin alani:
M

A(Oplpz): A(OXZPZ)_A(Oxzpl): rx, rx _r

olmaktadir.
(ii) Sekil 4.10 ile Sekil 4.9 un uzunluk ve alanlar esittir.
(iii) Sekil 4.11 de gortldigi gibi X,,Y,,Y, =0 veX, <0 olsun. Bu durumda

P = (X, Y,)=(X,,x) ve P, = (X,,Y,) = (-1, Y, ) dir. Buna goére P,P, maksimum yay

uzunlugu

PR =dy(R,P)=dy(R,A)+dy (A,P,)
M

PP| = x+r+ry,=2r+x-y,
M

ve PIHP2 yayina karsilik gelen OP, A, P, maksimum daire diliminin alani:
A(OR A,P,)= A(OP X,)+ A(OX, A, X5) - A(OX;P,)

N

r.X r. r r
A(OP,AP,)= 71+r.r-%: S@rix-y,)=2 |RP,

M

olmaktadir. X,,Y,,Y, 20 ve X,<0 olup P, ve P, noktalarinin yerlerinin

degistirilmesine karsilik gelen P,P, maksimum yay uzunlugu
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=dy(R,P)=dy (P,,A)+d, (A,R)

=X, Ftr+r-y,=2r+x,-Yy,

ve PP, yayma karsilik gelen OP, A, P, maksimum daire diliminin alani:

A(OP, AP )= A(OP, X, )+ A(OX, A X;) - A(OX;P)

N

r.x Pl P2

ry r r
Ztrr-—l=—(Q2r+x,-y,)=—
2 2 ( 2 yl) 2

A(OPR,AP)= 5

M
bulunur.
(iv) Sekil 4.12 ile Sekil 4.11 in uzunluk ve alanlar esittir.

(v) Sekil 4.13 de goriildiigii gibi X, Yy, =20 veX,,Y, <0 olsun. Bu durumda

P =(X,,Y,)=(x,,r) ve P, = (X,,Y,) = (X, ,-r) dir. Buna gore P,P, maksimum yay

uzunlugu

PPl =dy(P,P)=d,(P,A)+d, (A, A)+d,(A,P,)
M

PP,| =X +r+2r+r+X,=4r+Xx+X,
M

ve lePZ yayina karsilik gelen OP, A, A, P, maksimum daire diliminin alanu:
AOR AA,P,)= A(OP X,)+A(OX, A X5) + A(OX, A, X,)- A(OX,P,)

N

' Pl PZ

r.x r(=x,) r
A(OP1A3A4P2): Tl"f‘ r.r+r.r-Tz=E(4r+Xl+X2)=§

M

olmaktadir. X,,y, 20 ve X;,y,<0 olup P, ve P, noktalarmm yerlerinin

degistirilmesine karsilik gelen P,P, maksimum yay uzunlugu

@)
PP, = 4r+ x,+X,

M

ile PP, yayna karsilik gelen OP, A; A, P, maksimum daire diliminin alani:

A(OP,AP)= %(4r+xl+xz) :% lepz

M
bulunur.

(vi) Sekil 4.14 ile Sekil 4.13 iin uzunluk ve alanlar esittir.
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(vii) Sekil 4.15 de goriildiigi gibi X,,Y,,X, 20 ve y, <0 olsun. Bu durumda

P =(X,,Y,)=(x,,r) ve P, =(X,,Y,)=(r, ¥, ) dir. Buna gore P,P, maksimum yay

uzunlugu

PP, =dy(P,P)=dy (P, A)+dy (AL A)+dy (A, A)+dy (ALP)
M

F’lmP2 =X+tr+2r+2r+rty,=6r+x+y,
M

ve leP2 yayina karsilik gelen OP, A, A, A P, maksimum daire diliminin alani:
AORAAAP,) =AOP X,) + AOX, A X)) + A(OX A X, )+ AOX, A X, )-
d M (OX 1 P2 )

AOR AAAP,) = %#L rr+rr+rr -—r'(_zyZ) ! (6r +x,+ y2)=£ PP,

2 2

M

bulunur. X,,X,,Yy, >0 ve y, <0 olup P, veP, noktalarinin yerlerinin degistirilmesine

karsilik gelen P,P, maksimum yay uzunlugu

=dy(R,P)=dy (P,,A)+d, (A, A)+dy, (A,,A)+d, (A,R)

M

-

PP, =X,+r+2r+2r+rty=6r+x,+y,

M

ile PIHP2 yayina karsilik gelen OP, A; A, A P, maksimum daire diliminin alani:
A(OP,A,AP)= A(OP,X,)+A(OX,A; X;)+AOX,A,X,)+AOX,AX,)-d, (OX,P)

o)

r. Pl P2

A(OP2A3A1 Pl): ;2 +rr+rr+rr -%:%

(6r+x2+y1>=§

M
dir.
(viii) Sekil 4.16 ile Sekil 4.15 in uzunluk ve alanlar esittir.
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3)

Ay =(-rr)

X, =(-r.0) X, =00

A, =(-r—r)

X, =(0-¥

Sekil 4.17

X, =(r)

X, =(0-%)

Sekil 4.19

A, =(-rr)

X, =w-n &

Sekil 4.21

A, ={r-r)

A ={r-r)

X, =(r )

A =(r-r)

A, ={-r-r)

Ay =({-rr)

X, = (-r0)

Ay =(-r-r)

Ay =(-rr)

X, = (-r.0)

A, =(-rr)

86

A, ={r.r}

X, = (0]

A =(r-r)

Sekil 418

B2 X,=(0r)

X, =0

A ={r-r)

Sekil 4.20

Ay =1(r,r)

X =00

4 ={r-r)

P X.=(0-n

Sekil 422



P X,=(0r)

A, =(-r.r) A =0r) 4, =(-r.r) A=)

Xy =(r0) X, =(r i Xy =(r0) X, =(r0)

A ={r-r) Ay ={-r-r) A, ={r-r)

X, =07 X,={0-r

A, =(=r-r)

Sekil 423 Hekil 4.24

(i) Sekil 4.17 ile Sekil 4.9 un uzunluk ve alanlar esittir.

(ii) Sekil 4.18 ile Sekil 4.11 in uzunluk ve alanlart esittir.
(iii) Sekil 4.19 ile Sekil 4.11 in uzunluk ve alanlar esittir.
(iv) Sekil 4.20 ile Sekil 4.13 iin uzunluk ve alanlar esittir.
(v) Sekil 4.21 ile Sekil 4.13 iin uzunluk ve alanlar esittir.
(vi) Sekil 4.22 ile Sekil 4.15 in uzunluk ve alanlar1 esittir.
(vii) Sekil 4.23 ile Sekil 4.15 in uzunluk ve alanlar1 esittir.

(viii) Sekil 4.24 de goriildugii gibiy,, X,, Y, 20 ve X,<0 olsun. Bu durumda

P =(X,,Y,)=(X,,r) ve P, =(X,,Y,)=(X,,r) dir. Buna gére P,P, maksimum yay

uzunlugu

‘PIPZ =dy (R,P)=dy (R, A)+dy (A, A)+dy (AL A)Hdy (AL A)+dy (A, P)
M

lePz =X +r+2r+2r+2r+r-X,=8r+X-X,
M

ve PP, yaymna karsilik gelen OP, A, A, A, A,P, maksimum daire diliminin alani:
AOP A A A AP)=AAAAA,)-AOX,R)-AOX,P,)

AORAAAARP,)= 4r* 20 - = %(8r+x1-x2) -
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Y,,%,Y, 20 ve X,<0olup P, veP, noktalarinin yerlerinin degistirilmesine karsilik

gelen PP, maksimum yay uzunlugu

PPy =dy (P, P)=dy (P, A) +dy (A, A) +dy (A, A)+dy (AL A)+dy (AL R)
M

lePz = X,+r+2r+2r+2r+r-X,=8r +X,-X,
M

ile F’lmP2 yayina karsilik gelen OP, A, A, A A, P, maksimum daire diliminin alani:
AOP, A A A AR)=AAAAA,)-AOX,P,) - A(CX,R)

r.(—X r.xX r r|.n
AOP,AA,AAPR) = 4I’2—(—2)——1 = ~@rtx,-x) == PP,
2 2 2 2 y
olur.
4, =(r,r Ay =(r.r)
X =00 3 T T T X, =0
I l
I 1
| I
Ay ={-r-r) : A =r-r) A, =(-r—r) . A =(r-r)
X, =(0-r) X,=(0-r
Sekil 4.23 Sekil 4.26
i, ={-rr) X, =0 4y ={r,r i, =(-r.,r) Ay =(r.r)
R A
Xy=(-r.0) . -~ — — — - — - X, =(rn Xy =(-r0) X, =0
0=(0,0 : :
|
|
l
Ay ={-r—r) . A, ={r-r) A, = (=r-r) A, ={r-r)
X, =07 X, =0~ B
Sekil 4.27 Sekil 4.28

88



A, =(r,r) Ay, =(-rr)

Xy =(-r0) X =0 Xy=(-r0)

4 =0 A=)
X, = (0% X, = {01

A, =(-rr)

Sekil 4.29 Sekil 4.30

i, =(-r,r} 4, =(r.r Ay =(-rr} 4, =(r.r
R R
B
X, =00 X, =00 X, =00 X, =0
Ay =(r-r) A ={r-r) Ay =(-r-r} A ={r—r)
X, =(0-r) X, =(0-r)
Fekil 431 Sekil 4.32

(i) Sekil 4.25 ile Sekil 4.1 nin uzunluk ve alanlar1 esittir.
(ii) Sekil 4.26 ile Sekil 4.11 in uzunluk ve alanlar esittir.
(iii) Sekil 4.27 de goriildugii gibiy, 20 ve X, X,, Y, <0 olsun. Bu durumda

P =(X,Y,)=(r,y,) ve P, =(X,,Y,) = (X,,r) dir. Buna gore P,P, maksimum yay

uzunlugu

PP, =dy,(P,P)=dy(R,A)+d,(A,,P)
M

PP| =r+y+r+x,=2r+ vy +X,
M

ve PP, yaymna karsilik gelen OP, A,P, maksimum daire diliminin alanz:
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A(OP A,P,) = A(OP, X,)+A(OX,A, X,)-A(OR, X,)

A(OPAP,) = r‘zyl - r.(—2x DL ortyix)= R,

r Tlp
2 2

M
olur. y, 20 ve X,,X,,Y,<0olup P, veP, noktalarinin yerlerinin degistirilmesine

karsilik gelen P,P, maksimum yay uzunlugu

N

Pl PZ

dM (PI’PZ) = dM (PzaA4)+dM (A4’Pl)

N

PP,

=r+ Yy, tr+x=2r+y,+x
M

ile PP, yayna karsilik gelen OP, A, P, maksimum daire diliminin alani:

A(OP,A,P) = A(OP,X,)+A(OX,A,X,)- A(OP,X,)

r(=x,) _r r|.n
A(OPAP)_ 2 +r.r1- 3 =§(2r+y2+xl)=5 PP,

M

bulunur.
(iv) Sekil 4.28 ile Sekil 4.27 in uzunluk ve alanlar1 esittir.
(v) Sekil 4.29 de goriildiigii gibi y,,X, =20 ve X, Y, <0 olsun. Bu durumda

P =(,Y)=(r,y,)ve P, =(X,,Y,)=(r,Y,) dir. Buna gére P,P, maksimum yay

uzunlugu

‘PIPZ =dy(P,P,)=dy(P,A)+dy (A, A)+dy (A,P)
M

PlﬁP2 =r+y,f2r+r+y,=4r+y+y,
M

o)

ve PP, yaymna karsilik gelen OP, A, A P, maksimum daire diliminin alani:

A(OR A, AP,) = A(OR X;) + A(OX;A, X))+ A(OX, A X,)- A(OP, X,)

r

A(OP1A4A1P2): r.2yl +r.r+r.r-%:£(4r+yl+y2 — 5 P1P2

M

Y,,X% =0 ve,X,,Y,<0olup P, veP, noktalarinin yerlerinin degistirilmesine karsilik

gelen PP, maksimum yay uzunlugu

PP, =dy(R.,P)=dy(P,,A)+dy (A, A)+dy (A,P)

M
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PP =r+y,f2r+r+y =drty+y,

M

ile PP, yayina karsilik gelen OP, A, A|P, maksimum daire diliminin alani:
A(OP,A,AP,) = A(OP,X,)+A(OX A, X,)+ A(OX ,A X,)- AOPX,)

N

> PP,

A(OP2A4A1P1) = 5

r. r.(— r
;‘/2 +r.r+r.r-—(2y1)= 5(4r+y1+y2)=

M
olmaktadir.
(vi) Sekil 4.30 ile Sekil 4.29 un uzunluk ve alanlar esittir.

(vii) Sekil 4.31 de goriildigii gibi y,,Y,,X, >0 ve X,< 0 olsun. Bu durumda

P =(X,y)=(r,y)ve P, =(X,,¥,) = (X,,0)
dir. Buna gore P,P, maksimum yay uzunlugu

PIPZ = dM (PUPZ) = dM (P17A4)+dM (A47A1)+dM (AI’A2)+dM (A29P2)

M

PP,

=Yy, tr+2r+2r+r-x,=6r+ Yy,-X,
M

ve PP, yaymna karsilik gelen OP, A, A A, P, maksimum daire diliminin alani:
A(OP1A4A1A2P2) = A(A1A2A3A4) - A(Oxzpz) - A(OX2A3X3)+A(OX3P1)

AOPAAAP)=4r> -1 pp TN Ty x)=Llpp
174717252 2 2 2 1 2 1" 2

r
2

M

olur. X,,Y¥,,Y, =0 ve X,<0 olup P, veP, noktalarinin yerlerinin degistirilmesine

karsilik gelen P,P, maksimum yay uzunlugu

PP =dy(R,P)=dy(P,A)+dy (A, A)+dy (A,A)+dy (A, R)

M

PP, =Yy, +r+2r+2r+r-Xx=06r+y,-x

M

ile P,P, yayina karsilik gelen OP, A, A/ A,P, maksimum daire diliminin alani:
A(CP,AA A P) = A(A A AA,) - AOX, P ) - AOX, A X, ) + A(OX,P,)

r. r r|{.n
%: 5(61‘+y2-X1): = PP,

A(OP,A,A AP)= 4r2—r'—;1—r.r+ ;

M

bulunur.
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(viii) Sekil 4.32 ile Sekil 4.31 in uzunluk ve alanlar esittir.

5)

Ay =(-rr)

(r.r)

X, = (0

X,=(0-7)

Sekil 4.33

X, =(0,r)

(r.r}

X, =(-r.1}

=

A, =(-r-r)

X,=0~n R

ekl 4.35

Ay ={-rr)

X, = (r0)

X, =(-r )

]

Ay =—r-r)

X, =({0-7

ekl 4.37

A ={r-r)

A ={r—r)

X, =(r0)

92

Ay =(-rr)

X, = (-r0)

]

Ay =(-r-r)

B X.=0-n

Sekil 4.34

(0,r)

X, =0

A ={r-r)

A4, =1(r.r)

i O=(0.0)

X, =(-r.0)

=

A, =0-r—r)

X, =(0-r
Sekil 436

Ay ={-rr}

X, =r0}

]

A, =(-r-r)

X, =09

Sekil 4.38

X, = (r,0)

4, ={r-r)

X, = (r.0)

A ={r—r)



Ay ={-rr) Ay, =(r,r)
X, =(-r0) X, =(r,0)
A
A, =(-r-r) A =r-r)
X, =0-r
mekil 439

(i) Seckil 4.33 ile Sekil 4.1 nin uzunluk ve alanlar1 esittir.
(i) Sekil 4.34 ile Sekil 4.27 nin uzunluk ve alanlar1 esittir.
(iii) Sekil 4.35 ile Sekil 4.27 nin uzunluk ve alanlar esittir.
(iv) Sekil 4.36 ile Sekil 4.29 un uzunluk ve alanlar esittir.
(v) Sekil 4.37 ile Sekil 4.29 un uzunluk ve alanlar1 esittir.
(vi) Sekil 4.38 ile Sekil 4.31 in uzunluk ve alanlar esittir.
(vii) Sekil 4.39 ile Sekil 4.31 in uzunluk ve alanlari esittir.
(viii) Sekil 4.40 ile Sekil 4.8 in uzunluk ve alanlar1 esittir.

6)
Ay =(-rr) X3 =10r) 4, =(r.r

I
I
I
I

Xy =) X =00
I
I
:

Ay =(-r-r) A =(r-r)

E F X, =-n

Sekil 4.41
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i, ={-r,r
X, =(-r0)
Ay =(-r-r)

X,=(0-n

Fekil 4.40

X, =(0-»
Sekil 4.42

7

X, = ()

A4 ={r-r)

i, = (r,r
X =0@0m
A4 =(r,-r)



Ay =(-r.r) : A, =(r,¥)
T
1
1
|
| O=(0.0)
Xy =) X, = (0
B
Ay =(-r-r) A =(r-r)
B X, =(0-n
Sekil 4.43
A, =(-r,r Ay =A{r.r
A= X, = (.0
A, =(=r-r) A =(r-r)
" X, =(0-7)
Sekil 4.45
Ay ={-rr A, ={r,r
R
Xy =r0) X, = (.0
A, =(-r-r) A =(r-r}
" X, =07
Sekil 4.47

Ay =(-rr) Ay =Ar.r)

X, =00

Ay =(-r-r) A, =(r-r)

X, = (-

A, = (1) A4 =0

<

X, =(0-r)

Sekil 4.46

Xy =00} X, =0

A, = (—r—r) 4, = (r.—r)

5

X, =(0-7

Sekil 4.48

(i) Sekil 4.41 ile Sekil 4.9 un uzunluk ve alanlar1 esittir.

(ii) Sekil 4.42 ile Sekil 4.9 un uzunluk ve alanlar1 esittir.

(iii) Sekil 4.43 de goriildugii gibi X, >0 ve X, Y,, Y, <0 olsun. Bu durumda

P =(X.,Y,)=(X ,-r)ve P, =(X,,Y,)=(1,Y,) dir. Buna gore P,P, maksimum yay

uzunlugu



P1P2 = dM(Plapz): dM(PlaAl)+dM(A1aA2)

M

PP, =r-X+r+y,=2r-x+Y,

M

ve PP, yayma karsilik gelen OP, A P, maksimum daire diliminin alani:
A(OP AP,)= AOX,P)+AOX,AX,)-AOP,X,)

N

1" 2

AORAR) = 18 [V = Loy, ) -

| =

M

olmaktadir. X, 20 ve X,,Y,,Y,<0 olup P, veP, noktalarinin yerlerinin degistirilmesine

karsilik gelen PP, maksimum yay uzunlugu

PP = dM(PlaPZ): dM(P2>A1)+dM(A1a P)

M

Pl P2

=r-X,tr+y=2r-X,+Yy,
M

bulunur. Buna gore PP, yayina karsilik gelen OP, A P, maksimum daire diliminin

alani:
A(Opz A1 Pl): A(OX4P2) + A(OX4A1 Xl )- A(OPI Xl)
2

AQPAPR) = 10 TEW T

r
2

M

olur.

(iv) Sekil 4.44 ile Sekil 4.43 {in uzunluk ve alanlan esittir.

(v) Sekil 4.45 de goriildiigi gibi X,,Y, 20 ve X;, Y,< 0 olsun. Bu durumda

P =(X,Y,)=(X ,-r)ve P, =(X,,Y,)=(X,,r) dir. Buna gére P,P, maksimum yay

uzunlugu

PP, =dy(R.P)=dy(R,A)+dy (A, A)+dy (A,P)
M

PlﬁP2 =1-X,+ 2r +1- X, = 4r- X, - X,
M

ve PP, yaymna karsilik gelen OP, A A,P, maksimum daire diliminin alani:

A(OP A A,P,)= A(OX,P)+AOX,A X,)+AOX,A,X,) - A(OX,P,)
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N

PP,

r.X r.X r r
A(OPAAP)= Tl+r.r+r.r— 22 = 5(4r—X1—X2)= 5

M

olmaktadir. X,,y, >0 ve X,,Y,<0 olup P, veP, noktalarinin yerlerinin

degistirilmesine karsilik gelen P,P, maksimum yay uzunlugu

PP =dy(R,P)=dy (P, A)+dy (A,A)+dy (A,,R)

M

PP,| =r1-X,+2r +r-X,=4r-X,- X,
M

ile PP, yayma karsilik gelen OP,A/A)P, maksimum daire diliminin alani:

A(OP,A A,P)= AOX,P,)+AOX,A X, )+ AOX A, X,) - A(OX,P,)

N

PP,

A(OP,A AP)= r(—2X2)+r.r+r.r-%= %(4r_ X-X, )=

r
2 M
olur.

(vi) Sekil 4.46 ile Sekil 4.45 {in uzunluk ve alanlan esittir.

(vii) Sekil 4.47 de gortildiigii gibi y, 20 ve X, X,, Y, <0 olsun. Bu durumda

P =(X,Y,)=(x,,-r)ve P, =(X,,Y,)= (-1, ¥, ) dir. Buna gore P,P, maksimum yay

uzunlugu

PIPZ = dM (Plapz) = dM (PlaAl)erM (AI’AZ)J'_dM (A2>A3)+dlv| (A3>P2)
M

PlﬁP2 =r-X,+2r+2r+r-y,=6r-X,-Y,
M

ve F’lmP2 yayina karsilik gelen OP, A /A, A,P, maksimum daire diliminin alant:

A(OP A A AP,)= A(OX,P)+A(OX,A X,)+AOX,A, X,)+AOX,A X,)

- A(OX,P,)

r(=x)
2

r. n
+rr+rr+rr- y PP,

r r
AORAAAP,)= 7225(6r'xl'y2)25

M
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Yy, 20 ve X,X,,Y,<0olup P,veP, noktalarinin yerlerinin degistirilmesine karsilik

gelen PP, maksimum yay uzunlugu

‘PIPZ = dM (Plapz) = dM (P25A1)+dM (A15A2)+dM (AzaA3)+d|\/| (A3,P1)
M

PlﬁP2 =1-X, F2r +2r + r-y, = 6r- X, - Y,
M

ile PP, yayma karsilik gelen OP, A A)A,P, maksimum daire diliminin alani:

A(OP,A A,AP)= A(OX,P,)+AOX,A X, )+ AOX,A, X,) +AOX,AX,)

- A(OX,P)
r(=x r. r r|.n
AOP,A A,AP)= (2 2)+r.r+r.r+r.r-%= L 6%y =2 |RP,
M
(viii) Sekil 4.48 ile Sekil 4.47 nin uzunluk ve alanlan esittir.
7)
4, =(-r.,7r) Fa= 0 dy = (r.7 Ay =(-rr) X, = (0,r) Ay =Ar.7}
= e
5 |
Xj = (_-":E:' | X'. = I:.I’:E: Xi = I:_r:u} | X-_ = (J’:E:
‘p.‘
Ay =(-r-r) A4 ={r-r) A =(—r-r} A =0r-r)
£=0NE p X,= -7 R
Sekil 4,49 Sekil 4,30
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A =(-rr Ay, ={r.r
B
X, =00 X =0

A ={r.—r)

A, =(-r-r)

X,=0-n P
Sekil 4.51

X, =(-r0) X =00

A ={r—r)

Ay ={—r-r)

X, =0-nP
Sekil 4.53

(—r.r) (r.r}

X, ={-r0) X =00

4 ={r-r)

A, =(-rr)

Sekil 4.55

)

Ay =(-rr)

X, =(-r0 X =0

4 ={r-r)

Ay =(-r-r)

X,=(0-n P

Fekil 4.52
A =(-r) X =0.r) 4 =(r.r
2
X, =(-r0 X =00
A, ={-r-r) 4, =(r—r
X,=©-n P
Fekil 4.54
Ay ={-rr Ay =Ar.r
X, =(—r0 X, =0

4 =(r-r)

A, =(-r-r)

B X,=t-HF

Sekil 4.56

Sekil 4.49 ile Sekil 4.9 un uzunluk ve alanlar1 esittir.

(ii) Sekil 4.50 ile Sekil 4.43 iin uzunluk ve alanlar1 esittir.

(iii) Sekil 4.51 ile Sekil 4.43 iin uzunluk ve alanlar1 esittir.
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(iv) Sekil 4.52 ile Sekil 4.45 in uzunluk ve alanlar1 esittir.
(v) Sekil 4.53 ile Sekil 4.45 in uzunluk ve alanlar1 esittir.
(vi) Sekil 4.54 ile Sekil 4.47 in uzunluk ve alanlar esittir.
(vii) Sekil 4.55 ile Sekil 4.47 in uzunluk ve alanlar1 esittir.
(viii) Sekil 4.56 ile Sekil 4.24 iin uzunluk ve alanlari esittir.

8)
4, =(-r,r Xy =0 4y ={r.r Ay =(-rr Xy =0 4, ={r.r
! |
I
1 | P:
i i
O=(0,0) 1
X, ={-r0) Xy=(r0) ===~ X =0rm
| |
I I
1 1 P
I I "
A, ={—r-r) Ay ={—r-r) 4 ={r-r)
X, =07 X, =07
Gekil 4.57 Sekil 4.58
4, ={-r.r X =0@0) p 4, = (r.r i =(—rr 2 Xy =0 i =(r.r

X,={-r0) X, =0 Xy=(r0) === X, =0

A, =(-r-r)

A =lr-r) A, =(-rr}

X, =(0-9 X, = (07
Sekil 4.50 Sekil 460
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Ay ={-rr)

X.=(=r0) f-=--

A, =(-r-r)

X, =(0r)

Ay =(-rr)

X, = (-r )

Ay =(—r-r)

X, = (01

Sekil 4.61

X, =0 X, =(-r0)
P I
2 I
|
B I
A =(-r) A= (r)
X, = (07
Sekil 462

PL

(i) Sekil 4.57
(ii) Sekil 4.58
(iii) Sekil 4.59
(iv) Sekil 4.60
(v) Sekil 4.61
(vi) Sekil 4.62
(vii) Sekil 4.63
(viii) Sekil 4.64

X, =(0-n

Sekil 4.63

ile Sekil 4.1
ile Sekil 4.1
ile Sekil 4.3
ile Sekil 4.3
ile Sekil 4.5
ile Sekil 4.5
ile Sekil 4.6
ile Sekil 4.6

A, =(r.r) Ay ={-rr) Ay =(r.r}
X, =00 X, =) X =00
R
P '
4 =(r—r) A, =(-r-r) A ={r—r)
Xa =0} PL
Sekil 4.64

in uzunluk ve alanlar1 esittir.
in uzunluk ve alanlar1 esittir.
iin uzunluk ve alanlar esittir.
iin uzunluk ve alanlar1 esittir.
in uzunluk ve alanlari esittir.
in uzunluk ve alanlar1 esittir.
n uzunluk ve alanlar1 esittir.

n uzunluk ve alanlar1 esittir.
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Sonug 4.1: Diizlemde O merkezli r yarigapli maksimum ¢emberi iizerindeki herhangi

. . r . .
bir maksimum yay uzunlugununE kat1, ayni1 yaya karsilik gelen maksimum daire

diliminin alanina esittir. Ayn1 zamanda diizlemdeki 6telemeler, maksimum uzunlugunu

degistirirken alanlar1 degistirmez biraktigindan herhangi bir M merkezli, r yarigaph
maksimum ¢emberinde de her maksimum yay uzunlugunun % kat1, yaya karsilik gelen

maksimum daire diliminin alanina esittir.
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