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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

E? MINKOWSKI UZAYINDA NORMAL EGRILERIN
KARAKTERIZASYONLARI

Ibrahim GUNGOR

Afyon Kocatepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damgman: Yrd.Dog.Dr. Derya SAGLAM

Bu tez beg boliimden olusmaktadir. Birinci boliim girig boliimiine ayrimigtir.
Ikinci boliimde calisma icin gerekli tanim ve teoremler verilmistir. Uciincii
bolimde E3 Minkowski uzayinda uzaysi (spacelike), zamansi (timelike) ve
151ks1 (null) egrilerin Frenet denklemleri elde edilmigtir. Dordiincii bolimde E?
Minkowski uzayinda asli normali uzaysi, zamansi veya 151ksi olan uzays: normal
egrilerin baz1 karakterizasyonlar: verilmistir. Beginci boliimde E2 Minkowski
uzayinda yer vektori daima normal diizlemde yatan zamans: ve 1g1ks1 egrilerin
baz1 karakterizasyonlar: verilmigtir.

2007, 51 sayfa

Anahtar Kelimeler: Normal Diizlem, Normal Egri, Frenet Denklemleri,
3-boyutlu Minkowski Uzay1,Yer Vektorii.

This document was created with the trial version of Print2PDF!
Once Print2PDF is registered, this message will disappear!
Purchase Print2PDF at http://www.software602.com/



http://www.software602.com/

ABSTRACT
MSc Thesis

CHARACTERIZATIONS OF NORMAL CURVES
IN MINKOWSKI SPACE E?

Ibrahim GUNGOR

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Asst.Prof.Dr. Derya SAGLAM

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted the in-
troduction. The second chapter deals with the preliminaries, definitions and
necassary theorems that will be needed for later use. In the third chapter,
Frenet equation of spacelike, timelike and null curves in Minkowski space E}
are studied. In the fourth chapter, some characterizations of spacelike normal
curves with spacelike, timelike or principal normal in the Minkowski 3-space
E3 are studied. In the fifth chapter, some characterizations of timelike and
null curves for which the position vector always lies in their normal plane in
the Minkowski 3-space 3 are given.

2007, Page 51

Keywords: Normal Plane, Normal Curve, Frenet Equation, Minkowski
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SIMGELER DIiZiNi

T Egrinin teget vektor alam

N Egrinin asli normal vektor alam

B Egrinin binormal vektor alani

g Lorentz metrigi

k; Egrinin i-yinci egrilik fonksiyonu
Vi Egrinin i-yinci Frenet vektor alanlar
K :  Egrinin egrilik fonksiyonu

T :  Egrinin burulma fonksiyonu

o . Diferensiyellenebilir birim hizhi egri
A : Diferensiyellenebilir fonksiyon

L :  Diferensiyellenebilir fonksiyon

Il : U nun normu

E" : n-boyutlu Oklid uzay:

E? ¢ n-boyutlu Minkowski uzay:

E} 1 3-boyutlu Minkowski uzayi
S2(m,r) : yari-Riemann kiiresi

HZ(m,r) : yar-Riemann hiperbolik uzay:
C(m) :  yarn-Riemann 1sik konisi
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1.GIRIiS

Diferensiyel geometride egriler teorisi ¢ok onemli bir yere sahiptir. Egriler
konusu tizerinde yogun olarak calismalar yapilmaktadir. Ozellikle ézel egriler
¢ok fazla ilgi duyulan konu olmugtur. Egriler geometrisinde, Frenet denklem-
leri (bu denklemler Serret-Frenet denklemleri olarak da bilinmektedir-Frenet
1847, Serret 1851) ve egrinin egrilikleri énemli iki kavramdir. Bu kavramlar
sayesinde ozel egrilerin karakterizasyonlari ortaya konulmaktadir. Bu calig-
mada E3 Minkowski uzayinda zamansi, uzaysi ve 1gikst normal egriler ve bu

egrilerin bazi karakterizasyonlar: verilmistir.
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2.GENEL BILGILER
Tanm 2.1 (Oklid Uzay1): R reel sayilar cismini gostermek iizere,
R” = {(x1, 22, ..., Tn) : 2; € R}

vektor uzayinda, z = (21,22, ..., 2,) ve y = (y1, Y2, ..., Yn) Olmak iizere,

(z,y) =z
=1

egitligi ile tamimlanan,
RWXR'IL__)R’ (.’L‘,y)——><.’1;',y>

fonksiyonu, R™ uzayinda bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpima, R™ uzayimin dogal

i¢ carpim veya Oklid i¢ ¢arpimi denir.

z € R™ olmak iizere,
[zl = v/ (z, z)

olmak iizere, R* — R, 2 — ||z|| fonksiyonu, R” uzayinda bir normdur.Buna

gore, R™ uzay1 normlu bir vektsr uzayidir.

d(z,y) = ||z -yl

bigiminde tamimlanan, d : R® x R” — R fonksiyonu, R™ uzayinda bir metrik-
tir. Dolaysiyla, R™ bir metrik uzaydir. Her metrik uzay bir topolojik uzay
oldugundan R™ topolojik uzaydir.Bu uzaya Oklid Uzay1 denir ve kimi zaman

E™ ile gosterilir [10].
Tanim 2.2: ], R nin bir agik araligi olmak tizere,
a:ICR—E"
bi¢ciminde diferensiyellenebilir bir o doniisiimiine, E® uzayi iginde bir egri denir

[12).
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Vs € I igin Ha/(s)H =1
ise o egrisine birim hizli egri denir.

Tanim 2.4: E? ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda birim hzh o« : I € R — B3 egrisi
icin,

T(s) =« (s)
esitligi ile belirli T'(s) vektoriine o egrisinin «(s) noktasindaki birim teget
vektorii denir. T, « egrisi iizerinde bir vektor alamdir. Bu vektor alanina

birim teget vektor alam denir.

Tanim 2.5: E? ii¢ boyutlu Oklid uzayinda birim hizh o : I ¢ R — E? egrisi
icin,

k:I— R, k(s)= HT'(S)H
fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina egrinin «(s)

noktasindaki egriligi denir.

Tanim 2.6: E? i¢ boyutlu Oklid uzayinda birim hizh o : [ ¢ R — E? egrisi
icin,

N(s) = —=T (s)
esitligi ile belirli N(s) vektoriine, egrinin o(s) noktasindaki asli normali denir.
N, « egrisi lizerinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina asli vektor alani

denir.

Tanim 2.7: E? ii¢ boyutlu Oklid uzayinda birim hzh o : I ¢ R — E? egrisi
icin,

B(s) =T(s) x N(s)
esitligi ile tamiml B(s) vektoriine, « egrininin a(s) noktasindaki binormal

vektorii denir ve B vektor alamina da « egrisinin binormal vektor alani denir.
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Tamm 2.8: T'(s), N(s), B(s) vektorlerine, egrinin «(s) noktasmdaki Frenet
vektorleri denir. {T'(s), N(s), B(s)} kiimesine egrinin a(s) noktasindaki Frenet

catisi denir. T, N, B vektor alanlarina Frenet vektor alanlari denir.

Tanmm 2.9: o : I C R — E? birim hizh egrisinin Frenet vektor alanlar T

N, B olmak iizere,
7:1— R, 7(s)=—{(B(s),N(s))

fonksiyonuna, « egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin «(s)

noktasindaki burulmasi denir.

Teorem 2.10: « : ] C R — E? birim hizh egrisinin Frenet vektor alanlan

T, N, B olmak iizere,

T = kN
" = —kT+7B
B = —1N

dir[10].

Tamm 2.11: Teorem 2.10 da elde edilen esitliklere E3 de birim hizh bir egri

icin Frenet formiilleri denir.

Tanim 2.12: s € I C R i¢in,{7T'(s), N(s)} kiimesinin gerdigi diizleme,c(s)
noktasindaki oskiilatr diizlemi ya da dokunum diizlemi denir.{7'(s), B(s)}
kiimesinin gerdigi diizleme, «(s) noktasindaki dogrultman diizlemi ya da
rektifiyan diizlemi denir. {N(s), B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, of(s)

noktasindaki normal diizlemi denir [2], [10].
Tanim 2.13: z = (21,22, ..., %) ve y = (Y1,Y2, .-, Yn) € E™ olmak tizere,

glz,y) = {z,y) = =211 + T2y2 + .. + Tn¥n

i¢ carpimma Lorentz(Minkowski) i¢ ¢garpimi denir ve g metrigine Lorentz

(Minkowski) metrigi denir.

This document was created with the trial version of Print2PDF!
Once Print2PDF is registered, this message will disappear!
Purchase Print2PDF at http://www.software602.com/



http://www.software602.com/

Tanmm 2.14: Lorentz i¢ carpm ile tanimli Oklid uzayina Lorentz uzay: ya

da Minkowski uzay1 denir ve E} ile gosterilir.

Ozel olarak n=3 ahnir ise, E3 uzaymna 3-boyutlu Minkowski uzay1 denir.
Bu durumda bu uzaymn standart metrigi, z = (z1, Z2, 73),y = (y1, y2,¥3) € E3
olmak tizere,

g(z,y) = —21y1 + Tay2 + T3Y3

dir.

Tanum 2.15: z € Edolmak tizere,
(i) g(z,z) > 0 veya z = 0 ise x vektoriine uzaysi(spacelike) vektor,
(ii)g(z, z) < 0 ise x vektoriine zamansi(timelike) vektor,
(iii)g(z,z) = 0 ve = # 0 ise,bu durumda z vektoriine 1g1ks1(lightlike,null
veya isotropik) vektor denir [4], [7].

Ornek 2.16: a) E? uzayinda uzaysi, zamansi ve 1giks1 vektorleri arastiralim:

glz,z) = 0
—z7425 = 0
Iry = :‘:.3132

dir. Bu denklemler R? de I. ve IL. aclortay dogrularim gostermektedir. Bu

dogrular tizerindeki vektorler 1s1iks1 vektorlerdir (6) harig).

UHZVSL

HZVSE
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b) E3 Minkowski uzayinda uzaysi, zamansi ve 1g1ks1 vektorleri elde edelim:

g(z,z) = 0
—z+z5+25 = 0
a:% +x§ = xf

elde edilir. Bu da bir koni denklemidir ve bu koniye 151k konisi denir. Koni
yiizeyinde yatan vektorler 1g1ks1, koninin i¢ bolgesinde yatan vektorler zamansi,

dis bolgesindeki vektorler uzays: vektorlerdir.

Sekil 2.2 E? de 151k konisi

Tanim 2.17: E? de m sabit bir nokta ve r > 0 olmak iizere,
Si(m,r) = {u € B} : g(u — m,u—m) =r"},
ciimlesine yari-Riemann kiiresi,
H(m, ) = {u € B} : glu—m,u—m) = —r%},
ciimlesine yari-Riemann hiperbolik uzay,
C(m) ={ucE¥: glu—m,u~m) =0},

ciimlesine yar1 Riemann 1g1k konisi(quadrik koni) denir [8], [9].
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Tamum 2.18: E3 de o : I C R — E? diferensiyellenebilir bir egri olsun. «
egrisinin teget vektor alam 7' olmak tizere;

(1) g(T,T) > 0 ise « egrisine uzaysi(spacelike) egri,

(ii) g(T,T) < 0 ise « egrisine zamansi(timelike) egri,

(iii) g(T,T) = 0 ise « egrisine 1s1ks1(lightlike veya null) egri denir [1],
9], [11].

Tanim 2.19: A : ] C R — Rve p: I C R — R diferensiyellenebilir

fonksiyonlar ve Vs € I C R igin « nin yer vektori,
as) = A(s)N(s) + u(s)B(s)

biciminde ise, a egrisine normal egri denir. Bagka bir deyigle o egrisi normal

diizlemde yatiyor ise, o egrisine normal egri denir.

Teorem 2.20: E}(n > 3) Minkowski uzay: ve « : I C R — E7 de diferen-
siyellenebilir bir egri olsun. Egrinin herhangi bir noktasindaki Frenet vetorleri

{1, Vo, ..., Vo.} ve e,.1 = g(V;, Vi) olmak {izere, « egrisinin egrilikleri,
ki = Eig(V;a Vir1)
dir [3].

Ozel olarak n = 3 olsun.V; = T, Vo = N ve V3 = B olmak iizere,

€ = g<T)T)
€ = g(NaN)
€2 = g(BaB)

dir. Buradan egrilikler,

ki = €g(T',N)

k2 = EQQ(NI, B)

olarak bulunur.,d

This document was created with the trial version of Print2PDF!
Once Print2PDF is registered, this message will disappear!
Purchase Print2PDF at http://www.software602.com/



http://www.software602.com/

3.E3 MINKOWSKI UZAYINDA UZAYSI (SPACELIKE), ZAMANSI
(TIMELIKE),VE ISIKSI (NULL) EGRILERIN FRENET DENKLEM-
LERI

3.1. Uzays:1 Egrilerin Frenet Denklemleri

3.1.1 Asli Normali Uzaysi1 veya Zamansi Olan Uzaysi Egrilerin Frenet

Denklemleri

« uzaysi bir egri ve asli normali N, zamansi veya uzaysi olsun. Bu durumda,
9(T,T) = 1, g(N,N) = € = 1, g(B,B) = —¢, g(T,N) = 0, g(T, B) = 0,
g(N, B) = 0 olmak iizere,

! !

T T ,
I 1 (3-1)

olarak bulunur. E} deki vektorler {T, N, B} nin lineer bilegimi olarak yazila-
bileceginden;

N' =aT +bN +cB (3.2)
olarak yazilabilir. (3.2) esitligi T ile garpilirsa,
g(N',T) = ag(T,T) + bg(N, T) + cg(B, T)
g(N'T) =

olur. g(T, N) = 0 esitliginin her iki yanimn tiirev alimp (3.1) kulamlirsa,

!

g(T’,N)+g(T,N'):O$ 9(N,T) = (T N)
g(N',T) = —g(k1N,N)
g(N',T) = —k1g(N,N)
g(N'|T) = —ek;

elde edilir. Bu durumda a = g(N', T) = —¢k; dir. Simdi de (3.2) esitligi N ile
carpilirsa,

g(N',N) = ag(T, N) + bg(N, N) + cg(B, N),

bulunur. Buradan,
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olur. g(N, N) = ¢ egitliginde tiirev alir ise,

g(N',N)+g(N,N) = 0
2g(N',N) = 0

bulunur ve buradan b = g(N', N) = 0 elde edilir. Son olarak (3.2) esitligi B

ile carpilir ise,
g(N', B) = ag(T, B) + bg(N, B) + cg(B, B)

g(NlaB) = —cCe

dir. Burada eger N uzaysiise ¢ = 1, g(N', B) = —ky ve g(B, B) = —1, efer N
zamanst ise € = —1, g(N', B) = ky ve g(B, B) = 1 olur ki her iki durumda da

¢ =ko bulunur . a = —¢ky, b =0 ve ¢ = ky den,
N' = —ekyT + kB (3.3)

dir. Benzer olarak,

B =aT +bN +cB (3.4)
esitligi T ile carpilir ise,
g(B',T)=ua
bulunur ve
g(T,B) =0

esitliginin tiirevi ahnir ise,

7

9(T',B)+¢(T,B) = 0
9B, T) = —g¢(T',B)
g9(B,T) = —g(kN,B)
g(B'\T) = 0

dir. Oyleyse a = 0 dir. (3.4) esitligi N ile carpilir ise,
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elde edilir ve

g(N,B)=0
esitliginin tiirevi alinir ise,

g(N',B)+g(N,B) = 0
g(N”B) = _9<N’B/)

bulunur. Burada eger N uzays: ise g(B',N) = —g(N', B) = ky ve g(B,B) =
—1, eger N zamansi ise g(B', N) = —g(N', B) = —ky ve g(B, B) = 1 olur ki
her iki durumda da b = k, elde edilir. Son olarak, (3.4) esitligi B ile ¢arpilir
ise,

g(B',B) = ce

olur ve

9(B,B)=0

esitliginin tiirevi alinir ise;

9(B',B)+g(B,B") = 0
9(B,B") = 0

oldugundan ¢ = 0 bulunur. a = 0, b = k3 ve ¢ = 0 oldugundan (3.4) esitligi,
B = kN (3.5)

bigimindedir. (3.1), (3.3) ve (3.5) den:

T 0 k O T
N | = —€kr 0 ky N (3.6)
B’ 0 ks O B

elde edilir. Boylece asli normali 1giks1 olmayan uzaysi bir egrinin Frenet denk-

lemleri elde edilmis olur.
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3.1.2 Asli Normali Isiksa Olan Uzaysi1 Egrilerin Frenet Denklemleri

Simdi de benzer sekilde asli normali 1s1kst olan uzaysi bir egrinin Frenet den-

klemlerini elde edelim. Bu durumda,

(I, T)=1, g(N,N)=0, ¢g(B,B)=0, g(T,N)=0, g(T,B)=0, g(N,B) =1

dir.
T T ,
N=-—""=> =T =kN 3.7
71 R 1 (3.7
elde edilir.
N =aT +bN +cB (3.8)

olsun. (3.8), T ile carpilir ise,
g(N',T) = ag(T,T) + bg(N,T) + cg(B,T) = g(N',T) = a
olur. g(T, N) = 0 egitliginde tiirev alinir ise,
g(T',N)+g(T,N') =0
g(N',T) = —g(T', N)

9(N',T) = —g(ksN,N) = —k1g(N,N) = 0
olur ve a = g(N',T) = 0 elde edilir. (3.8), N ile carpilr ise,

g(N',N) = ag(T, N) + bg(N, N) + cg(B, N)

g(N',N) =¢,

olur.g(N, N) = 0 esitliginin tiirevi ahmr ise,

g(N',N)+g(N,N) = 0
29(N',N) = 0

g(N',N) = 0
olur ve ¢ = g(N', N) = 0 elde edilir. (3.8), B ile carpilir ise,

g(N', B) = ag(T, B) + bg(N, B) + cg(B, B)
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g(N',B)=1b

dir. Bu esitligin tiirevi ahnirsa,

g(N,B) =1
g(N',B)+g(N,B") = 0
g(N',B) = —g(N,B) =k

olur ve b = ko bulunur. a = 0, b = k3 ve ¢ = 0 oldugundan,

N = kN

olarak elde edilir. Simdi de,

B =aT +bN +cB

esitligi T ile carpilirsa,

bulunur.

g(B(,T) =aq

g(T,B) =10

egitliginin tiirevi alinir ise,

9(T',B) +g(T,B) = 0
g(B,T) = —9(T',B)
g(B,T) = —g(kyN,B) = —k;

ve a = —k; olur. (3.10), N ile garpilir ise,

dir.

g(B(,N)zc

g(N,B) =0

esitliginin tiirevi almr ise,

g(N',B)+g(N,B) = 0

(3.10)
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olarak bulunur ve ¢ = —k, olur. Son olarak (3.10), B ile ¢arpilir ise,
g(B',B)=b

dir.
9(B,B)=0

esitliginin tiirevi alinir ise;

9(B',B)+g(B,B) = 0

g(B,B) = 0
elde edilir ve b = 0 olarak bulunur. a = —k;, b = 0 ve ¢ = —ks oldugundan
(3.10) esitligi,
B = —kT — kB (3.11)

olarak bulunur. (3.7), (3.9) ve (3.11) den;

T 0 k O T
N |=] 0 k O N (3.12)
B' —k 0 —ky B

olur. Boylelikle asli normali 1s1ks1 olan uzaysi bir egrinin Frenet denklemleri

elde edilmig olur.
3.2 Zamansi Egrilerin Frenet Denklemleri

« zamansl bir egri ve g(T,T) = —1, g(N,N) =1, g¢(B,B) =1, ¢(T,N) =0,
g(T,B) =0, g(N, B) = 0 olmak tizere,

T T
N=—_="—
1T K
T = kN (3.13)
dir.
N' =aT +bN +cB (3.14)

olsun. (3.14), denklemi 7 ile ¢arpilir ise,

g(N',T) = ag(T,T) + bg(N,T) + cg(B, T)
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g(N',T)=—a
olur. g(T, N) = 0 esitliginin tiirevi alnir ise,
g(T',N) +g(T,N') =0
9(N',T) = —9(T', N)
g(N',T) = —g(k; N, N) = —kig(N,N) = —k,
olur ve a = k1 elde edilir. (3.14), N ile carpilir ise,
g(N',N) = ag(T, N) + bg(N, N) + cg(B, N)
g(N',N)=b
olur. g(N, N) =1 egitliginin tiirevi almnir ise,
g(N,N)+g(N,N) = 0

2g(N',N) = 0
g(N',N) = 0

olur ve b = 0 elde edilir. (3.14) B ile carpilir ise,
9(N', B) = ag(T, B) + bg(N, B) + cg(B, B)
9(N',B)=c
elde edilir ve

g(N,B) = 0
g(N',B)+¢g(N,B) = 0

i

g(NlaB) - _g(NvB):C:k2

bulunur. a = k1, b = 0 ve ¢ = k3 oldugundan,

N' = kT + kB (3.1

olarak elde edilir. Simdi de,

B =aT +bN +cB (3.16)
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esitligi T ile ¢arpilir ise,
g (B (’T) =-a

dir.
9(T,B) =0

esitliginin tiirevi ahnir ise,
9o(T',B)+g9(T,B) = 0

g(B,a T) = _g(Tla B)

9(B',T)

I

ve a = 0 olur. (3.16), N ile ¢arpilir ise,

g(B',N)=5b
bulunur ve

9(N,B) =0
egitliginin tirevi alinir ise,
g(N',B)+g(N,B) = 0
g(N',B) = —g(N,B)=k;
ve b = —ky olur. Son olarak (3.16), B ile ¢arpilir ise,
9(B',B)=c

dir.
9(B,B)=0

egitliginin tiirevi alinir ise;

9(B',B)+g¢(B,B") = 0

g(B,B) = 0

ve ¢ = 0 olarak bulunur. @ = 0, b = —ky ve ¢ = 0 oldugundan (3.16) esitligi,
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bigimindedir. (3.13), (3.15) ve (3.17) den;

T 0 %k O T
N | =k 0 k N (3.18)
B’ 0 —ky O B

olur.
3.3. Isiks1 Egrilerin Frenet Denklemleri

o 1g1kst bir egri ve g(T,7T) = 0, g(N,N) =1, ¢(B,B) = 0, g(T,N) = 0,
g(T,B) =1, g(N, B) = 0 olmak iizere,

T T
N = T = —
1T} &
T =kN (3.19)
dir.
N' =aT +bN +cB (3.20)

olsun. Bu egitlik T ile ¢arpilir ise,
g(N',T) = ag(T,T) + bg(N,T) + cg(B, T)
g(N',T)=c
bulunur. g(7T, N) = 0 esitliginin tiirevi alnir ise,
g(T',N) +g(T,N') = 0
g(N',T) = —g(T',N)

9(N',T) = —g(k;N,N) = —k1g(N,N) = —k,
olur ve ¢ = —ky elde edilir.(3.20), N ile ¢arpilir ise,

g(N',N) = ag(T, N) + bg(N,N) + cg(B, N)

g(N',N)=b

This document was created with the trial version of Print2PDF!
Once Print2PDF is registered, this message will disappear!
Purchase Print2PDF at http://www.software602.com/



http://www.software602.com/

olur. g(N, N) = 1 egitliginin tiirevi alinir ise,

g(N',N)+g(N,N') = 0
2g(N',N) = 0
g(N' N} = 0

olur ve b = 0 elde edilir. (3.20), B ile garpilir ise,
9(N', B) = ag(T, B) + bg(N, B) + cg(B, B)
g(N',B)=a
elde edilir ve

g(N,B) = 0
g(N',BY+g(N,B) = 0

9(N',B) = —g(N,B)=ks
olur ve a = kg bulunur. a = ks, b = 0 ve ¢ = —k; oldugundan,
N' =k — kB (3.21)
olarak elde edilir. Simdi de,
B' =aT +bN +cB (3.22)
esitligi T ile carpilir ise,
g(B'\T)=c
dir.
9(T,B) =0

esitliginin tiirevi alinr ise,

g(T',B)+g(T,B) = 0
g(BaT) = _g(TvB)
g(B',T) = —g(kN,B)=0
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dir ve ¢ = 0 bulunur. (3.22), N ile ¢arpilir ise,
9(B',N)=b

dir.
g(N,B) =0

egitliginin tiirevi alinir ise,

g(N',B)+g(N,B) = 0
g(N',B) = —g(N,B) =k,

ve b = —ky olur. Son olarak (3.22), B ile carpilir ise
9(B,B)=a

dar.
- g9(B,B)=0

egitliginin tiirevi alinir ise;

9(B',B)+g(B,B) = 0
g(B,B) = 0

dir ve a = 0 olarak bulunur.a = 0, b = —k; ve ¢ = 0 oldugundan (3.22) esitligi,
B = —kyN (3.23)

olarak bulunur. (3.19), (3.21) ve (3.23) den;

'3

T 0 k O T
N =]k 0 —k N (3.24)
B 0 —ks O B

olur[.
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4.E3 DE UZAYSI(SPACELIKE) NORMAL EGRILER

Bu boliimde iigiincii boliimde elde ettigimiz Frenet denklemlerinden ve egri-
liklerden yararlanarak, birim hizh uzaysi normal egrilerin bazi karakterizas-

yonlarmm verecegiz.

Teorem 4.1: E3 de o = «(s) asli normali N zamans: veya uzaysi olan birim
hizli uzays1 normal bir egri ve egrilikleri Vs € I C R igin ki(s) > 0, ka(s) # 0
olsun. Bu durumda agagidaki durumlar saglanir:
(1)
1
ki(s)

(ii) Egrinin yer vektoriiniin asli normali N ve binormali B igin:

=0 cosh(/ ko(s)ds) + co sinh(/ ko(s)ds), c1,c2 € R,

9(a(s),N) = a, cosh(/ ko(s)ds) + az sinh(./ ko(s)ds),

g(a(s),B) = a; sinh(/ ka(s)ds) + ag cosh(./. ko(s)ds), a1,a2 € R,

(iii) Eger egrinin yer vektori null vektor ise « yari-Rieaman 151k konisi C(m)
de yatar ve egrilikler,
1
ki(s)

esitligini saglarlar.

— e [cosh(. / ea(s)ds) & sinh( / | kg(s)ds)}

Karsit olarak, «(s), E? de aslinormali N zamans: ya da uzaysi olan birim izl
uzays1 normal bir egri ve egrilikleri k1(s) > 0, ko(s) #0 Vs € I C R olmak
tizere, eger (i), (i) ve (ili) durumlarindan biri saglaniyor ise o normal bir

egridir ya da normal bir egriye denktir [5].

Ispat: Oncelikle o(s) asli normali 1s1ks1 olmayan, birim izl uzays: normal

bir egri olsun. o normal bir egri oldugundan
as) = A(s)N(s) + u(s)B(s)
esitligi saglanir. Esitligin s ye gore tirevi alinirsa,

o =AXN+IN"+ B+ uB
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elde edilir. (3.6) Frenet denklemlerinden N've B’ yerlerine yazilirsa,
o = XN+ X—ekrT + ke B) + pi' B + p(koN)
o = NN — e kyT + MepB 4 4 B + pko N
o = —eMeyT + (N + pko)N 4+ (Mky + 1) B
elde edilir. o =T oldugundan,
T = —edky T+ (N + pho)N + (Mey + 1) B

olur ve

eky = =1, X+ pky = 0, Mep + 4 =0 (4.1)

esitlikleri elde edilir. (4.1) esitliklerinden

€ € 1
—_ - — | = 4.2
A= k= ( k1> (4.2)
elde edilir. Bu durumda,
afs) = —<n+ (L e (4.3)
ok ko \ Ky '

dir. (4.2) denklemleri (4.1) de yerine yazilirsa,

Moo+ 4 =0

elde edilir.e # 0 oldugundan,

B0 SR

1
diferansiyel denklemi bulunur. y(s) = — ve p(s) = . esitlikleri (4.4) de

yerine yazilir ise,
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elde edilir. Bu son denklemde ¢ = [ —(1—d3 degisken degistirmesi yapilir ise,
P

)
Py

dt?

diferensiyel denklemi bulunur. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimii,
y = cicosh(t) + cosinh(t), ¢ €R

1 . . . .
ve t = [ ——ds esitlikleri yerlerine yazilir ise,

seklindedir. y = 1
" p(s)

k1
Tcﬁ{) = ¢y cosh( / ko(s)ds) + co sinh(/- ka(s)ds) (4.5)

bulunur ve boylece (i) durumu saglanmis olur. Simdi (4.5) deki denklem (4.2)

de yerine yazilir ise,

A= kil
A= —e {cl cosh( / a(s)ds) + ¢ sinh( / k2<s)ds)] (4.6)

7

€ 1I
P Ry
€

e <01 cosh( / ka(s)ds) + esinh( / kz(s)ds)>

€

b= [kQ <cl sinh( / bals)ds) + o3 cosh( / @@)d@)]
b= {cl sinh( / ka(s)ds) + o3 cosh( / | kg(s)ds)} (4.7)

bulunur. (4.6) ve (4.7) esitlikleri,
o= AN + uB

denkleminde yerlerine yazilir ise:

o = —e¢ [y cosh( [ ka(s)ds) + casinh( [ ka(s)ds)| N
+¢ [c1 sinh( [ ka(s)ds) + ¢ cosh( [ ka(s)ds)] B

dir ve
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g(N,N)=¢, g(N,B) =0 ve g(B, B) = —e oldugundan

glo,a) =€ (cf - cg) (4.9)

dir. (4.8) esitligi N ve B ile ¢arpilir ise

gla(s), N) =a, cosh(/ ka(s)ds) + ag sinh(/ ko (s)ds) (4.10)
g(a(s), B) = ay sinh( / ka(s)ds) + ag cosh( / ka(s)ds)  (411)
bulunur. Burada a; = —¢; € R, as = —cy € R dir. Boylelikle (ii) durumu

da saglanmig oldu. Simdi de o normal egri ve yer vektorii igiks: olsun. Bu

durumda g(a, &) = 0 oldugundan

glane) =€e(cf—c§) =0 =ci=3
= C1 = FCo
elde edilir ve esitlik (4.5) den:
%@) = [cosh(/ ko(s)ds) £ sinh(/ kg(S)dS):’ (4.12)
1 . .

bulunur. (iii) durumunun saglanmas: i¢in geriye o min C(m) de yattigim
géstermemiz gerekir. Bunun icin m nin sabit oldugunu yani m’ = 0 oldugunu
ve dolayisi ile g(& — m,a — m) = 0 oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin,

€ € 1 I
mza(S)‘f-k—lN—k—Q(El—) B

vektoriinii goz oniine alalim. Bu vektdr a min yer vektoriiniin m noktasina

otelenmesidir. Simdi s ye gére tiirev alinrsa;

I ’ 1 ’ € ’ 1 1 2 € 1 ’ ’
- AN+ EN el () B-S (=) B
™m o +e<k1> +k1 E[kg <k1>} = <k1>

elde edilir. (3.6) Frenet denklemlerinden N've B'yerlerine yazihirsa,

L)) 55 (2) wo

, k k 1\
m=T+e|—\ N—-T+2B_2p_ (=) N=0
ko 3
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bulunur. Dolayist ile m sabittir. g(a—m, a—m) = 0 oldugu kolayca goriilebilir.

Bu da o min C(m) de yattigim gosterir. Boylece (iil) durumuda saglanmig olur.

Karsit olarak, a(s), E? de aslinormali N zamansi veya uzays: olan birim hizh
uzays1 normal bir egri ve Vs € I C R igin egrilikleri k;(s) > 0, ko(s) # 0
olmak tizere, eger (i), (ii) ve (ili) durumlarindan biri saglaniyor ise oo nin
normal bir egri ya da normal bir egriye denk oldugunu gosterelim. Oncelikle
(i) durumu saglansin. O zaman,

1 ' . )
ol =c cosh(./ ky(s)ds) + co smh(/ ko (s)ds)

egitliginin s ye gore tiirev alnir ise,

<ﬁs—)> = c1ky(s) sinh(./ ka(s)ds) + coka(s) cosh('/ ka(s)ds)

<E%> — ky(s) <01 sinh( / kals)ds) + cacosh( / | kz(s)ds)>

<k118) >I %(S) =0 sinh(/ ko(s)ds) + c2 cosh(/ ko(s)ds)

elde edilir. Tekrar tiirev alinirsa,

7

[f(s) <%(S)>} — ka(s) <c1 cosh( / ba(s)ds) + casinb( / k-z(s>ds>>

olur. Buradan da,

11| ke
ko \ k1 ok

bulunur ve (3.6)Frenet denklemlerinden,

elde edilir ki bu da @ nin normal bir egrye denk oldugunu gosterir. Simdi (ii)

durumu saglansin. (4.10) un tiirevi alinirsa,

g(a/ |\ N) + gla, N') = ky <a1 sinh(/ ko(s)ds) + ag COSh(./. kg(S)dS))
bulunur ve (4.11) den,

g(alaN) +g(OZ,N’) = ng(&,B)
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= g(T, N) + g(a, —€k1T + ko B) = kog(a, B)
= g(T, N) + g(a, —eksT) + g(e, k2 B) = kag(ev, B)
= g(T,N) — ek1g(a, T) + kog(ax, B) = kog(c, B)

olur ve g(T, N) = 0 oldugundan,
—ek19(a, T) =0 = g(o,T) =0

elde edilir. Bu da @ nin N ve B tarafindan gerildigini yani o nin normal bir
egri oldugunu gosterir. Son olarak (iii) durumu saglansmn. «, C(m) de yatsin
ve m sabit bir nokta olmak iizere, egrilikler kjve ko (4.12) yi saglasinlar. Bu
durumda,

gla—m,a—m) =0

dir. Bu esitligin tiirevini alirsak,

glo ,a—m)+gla—m,e) = 0

gT,ao—m)+gla—m,T) = 0
29(T,aa—m) =0
g(T,ao—m) =0 (4.13)
elde edilir. Son esitligin tiirevi alinirsa,
g(T ;o —m) +g(T,e/) =0
bulunur. (3.6) Frenet denklemlerinden,

g(kiN, oo —m) + g(T,T) =0= kig(N,a—m)=-1= g(N,a —m) = ——

olur. Burada (3.6) Frenet denklemleri yerine yazilirsa,

—ehng(T, o — m) + kag(B, o — m) = — (%) = hyg(B o —m) = — <l>
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bulunur. «(s) — m = aT + bN + ¢B bigiminde oldugundan, (4.13), (4.14) ve
(4.15) den

olur ki bu da « nmin m noktasina 6telenmesidir.Boylece o normal bir egriye

denk olur. Ozellikle m = 0 alinirsa, yukaridaki esitlikten

9(,0) = ~ (N, e) + () <kl) 4(B, o)
g(V,0) =5 =~

elde edilir. (4.12) in tiirevi ahinir ise,

<kl1) = 1k, [sinh(' / ka(s)ds) £ cosh(. / | /f2(3)d5)]
() =%

9(0,0) = 5 + (DN-DUF )

bulunur. Bu durumda,

€ €
g(aaa) = k—%_zlé
gle,) = 0

elde edilir. Bu da « nm yer vektoriiniin 1giks1 oldugunu gosterir. Boylelikle

teoremin ispat1 tamamlanmis olur[].
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Teorem 4.2: E? de o = «(s), asli normali ve yer vektorii 1giks1 olmayan
birim hizli uzaysi normal bir egri ve egrilikleri k;(s) > 0, k2(s) # 0 olsun. Bu
durumda:

(i) @ min yer vektoriiniin uzaysi1 olmasi igin gerek ve yeter kogul o nin,

S2(m,r) de yatmasi ve
ng = TV e cosh(/ ko(s)ds) +csinh(/ ko(s)ds),c € R,e = £1 (4.16)

esitliginin saglanmasidir.
(ii) @ min yer vektoriiniin timelike olmas: igin gerek ve yeter kosul o nin

HZ(m,r) de yatmas: ve

= /F e cosh /'.kg(s)ds) + esinh( / ka(s)ds),c € R, e = +1 (4.17)
esitliginin saglanmasidir {5].

ispat

(i) o nin yer vektorii uzays: olsun. O zaman g(a, o) = r? , r € RT dir ve (4.9)

dan

2

g(a’a)ze(cl_cg):’”2:>C?—C§=er2:>c1=i\/;§+7

bulunur. ¢y, = ¢ alnir ise,
¢ = V2 +er?
olur. Bulunan bu degerler (4.5) egitliginde yerine yazilir ise,

L
ki(s)

elde edilir. Boylelikle (4.16) saglanmig oldu. Simdi « min S2(m, ) de yattigiu

=4Vt 4 er? cosh(/ ko(s)ds) + csinh(/ ka(s)ds),c € Rje = +1

gostermeliyiz. Bunun igin,
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dir. (3.6) Frenet denklemlerinden,

1 1 l € ]. 1
= T d — (—¢k koB) —e | — | —
m +6<k1> N+k1( ek\T + ko B) 6[/@ <k1>
1\ eky _ ehy 1
=T —|\N-T+-—=B—--Z=B—€¢(— )| N
+6<k1> +k_1 T 6<k1>
=0

bulunur. Bu m nin sabit bir nokta oldugunu gosterir. g(«, @) = r* ve m sabit
bir nokta oldugundan g(a — m, o — m) = r? olur ki bu da & nin $2(m,r) de

yattigin gosterir.

Karsit olarak, a, S?(m,r) de yatsin ve (4.16) esitligi saglansin. Bu durumda,
gla—m,a—m)=1r? r € Rt dir. Bu esitligin tiirevi ahmr ise,
gla',a—m)+gla—m,a’) = 0
gT,a—m)+gla—m,T) = 0
29(T,ac —m) =0
9(T,aa —m) =0 (4.18)

dir. Tekrar tiirev alimrsa;

g(T' o —m)+g(T,a') =0
ve (3.6) Frenet denklemlerinden,

9(k1N, e —m) 4+ g(T,T) =0

kig(N,a — m) = —1
1

g(N,a —m) = T (4.19)

olur. Tekrar tiirev alinip ve (3.6) Frenet denklemleri yerlerine yazilirsa,
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(B, o —m) = —kiQ (%) (4.20)

bulunur. (4.18) , (4.19) ve (4.20) den

€ € 1Y
-m=-—N+(—)(—]| B
*TmETL +(k2)<k1>
bulunur. Bu « nin bir m noktasina ttelenmesidir. Yani o normal bir egriye

denktir. Ozellikle m = 0 alinir ise

olur. Bu durumda « normal bir egri olur. Buradan,

ola,0) = g <_kilN+ (5 (,}) BN+ () (%)B)

oo a) = ki% iy (Elz- (%))2 (4.21)

elde edilir. Diger taraftan (4.16) esitliginin tiirevi alinirsa,

1Y ' '
<k_> ~ ky [:i:\/c2 T er? sinh( / ka(s)ds) + ¢ cosh( / kz(s)ds)] (4.22)
1 . .
olur. (4.16) denkleminin ve (4.22) denklemlerinin kareleri almip (4.21) denkle-
minde yazihrsa,
gla, ) = 7°
elde edilir. Bu ise a nin yer vektoriiniin uzays: oldugunu gosterir. Boylece (i)

nin ispat1 tamamlanmsg olur.

(ii) o nin yer vektorii zamansi olsun. O zaman g(o, ) = —r% | r € R* dir ve
(4.9) dan
gloa) =€ (cf - ) = —r*,
A—c=—ea?=c=2,/AB—er?

dir. ¢y = ¢ alir ise,

¢y = +£vc? —er?
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olur. Bulunan bu degerler (4.5) esitlifinde yerine yazilir ise,

) i\/c_Qjer_zcosh(/ ko(s)ds) + csinh('/ ka(s)ds),c € R, e = +£1

elde edilir. Boylelikle (4.17) saglanmig oldu. Simdi o nin HZ(m,7) de yattigim

gostermeliyiz. Bunun igin,

€ € 1 /
—at+—N-—()[=)B
meet (k2)<k1>

vektoriinii digtinelim. Tirevi alinir ise,

. 1\ € 1 /1Y e [ 1 ,
= — SN —e|l=(=)| B-—=(=) B
m a+€(k1> N+k1N e{k@ <k1>} T <k1>

ve (3.6) Frenet denklemlerinden,

, 1\ ¢ 1 /1
m = T+€<k‘_1> N+k—1(—ek1T+kgB)—e[k—2 </€_1>

' 1
— T+e<l> N—T+@B—@B—e<—> N

k1 k1 k1 k1
=0
bulunur. Bu m nin sabit bir nokta oldugunu gosterir. g(a,a) = —r* ve m
sabit bir nokta oldugundan g(ac—m, a—m) = —r? olur ki bu da & nin H3(m, r)

de yattigini gosterir.

Kargit olarak, o, HZ(m,r) de yatsin ve (4.17) esitligi saglansin. Bu durumda,
gla —m,a—m) = —r? r € R* dir. Bu esitligin tiirevi alinir ise
gl ao—m)+gla—m,a) = 0

9g(T,a—m)+gla—m,T) = 0
29(T,c —m) =0
9g(T,aa—m) =0 (4.23)

dir. Tekrar tiirev almirsa,

9(T',a—m)+g(T,0') =0
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olur ve (3.6) Frenet denklemlerinden,
g(klNaa - m) +g(T’T) =0

k1g(N,aa —m) = —1

1
g(Nya—m) = —— (4.24)
ki

bulunur.Tekrar tiirev alinip, (3.6) Frenet denklemleri yerlerine yazilirsa,

’

1
1

kag(B, o= m) = — <,}>

o(B, o —m) = —kiz <kll> (4.95)

bulunur. (4.23) ,(4.24) ve (4.25) den

€ € 1\
-m=——N+(—)|—] B
a—m P +( kg) < k1>
bulunur. Bu « nm bir m noktasina ttelenmesidir.Yani « normal bir egriye

denktir. Ozellikle m = 0 alimir ise

€ € 1\
=——N+(=)|—=1| B
=R ) (h)
dir. Bu ise o nin normal bir egri olmasi demektir. Buradan,

7

o(ere) =g (—kilm © (&) Pev+ ) (ki) B)

olar.0) = 15— (ki (,})) (4.26)

elde edilir. Diger taraftan (4.17) egitliginin Tiirevi alimirsa,
(-}:-) = ky {:i:\/ c? —er? sinh(/ ko(s)ds) + ccosh(/ kg(S)dS)] (4.27)
1 s .
dir. (4.17) denkleminin ve (4.27) denklemlerinin kareleri alimp (4.26) denkle-

minde yazilirsa,
2
glo, ) = —r
bulunur. Bu ise o mn yer vektoriiniin zamans: oldugunu gosterir. Boylece

teoremin ispat1 tamamlanmsg olur(J.
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Teorem 4.3: E2 de o = a(s), asli normali 1giks1 olan birim hizli uzays: normal

bir egri ve k1 = 1 olsun. Bu durumda « nin normal bir egri olmasi igin gerek

ve yeter kosul asli normalinin ve binormalinin g(a, N) = —1 ve ¢ € R igin

g(a, B) = c egitliklerini saglamasidir [5].
Ispat: « normal bir egri olsun. Bu durumda,
a(s) = A(s)N(s) + u(s)B(s)
olur. Bu egitligin s ye gore tiirevi alinir ise,
o =XN+IN+ 4B+ uB
elde edilir. (3.12) Frenet denklemlerinden N've B’ yerlerine yazilirsa;
o = NN+ MkoN) + ' B+ p(=kyT — k2 B)

o = XN+ MegN + ' B — pkyT — ko B
o = —pky T+ (N + Mep)N + (i — pky)B

elde edilir. o = T oldugundan,

T = —pk,T 4+ (N + Mko)N + (p' — pko)B
bulunur. k; = 1 oldugundan,

=1, A+ Mkp =0, ve ul—uk2=0
dir. Bu denklemlerden,

no= —1:>/1/=O
po—pks = 0=>ky=0
N4y = 0=2X =0=XA=¢c ceR

elde edilir. ¢ = —1 ve A = ¢ olmak fizere,
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olur. Bu son egitlik sirast ile N ve B ile carpilirsa,
gla,N)=—-1veg(a,B)=c

bulunur.

Karsit olarak, g(a, N) = —1 ve g(«, B) = ¢ olsun.
gla,N) = -1

esitliginin tiirevi alinir ise, (3.12) Frenet denklemlerinden

g(e/,N) +g(a,N) = 0= g(T,N) +g(a,k2N) =0

= kog(a, N)=0= ko =0

bulunur. ¢g(«, B) = c esitliginin tiirevi alinirsa,

g(o/,B)+g(a,B")y = 0= g(T,B)+g(e,B)=0

= gla, =k T —kB)=0
= —kig(e,T) — kag(e, B) = 0
elde edilir. k3 = 1 ve k2 = 0 oldugundan g(«,T) = 0 bulunur. Bu « nmn

normal diizleminde yattigi gosterir ve o normal bir egridir.C}

Teorem 4.4: E3 de a = a(s), asli normali 1g1ks1 olan birim hizh uzaysi normal
bir egri ve k; = 1 olsun. o nin S2(m, ) de yatmasi igin gerek ve yeter kosul, o
nin diizlemsel normal egri olmas: ve r € RY i¢in o —m = —%N — B egitliginin

saglanmasidir [5].

Ispat: Oncelikle o, S?(m,r) de yatsin. O zaman,

gla—m,a—m)=r* reR*"

dir.Bu egitligin tiirevi alinirsa,

glo';a—m)+gla—m,a) = 0= g(T,a—m)+gla—m,T)=0

= 29(T,a—m)=0
=
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olur. Tekrar tiirev alinirsa;
g(T ;o —m) + g(T,a') =0
dir ve (3.12) Frenet denklemlerinden,

g(ktN,a—m)+g(T,T) =0

kig(N,oe—m) = —1

g(N,ao—m) = -1
bulunur. Tekrar tiirev ahrsak,
g(N',a—m)+g(N,a') =0
olur ve (3.12) Frenet denklemlerinden,
g(kaN, e — m) + g(N,T) = 0 = kpg(N,oc — m) = 0

bulunur. g(N,a—m) = —1 oldugundan ks = 0 olur ve « diizlemsel bir egridir.

Simdi o min normal egri oldugunu gosterelim. Bunun igin,
a—m=al +bN +cB (4.29)

vektoriinii goz oniine alalm. Burada a = a(s), b = b(s) ve ¢ = ¢(s) keyfi
fonksiyonlardir. (4.29) esitligi siras1 ile T', N ve B ile carpilirsa,
gla—mT)=0=aqa,gla—m,N)=c= -1, gla —m,B) = bolur. glaw —
m, B) = b egitliginin tiirevi alimrsa, (3.12) Frenet denklemlerinden,
g(¢/,B)+gla —m,B") =¥
g(T,B)+gla —m,B") =V

)
gla —m,—kT — kB) = ¥
)

—kig(a, T) — kyg(er, B) = ¥
b =0
dir. b = by sabit olmak iizere, a = 0 ve ¢ = —1 oldugundan,
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dir. Buradan,

gl —m, o0 — m) = —2byg(N, B) = —2by

dir. Diger taraftan g(a — m,« — m) = r? oldugundan ve by = —% dir. Bu

durumda,
2

.
~m=~-—N-B
(8% m 5

dir ve o normal bir egriye denktir.

Kargit olarak, « diizlemsel normal egri , r € R* ve m = (my, ma, m3) € E3
olmak iizere, « — m = —%N — B egitligi saglansin. « diizlemsel normal egri

oldugundan &5 = 0 dir.
2

mza—f—%N—l—B

Esitliginin tiirevi alimirsa,
2
m’ =a'+§N'+B'

diir ve (3.12) Frenet denklemlerinden,

7‘2

m = T-}—?kzN—le—sz

2
m = T+%bN—hT—@B

dir. k; = 1 ve ko = 0 oldugundan m' = 0 olur. Bu m nin sabit oldugunu

gosterir.
2

a—mz—r—N—B
2

olmak iizere,

4 2

glor—m, o= m) = —g(N,N) +2.5g(N, B) + g(B, B) = r*

dir. Bu ise @ min $2(m,r) de yattigim gosterir.C]

Teorem 4.5: E? de o = «ofs), asli normali 1giks1 olan birim izl uzays: normal

bir egri ve k; = 1 olsun. « nm H3(m, r) de yatmas: igin gerek ve yeter kosul,
2

T T
« nin diizlemsel normal egri olmasi ve @ — m = 5N — B, r € RT esitliginin

saglanmasidir {5].
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Ispat: Oncelikle o, HZ(m,r) de yatsin. O zaman,
gla —m,a—m)=—r? reRT
dir. Bu egitligin tiirevi alinirsa,

gla,a—m) +gla—m,o) = 0
g(T,c —m)+gla—m,T) = 0

29(T,aa—m) =0
g(T,ao—m) =0
dir. Tekrar tiirev alinirsa,
g(T  a—m)+g(T,a') =0
olur. (3.12) Frenet denklemlerinden,

g(kiN,a —m) +g(T,T) = 0= kig(N,a—m)=—1

= ¢g(N,a—m)=-1
dir. Tekrar tiirev alirsak,
g(N',a —m)+g(N,a') =0
olur ve (3.12) Frenet denklemlerinden,

g(ng,a—m)—f-g(N,T) =0

kog(N,ao—m) = 0

bulunur. g(N,«—m) = —1 oldugundan ks = 0 olur ve « diizlemsel bir egridir.

Simdi @ nin normal egri oldugunu gosterelim. Bunun igin,
a—m=al +bN +cB (4.30)

vektoriini goz oniine alalim. Burada a = a(s), b = b(s) ve ¢ = ¢(s) s nin keyfi
fonksiyonlandir. (4.30) esitligi sirasi ile 7', N ve B ile carpilirsa,
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gla—m,T)=0=a, gla —m,N) = c=—1, gla — m,B) = b elde edilir.

g9(a — m, B) = b egitliginin tirevi ahnirsa,

g(c/, B) + g(a — m, B')
g(T,B) + g(a — m, B')
gla—m, kT —kB) =V
—k1g(e, T) — kag(, B)

b = 0

dir. Oyleyse b sabit fonksiyondur. b = by sabit olmak iizere, a = 0 ve ¢ = —1
oldugundan,

a—m=bN — B,

dir. Buradan,

gla —m,a—m) = —2by
2
dir. Diger taraftan gla — m,a — m) = —r? oldugundan by = % dir. Bu

durumda,
2

-
—m=—N-B
8% m 5

dir ve & normal bir efriye denktir.

Karsit olarak, o diizlemsel normal egri , 7 € RT ve m = (my, mg, m3) € E3
olmak iizere, @ — m = §N — B egitligi saglansin. « diizlemsel normal egri
oldugundan k3 = 0 dir. Bu durumda

2

mza—%N-\—B

dir. Bu esitligin tiirevi alinrsa,

olur ve (3.12) Frenet denklemlerinden,
2
m = T— 51{22]\7 — le“— k‘gB

7,2

= T - Ek?zN—k'lT——sz
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dir. k1 = 1 ve ky = 0 oldugundan m’ = 0 olur. Bu m nin sabit oldugunu

gosterir.
2

T
—m=—-N-B
o m 5

olmak iizere,

4 2
gla—m,a—m) = ng(N, N) — 2.%g(N, B)+g¢(B,B) = —r?

dir. Bu ise o min HZ(m, ) de yattigim gosterirll.

Teorem 4.6: B} de o« = «(s), asli normali 11ks1 olan birim hizh uzay-si normal
bir egri ve k; = 1 olsun. & nmin C(m) de yatmas i¢in gerek ve yeter kosul, o

nin normal bir egriye denk olmas1 ve a(s) = —B(s) esitliginin saglanmasidir

[5].

Ispat: o, tepe noktasi m € E? olan 11k konisi C(m) de yatsin. Bu durumda,
gla—m,a—m) =0

dir. Bu egitligin tiirevini alirsak,

gla',a—m) +gla—m,a) = 0

9(T,a0—m)+gla—m,T) = 0
29(T,cc —m) =0
9g(T,aa—m) =0
dir. Tekrar tiirev alinirsa;
g(T ;o —m) +g(T,0/) =0
olur ve (3.12) Frenet denklemlerinden,dir.Tekrar tiirev alirsak,

g(N';a—=m) +g(N,a') =0

g(kyN,ao~m) +g(T,T) = 0= kig(Na—m)=-1
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olur ve (3.12) Frenet denklemlerinden,

g(keN,a—m)+g(N,T) = 0

k?.g(Na & — m) =0
dir. g(N,a — m) = —1 oldugundan k; = 0 olur.
a—m=al +bN +cB (4.31)

vektoriinii goz Oniine alalim. Burada a = a(s), b = b(s) ve ¢ = ¢(s) keyfi
fonksiyonlardir. (4.31) egitligi siras1 ile T, N ve B ile carpilirsa,
gla—m,T)=0=a, gla —m,N) =c= -1, gla —m,B) = b olur. g(ow —

m, B) = b egitlifinin tiirevi alinirsa,
gla,B)+gla —m,B) =V
9(T,B) + gla—m,B) =V
glao—m,—kT — kyB) = ¥
~kig(e,T) — kog(e, B) = ¥
b =0
dir. b = by sabit olmak tizere, a = 0 ve ¢ = —1 oldugundan,
oa—m = boN — B
dir. Buradan,
gla—m,a—m) = —2b

dir. Diger taraftan g(a — m, « — m) = 0 oldugundan by = 0 dir. Bu durumda,
a—m=-—-B

dir. Bu « nin bir m vektoriine dtelenmesidir. Buradan, o normal bir egriye

denktir ve ¢« = — B dir.

Kargit olarak, « normal bir egriye denk ve @ = —B egitligi saglansin. Bu

esitligin tiirevi alinirsa,
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olur ve (3.12) Frenet denklemlerinden,
T=kT+ kB

dir. k; = 1 oldugundan ks = 0 bulunur. m = o+ B egitliginin tirevi alinirsa,

m =d + B
diir. (3.12) Frenet denklemlerinden,

m =T —kT—kB=0

bulunur. Bu da m nin sabit oldugunu gosterir. Diger taraftan,

a—m=-B

olmak iizere,

gla=m,a—m)=¢(B,B)=0

bulunur. Bu ise & nin C(m) de yattigim gosterir.[]
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5. E} DE ZAMANSI(TIMELIKE) VE ISIKSI(NULL) NORMAL
ECRILER

Bu boliimde iigiincii bsliimde elde ettigimiz Frenet denklemlerinden ve egrilik-
lerden yararlanarak, birim hizli zamans1 ve igiks: normal egrilerin bazi karak-

terizasyonlarini verecegiz.

Teorem 5.1: E3 de o = o(s) birim hizh zamans1 bir egri veVs € I C R i¢in
egrilikleri k;(s) > 0, ka(s) # 0 olsun. Bu durumda « nin normal bir egri olmasi

i¢in gerek ve yeter kogul, o nin yer vektoriiniin asli normalinin ve binormalinin

g(a, N) = i, g(e, B) = (L esitliklerini saglamasidir [6].
ky ks ks

ispat: Oncelikle a(s) normal bir egri olsun. Bu durumda,
afs) = A(s)N(s) + u(s)B(s)
dir. s ye gore tiirev alimir ise,
o =ANN+ AN + 4B+ uB
elde edilir. (3.18) Frenet denklemlerinden N've B’ yerlerine yazihirsa;
o = XN+ Mk T + kaB) + 1 B + p(—kaN)
o = XN+ MeyT + MepB + 4 B — pko N
o = Moy T+ (N — pks)N + (Mkp + 1) B
elde edilir. ¢ = T oldugundan,
T = Mer T+ (N — pko)N + (Mep + ) B
olur. Buradan da
Moy =1, N — ke =0, Mea+4 =0 (5.1)

egitlikleri bulunur. (5.1) esitliklerinden,
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elde edilir.Bu durumda,

als) = kllzv + kiQ <kil> B (5.2)

olur. (5.2) esitligi sirasi ile N ve B ile ¢arpilir ise,

ot oen-(2) (1)

elde edilir.

1 !

1 1
Karsit olarak, g(a,N) = o ve g(a,B) = <—> <—> saglansin.
1

1
gla, N) = . esitlifinin tiirevi alimirsa,
1

1
g(T,N) + g(e, 5T + k2B) = <k_)
1
1 !
kig(e, T) + kag(a, B) = (l?l)
: 1 1\’ §
dir. g(a, B) = <k—2> (Z) oldugundan,

kgl T) + ko (%) <7€1—1> - <kll> = g(e,T) =0

bulunur. Oyleyse o normal bir egridir.(]

Teorem 5.2: E3 de o = a(s) birim hizh zamans: bir egri ve egrilikleri Vs €
I C Rigin k(s) > 0, ka(s) # 0 olsun. Bu durumda « min normal bir egriye

denk olmasi ic¢in gerek ve yeter kosul,

ks 1\ /1Y

M__ |~ il 9.3

k1 [<k2> <7€1> } >3)
esitliginin saglanmasidir [6].

Ispat: Oncelikle o normal bir egriye denk olsun. Bu durumda m € E? sabit

bir nokta olmak tizere (m' = 0),
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dir. Buradan

m=a«a— AN — uB

esitliginin tiirevi ahnir ve (3.18) Frenet denklemleri yerlerine yazlirsa,
0=a — MaT — (\ — pks)N — (\ky + 11 )B

elde edilir. Buna goére

7

o = MaT+ (N — pks)N+ (Meo+p)B
T = MaT+ (N — pka)N + (Mky + 4B

olur ve

Moy =1, N — pky =0, Mg+ =0

esitlikleri bulunur. Ilk iki denklemden

N 1 /1Y
= — Vi = — _—
B R T e \

elde edilir ve bunlar iciincii denklemde yerine yazilirsa

: ko 1 /1Y
k = S Sy e
)\2+u 0:>k1 |:/€2<k1>:|
olur. Boylece (5.3) esitligi saglanmis olur.

Karsit olarak, (5.3) esitligi saglansi. m € E? olmak iizere,

1 1/1\
—m=—N+—[—|B
a—m % +k2<k1>

esitligini g6z oniine alalim.

esitliginin tiirevi alinirsa,

A 1\ 1, 171V
—a [y NN |~ (=
e (k1> ki L‘?z <k1>

olur ve (3.18) Frenet denklemlerinden,

This document was created with the trial version of Print2PDF!
Once Print2PDF is registered, this message will disappear!
Purchase Print2PDF at http://www.software602.com/



http://www.software602.com/

elde edilir ve (5.3) esitliginden,

;- 1Y’ ko o ko 1\ .
m—T—<k1> N—T—k—lB+k1B+<kl>N—0

dir. Bu m nin sabit oldugunu ve o mn normal bir egriye denk oldugunu

gosterir.[]

Teorem 5.3: E} de o = «(s) birim hizh zamans: bir egri ve egrilikleri Vs €
I C Rigin ky(s) > 0, ka(s) # 0 olsun. Bu durumda o nin S$%(m,7) de yatmasi

icin gerek ve yeter kogul & min normal egri olmasidir [6].

Ispat: Oncelikle o, S2(m,r) de yatsmn.O zaman,

gla —m,a—m)=r? recR*t

Bu esitligin tiirevi alimirsa,
gla,a—m)+gla—m,a) = 0
9T, ~m)+glaa—m,T) = 0
29(T, 00 —m) =
9(T,aa—m) =0 (5.4)
olur. Tekrar tiirev alinirsa;
9(T' ;o —m) +g(T,a') = 0
dir. (3.18) Frenet denklemlerinden,
g(ktN,oo —m) + g(T,T) =0

kig(N,aa—m) =1

g(N,c — m) = kll (5.5)

bulunur.Tekrar tiirev alirsak,
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olur ve Frenet denklemlerinden(3.18),

g(kiT + kyB,oc — m) + g(N,T) =

TN
N

krg(T, 00 —m) + kzg(B,a —m) =

k2g(B,OA - m) =

TN TN
= = T
S N

7

sga-m = () () (56)

bulunur. (5.4) , (5.5) ve (5.6) denklemlerinden;

1 1 /1Y
—~m=—-N+—(—)| B
o—m I +k2<k‘1>

elde edilir. Bu « nin m noktasina Stelenmesidir ve o normal bir egridir.

Kargit olarak, « normal bir egri olsun. Teorem 5.2 den,

olmak iizere,

. (1Y 1, (1 /1Y
—a — [V N_ZN | (2=
nee <k1> o [kz <k1>

ve (3.18) Frenet denklemlerinden,

, 1\ 1 1 1 /1
= T-(—)N-= = (=) | B=={=) (~koN
m <l€1> k;l (le-'_kQB) ]f2 (kl kg <k1>( 2 )
1\ ks ks 1\
=T\ N-T-2B4+ 24\ N
<k1> k1 +k1 Jr<7€1>

=0

dir. m' = 0 oldugundan m sabittir.

1 1 1
-m=—N+—|—1| B
o—m i +k2( >
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olmak tizere,

glo—m,a—m) = (;%)29(1“ N) -2 (ki) - (kil)'guv, B)

= ¢ =sabit > (0

jo-ma=m = (1) [ 3]

dir. ¢ =72 olursa g{a — m,a« — m) = r2 olur ve o, S2(m,r) de yatar.O)

Teorem 5.4: E$ de o = a(s) 1gikst bir egri ve egrilikleri Vs € I C R i¢in
ki(s) = 1, ko(s) # 0 olsun. Bu durumda o min normal bir egri olmas: igin

gerek ve yeter kogul, o nin yer vektoriiniin tegetinin ve asli normalinin

g(e, T) = kiz <k:i2> ve g(a, N) = k% (5.7)

esitliklerinin saglamasidur [6].
Ispat: Oncelikle o normal bir egri olsun. Bu durumda,
a=AN+uB (5.8)
dir. Bu esitliginin tiirevi alinip, (3.24) Frenet denklemleri yerlerine yazilirsa,
Mg =1, N —phke =0, g —A=0 (5.9)

elde edilir. Buradan,

7

N e
Tk T E \ ks

bulunur. (5.8) denklemi siras: ile T ve N ile carpilir ise,

1 /1Y 1
g(aaT)_p’:k_Z(_k_Q) Veg(a5N)_)‘_k_2

elde edilir. Boylece (5.7) esitlikleri saglanmusg olur.
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1 /1Y 1
Kargit olarak, g(a,T) = p = P (E) ve gla, Ny =X = 5 egitlikleri saglan-

sm. gla, N) =\ = = esitliginin tiirevi alinirsa,
2

g(Ta N) +g(aak2T_ le) =

N

k2g(a, T) + klg(a, B) =

(1 (1) )+ o) -

g(e, B) =

N

S N N N
N

elde edilir.
a=al +bN+cB (5.10)

vektoriini goz Oniine alalim. Burada a = a(s), b = b(s) ve ¢ = ¢(s) keyfi

fonksiyonlardir. (5.10) e§1thg1 sirast ile T, N ve B ile carpilirsa,

g(a, T) = :%( ) —b:ki,g(a,B)za:o

olur. Bu degerler (5.10) da yerlerme yazilir ise,

1 1 /1Y
=—N+— B
bk <k2>
elde edilir. Bu da « nin normal bir egri oldugunu gosterir.[J

Teorem 5.5: E2 de o = «a(s) 1giks1 bir egri ve egrilikleri Vs € I C R igin
k1(s) = 1, ka(s) # 0 olsun. Bu durumda « nin normal bir egriye denk olmas:

L% (%2” _ kiz (5.11)

Ispat: Oncelikle o normal bir egriye denk olsun. Bu durumda m € E? sabit

icin gerek ve yeter kosul

esitliginin saglanmasidir [6].

bir nokta olmak iizere (m’' = 0),

a—m = AN+ uB
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esitliginin tiirevi alinir ve (3.24) Frenet denklemleri yerlerine yazilirsa,

0 = o —AN —ANN—4B—uB
0 = o —AkoT —k1B) = A'N — 4’ B — p(—kzN)

0 = a — MepT + (=N + pko)N + (Mky — )B
oldugundan

o = MeyT+ (N — pko)N + (1 — Mey)B
— MeoT + (XN — pka)N + (4 — Mey)B
= MeoT + (X = pk))N + (1 — N\)B

elde edilir. Buradan
Mg =1, N —pks=0, p —A=0

egitlikleri bulunur. Bu esitliklerden,

ael e 1Ly
Tk P T e\

bulunur. z° — X = 0 oldugundan

1 11y
ky |k \ ko
elde edilir. Boylece (5.11) esitligi saglanms olur.

Karsit olarak, (5.11) esitligi saglansin. m € E3 olmak iizere,
1 1 /1Y
-m=—N+—|—) B
S <k2>
egitligini g6z oniine alalim.
1 1 1
m=a——N——(—> B
ko

esitliginin tiirevi alinirsa,
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olur ve (3.24) Frenet denklemlerinden,

, 1\ 1
—T— (=) N— = (kT — kyB) —
m <k2> - (kT ~ kuB)

bulunur. (5.11) egitliginden,

m = T—<i> N—T+EB——
ko

1 /1\ 1\
(=Y B+(=\ N
ko ka <k2> +<k2>

1\ 1 1 1\
= T-(=\N-T+=-B—=—B+{=\N
<k2> +k2 ko +(k2>

=0

dir. Bu m nin sabit oldugunu ve o nin normal bir egriye denk oldugunu

gosterir.lJ

Teorem 5.6: B de o = «(s) 1giks1 bir egri ve egrilikleri Vs € I C R igin
ki1(s) =1, k2(s) # 0 olsun. Bu durumda « min normal bir egri olmas: igin

gerek ve yeter kosul, o nin yer vekttriiniin,

1\2

9la, o) = (—> (5.12)

ko
esitligini saglamasidir [6].
Ispat: Oncelikle o normal bir egri olsun. Bu durumda,

a=AN+ uB
dir. Bu esitligin tiirevi ahmp, (3.24) Frenet denklemleri yerlerine yazihrsa,
Mep=1, N —pka =0, g =2=0

elde edilir. Buradan,

bulunur.
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elde edilir. Boylece (5.12) esitligi saglanmig olur.

Kargit olarak, (5.12 ) esitligi saglansin. Bu esitligin tiirevi alirsa,

oo - (2
wio -+ (3)(2)
g(o, T) = (é) (i) (5.13)

dir. (5.13) iin tekrar tiirevi aliirsa,

o(e, N) = {(é) <ki2>] (5.14)

elde edilir. (5.14) iin tekrar tiirevi alinirsa,

I

wo- () [OG]] e

a=al +bN +cB (5.16)

elde edilir.

vektoriini goz oniine alalim. Burada a = a(s), b = b(s) ve ¢ = ¢(s) keyfi

fonksiyonlardir. (5.10) esitligi siras1 ile T, N ve B ile carpilirsa,

g(e,T) =c,gla,N) = b,g(e, B) = a (5.17)
dir.
1\?2
gla,a) = <—> = b® + 2ac
ko

olmak tizere (5.13), (5.14), (5.15) ve (5.17) den,

N 2 '

ORI ECEICRICIR]
O

elde edilir. Teorem 5.5 den & normal bir egridir(].

7
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