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Ikinci béliimde, ¢alismamiz igin gerekli tanim ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliimde, 3-Boyutlu Minkowski uzayinda timelike bir egrinin involiit egrileri ile

ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Dérdiincii boliimde, timelike bir egrinin involiitii egrisinin Frenet vektorleri ve birim
Darboux vektorii konum vektorii olarak alindiginda elde edilen null olmayan
Smarandache egrilerinin Frenet vektorleri, egrilik ve burulmasi evoliit egrisinin Frenet
vektorleri egrilik ve burulmasina bagli olarak hesaglanmistir. Son olarak bu egriler ile

ilgili 6rnekler verilmistir.
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This thesis consists of four chapters.

The first chapter, introduction part has been presented.

In the second chapter, definitions and theorems which are necessary for 3-dimensional

Minkowski space are given.

In the third chapter, basic definitions and theorems of involute curves of the timelike

curve are given.

In the fourth chapter, Frenet vectors, curvature and torsion of non-null Smarandache
curves are calculated according to the timelike evolute curve, when the Frenet vectors
and unit Darboux vector of involute curve are taken as the position vectors. Finally,

illustrative examples related to there curves are given.

2019, v + 74 pages

Keywords: Involute- Evolute curves, Smarandache curves, Minkowski space, Frenet

invariants.



TESEKKUR

Oncelikle yiiksek lisans egitimim boyunca, benden bilgisini, tecriibesini yardimlarini,
destegini ve anlayisini esirgemeyen, bikmadan yorulmadan benimle ¢alisan, karsilastigim
sorunlara ¢oziim bulan, hayatimda ¢ok 6zel yeri olan, bana her yonden ¢ok sey katan,
hakkin1 hi¢bir zaman 6deyemeyecegim, danismandan ¢ok daha fazlasi olan ¢ok degerli

hocam Dog. Dr. Ozgﬁr KALKAN’a,

Calismayr gergeklestirmemde yonlendirmeleri ile yardimcit olan Dog¢. Dr. Hakan
OZTURK e, lisans ve yiiksek lisans egitimim boyunca bilgi ve deneyimlerini paylasarak
yolumu aydinlatan ¢ok degerli Ars. Gor. Dr. Tane VERGILI ye,

Calismam boyunca yardim ve desteklerini esirgemeyen, motive eden, her animda bana
umut veren ¢ok degerli arkadaslarim; Buse ERALP, Rabia ENDIRCE, Maide TEKIN,
Mustafa UZUNOGLU, Halil USLU, Siikrii LULE ve ismini sayamadigim ¢ok degerli

tiim arkadaslarima,

Ayrica varliklariyla gii¢ kazandigim, bugiinlere gelmeme her tiirlii destek olan, bana
giivenen; babam Dogan ZEYBEK, annem Sengil ZEYBEK ve kardesim Burcu
ZEYBEK e tesekkiirlerimi sunarim.

Bu tez ¢alismasi, Afyon Kocatepe Universitesi BAP 17.FEN.BIL.12 numarali Bilimsel

Arastirma projesiyle desteklenmistir.

Damla ZEYBEK
AFYONKARAHISAR, 2019



ICINDEKILER DiZINi

Sayfa

OZET i
ABSTRACT ii
TESEKKUR iii
ICINDEKILER DIZINI iv
SIMGELER DIZINI v
SEKILLER DiZINi vi
1 GIRIS 1
2 TEMEL KAVRAMLAR 3
2.1 Minkowski Uzayr . . . . . . . . .. . 3

3 TIMELIKE EGRILERIN INVOLUT EGRILERI 12
3.1 Timelike Egrilerin Involiit Egrilerinin Temel Ozellikleri . . . . . . . . 12

4 MINKOWSKI 3-UZAYDA TIMELIKE EGRILERIN INVOLUT
EGRILERINE AIT FRENET CATISINA GORE NULL

OLMAYAN SMARANDACHE EGRILERI 19
4.1 T*N* Smarandache Egrisi . . . . . . ... ... ... L. 19
4.2 N*B* Smarandache Egrisi . . . . . .. ... . 0000 27
4.3 T*B* Smarandache Egrisi . . . . . .. ... ... 0000 34
4.4 T*N*B* Smarandache Egrisi . . . . . .. ... ... ... ... 42
4.5 N*C* Smarandache Egrisi . . . . . . ... ... oL 52
5 TARTISMA ve SONU(C 69
6 KAYNAKLAR 70
OZGECMIS 74

iv



SIMGELER DiZiNi

Simgeler

R3 3-Boyutlu Oklid Uzay1

R3 3-Boyutlu Minkowski Uzay1
W Darboux vektorii

|| Norm fonksiyonu

<> I¢ Carpim

T Teget vektor

N Aslinormal vektor

B Binormal vektor

C Birim Darboux vektorii

K Egrilik

T Burulma

b1 T* N* Smarandache Egrisi
B> N* B* Smarandache Egrisi
B3 T*B* Smarandache Egrisi
Ba T* N* B* Smarandache Egrisi
Bs N* C* Smarandache Egrisi




SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.1 Darboux Vektorii

Sekil 4.1 o*

Sekil 4.2 o*

Sekil 4.3 o*

Sekil 4.4 o*

Sekil 4.5 o*

Sekil 4.6 ~*

Sekil 4.7 7*

Sekil 4.8 ~*

Sekil 4.9 7*

involiit egrisine ait 7" /N* - Smarandache egrisi

involiit egrisine ait N*B* - Smarandache egrisi

involiit egrisine ait 7" N*B* - Smarandache egrisi

involiit egrisine ait 7™ B* - Smarandache egrisi

involiit egrisine ait N*C* - Smarandache egrisi

involiit egrisine ait 7T*N* - Smarandache egrisi

involiit egrisine ait N*B* - Smarandache egrisi

involiit egrisine ait T*N*B* - Smarandache egrisi

involiit egrisine ait 7 B* - Smarandache egrisi

Sekil 4.10 v* involiit egrisine ait N*C* - Smarandache egrisi

vi

Sayfa

65

65

65

66

66

67

67

68

68

68



1 GIRIS

Egri kavrami diferansiyel geometrinin temel konularmndan birisidir. Ozellikle iize-
rinde en ¢ok calisma yapilan egriler Involiit-Evoliit egrileri, Bertrand egrileri ve
Mannheim egrileridir. Involiit egri kavrami optik calismalar sirasinda daha dogru
6lciim yapmaya cahisirken Huygens (1658) tarafindan kesfedilmistir. Involiit-Evoliit
egrilerin 0zelligi her noktasinda teget vektorleri ortogonal olan egrilerdir. Millman ve
Perker (1977) ve Hacisalihoglu (1983), klasik geometride bu egriler ile ilgili iyi bilinen
temel teorem ve problemlere aciklik getirmislerdir. Involiit-Evoliit egrileri iizerine
yapilan calismalar sadece Oklid uzayinda sinirh kalmamis Minkowski uzay1,Galileo
uzayl, Heisenberg uzay1 ve dual uzay gibi bir¢ok uzayda farkli catilar ele alinarak

incelenmis ve pek ¢ok yeni karakterizasyon elde edilmigtir.

Bu egrinin Frenet 3-ayaklisinin her s aninda, bir eksen etrafinda ani helis hareketi
yaptig1 kabul edilir. Bu eksene egrinin s parametresine kargilik gelen «(s) noktasin-

daki Darboux vektorii adi verilir. Bu vektor
T =W xT, N =W xN ve B =W x B
bagintisini saglar. Burada gerekli igslemler W vektorii
W=1T+kB=NxN

seklinde ifade edilir. Burada x ve 7 sirasiyla egrilik ve burulmasidir.

Bu kapsamda Involiit-Evoliit egrilerinin Frenet catilar1 arasindaki bagintilar evoliit
egrisinin B binormal vektorii ile W Darboux vektorii arasindaki ac1 6 olmak tizere
farkli bir yaklagimla elde edilmis ve egri ciftine ait baz karakterizasyonlar bulun-
mugtur (Bilici and Qaligkan 2002). Bunun yaninda Bilici ve Caligkan (2009, 2011),
3-Boyutlu Minkowski uzayinda timelike binormalli spacelike bir egrinin involiit eg-
rilerini, diger bir ¢aligmada ise timelike bir egrinin involiit egrilerini incelemiglerdir.
3-Boyutlu Minkowski uzayinda spacelike binormalli spacelike bir egrinin evoliit eg-

rileri Biik¢ii ve Karacan (2007) tarafindan aragtirilmigtir.



Turgut ve Yilmaz (2008), Minkowski uzay-zamanda konum vektorii bagka bir eg-
rinin Frenet vektorleri tarafindan olugturulan yeni egriyi Smarandache egrisi olarak
adlandirmiglar ve R} de bu egrilerden T'By Smarandache egrilerini tanimlamiglardar.
Daha sonraki yillarda bu egriler degisik uzaylarda farkli catilar ele alinarak ince-
lenmig ve yeni sonuglar elde edilmigtir. Senyurt ve Cahgkan (2015), Frenet catisina
gore Mannheim egri ¢iftlerinin N*C* Smarandache egrilerini incelemiglerdir. Ben-
zer olarak diger bir ¢aligmada ise Senyurt vd.(2016), Frenet ¢atisina goére Bertrand
egri ¢iftlerinin N*C* Smarandache egrilerini aragtirmiglardir. Giirses vd. (2016), 3-
boyutlu Minkowski uzayinda spacelike, timelike ve null egrilerin TN-Smarandache

egrilerinin Frenet vektorlerini, egrilik ve burulmasini hesaplamislardir.

Bu tez caligmasinda 3-Boyutlu Minkowski uzayinda o egrisi a timelike egrisinin
involiitii olmak iizere, o™ involiit egrisinin 7, N*, B* Frenet vektorleri ile C* birim
Darboux vektorii konum vektorii olarak alindiginda bu vektorler tarafindan olusgtu-

rulan, null olmayan,

1
B1 = Bren-(s) = E(T* + N*¥) T*N* Smararandache egrisi
1 ..
P2 = Bnep~(s) = E(N* + B¥) N*B* Smararandache egrisi
1 V) . .
B3 = Prep(s) = E(T* + B*) T*B* Smararandache egrisi

By = Pren+p=(s) = (T* + N* + B¥) T*N*B* Smararandache egrisi

Sl

1
Bs = Bn=c+(s) = E(N* + C*) N*C* Smararandache egrisi

Smarandache egrileri tanimlanmig ve elde edilen bu egrilerin causal karakteri be-
lirlenerek Frenet vektorleri, egrilikleri ve torsiyonlari(burulmalari) o evoliit egrisinin
Frenet aparatlarina bagl olarak ifade edilmisgtir. Son olarak bu egriler ile ilgili 6r-

nekler verilmigtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Minkowski Uzay1
Tanim 2.1.1. V bir reel vektor uzayi ve
<,>:VxV-—R

bir simetrik bilineer form olsun.

(i) Yo € V ve v # 0 igin < v,v >> 0 ise <,> simetrik bilineer formuna pozitif
tanimli,

(ii) Vo € V ve v # 0 i¢in < v,v >< 0 ise <,> simetrik bilineer formuna negatif
tanimli,

(iii) Yo € V ve v £ 0 igin < v,v >> 0 ise v = 0 ise <, > simetrik bilineer formuna
pozitif yari-tanimli,

(iv) Yo € V ve v # 0 i¢in < v,v >< 0 ise <, > simetrik bilineer formuna negatif
yari-tanimli,

(v) Yo € V i¢in < v,w >= 0 iken v = 0 olmak zorunda ise <,> simetrik bilineer

formuna non-dejenere, aksi halde dejeneredir denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.2. <,>, V reel vektor uzay: iizerinde bir simetrik lineer form ve W,
V nin herhangi bir altuzayi olsun. <, > nin W iizerinde kisitlamas1 <, >|,,, negatif
tanimh olacak gekildeki en biiyiik boyutlu W altuzaynin boyutuna, <, > simetrik

bilineer formun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.3. Bir V reel vektor uzay: lizerinde non-dejenere simetrik lineer forma
V reel vektor uzay iizerinde bir skalar ¢arpim denir ve {izerinde bir skalar ¢arpim

tanimli olan V reel vektor uzayina skalar carpim uzay1 denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.4. V skalar carpim uzayinin indeksi v = 1 ve boyutu boyV > 2 ise V

skalar ¢carpim uzaymna bir Minkowski vektor uzay1 denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.5. R?, 3-boyutlu standart reel vektdr uzayi olsun. Vu , v € R®  ve

u = (u1,uz,u3),v = (v1,v9,v3) € R? olmak iizere
<, > R¥xR*— R
(u,v) —< u, v >= —uv; + UgVs + U3V3

3



seklinde tanimli doniigiim

(i) Simetrik,

(ii) Bilineer,

(iii) non-dejenere (Vu € R® igin < v’ u” >=0= u = 0) dur.

R3 iizerinde tanimlanan bu déniigiime Minkowski metrigi denir ve RS = {R3 <, >}

ikilisine de 3-boyutlu Minkowski uzay1 adi verilir ( O’Neill 1983).

Tanim 2.1.6. Yu € R} i¢in

(i) < u,u >< 0 ise u timelike vektor (zaman benzeri),

(ii) < u,u >> 0 veya u = 0 ise u spacelike vektor (uzay benzeri),
(iii) < w,u >= 0 ise u null vektor (151k benzeri)

denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.7. u,v € R} i¢in u # 0 ve v # 0 olmak iizere < u,v >= 0 ise, bu
durumda u ve v vektorlerine ortogonal vektorler denir. Eger u timelike vektor ise bu

durumda v spacelike vektordiir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.8. Vu € R i¢in u'nun normu

lull = V< u,u>|

bigiminde tanimlanir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.9. Yu € R} i¢in

(@) [lull >0,

(ii) ||u|| = —1 ise u vektoriine birim timelike vektor,
(iii) [Ju|| = 1 ise u vektoriine birim spacelike vektor,
(iv) u bir timelike vektor ise ||ul]* = — < w,u > ,
(v) u bir spacelike vektor ise ||u|® =< u,u >

dir (O’Neill 1983).

Teorem 2.1.10. u,v € R? igin

(i) u,v € R} pozitif (negatif) timelike vektorler ise bu durumda

< u,v >= |[u|| ||v|| coshb,



olacak sekilde bir tek 6 > 0 reel sayis1 vardir. Bu 6 agisina u ve v vektorleri arasindaki
Lorentzian timelike ag1 denir.

(ii) u,v € R} de spacelike vektorler olsunlar. Bu durumda
<u,v >= [<u v > < lul {|o]
esitsizligi vardir. Eger u ve v nin gerdigi diizlem spacelike ise
< u,v >= ||lu|| ||v]| cosb,

olacak gekilde bir tek 0 < 6 < 7 sayis1 vardir. Bu agiya u ve v vektorleri arasindaki
Lorentzian spacelike aci denir.
(iii) u,v € R? de spacelike vektorler olsunlar. Eger u ve v nin gerdigi diizlem timelike

ise
< w0 > > Jull o]
esitsizligi vardir. Bu durumda
< u,v >= ||lu||||v]|| coshb,

olacak gekilde bir tek # > 0 reel sayis1 vardir. Bu aciya u ve v vektdrleri arasindaki
Lorentzian spacelike aci denir.

(iv) u € R? spacelike ve v € R? pozitif timelike vektorler olsunlar. Bu durumda
|< u,v >|=|lul|||v|| sinh®,

olacak gekilde bir tek 6 > 0 sayisi vardir. Bu aciya u ve v vektorleri arasindaki
Lorentzian spacelike aci denir

(Ratcliffe 1994).

Tanim 2.1.11. R}, 3-boyutlu Minkowski uzayimnda iki vektér u = (uy,ug,us) ve

v = (v, ve, v3) olmak iizere,
(U2U3 — U3V2, U1V3 — U3V1, U2Vl — U1U2)

vektoriine u ve v nin vektorel carpimi (dig garpim) denir ve e; = (J;1, d;2, d;3) olmak

izere



€1 —€y —e€3

u X v =det
Uy Uz us

V1 V2 U3

vektorel carpimi
€] X g = —€3, €9 X ez =e€1, €3 X €] = —€3
dir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.12. Vu,v,w € R} igin

(i) < uxv,w>= —det(u,v,w),

(1) (uxv) xw=—<u,w>v+ <v,w > u,

(iii) <uxv,u>=0ve <uxv,v>=0,

(iv) <uxovuxv>=—<uu><v,v>+(< u,v >)>

dir (Turgut 1995).

Teorem 2.1.13. Vu,v € R? igin

(1) u ve v spacelike ise u X v bir timelike vektordiir.

(ii) u spacelike ve v timelike ise u X v spacelike bir vektordiir.

(iii) u spacelike ve v null vektor olmak {izere < u,v >= 0 ise u x v null vektor, eger
< u,v ># 0 ise u X v spacelike vektordiir.

(iv) u ve v null vektor ise u x v spacelike vektordiir.

(v) u timelike ve v null vektor ise u x v spacelike vektordiir.

(vi) u ve v timelike vektor ise u x v spacelike vektordiir

(Turgut 1995).

Tanim 2.1.14. a: [ C R — B3, a(s) = (a1(s), az(s), az(s)) diferensiyellenebilir
fonksiyona R de bir egri denir. Burada I araligima « egrisinin parametre araligi ve

s € I degigkenine de « egrisinin parametresi denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.15. a : [ — R3 bir egri olsun. « egrisinin teget vektorii T olmak iizere;

(i) <T,T >> 0 ise « egrisine spacelike egri,

6



(il) < T,T >< 0 ise « egrisine timelike egri,

(iii) < T, T >= 0 ise « egrisine null egri denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.16. o : [ C R — R? bir egri olsun. Eger Vs € I i¢in

ise « egrisine birim hizli egri denir. Bu durumda, egrinin s € [ parametresine yay

Oél(S)H =1

parametresi denir. a,b € I olmak iizere « egrisinin «(a) ve «(b) noktalar: arasindaki

yay uzunlugu

N

o || at
dir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.17. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkhi olan egriye regiiler egri

denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.18. a = «a(s) regiiler birim hizli bir egri ve Frenet vektorleri T, N ve B
olsun.
(1) « timelike ise T timelike, N ve B spacelike vektorlerdir. Bu durumda Frenet

vektorleri, Frenet formiilleri, egrilikleri ve vektorel ¢carpimlar sirasiyla
T(s) = a(s), N(s) =T'(s)/(s), B(s) = =(T"x N)(s),

T = kN, N(s) = kT — 7B, B =7N,

Kk(s) = /< T'(s), T'(s) >|, (2.1.1)

7(s) =(<a xa’,a" > /| x O/IHQ)(S),

Tx N =—B, NxB=T, BxT=-N

dir (Woestijne 1990).
(ii) « spacelike binormalli bir spacelike egri ise T spacelike, N timelike ve B spa-

celike olur. Bu durumda Frenet vektorleri, Frenet formiilleri, egrilikleri ve vektorel

7



carpimlar: sirasiyla

T(s)=a'(s),  N(s)=T'(s)/n(s),  B(s)=—(T x N)(s),

T = kN, N' = kT + 7B, B =7N,

w(s) = VIS T (). T(s) >, (21.2)
7(s)=—(<a' xa".a" > /[ja' x a"[[")(s),

TxN=-B, NxB=-T, BxT=N

dir (Woestijne 1990).
(iii) « timelike binormalli bir spacelike egri ise T ve N spacelike ve B timelike

olur. Bu durumda Frenet vektorleri, Frenet formiilleri, egrilikleri ve vektorel carpim

sirasiyla
T(s)=a'(s),  N(s)=T'(s)/a(s),  Bls) = (T x N)(s).
T = kN, N' = —kT + 7B, B ' =71N,
w(s) = V< T (), T(5) >, (2.1.3)

T(s)=(<a xa',a" > /|a" xa” 2

)(s),

TxN=B, NxB=-T, BxT=-N

dir (Woestijne 1990).

Tanmim 2.1.19. Bir « egrisi {izerinde a(s) noktast egriyi ¢izerken bu noktadaki
T, N, B Frenet 3-ayaklis1 her s aninda, (bir eksen etrafinda) ani bir helis hareketi

yaptigl kabul edilir ve bu eksene egrinin «a(s) noktasindaki Darboux(ani dénme)



ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor,
W=7rT+rB=NxN
seklinde olur ve bu vektére Darboux vektorii ady verilir (Sekil 1). B ile W arasindaki

agl @ ile gosterilirse,

ko= |[Wllcosp,

T = [W]sing

dir. W Darboux vektorii yoniindeki birim vektor C' ile gosterilirse

C = singT + cospB

bulunur (Hacisalihoglu 1983).

Sekil 2.1 Darboux Vektorii

Tanim 2.1.20. « : I — R3, regiiler birim hizli bir egri olsun. Egrinin her nokta-
sinda bir {T', N, B} Frenet catis1 vardir ve Darboux vektorleri agagidaki gibidir:
(i) a, R} de bir timelike egri olsun. Bu durumda Darboux vektorii

W =71T— kB (2.1.4)
dir.
(i.1) Eger W spacelike vektor ise (|x| > |7|) dir.Bu durumda B ile W arasindaki

Lorentzian timelike ag1 ¢ ve birim Darboux vektorii C ile gosterilirse

ko= W] coshg,
(2.1.5)

T = ||W| sinheo



ve
C = sinh¢T — cosh¢B. (2.1.6)

dir.
(i.2) Eger W timelike vektor ise |[W]|> = —(k® — 72) olur. Bu durumda C birim

Darboux vektorii

ko= [[W]lsinhe,
(2.1.7)
T = ||W| cosh¢
ve
C = cosh¢T — sinh¢B. (2.1.8)
dir.
(ii) «, R? de spacelike binormalli bir spacelike egri ise Darboux vektorii
W =—1T+ kB (2.1.9)

dir. Burada ||W| = /|k? + 72| olacagindan < W, W >> 0 olur. W spacelike vek-

tordiir. B ile W arasindaki Lorentzian spacelike ¢ ve birim Darboux vektoérii C ile

gosterilirse
ko= W] coshg,
(2.1.10)
T = ||W| sinh¢
ve
C = —singT + cos¢B. (2.1.11)
dir.

(iii) «, R? de timelike binormalli bir spacelike egri ise bu durumda Darboux vektorii

10



W — +T — kB (2.1.12)

dir.
(iii.1) Eger W spacelike vektor ise |[W]> = 72 — &? olur. -B ile W arasindaki

Lorentzian timelike ¢ ve birim Darboux vektorii C ile gosterilirse

ko= W] sinho,
(2.1.13)
T = ||W| cosh¢
ve
C = cosh¢T — sinh¢B. (2.1.14)
dir.
(iii.2) Eger W timelike vektor ise |W||* = —(72 — x2) olur. Bu durumda
ko= [[W]cosho,
(2.1.15)
T = W] sinhe
ve
C = sinh¢T — coshgpB. (2.1.16)

dir (Bilici and Gahgkan 2011).
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3 TIMELIKE EGRILERIN INVOLUT EGRILERI

3.1 Timelike Egrilerin Involiit Egrilerinin Temel Ozellikleri

Tanim 3.1.1. Birim hizh o : I — R? egrisi ile aym aralikta tammh
a* 1 [ — R? egrisi verilsin. Vs € I igin « egrisinin «(s) noktasindaki teget vektorii

a*(s) noktasindan gegiyorsa ve
<T(s), T*(s) >=0
ise o* egrisine « egrisinin bir involiitii denir (Sabuncuoglu 2006).

Tanim 3.1.2. Birim hizlh o* : I — R} egrisi ile aym aralikta tanimh
a: I — R3 egrisi verilsin. Vs € I igin « egrisinin a(s) noktasindaki teget vektorii

a*(s) noktasindan gegiyorsa ve
<T(s), T*(s) >=0
ise « egrisine a* egrisinin bir evoliitii denir (Sabuncuoglu 2006).

Lemma 3.1.3. o : I — R egrisinin involiitii o* : [ — R} egrisi ise a(s) ve a*(s)

noktalar1 arasindaki uzaklik
d(a(s),a”(s)) =|c—s|, c=sabit, Vsel
dir (Hacisalihoglu 1983).

Ispat Involiit egri tammindan o*(s) = a(s) + A(s)T(s) seklinde verilebilir. Buradan

tiirev alinirsa
(") (s) = (L+ X(s))T(s) + Als)r(s)N(s)
bulunur. a* egrisi a egrisinin bir involiitii oldugundan
((@)(9).7(s)) =0
olur. Burada (a*)'(s) yerine yukandaki esiti yazilirsa
1+ XN(s)=0

12



ve buradan

elde edilir.

Tanim 3.1.4. «, B3 de birim hizli timelike egri olsun. Bu durumda o* involiit egrisi
spacelike olur. « egrisinin Frenet vektorleri T' timelike, N ve B spacelike vektorlerdir.
a* egrisinin Frenet vektorleri igin

(i) T* ve N* spacelike vektorler ve B* timelike vektordiir.

(ii) T* ve B* spacelike vektorler ve N* timelike vektordiir.Bu durumda

<T, T >= -1 <T* T >=+1,
< N,N>=+1 < N* N* >=+1 =&, (3.1.1)
< B,B >=+1 < B*,B* >=+1=¢

dir (Bilici and Qaligkan 2011).

Lemma 3.1.5. o* : [ — R? spacelike egrisi, « : I — R} timelike egrisinin
involiitii olsun. o* egrisinin egrilikleri £* ve 7", « egrisinin egrilikleri de k ve 7 ise

bu egrilikler arasinda

(k) = O =K L RT T (3.1.2)

(c — 8)%k? "~ le—s| K |k2 -T2

bagintilar: vardir (Bilici and Caligkan 2011).

Teorem 3.1.6. o : I — R} spacelike egrisi, « : I — R} timelike egrisinin
bir involiitii ve Frenet ¢atilar sirastyla {7, N*, B*} ve {T, N, B} olsun. « egrisinin

Frenet vektorleri arasinda
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(i) W spacelike bir vektor (|| > |7|) ise

T* 0 1 0 T
N* ~— | —cosh® 0 sinh@ N (3.1.3)
B* —sinhf 0 coshf B

7

(ii) Eger W timelike bir vektor (|k| < |7]) ise

T* 0 1 0 T
N* - sinh 0 —coshf N (3.14)
B* —coshf 0 sinhf B

bagntilar1 vardir (Bilici and Cahgkan 2011).

Ispat (i) o egrisi, o egrisinin involiiti ise

o = a(s) + A\T(s), A=c—s, o =T (c = sabit) (3.1.5)

yazilabilir. a ve o egrilerinin yay parametreleri s ve s* olmak iizere iki tarafinda s

parametresine gore tiirevi alinir ve Frenet formiillerinden 7" = kN oldugu dikkate

alinirsa
, dot da* ds* ds*
*) = = =T* = N
(a®) ds ds* ds ds AR

elde edilir. Buradan

ds*

=\

ds &
olur. O halde

T — N (3.1.6)



elde edilir. (a*) tekrar tiirevi alimr ve (a*)" x (a*)” vektorel carpimi hesaplanirsa
(*)" = A?T + (A" — k)N — AT B,

() x (o) = =N26%1T + \2k°B

olur. Norm hesaplanirsa

||(oz*)/ X (oz*)”” = A2k2\/|K2 — 72|

bulunur. (2.1.4) bagmtisimdan

[(a®)" x (a®)"|| = A2:2 |W]|
olur. Buradan B* binormal vektori

B L (0" x (")

- ! 1" a a )

[y (@] .
T K
B* = — T + B
W] W]

olur. W spacelike vektor oldugundan (2.1.5) ve (2.1.14) esitliklerinden

B* = —sinh0T + coshlB. (3.1.8)
elde edilir, N* = B* x T* oldugundan
N* = —cosh0T + sinhB (3.1.9)

dir. (3.1.6) , (3.1.8) ve (3.1.9) denklemleri matris formunda ifade edilirse (3.1.3)
denklemi elde edilir.

(ii) (i) nin ispatma benzer olarak yapihr.
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Sonug 3.1.7. o* egrisi, a timelike egrisinin involiitii olsun.

(1) W spacelike vektor (|k| > |7]) ise
{T timelike, N spacelike, B spacelike}
ve
{T* spacelike, N* timelike, B* spacelike}
(ii) W timelike bir vektor (|| < |7]) ise
{T timelike, N spacelike, B spacelike}
ve
{T* spacelike, N* spacelike, B* timelike}
bi¢imindedir (Bilici and Caligkan 2011).

Teorem 3.1.8. o* spacelike egrisi, a timelike egrisinin involiitii olsun. a ve o*
egrilerinin Darboux vektorleri sirasiyla W ve W* ise

. . 1 /

() |k| > |7| ise W* = (0N —W)

Klc— s

(3.1.10)

1 /
(ii) |k| < |7| ise W* = ——— (=0 N + W)

K e — s

dir (Bilici and Cahgkan 2011).

ispat (i) (2.1.9) esitliginden o* egrisinin Darboux vektdrii

seklindedir. (3.1.2) ve (3.1.3) ifadesi (3.1.11) de kullanilirsa

KT — KT |k? — 72| .
Ww* = N —— (—sinh0T hoB
PP P + 52(0—3)2( sin + cos ),

(3.1.12)

G 2 =77

(—sinhOT + coshOB)

K|c—s| (k? —12) K|c— s

16



bulunur. (3.1.12) denkleminde (2.1.5) esitligi kullanildiginda

W+ = ! (=0'N — 7T — kB)

Klc—s|

(3.1.13)

1 ,
W = (—6'N — W)

K|c— s

elde edilir.

(i) (i) nin ispatima benzer olarak yapihr.

Sonug 3.1.9. o* : [ — R? spacelike egrisi, a : I — R3 timelike egrisinin involiitii
olsun. Eger a evoliit egrisi bir helis egrisi ise a* ve « egrilerinin Darboux vektorleri

arasinda

1

() || > |7] ise W* = R

1

.t < Il ise TV —
(ii) |k| < |7] ise oy P

bagintilar vardir (Bilici and Cahigkan 2011).

Ispat (i) a evoliit egrisi bir helis egrisi ise

T_ tanhf = sabit
K
dir. Bu takdirde

g -0 (3.1.14)

olacaktir. (3.1.14) denklemi Teorem (3.1.7)(i) de yerine yazihirsa

1
WH=——— W

Klc—s|
elde edilir.

(ii) (i)’nin ispatina benzer olarak yapilir.
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Teorem 3.1.10. o* : I — R} egrisi a : I — R? timelike egrisinin involiitii ve

birim Darboux vektorleri sirasiyla C* ve C olsun. Bu vektorler arasinda

0 |k? — 72|

(1) [6] > |r]ise C" = ——mm=n N + —meeeenC
V107 + k2 — 12| V007 + k2 — 12 (3.1.15)
o' |72 — K?|

(ii) |k| < |7|ise C* = —

12 N+ 12 C
V007 + k2 — 12| V007 + k? — 12|

bagintilar vardir (Bilici and Cahigkan 2011).

ispat (i) B* binormal vektorii ile W* Darboux vektorii arasindaki Lorentzian ag
0* olmak iizere (2.1.11) egitliginden spacelike binormalli spacelike egrinin birim

Darboux vektori

C* = —sinf*T* + cost* B* (3.1.16)
olacaktir. o* egrisinin egrilik ve burulmasi (2.1.10) esitliginden
K* = ”W*H 0089*7 = ||W*|| singd* (3117)
seklindedir. (3.1.2) ve (3.1.10) esitlikleri (3.1.17) esitliginde kullamlusa
0 2 _ 12
sinf* = cosl* = |52 — 77| (3.1.18)

Vi V107 + K2 — 2]
elde edilir. (3.1.18) de verilen esitlikler (3.1.16) da yerine yazilirsa

o |k?2 — 72|

- 12 N+ 12 C
V007 + k? — 12| V1007 + k? — 72|

elde edilir.

(ii) (i) nin ispatma benzer olarak yapilr.
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4 MINKOWSKI 3-UZAYDA TIMELIKE EGRILERIN INVOLUT
EGRILERINE AIT FRENET CATISINA GORE NULL
OLMAYAN SMARANDACHE EGRILERI

Bu béliim ¢aligmanin orjinal kismini olugturmaktadir. Burada o* : [ — R? egrisi,
a: I — R? timelike egrisinin bir involiitii olmak iizere, konum vektorii involiit
egrisinin Frenet catilar1 tarafindan olusturulan null olmayan regiiler Smarandache

egrileri,

B = Bren+(s) = (T* + N*) T*N* Smararandache egrisi

Pa = PBn=p+(s) = (N* + B¥) N*B* Smararandache egrisi

- sl 8l

B3 = Br+p+(s) = —=(T" + B¥) T*B* Smararandache egrisi

S

By = Bren+p~(s) = (T* + N* + B) T*N*B* Smararandache egrisi

Sl

1
Bs5 = Bnrc+(s) = E(N* + C") N*C* Smararandache egrisi

seklinde gosterilecek ve bu egrilerin Frenet vektoérleri, egrilik ve burulmalar evoliit

egrisinin Frenet elemanlarina bagh olarak ifade edilecektir.

4.1 T*N* Smarandache Egrisi

Tanim 4.1.1. Herhangi bir egrinin Frenet vektorleri konum vektorii olarak alindi-
ginda bu vektorlerin lineer birlesimi olarak yazilan vektoriin ¢izdigi regiiler egriye

Smarandache egrisi denir (Turgut and Yilmaz 2008).

Tanim 4.1.2. o* : [ — R3 egrisi, birim hizh « timelike egrisinin involiitii ve a*(s)

egrisinin Frenet catis1 {7, N*, B*} olsun. Bu durumda

(4.1.1)

bi(s) = (T* 4+ N*)

Sl



seklindedir. Burada 7™ ve N* "n yerine (3.1.3) ve (3.1.4) den kargiliklar yazilirsa

P1(s) egrisi

(—coshT + N + sinhfB) (4.1.2)

(—sinhOT + N — coshfB) (4.1.3)

olur.

Teorem 4.1.3. (4.1.2) bagmtisi seklinde verilen Smarandache egrisinin Frenet vek-
torleri T, , N, ve Bg, ile gosterilirse
(—0'sinh® + k)T — |W|| N + (6 cosh® — 7)B

TB1 = |9/| 3

wlT + LUQN + (,U3B

Now = 2 2 2y
\/5N51 (—wf + w3 + w3)

(— W || ws — (9'cosh9 — T)wy)T'
0]/ (—f + w3 +w3)

((6' coshf — T)wy + (8’ sinhf — k)ws)N
0]y /e, (—eo? 4 8 + )

B, = €Ty, ENg, —

(|[W || w1 — (8'sinhf — K)ws)B
0] \foa, (—f + e +B)

seklindedir. Burada

(

wy = (—0"sinh® — 6” cosh + k' — & |[W]]) 6| — 9/|, (—0'sinhf + k),

wo = (W= W) e+ 10] 1w,

w3 = (0" cosh® + 0" sinh® — 7 + 7| W||) |6 0 (6 coshf — ),

\

ery, =< Tp,, Tp, >= £1 ve ey, =< Ng,, Ny, >= £1 dir.
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Ispat: (4.1.2) bagmtisi ile verilen f; egrisinin sg, yay parametresine gore tiirevi

alinirsa

, d 1 ,
B, =T, ;ﬁl = S5((=0'sinh + K)T — [W[ N + (¢'cosht — 7)B)
S

(4.1.4)

ve

C o0
<ﬁ1,51> _ 5 (4.1.5)

2

bulunur. Bu durumda - > 0 oldugundan f3; spacelike egri olacaktir. 39" € R icin

2

> # 1 oldugundan [, egrisi s ye gore yay parametreli degildir. Fakat 3; egrisini
sg, ¢ gore yay parametreli kabul edecegiz. Bu durumda (4.1.4) ifadesinin normu

alinirsa

dsg, _ |0'] (4.1.6)
ds V2

seklinde bulunur. Bulunan bu ifade (4.1.4) ifadesinde yerine yazilirsa (3 egrisinin

teget vektorii

(—0'sinh0 + k)T — ||W| N + (6’ coshd — 7)B 4.1.7
Tﬁl (8) = |9/| ( )

seklinde olur. (4.1.7) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa

(

wi = (=" sinhf — 0 coshd + &' —  |[W|) |6'] — |6'] (=6 sinhd + x),

/ ' 4.1.8
wy = (JW = W) o Wl (4.1.8)

0| +

ws = (8" cosh® + 6" sinhf — 7' + 7 ||W||) 0| — |6 / (0 coshf) — 1)

\

. / . o . o e e . . . .
olmak iizere T} (s) tiirevinin evoliit egrisinin Frenet elemanlar cinsinden ifadesi

. V2(ui T 4+ woN + w3 B) (4.1.9)
B1 |0/|3

seklinde bulunur. 5y egrisinin aslinormali Ng, ile gosterilirse (4.1.9) bagmntisindan

o Tél _ wlT—I—ng—i-wgB (4110)
||Tﬁ1

Nj ,
Vo, (—wf + wf + ud)

21



seklindedir. B, = er, en, (15, X Np,) oldugundan Bg, binormal vektdriiniin evoliit

egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

(— W]l ws — (8" cosh® — T)wsy)T
0]y /e, (—e? + B + o)

Bi=cr, en, | — (6 coshtl — T)wy + (6 sinhb — K)ws) N (4.1.11)

0'] /2, (—wF + w3 + )

([[W]| wy — (6'sinhf — K)ws) B
0] fos, (=0 + 5+ f)

Y

seklinde bulunur.

Teorem 4.1.4. (4.1.2) bagintisi gseklinde verilen Smarandache egrisinin egrilik ve

burulmasi sirasiyla kg, ve 73, ile gosterilirse

V2
Kg, = W\/ENﬂl(_w% + Wi + w3),

B \/§€Nﬂl (w01 + wWady + w3 23)

~ 92, ~2  ~2
—w1” + we” + ws

761

seklindedir. Burada

(

Wy = — |W|| (8" coshf + 8 sinh® — 7" + 7 |W||) — (8'coshd — 7)(||W||* — ||WH/),
Wy = (—0 sinh + k)0 cosh + (0 sinh® — 7" + 7 |W|)
—(0'cosh — 7)(—0" sinhf — 0 cosh® + £ — & |W])),

iy = — ||W|| (0" sinh — 0° coshl + k' — & |W||) + (0’ sinhé — &)(|W > — |[W])

\

ve
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1

Q1 = —0" sinh® — 30”0 cosh — 0” sinhb + " + &' |W|| + & |[W]?,

Oy = 0" [W]| + k6" — 77 + W]+ 2w W] — W],

a

Q3 = 0" cosh + 30”0 sinh — 0" coshl + 7" + 7 |W| — 7| W]

\

dir.

ispat: (4.1.9) bagmtisindan g, egriligi

V2

ko, = || T, || = 0F eng, (Wi + w3 4 w3)

seklinde bulunur. B;, B;’, 51” degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

(

wy = — W] (6" cosh + 0°sinh® — 7 + 7 W 1])
—(0'coshd — 7)(|W|* = W),
Wy = (=0 sinh + k)0 cosh® + (0 sinht — 7' + 7 |W]|)
(4.1.12)

—(0'cosh® — 7)(—0" sinhf — 0” coshf + & — k |[W]|,)

Wy = — ||[W]| (—0" sinh® — 0" cosh + k' — k |W]|)

+(0'sinhd — R)(|W]* — [W])

olmak iizere

W T + wWaN + w3 B
2

!/ 1"
py X B =
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ve

1

Q1 = —0"sinhf — 30”60 coshd — 0" sinhl + " + &' |W|| + = |W]]?,
Oy = 0" |W|| + s — 77"+ [W|P + 2 [W W] — [, (4.1.13)
Q3 = 0" coshf + 30”0 sinhf — 0" coshd + 7" + 7 |W| — 7 |[W|?
\
olmak tizere
g — T + QN + Q3B
b V2
seklinde elde edilir. Bu durumda /3 egrisinin burulmasi 73, ile gosterilirse
T3, = EN <51 . 51’7 Biﬂ>
1 o8 x B
(4.1.14)
\/i 5N51 (—@191 + ?ﬁQQQ + ’L&SQs)
61 =

—? + W + W3
seklinde elde edilir.

Sonug 4.1.5. (4.1.3) bagmntis1 seklinde verilen Smarandache egrisinin Frenet vek-

torleri T, , N, ve Bg, ile gosterilirse

(0'cosh® + k)T — |W|| N — (¢ sinh® + 7)B
Tﬂl (S) = 9 ’
2w — 6"

MT + NN + N3 B

N/Bl - 2 2 2 ’
\/gNgl (— A2+ A2 +A2)
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(= [|W|| As +(8 sinh® + T)N)T

VI2IW P =07/ = AT+ AZ+A

((0'sinh8 + 7) A1 +(0' coshf + k)A3) N

,/ 2 0" A2+ A2 +N2
Bl :nggNﬁl |W‘ \/ " " ’

(IW || Ar +(8 coshd + k)A9) B

VI2IW P =07 /= AT+ A3+

seklindedir. Burada

= (0" cosh® + 0" sinhf + K — K ||W||)(\/|2 |W)* -

~(y/ 21w -

po = (= W = W) (/|2 W] 67

+(/ 21w - 62

"

Ns = (=0 sinhf + (0”coshd + 7'+ 7 W)y /|2 [W]P — 07])

/21 -

9/2 )

) (6 coshb + k),

)

) Wl

) (6 sinhf + T)
dir.

Sonug 4.1.6. (4.1.3) bagintis: seklinde verilen Smarandache egrisinin egrilikleri r g,
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ve 73, ile gosterilirse

\/2 ENy, (— A3+ AS+AZ)
Kpy = 3
2

21w -0

V2, (A1 + AsQa + AzQs)

T8 — ~ —
' —AT A3+ A

seklindedir. Burada

(

AL = W) (8" sinh8 + 0” sinh0 — 7 + 7 ||W]])
—(0'sinhf + 1) (|W|* + [W]),

Ag = (0'sinhf + 7)(0" cosh® + 0" sinh + & — k| W)
—(0' cosht) + k)(0" sinh + 0" coshd + 7 — 7 ||W|)),

Az = —|W| (8" coshd + (8” sinh8 + k' — k| W)

+(6 coshf + &) (W) + W)

ve
Q1 = 0" coshf + 30" 0 sinh + 0° coshd + «”
—2x W = K W] — x|V,
Qo = —0" Wl + 6" — 77 + W] = 2w W] — [w]"
Qs = —0" sinh0 — 30”60 coshf — 0 sinh — " + 27 | W]’

/ 2
+7 W+ 7 [W]|

dir.
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Sonug 4.1.7. (4.1.2) bagntis1 geklinde verilen Smarandache egrisi spacelike bir eg-

ridir.

Sonug 4.1.8. (4.1.3) bagintis1 seklinde verilen Smarandache egrisi spacelike veya
timelike bir egridir.

4.2 N*B* Smarandache Egrisi

Tanim 4.2.1. a* : [ — R} egrisi, birim hizh « timelike egrisinin involiitii ve a*(s)
egrisinin Frenet catis1 {7, N*, B*} olsun. Bu durumda
1 (4.2.1)

B2 = E(N* +B7)

seklindedir. Burada N* ve B* ’ m yerine (3.1.3) ve (3.1.4) den kargihiklar yazilirsa

[y egrisi
Bo(s) = (—(sinhf + cosh)T + (sinhf + coshd)B) (4.2.2)
. V2
Bo(s) = (sinhf — cosh)T + (sinh@ — coshf)B (4.2.3)
U V2
olur.

Teorem 4.2.2. (4.2.2) bagntist geklinde verilen Smarandache egrisinin Frenet vek-

torleri Tp,, N3, ve Bg, ile gosterilirse

T —0'(coshf + sinh®)T — ||W|| N + ' (coshf + sinhf) B
Ba(s) = T

0T + 6o N + 03B
Vo (<03 + 03+ 3)

Ns, =

2
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(— [|[W|| 65 — 6 (coshb + sinh8)d,)T
Wl \/é‘zvﬁz(—df + 02 +62)

(6 (coshf + sinhf)(6;, + 03))N
IWI o, (=03 + 03+ 63)

BQ = €T52 ENBZ —

(|[W]| 61 — 6 (coshf + sinh6)d;) B
IWI \fons, (=03 + 83 + 63)

seklindedir. Burada

;

5 = —((0" 4 0")(coshf + sinhf) + |W| &) W] + 0 (cosh + sinhd) |W |
& = 0" W]

83 = (0" + 07)(coshd + sinh) + |W|| 7) |W| — 0 (coshf + sinh8) |[W||

\

ET[;2 =< T52,T52 >= 41 ve €NB2 =< N,327N/32 >= +1 dir.

Ispat: (4.2.2) bagmtis: ile verilen f3, egrisinin sg, yay parametresine gore tiirevi

alimirsa
’ ngz 1 ’ .
By(s) = T, 7 = %(—9 (coshf + sinh0)T — ||W|| N
(4.2.4)
+6' (cosh® + sinhf) B
ve
A Lk
<627 52> -5 (4.2.5)
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bulunur. Bu durumda
°

3||W]| € R igin HWT

> (0 oldugundan S, spacelike bir egri olacaktir.

w®
2

# 1 oldugundan [, egrisi s’ye gore yay parametreli degildir.

Y

Fakat Oy egrisini sg,” e gore yay parametreli kabul edecegiz. Bu durumda (4.2.4)

ifadesinin normu alinirsa

dsg, _ |[W]| (4.2.6)
ds V2

seklinde bulunur. Bulunan bu ifade (4.2.4) ifadesinde yerine yazilirsa [, egrisinin

teget vektorii

—0'(cosh® + sinh0)T — |W|| N + 6 (coshf + sinhf) B (4.2.7)

Tﬁ2(s> = ”WH

seklindedir. (4.2.7) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa

(

51 — _((6'2 + 0")(@03h0 + smh@) + ||W|| /f) ||W||
—|—8'(005h0 + sinhf) HWH/ )
(4.2.8)

by = —0" |W|

03 = ((0" 4 6”)(coshf + sinhf) + |W || 7) ||W||

—0/ (coshd + sinho) |||

\
. / . o . . IR . . . .
olmak iizere T}, (s) tiirevinin evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

T. £(51T + 62N + 63B) (4.2.9)

W

seklinde bulunur. 5 egrisinin aslinormali Ng, ile gosterilirse (4.2.9) bagintisindan

Ng, = H?f? __ 0T +06N+&B (4.2.10)
1

Vo, (07 + 83+ 03)
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(

seklindedir. Bg, = er, en, (T3, X Np,) oldugundan Bg, binormal vektdriiniin evoliit

egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

(— [|W|| 65 — 0 (coshf + sinh8)dy)T
IW I\, (=07 + 83 + 63)

(0’ (coshf + sinhf) (6, + 03))N

_ (4.2.11)
IWI e, (=03 + 83+ 63)

By = €T3, ENg,

(W) 61 — 6 (coshf + sinhb)d,) B
Wl \/6%(—5% + 02 4 62)

seklinde elde edilir.

Teorem 4.2.3. (4.2.2) bagintisi geklinde verilen Smarandache egrisinin egrilik ve

burulmasi sirasiyla g, ve 73, ile gosterilirse

V2 5 52 1 52
Kp, = W\/@Vﬁz(_51 + 03 +03)

B V2 €N, (— 6101 + datha + d3tb3)
—5~1 + (SNQ + 53

T8y =

seklindedir. Burada

81 = (coshd + sinhd) (8" |W| — 6 |[W|) + 7 |W|?,
0y = 0 ||W|| (cosh® + sinh8)(k + 7),

53 = (coshf + sinhf)(—0" |W| — 6" |[W|) + & |[W]]?
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ve

1"

Yy = —(coshf + sinhf) (0" +30'0" +6°)
=K Wl =2 [W[| = 0'x |W]

Vo= =200 (W[ = 0" |l =& |WI = W] — I’

Vg = (cosh® + sinh) (0" + 360" + 0° 4+ 1 W]

+27 W +0'7 W)

\

dir.

ispat: (4.2.9) bagntisindan g, egriligi

V2
Iwf?

kg, = ||Ts, EN,, (=07 + 03 + 03)

seklinde bulunur. 3,, 3, ve B, degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapi-

lirsa

(

Ci = (coshB — sinhf)(—0" |W|| + 6 |[W|) —7||W|”
G = 0 |W|| (coshf) — sinhd)(x + 7) (4.2.12)

G = (cosh — sinh)(—0" |W ||+ 6" |W|) + & |[W]?

\

olmak tizere

. v GT+GN+(B
By x By = = 2 .

ve
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"

& = (coshf — sinh0) (0" —30'0" +0°) — k" |W]|
=26 W + 6% W],
&=20"|W| - 0" W[ +06 W]
(4.2.13)
— Wi+ W,
&5 = (coshf — sinh0)(0" —30'0" +6")

+7 W+ 27 (W] =6 W]

olmak tlizere

8 = ST+ &N+ 8B
’ V2

bulunur. Bu durumda [, egrisinin burulmasi 7s,,

(B % By, By)
Sl sl

TRy, = SNﬁ

V2 ENp, (_Zlgl + 5252 + 5353)
—51 =+ 52 + €:3

T2 =
seklinde elde edilir.

Sonug 4.2.4. (4.2.3) bagmntis1 seklinde verilen Smarandache egrisinin Frenet vek-

torleri Tj,, Ng, ve Bg, ile gosterilirse
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T — 0’ (coshf — sinh®)T — |W|| N + 6 (coshf — sinhf) B
. g ’

GT + (N + (3B
Vem, (G + G+ )

Nﬁ2 -

—([[W]| &3 — 28 (coshB — sinhf))T
W fens, (=G + G+ G5)

n (0’ (cosh® — sinhf)(Cs — (1)) N

By =¢e7. en
B2 B2 ~ 9 5 B
W] 8NgQ( G+G+E)

(6’ (cosh® — sinhf)Ca — |W || ¢1)B
Wy /eng, (=G + G +G)

seklinde bulunur. Burada

(

G=((8" — 6%)(cosh® — sinh 8) — |[W|| &) [|W || = |[W| 6 (coshd — sinh),

G =0 W7,

Cs = ((0" — 07)(coshd — sinh0) + |W| ) W || = ||[W]| 6 (coshf — sinh8)
\

dir.

Sonug 4.2.5. (4.2.3) bagintis: seklinde verilen Smarandache egrisinin egrilikleri x4,
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ve T3, ile gosterilirse

2, (GG )
R IR

KBy

Y

_ \/§ ENg, (élgl + 5252 + 5353)
_51 + C~2 + C~3

T8,

seklindedir. Burada

(

G = (coshf — s,nh0)(—=0" |[W| + 6 |W|) = |W|?

G =0 |W| (cosh® — sinhf)(k + 7)

s = (cosh® — sinh0)(—8" |W|| + 6 |W ) + & | W]

\

ve

"

& = (cosh — sinh0) (0" — 300" +6°) — k|[W|| — 26 |W| +6'r||W||
&=20" W[ =" W[+ [ + W[ + W]’

& = (coshf — sinh0)(0° — 300" +0°) + 7 |W|| + 27 |[W| — 67 |W|

\

dir.

Sonug 4.2.6. (4.2.2) ve (4.2.3) bagintisi seklinde verilen Smarandache egrileri spa-
celike egrilerdir.

4.3 T*B* Smarandache Egrisi

Tanim 4.3.1. o* : [ — R} egrisi, birim hizh « timelike egrisinin involiitii ve a*(s)

egrisinin Frenet catis1 {7, N*, B*} olsun. Bu durumda

By = —=(T" + B") (4.3.1)

Sl
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seklindedir. Burada 7™ ve B* in yerine (3.1.3) ve (3.1.4) ’den kargiliklar1 yazihirsa [33

egrisi

Ps(s) = (—sinh0T + N + coshOB) (4.3.2)

Sl

B3(s) = —=(—cosh@T + N + sinhfB) (4.3.3)

Sl

olur.

Teorem 4.3.2. (4.3.2) bagntisi geklinde verilen Smarandache egrisinin Frenet vek-

torleri Tp,, N3, ve Bg, ile gosterilirse

T (k — 0 cosh®)T + (0’ sinh® — 1) B
fa(s) 0 — [IW1l] ’

_ 1T+ goN+ $3B

ng ,
Vol + 83+ 43

((6'sinh® — T)p2)T

0 — W || /=02 + ¢3 + ¢2

By = ((0'cosh® — k)p3 + (0 sinhd — 7)p1)N
0" = Wl /=% + &5 + 3

((6' coshf — k)p2) B

L - W=+ L+ 4] ]
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seklindedir. Burada

;

1 = (=0 cosh — 0° sinhf) + 1) 6 — W[ (6 cosht — k),

0 — W[+

g2 = (=0 |[W| + W)

0 — Wil

¢s = (0" sinh® + 6” coshh — 7')

6 — |W]|| (6 sinh6 — 1),

0 =Wl -

\

€T63 =< T53,T53 >=—+1 ve gNﬁg =< Ng3,Ng3 = 41 dir.

Ispat: (4.3.2) bagmtisi ile verilen (5 egrisinin sg, yay parametresine gore tiirevi

alinirsa
Bi(s) = Ty, d§§3 _ (k — QICOShQ)T\-/f-ﬁ(HISinhQ —7)B (43.4)
ve
<ﬁ§,,ﬂé> = w (4.3.5)
bulunur. Bu durumda w < 0 oldugundan (5 timelike bir egri olacaktir.

2

36" € R icin - # 1 oldugundan f5 egrisi s ye gore yay parametreli degildir. Fakat
S, € gore yay parametreli bagh kabul edecegiz. Bu durumda (4.3.4) ifadesinin normu

alinirsa

dsg, 0 — W]
s _ 4.3,
e 7% (4.3.6)

seklinde bulunur. Bulunan bu ifade (4.3.4) ifadesinde yerine yazilirsa (3 egrisinin

teget vektorii

(k — 0 cosh®)T + (0'sinhf — 7)B
16" — (W]

Ty, (s) = (4.3.7)
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seklinde olur. (4.3.8) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa

| d1 = (—0"coshf — 6" sinh + r') |6 — W]
+ 6" = IWII| (6 cosht — k),
br = (6 [WI| + W) |6 — W] (4.38)
93 = (0" sinh + 0" cosh — ') |0 — ||[W]]
— 16" = |W|[ (8 sinho — 7)
(

. / . .. . IR . . . .
olmak iizere Ty (s) tiirevinin evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

7 _ V20T + 6N + 63B) (4.3.9)
s o — (W

seklinde bulunur. 3 egrisinin aslinormali Ng, ile gosterilirse (4.3.9) bagmntisindan

Ny = Do _ 01T+ 6eN + 5B
HTﬁl \/_Qﬁ + ¢% + ¢:2’, (4_3.10)

elde edilir. Bg, = —(1j, X Ng,) oldugundan Bg, binormal vektoriiniin evoliit egrisi-

nin Frenet elemanlar cinsinden ifadesi
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—((6'sinhf — 7)¢y)T
0" = Wl =01 + ¢3 + ¢3

By=| _ ((6' coshl — k)3 + (0" sinhf — 7)p1) N (4.3.11)
6" = IWIl[v/—6% + 63 + 63

N ((6'cosh® — k)¢a)B
i 0 = Wl /=01 + 3 + ¢3 |

seklinde bulunur.

Teorem 4.3.3. (4.3.2) bagintis1 gseklinde verilen Smarandache egrisinin egrilik ve

burulmasi sirasiyla rg, ve 73, ile gosterilirse

NRERVAST: B R
3 gl

?

V2 (_l/;lw1 + oy + 1/;3@3)
—1/;12 + 1522 + 1;32

T8 =

seklindedir. Burada

o1 = (1 — 0 sinhd)(|W|* — 6" [|W]]),

by = (=0 coshl + k) (0" sinh0 + 0 cosh® — ') + (6 sinh® — 7)(0" coshd + 0" sinh — k)

03 = (0'cosht — r)(|W|* — 6" |W]]),

ve
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"

+6”)coshd — 360'0"sinhf + & — 0’k |W| + & ||[W|,

w; = —(0

Wy = =20" [WI| = 0 [[W] + 2 [W[ |W + s =77,

1"

w3 = (0 + Qla)sinhe +30"0 cosh — 1" + 0’7 |W| + 7 ||VV||2

\

dar.

Ispat: (4.3.2) bagmtisindan kg, egriligi

V2B B
o — WP

"{'53 = HTﬁl

seklinde bulunur. Bé, 5§ , 6;)" degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa
o1 = (1 — 0'sinhf)(|W* — 6" |W]),

by = (—0 coshb + k) (0" sinhf + 0" cosh — ')

(4.3.12)
+(0'sinh0 — 7)(0" coshf + 0" sinhf — k)

03 = (0'cosht — w)(IW|I* — 0" [W])),

olmak iizere
;o 01T+ N + 3B
/\ =
/83 /83 \/§

ve

Wy = —(0" + 0" )cosh® — 30'0" sinhf + k" — 0’k [|[W|| + & |[W|?,

wy = =20 W = 6 [ W + 2 |WI W) + 5w’ = 77", (4313)

"

wz = (0 + 9/3)3inh9 +30"0 cosh) — 7" + 07 |W| + 7 HWH2

\
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olmak tizere

g _ T+ TN+ W5
b V2

bulunur. Bu durumda f33 egrisinin burulmasi 7z,

. (85 % By, By )
A
(4.3.14)
= V2 (=) + o5 + 13103)

~2  ~2  ~2
=1+ + s
seklinde elde edilir.

Sonug 4.3.4. (4.3.3) bagintis1 seklinde verilen Smarandache egrisinin Frenet vek-

torleri T, , N, ve Bg, ile gosterilirse

T (—0'sinhf + k)T + (0 coshf — 7)B
e o — w1l |

UlT + ’UQN + UgB

NB - )
V2 (—0F + 03 + o)

3
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(=0 cosh® + 7)vy)T
0 = W 2, (—0F + 03 + 03)

((6'sinh® — k)vs + (0 coshf — T)v)N
0 = W] \fors, (—0F + 03+ 03)

Bg :5N53 —

B ((—6'sinhf + K)vy) B
0 = W] \fons, (—0F + 03+ 03)

seklindedir. Burada

)
vy = (—0"sinh — 0" coshf + k') |6/ — W[ +1]6 - ||WH‘/ (0 sinhf + k),
vy = (@ [IW = IWI*) 6" — (W1,
vy = (0" cosh® + 0” sinhf — ') |6/ — W= (|6 = [IW]]) (6 cosht — 7)

\

dar.

Sonug 4.3.5. (4.3.3) bagintis: seklinde verilen Smarandache egrisinin egrilikleri x4,

ve T3, ile gosterilirse

\/2 EN, (=07 + 03 + v3)
= ’ 3
16" — (Wi

)

K B3

V2 e, (—U1m + Ugma + UsTs)

—012 + 32 + V3>

T3 =

seklindedir. Burada
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U1 = (—f'coshd —7)(|W[ 6" — [W]),

Ty = (k — 0'sinh8) (0" coshf + 0" sinhf — 1)

—(0'cosh® — 1) (k' — 0" sinhf — 6" coshb)

T3 = (0'sinhf — k) (W] 6" — |W][)

ve

"

w1 = (0" +6")sinhd — 30'0"coshf + & + k6 |W||

+r0 W] = |[WJ°
my = 20" ||W] + 6 W] =2 |W[ W] &K — 77

"

73 = (0" + 6”)coshf + 30”6 sinh

—7" 70 W — 7w

\

dar.

Sonug 4.3.6. (4.3.2) bagintis1 gseklinde verilen Smarandache egrisi timelike bir eg-

ridir.

Sonug 4.3.7. (4.3.3) bagntis1 geklinde verilen Smarandache egrisi spacelike bir eg-
ridir.

4.4 T*N*B* Smarandache Egrisi

Tamim 4.4.1. o* : [ — R} egrisi, birim hizh « timelike egrisinin involiitii ve a*(s)

egrisinin Frenet catis1 7%, N*, B* olsun. Bu durumda

Bi=—7=(T"+N"+B") (4.4.1)

S
V3
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seklindedir. Burada T, N* ve B*'1n yerine (3.1.3) ve (3.1.4) den kargiliklar1 yazilirsa

B4 egrisi

B4(s) = —=[—(sinhf + cosh®)T + N + (sinhf + coshf)B], (4.4.2)

Sl

Ba(s) = —=[(sinhl — coshf)T + N + (sinhf — cosh®)B| (4.4.3)

8-

olur.

Teorem 4.4.2. (4.4.2) bagntisi geklinde verilen Smarandache egrisinin Frenet vek-

torleri Tp,, N3, ve Bg, ile gosterilirse

(k — 0 (sinhf + coshd))T — |W| N

Ty, (s) = ,
' 216°[ W]
(6 (sinh® + coshb) — 7)B
210° W] 7
p1T + poaN + psB
Ny, = 2 3

Vo (=PF+ 03+ p)

—(||W|| p3 + (6 (sinh8 + coshB) — 7)p2)T
V228, O TIW (=03 + 93+ p3)

(p17 — par — (8’ (sinh8 + coshf))(p1 + p3))N
\/28Nﬂ4 0" |W (=% + P} + 03)

B4 = 5T54 ENB4 +

n (p2(0' (sinh® + coshf) — k) — p1 ||W|)B
V228, 0TI (=2 4+ 03+ 03)
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seklindedir. Burada

.

p1 = (—(0" 4 6°)(sinhf + coshb) + & — & [|[W|) /] W]

+(6 (sinh + coshf) + &) (\/10T[W]])
pr = (=0 W+ [W[* = IWI)VIETIWT + W] (VIETTWTY,
p3 = (0" + 07)(sinhf + cosh®) — 7 + 7 |W|)/10'] [W]|

— (0 (sinh8 + coshd) — ) (/1T TWT)

\

5Tﬁ4 =< T54,T,34 >= 41 ve 5Ng4 =< N54, Ng4 >= +1 dir.

Ispat: (4.4.2) bagmtisi ile verilen §, egrisinin sg, yay parametresine gore tiirevi

alinirsa
/ dss, (K — 0 (sinhf + cosh®))T — ||W|| N
/84 - T/84 dS - \/g
(4.4.4)
n (0’ (sinh® + coshf) — 1) B
V3
ve
C o 20w
< 8, >= 21V (4.45)

bulunur. Bu durumda 6 [|[W| > 0 ve @ ||W|| < 0 kogullar1 altinda 3, egrisinin
26 1wl
3

1 oldugundan [, egrisi s’ye gore yay parametreli degildir. Fakat sg, egrisini yay

kausal karakterlerine bagh olarak iki durum vardir. 3¢, |W|| € R igin

parametreli kabul edecegiz. Bu durumda (4.4.4) ifadesinin normu alimirsa

dsg, 2160'[|[W]|
il L 4.4,
ds 3 ( 6)

seklinde bulunur. Bulunan bu ifade (4.4.4) ifadesinde yerine yazilirsa [, egrisinin
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teget vektorii

(k — ' (sinh® + cosh®))T — |W|| N
216w

Tﬁ4 ($> =
(4.4.7)

(0’ (sinhf + coshl) — 1) B
210° W]

seklinde bulunur. (4.4.7) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa

(

p1 = (—(0" 4 07)(sinhf + cosh) + &' — & [|[W|)/10 W]

+(0' (sinhd + coshd) + k) (/10| [[W]]),
po = (=0 [W + [WIP* = [WID)VIETIWT + W (IETIWY
ps = ((0" + 07)(sinhd + coshd) — 7 + 7 |[W|)/10T[W]|

— (6 (sinhf + cosh®) — 7)(/10'| [W]],)’

. / . o e . o e e . o . . .
olmak iizere T}, (s) tiirevinin evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

/ 3(;T N B
Ts,(s) = Vil ijZ +§p3 ) (4.4.8)
2(10°[ W)z
olur. B, egrisinin aslinormali Npg, ile gosterilirse (4.1.4) bagintisindan
T T + poN + p3B
N54 — T[f4 P1 + P2 + P3 : (449)
17all'\fen, (=0t + 3 + £2)

elde edilir. Bg, = er, en,, (T, X Ng,) oldugundan Bg, binormal vektdriiniin evoliit

45



egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

—(IW | p3 + (8’ (sinh + coshB) — 7)pa)T
V2, 10TIW I (=3 + 03 + p3)

(p17 — pak — (0 (sinh8 + coshf))(p1 + p3)) N (4.4.10)

By =em,,eny, | + ; o
V228, [0 1IW ] (=02 + 03 + p3)

N (p2(0' (sinhb + coshb) — k) — p1 ||W|) B
V25, 0TI (=03 + 63+ p3)

seklinde bulunur.

Teorem 4.4.3. (4.4.2) bagintisi gseklinde verilen Smarandache egrisinin egrilik ve

burulmasi sirasiyla kg, ve 74 ile gosterilirse

\/35N54(_10% + 03+ p3)
= ’ 3
2(10'1 [[W1])>

kg4

Y

 V3en, (0 — fava — fs)
=+ P’ + 3

T4

seklindedir. Burada

(

pr = (sinhf + cosh®)(—8" |W|| + 6 (W] — |[W]|*)) — =6 |W|
—r W]+ W],

g2 = —0' (sinhf + coshd) (k' — 7 + |[W| (r — &) + (0" +67) |W] ,

—KT —TK + 2KkT Wi,
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ps = (sinhf) + cosh)(0" [W | +6'(|[W]* = W) + x6" [W|

+i W+ [W]

ve

vy = —(sinhf + cosh®) (0" +360'0" +6°) + " — K" |W||
—2k |W| =0k W] + & W],

Yo = (0" + (O)) (= W[+ [WIHWI = W) = W]
— Wl -y -6 ||,

"

v3 = —(sinhf + cosh8) (0" + 300" +6°) — 7" + 7" |W||

+2r W+ 67 W -7 ||W|?

\
dir.
ispat: (4.4.2) bagintisindan g, egriligi

\/35Nﬁ4(—p? + 03+ p3)
’ 3
2(10'1 [[W1))>

KBy = HT!;4

Y

(4.4.11)

seklinde bulunur. B;, BZ, 5:1” degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

”

p1 = (sinhf + cosh) (—0" W +6'(|W| — [W|?) — 76 ||
(4.4.12)

—7 W+ W],
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g2 = —0 (sinh0 + coshf) (k' — 7 + |[W|| (t — k)) + (0" +67) |[W]],
—kT — 7K + 267 |V,

ps = (sinhf) + cosh0) (0" ||W | + 6" (|W|* = W) + &6 [|W|
+i W+ 8 W]

olmak tzere

, v p1 L'+ poN + p3B
By X By = 9

ve

vy = —(sinhf + cosh0)(0” +30'0" +0°) + " — &' |W|
=26 | W =6k W] + & [[W]?,
Yo = (0" + (O )) (= W+ [WIHIW] = W]*) = W]
(4.4.13)
—IWIIWI =67 = ¢ Wl

v3 = —(sinhf + cosh®) (0" +30'0" +0°) — 1" + 7 |W||

w2r ([W] + 6w -7 W]

olmak lizere

w T +7N+yB

54_ \/5
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bulunur. Bu durumda /3, egrisinin burulmasi 73, ile gosterilirse

1"

/ "
< By X By, By >
||B/ Xﬁ// 2 ’
4 4

Tpy = Ng,

(4.4.14)

 VBen, (= + pava + f3ys)
—p° + 2 + ps”

T84
seklinde elde edilir.
Sonug 4.4.4. (4.4.3) bagintis1 geklinde verilen Smarandache egrisinin Frenet vek-

torleri Tp,, N3, ve Bg, ile gosterilirse

(0 (cosh® — sinh@) + k)T — |W| N + (6 (coshf — sinh®) — 7)B,
V2IIWIE =0 |

Tp, =

4

"T + 99N + 03B
Now = 2 | 92 1 92)
\/5N54 (=01 + 93 4 93)

(W[ 95 + (6 (coshb — sinhf) — T)0,)T
V2w, [IWIP = 6 [W] (=02 + 93 + 03)

N (0 (cosh — sinh@) (I3 — V1) + Isk + 9, 7)N

B4 = <C’:TB4€]\[34 B
V2w, [IWI2 = 0 [ W] (=03 + 03 + 03)

B (0’ (cosh® — sinh@) + k)Vy + |[W]|¥1)B
V2ews, [IWI2 =6 [W] (=02 + 93 + 03)
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seklindedir. Burada

;

01 = (0" — 67)(cosh — sinhb) + k' — &k HI/VH)\/HH/VH2 il

/

—(6'(cosh® — sinhb) + k) (\/‘ W —o W] ‘) v

Jo = (0" W] — [W* ~ HWIII)\/\HWH2 — 0 [wl]

’

1wl (IWIE = 1)

O3 = (0" = (6')2)(cosht — sinkd) — '+ [W]) (\/|IW]* — & [W]]])

’

_(9/(cosh9 — sinhf) — 1)) (\/| HVVH2 — 0" |W]| ’)

\

dir.

Sonug 4.4.5. (4.4.3) bagintis: seklinde verilen Smarandache egrisinin egrilikleri x,

ve 73, ile gosterilirse

V328, (<01 + Ty +05)
= 3 s
2[IWIE — o )|

K

_ \/§5N54 (=011 + V5T + D5I'3)
—T} + 05+ 0

TB4

seklindedir. Burada

20



01 = (cosh — sinh@)(—0" |[W | + 6 (|W[* + W)
+7(@ (W] =2(W [ = [W[)+7 W],

Uy = 0'(cosh — sinh)(—k" — 7 + ||W|| (k + 7))
+(0" =0 |W| — k7' + 7K,

J5 = (coshf — sinh@)(—0" |[W| + 6 (W] + [|[W]))

FR(=0 W]+ W+ 2(W %) = & W]
ve

a

'y = (coshf — sinh@)(0" —30'0" — ")+ " — & |W|
—2n W + 0k [W]| — [ W],

Ty = (0" = "YW = W[ W] + W) + 6" [W]
WO = 2w )+ W],

I's = (cosh® — sinh®) (0" —36'0" —0°) — 1" + 7" |W||

+2r W =7 Wl +7 W]

dar.

Sonug 4.4.6. (4.4.2) ve (4.4.3) bagmtilar1 geklinde verilen Smarandache egrileri

spacelike veya timelike egrilerdir.
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4.5 N*C* Smarandache Egrisi

Tanim 4.5.1. «* : [ — R? egrisi, birim izl o : I — R? timelike egrisinin
involiitii olsun. Bu takdirde konum vektorii involiit egrisinin N* aslinormali ve C*
Darboux vektorii tarafindan olugturulan null olmayan regiiler N*C* Smarandache
egrisi

1 * *
Bs = E(N +C7) (4.5.1)

seklindedir. Burada (3.1.3), (3.1.3), (3.1.4) ve (3.1.15) ’den karsihklar1 yazilirsa S5

egrisi

N o
V007 + k2 — 72 7 V007 + k2 — 72|

olmak tizere

—coshf + asinh®)T — bN + (sinhf — acoshf)B
Bs(s) = ( ) NG ( ) (4.5.2)

ve

olmak lizere

(4.5.3)

Bs(s) = —=[(sinhf + acosh®)T + bN — (asinh® + coshd)| B

Sl

olur.

Teorem 4.5.2. (4.5.2) bagntisi geklinde verilen Smarandache egrisinin Frenet vek-

torleri Tp,, N, ve Bg, ile gosterilirse

((a" — 6')sinhf + ab cosh® — bk)T
\/\(9' —a)2 =B |[W|* +af (26 |W| — ad) + (|W]| +b)?|

Tﬂs (8) =
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N/Bs = — > o
\/5N55 (=71 + 75 +73)

+

M

(W] + )N
\/\(9’ —a)? =B ||W|* +af (2 |W|| — ad) + (W] +b)?|

(6 — a')coshf — ab sinhf + br)B
\/\(9/ — a2 = BW|* +ab (20 |W]| = af) + ([W] +1)?|

b

T'+7,N +73B

75 “Nes ((bl + Wihms + ((9/ - a/)COShG — ab sinhf + br)m)T

o [0 = @02 = IWIP + 00 @011 = a0+ (I -+ 52| (— 7+ 73+ 78)

€Ty ENg, (((QI — a/)coshﬁ — af' sinhf + bT)my + ((6/ — a/)sinhQ — ab) cosh® + br)n3) N

\/€N55

(0"~ )2 =02 WP +aff (W] — af) + (W] +¥)2] (72 + 75 + )

€T} ENg, (((a' — 0')sinh® + ab' cosh — br)Ts + (b + ||W|)7,)B

o (@ = a2 = 82 WP ot W — a0+ (4 92| (3 473+ 7

23
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seklindedir. Burada

;

m = ((a" +ab” —6")sinhf + (2a'6' + ab” — 6”)cosh® — 2b'k — bs' — K |W]|)

-\/|(9’ — )2 =B [W|* + +ad (2b|W]| — ad') + (|W]| +1)?]

—((a" — 0')sinh@ + afl cosh — br)

’

-(Vﬂﬂ—dP—WHWW+AﬂWﬂwWH—MU+WWW+HVD,

e = (ab |[W| —b||WI|* =" +|[W])
+8 -+ 1D (y/

ns = ((0" —a" — a(0)?coshf + (8° — 2a'6 — ab")sinhf + 20’1 + br' + 7| W||)

Y

—((0" — a')coshf — ab' sinh + br)

(¢

€T55 =< Tﬁ5,Tg5 >= 41 ve 8]\755 =< N55,N/55 >= +1 dir.

0 —a' )2 =W+ +ad (2b |W| — ad’) + (|W]| +')?]

’

0" —d')? = B2 (|W* + b/ (20 |W]| — ad) + (| W]| + b’)2|) ,

0 —a')2— b2 |W|*+ +al (20| W] — af) + (|W] +b)?|

/7

0 — a2 =0 |W|* +at (20 |W]| — a) + (W] + b')2!) :

Ispat: Bu egrinin sg, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dsg,  ((—0 +a)sinhf + af coshf — be)T — (|W|| +b)N
ds V2 (4.5.4)

(60" — a')cosh® — ab sinh® + br)B
V2

54

5é = Tﬂs




ve

(0" =) = W] +ab (20|W] —ab) + (IW]| + V)  (4.5.5)

< /7 ! >:
B By 5

bulunur. Bu durumda < 3, 35 >> 0 ve < S, 3; >< 0 kosullar1 altinda B35 egri-
sinin kausal karakterlerine bagh olarak iki durum vardir. Ja,b,6,a’ b, ||W]| € R
icin < 3,8, ># 1 oldugundan S5 egrisi s'ye gore yay parametreli degildir. Fakat

5 egrisini sg,’e gore yay parametreli kabul edecegiz. (4.5.4) ifadesinin normu alinirsa

dss, AN = )2 =W + a8 20| W] = a) + ([W] +)?]

(4.5.6)
ds V2

seklinde bulunur.Bulunan bu ifade (4.5.4) ifadesinde yerine yazilirsa (5 egrisinin,

evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

(af cosh® — (0 — a')sinh® — bk)T

Tﬂs(s) =
\/\(9' — )2 =02 |WI* + a (26 |W]| — ab') + (|W]| + 0)?|
_ (Wl +¥)N (4.5.7)
\/\(9' — a2 = RW|* +ab' (20 |W]| —af) + (|W] +1)?|
n (0" = a')cosh® — ab sinh® + br)B

\/I(9' — a2 = B2 |W|* +af (20 |W] — ab) + (|W]| +)?|

seklinde bulunur. (4.5.7) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa
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m = ((a" +ab” —6")sinhf + (24’6’ + ab” — 6" )cosh® — 2b'k — bs' — K |[W]|)

-\/|(9' — a2 =B [W|* + +ad (2b|W]| — ad’) + (|W]| +1)?]

—((a" — 0')sinhf 4 ab' coshh — bk)

/7

-(¢ (6 — ') — b2 W + +ab (26 |W]| — at) + ([W]| + b'>2|) ,

me = (' W] = [W|* ="+ [W])

-\/I(9' — a2 =B W + +ad (2b|W]| — ad') + (|W]| +1)?]

0+ HWH)(\/ (6 —a')2 — b2 W2 + a8’ (26 [ W] — a8') + (W] + b/>2|) ,
(1.5.8)

ns = (0" —a" — a(0)%coshd + (0° — 2d'0' — ab")sinh0 + 20’ T + br' + 7 |W|))

-\/I(9' — )2 =B |W|* + +ad (2b|W]| — ad') + (|W]| +1)?|

— (0" — a")coshf — ab sinhf + br)

’

(Vi = a7 = I ol = )+ (7 )

\
. ! . . . R . . . .
olmak iizere Tj_(s) tiirevinin evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

V2(mT + N + 3 B)
(0 —a')2 = 02 |W|)* + ad (2b [|[W ]| — a8') + (||W]| +b)2]

T, (s) = (4.5.9)

3
2

seklinde bulunur. (4.5.9) bagmntis1 kullamlarak 5 egrisnin aslinormali Ng, ile goste-
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rilirse

N, To, _ _(mT+mN +nB) (4.5.10)
5 / ’
HT51H \/€N55<_77% +77§ +7732))

seklindedir. Bg; = €7, en,, (T3, x Ng,) oldugundan (5 egrisinin binormal vektériiniin

evoliit egrisinin Frenet elemanlar cinsinden ifadesi

—ET ENg, (b + W75 + (8" — a')coshd — ab sinh@ + b7 )7js)T

o (@ =02 = 82 WP ot W — a0+ (4 82| (7 473+ 7

€T, ENp, (6" — a")coshb — af' sinhf + br)7j; + (6’ — a')sinh® — ab’ cosh + bk)Tj3) N

\/gNﬂs

Bgy = | —

(0" —d')2 =02 |W|* +af (2b[|W]| — ab') + (W] + b’)2) (=7t +73 +73)

€T, ENG, (((a/ — Gl)sinhﬁ + ab' cosh — bK)Ty + (b' + W 1)m,)B

\/e;vﬁ5 (0" —a' )2 =02 |W|* +ab (2b|W] —at) + (W] + b')Q‘ (=7 +7m5 +73)
) (4.5.11)

seklinde elde edilir.

Teorem 4.5.3. (4.5.2) bagmtisi seklinde verilen Smarandache egrisinin Frenet vek-

torleri kg, , 75, ile gosterilirse

\/ 2en,, (—nF + 15 +n3)

(6" —a')2 = 02 |W|* + b (2b||W]| — a8') + (|W]| +1)?]

Kps = 27
2

 V2en, (—her + 7 + 1ses)

T = = =
% —1a + 15" + 1

a7




seklindedir. Burada
p

i = (a" +af” — 0")sinhf + (ad” + 2a'0' — 6”)coshf
—2b'k —bK + K |W],

= ab W] +b[W|* =" — W],

iy = (0" —a" — ab”)coshd + (07 — 2d'0" — af")sinhd
+2b' T + b7 — T ||V,

s = —13(0 + |W]|) — 52((8" — a')cosh® — ab' sinh® + br),

175 = 13(al coshf + (@' — 0')sinhd — bk)
—171((8" — a')coshf — af sinhf + br),

e = —1i3(b + |W|)) — 2((a’ — 6")sinhf + ad coshd — bk),

ve
e =1 +ab Kk |W| +be|[W|* =6k — s W],
=1 — (0" =2d'0 —ald")|W| =20 |W|* +b(r7 — k&) + |[W]?,

es =11 —af T |W| = br |[W|* + "7 +7||W]

\

dir.
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ispat: (4.5.2) bagntisindan g, egriligi

V@Q%J—W%+n§+n@

(6" —a)? =82 |W]]* +af (26| W] — ab) + (W] +0)?]

ko = ||Ts, | =

3
2

seklinde bulunur. Burada Bé, Bg, ﬁg/ degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar
yapilirsa

(

= (a" +ab” —0")sinhf + (a0" + 2a'6" — 6" )coshb
—2b'k — bk + K |W],

= ab W] +b|W|* =" — W],

s = (0" —a" —ab”)cosh + (0° — 246" — ab")sinhd
2T 4+ b — ||V, (4.5.12)

m = —13(b" + [|[W])) — (6" — a’)cosh® — ab) sinhf + br),

15 = 13(al coshf + (a' — 6')sinh® — bk)

—?71((9' — a’)cosh& — ab sinhf + b1),

o = — (6 + [ W) — rie((a’ — 6)sinhd + b coshd — br)

olmak lizere

. T+ 5N + 1B
ﬁ5xﬁ5:4 52 6
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\

ve

e1 =1 +ab k||W| +bs|W|*=b"k—r||W|,

e =1 — (0" =2a'0' —af") W = 20" [W|* + b(r7" — k&) + W], (4.5.13)

es =15 —ab 7 ||[W| —br |W|*+b'7+7||W|

olmak tlizere

" €1T + EQN + €3B

ﬁ5: \/i

seklinde elde edilir. Bu durumda (5 egrisinin burulmasi evoliit egrisinin Frenet ele-

manlar cinsinden ifadesi

"

< B5 % B5,B5 >
18 < 85I

TBs — €Ng

(4.5.14)

_ \/§€Nﬁ5 (—ma€1 + 1s€2 + 16€3)
—1a? + 15 4 16

TBs

seklinde elde edilir.

Sonug 4.5.4. (4.5.3) bagmntis1 geklinde verilen Smarandache egrisinin Frenet vek-

torleri Tp,, N, ve Bg, ile gosterilirse

/

(@6 sinh + (@ + 6 )cosh® + br)T
Ts, =

W = (0 +a)2+ a0 (25| W] +ad) + (b — |[W])?
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0 — |[W|)N

+

WP = (0 +a)2+ a0 (25| W] +a0) + (b — | W])?

/

%1T + %QN + %3B

\/€N35(—%% + 545 + 543

NB5 -

ETp ENp, ((5/ — [|[W))223 + (@b coshf + (0" +@ )sinhf + br)se)T

72 !/ —/ —n/ 7 —n/ -/
e @ W17 = 0+ )2+ a0/ GBI +00) + F — [W)2) (2 + 3 + )

+€TB5 ENg, (@' cosh + (0" +@ )sinh + br)s¢; + (@0 sinh@ + (0 +@ )coshd + brk)sz) N

72 / — —n/ 7 —n/ -/
\/‘51\/55(5 IWI* = (6" +a")2 + a8 (20 |[W +a8') + (b — [WI)2) (=5 + 55 + 53)

sTﬁ5€Nﬁ5((69/sinh9 + (@ + 0')coshb + bk) sy — (5/ — [W||)s21)B

72 / —/ —n/ 7 —n/ o~
V[Ems @ IWIE = 04002 +-a0 @ W] +00) + § — [WW)2) (o + 3+ )

seklindedir. Burada

;

s = (0" +@ +ab”)coshd + (@b +2a' 0 + 6°)sinh6 + 2 K+ b — W

P IR = @ 4 )2 ar B a0+ @ - )2

—(ab sinhf + (0" + @ )cosh® + bk)

L

I

)

VWP = (0 +a)2+ a0 (25| W] +a0) + (b — [ W])
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\

dir.

oy =

M3 —

(=t W] =bIIWI*+b — W)

|

—(0" =Wl

(

(—(0" + @ +ab0%)sinhd — (@’ + 6 + 230 )coshd — 2b 7 — br' + 7 ||W]))

V

VWP = (0 +a)2+ a0 (25| W] +a) + (b — | W])

/

_2 , ) — — —/ —/
b WIP = (0 + @) +abd (26| W] +ad) + (b — [[WI)(b ~ HWII)D :

WP = (0 +a)2+ a0 (25| W] +a0) + (b — | W])?

Sonug 4.5.5. (4.5.3) bagintis: seklinde verilen Smarandache egrisinin egrilikleri x s,

ve T3, ile gosterilirse

V2255, (=588 4 58 4 323)

Kps =

Njw

VWP = (0 +a)2+ a0 (25| W] +a0) + (b — [W])?

_ \/§€N65 (—%~481 + %~5€2 + %~6€3)

~ 2 ~ 2 ~ 2
— My +%5 +%6

T5

seklindedir. Burada

4

@ +ab” + 6" )coshd + (2a 0 +ab" + 6”)sinhd + 9%k + bk — W,
—ab W = bIW|*+b — W],

(0" +@ +ab”)sinhf — (@’ +0° + 230 coshd — 26T —br' +7|W],

Ay = %~3(I_)l — W) + (@8 coshf + (0’ + @ )sinhd + br),
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375 = 373((@ + 0')coshf + @b sinh + br) + £, (ab coshd + (6’ + @ )sinhf + br),

Hg = %](I_)l — W) — s(ab sinhd + (6" + @ )cosh + br)
\

ve
er = —al k|W|| =be|[W|*+b k—r|W|,

o= sty — (@) +0° +2a0) |[W| +2b |[W|?+blrr —r7) + |W|?,

3= sty +a0 T |W| +br |W|*=71b +7|W|

\

dar.

Sonug 4.5.6. (4.5.2) ve (4.5.3) bagimntilar1 seklinde verilen Smarandache egrileri

spacelike veya timelike egrilerdir.
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VT V5 V5

Ornek 4.1 a(s) = — 5§ —= coss , —= sins | egrisi timelike bir evoliit
0= (T30 oo poins)

egrisidir. Bu egrinin Frenet vektorleri, birim Darboux vektorii, egrilik ve torsiyonu

Vi VB W

—=sins, —coss),

16 =5 R A
N(s) = (0, —coss, —sins),

VEVT VT

B(s) = (— 75 Esms, 7

coss),

C(s) = (-1,0,0),

V5 V7

75 T(s) = ——=

K(s) = 5

seklinde bulunur. Bu egriye ait involiit egrisinin denklemi

seklinde oldugundan «(s) ve T(s) degerleri yerine yazilirsa involiit egrisinin denklemi

ot = (\/—78+£|C—8’ \/—gcoss—£|c—s|sins igsms—\/—g]c—s\coss)
V2T V2 V2 V2 V2 V2

olur. a*(s) involiit egrisinin Frenet vektorleri, birim Darboux vektorii, egrilik ve bu-

rulmast
T*(s) = (0, —coss, —sins) , N*(s) = (0, sins, —coss)
B*(s) =(1,0,0) , C*(s) = (1,0,0), k*(s)=1, 7(s)=0

seklinde bulunur. Involiit egrisine ait Smarandache egrileri asagidaki sekillerde gos-

terilmigtir.
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Sekil 4.1 o* involiit egrisine ait 7" N* - Smarandache egrisi

Sekil 4.2 o* involiit egrisine ait N*B* - Smarandache egrisi

Sekil 4.3 o* involiit egrisine ait 7*N*B* - Smarandache egrisi

65



Sekil 4.4 o* involiit egrisine ait 7" B* - Smarandache egrisi

Sekil 4.5 o* involiit egrisine ait N*C* - Smarandache egrisi

Ornek 4.2 y(s) = (2$mh 2c0sh—= ) egrisi timelike bir evoliit egrisidir.
NEIRRRE

Bu egrinin Frenet vektoérleri, birim Darboux vektorii, egrilik ve torsiyonu

T(s) = (%cosh(i

N(s) = (sinh(%),cosh(%),()),

B(s) = (—eosh(=), esinh(S2), =)
(s) = \/gcos 7 ,\/_sm N

C(s) =(0,0,—1),

seklinde bulunur. Bu egriye ait involiit egrisinin denklemi
a* =as) + (c—s)T'(s)
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seklinde oldugundan «(s) ve T(s) degerleri yerine yazilirsa involiit egrisinin denklemi

s s 2 s
* 2sinh ¢ — §| cosh—=,2cosh—= + - |c — s| sinh—=,
3(0) = (2sin o Tl ol cosh e 2eosh 2 o= o sint
3+1| |)
—+ —=|c—s
VERRVE]

olur. v* involiit egrisinin Frenet vektorleri, birim Darboux vektorii, egrilik ve burul-

masi

T*(s) = (smh\/_ COSh\/_ 0), N*(s) = (cosh\/_ smh\/_ 0)

B*(s) = (0,0,-1), C*(s) = (0,0,1) , m@):% ve 7(s) =0

seklinde bulunur. Involiit egrisine ait Smarandache egrileri asagidaki sekillerde gos-

terilmigtir.

Sekil 4.6 v* involiit egrisine ait 7" N* - Smarandache egrisi

Sekil 4.7 v* involiit egrisine ait N*B* - Smarandache egrisi
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Sekil 4.8 v* involiit egrisine ait 7" N*B* - Smarandache egrisi

-1 i 1

Sekil 4.9 +* involiit egrisine ait 7" B* - Smarandache egrisi

1.
o
0
1.0
Lyha

Sekil 4.10 v* involiit egrisine ait N*C* - Smarandache egrisi
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5 TARTISMA ve SONUC

Bu tez ¢alismasinda o* : I — R} egrisi a : I — R? timelike egrisinin bir
involiitii olarak alindiginda konum vektorii, o involiit egrisinin Frenet vektorleri
tarafindan cizilen null olmayan regiiler Smarandache egrileri

B = Bren-+(s) = (T* 4+ N¥) T*N* Smararandache egrisi

Sl

fo = Bn+p+(s) = —(N* + B*) N*B* Smararandache egrisi

Sl

By = Br-p+(s) = (T* + B¥) T*B* Smararandache egrisi

Sl

B1 = Brn+p~(s) = (T* + N*+ B*) T*N*B* Smararandache egrisi

Sl

1
Bs = Bn=c+(s) = —=(N* + C) N*C* Smararandache egrisi

V2

seklinde verilerek o egrisinin {7, N*, B*} Frenet vektorleri ve C* birim Darboux
vektorii konum vektorii olarak alindiginda elde edilen Smarandache egrilerinin egrilik
ve burulmalar1 « evoliit egrisinin Frenet elemanlarina bagh olarak ifade edilmistir.
Benzer gekilde bu ¢aligma 3- boyutlu Minkowski uzayinda (a, a*) Bertrand egri ¢ifti

ve (o, @) Mannheim egri ¢ifti i¢inde yapilabilir.
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