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ISTATISTIKSEL EPI-YAKINSAKLIK
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Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Dog. Dr. Yurdal SEVER

Bu tez caligmasi yedi béliimden olugsmaktadr.

Birinci boliimde tez konusu ile ilgili temel kavramlarin tarihsel gelisimi ve elde edilen
sonuclar iizerinde duruldu. Ikinci boliimde, tezde calisilan konular i¢in tanim, teorem
ve lemmalara yer verildi. Uciincii boliimde, istatistiksel epi-yakmsakhk tanimlanip
orneklerle anlatildi. Bu yakinsaklik ¢esidinin seviye kiimeleriyle iligkisi ve fonksiyon-
larin monotonluk durumlar: incelendi. Bu boliimiin son kisminda ise istatistiksel
epi-yakinsaklik ile istatistiksel noktasal yakinsakligin ortiigmesi i¢in gereken sartlar
elde edildi. Dordiincii boliimde, istatistiksel epi-yakinsaklik ile ilgili temel 6zellikler
incelendi. Besinci boliimde, kiime dizilerinde istatistiksel yakinsakligin acik ve kapali
kiimeler yardimiyla gesitli tanimlar: verildi ve bu tanimlar epi-limitler ile epigraflara
aktarildi. Altinci boliimde, istatistiksel epi-yakinsaklik icin dizisel karakterizasyon-
lar tizerinde duruldu. Son boliimde ise, bir 6nceki boliimde elde edilen karakterizas-
yonlarin ve teoremlerin optimizasyon problemlerinin ¢ozlimlerine sagladigi katkiy:

gosteren uygulamalara yer verildi.
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The thesis consists of seven chapters.

The first chapter includes the historical development of the basic concepts related
to the thesis topic and the results. In the second chapter, definitions, theorems and
lemmas are given for the topics studied in the thesis. In the third chapter, statisti-
cal epi-convergence is defined and explained with examples. The relationship of this
type of convergence with level sets and the case of monotony of functions are exa-
mined. In the last part of this chapter, the requirements for the overlap of statistical
epi-convergence and statistical pointwise convergence are expressed. In the fourth
chapter, the basic features of statistical epi-convergence are studied. In the fifth
chapter, various definitions related to statistical convergence of sequence of sets are
obtained by using open and closed sets and transferred to epigraphs and epi-limits.
In the sixth chapter, sequential characterizations for statistical epi-convergence have
been focused on. In the last chapter, the applications that show the contribution of
the characterizations and theorems obtained in the previous chapter to the solutions

of optimization problems are included.

2020, v + 52 pages

Keywords: Statistical convergence, epi-convergence, epigraph, sequence of sets,

optimization.

i



TESEKKUR

Doktora egitimim boyunca bana engin bilgi ve tecriibesiyle destek veren, sabirla
caligmam konusunda daima yol gosteren saygideger hocam Doc¢. Dr. Yurdal SEVER’e

tegekkiirii bir borg bilirim.

Derin bilgi ve tecriibesiyle her zaman yanimda olan ve yol gosteren Prof. Dr. Fatih

NURAY’a tesekkiir ederim.

Tezimi yazdigim siire¢ boyunca destek ve yardimlarini esirgemeyen ve beni yonlendiren

Doc. Dr. Ugur ULUSU ve Doc. Dr. Erding DUNDAR’a da tesekkiir ederim.

Egitim, 6gretim hayatim boyunca maddi ve manevi destekleriyle hep benim yanimda
olan, bana her zaman sabir, anlayig ve iyi niyetle yaklasan aileme tegekkiirlerimi

sunarii.

Stkriit TORTOP
Afyonkarahisar, 2020

1l



ICINDEKILER DIiZINi

OZET

ABSTRACT

TESEKKUR

ICINDEKILER DIiZiNi

SIMGELER DIZINI

8

GIRIS

TEMEL KAVRAMLAR
ISTATISTIKSEL EPi-YAKINSAKLIK
TEMEL OZELLIKLER

KAPALI KUMELER VE EPIGRAFLAR
DIiZiSEL KARAKTERIZASYONLAR
SONUC VE UYGULAMALAR

KAYNAKLAR

OZGECMIS

v

ii

iii

iv

13

27

35

39

45

49

53



SIMGELER DiZINI

Simgeler

() Reel say1 dizisi

d(K) K kiimesinin asimtotik yogunlugu

st-lim,, x,, (x,) dizisinin istatistiksel limiti

e-lim, f, (fn) dizisinin epi-limiti

es-lim,, [, (fn) dizisinin istatistiksel epi-limiti

A, (x,) dizisinin istatistiksel limit noktalar1 kiimesi
e (xy,) dizisinin yi1gilma noktalar1 kiimesi

(X,d) Metrik uzay

N (z) x noktasinin tiim komsuluklar: kiimesi

B(x,¢) x merkezli € yarigaph acik yuvar

B(x,¢) x merkezli € yaricaph kapali yuvar

(A) Kiime dizisi

N Dogal sayilarin tiimleyeni sonlu olan alt kiimeleri
N# Dogal sayilarin tiim sonsuz elemanl alt kiimeleri
S Dogal sayilarin yogunlugu 1 olan alt kiimeleri

S# Dogal sayilarin yogunlugu 0 dan farklh alt kiimeleri
epif f fonksiyonunun epigrafi

leven f f fonksiyonunun seviye kiimesi

sc™ f f fonksiyonunun alttan yari stirekli zarfi

fn = f (fn) dizisinin f ye istatistiksel noktasal yakinsakligi
fn oy f fn) dizisinin f ye istatistiksel diizgiin yakinsaklig
oS f fn) dizisinin f ye epi-yakinsaklig

fo =t f )

st-liminf,, A,
st-limsup,, A,

st-lim,, A,

(

(

(fn) dizisinin f ye istatistiksel epi-yakinsakhg
(A,,) kiime dizisinin istatistiksel alt limit kiimesi
(
(

A
A,,) kiime dizisinin istatistiksel st limit kiimesi
A

») dizisinin istatistiksel Kuratowski yakisakligi




1. GIRIS

Epi yakinsaklk, infimal yakimsaklik adi altinda ilk olarak Wijsman (1964, 1966)
tarafindan bulunmusg ve konveks fonksiyonlarin yakinsakligi iizerinde caligilmigtir.
Bu yakinsakligin bulunmasinda ve ¢aligilmasinda en 6nemli etmenler optimizasyon

ve verimlilik olmustur.

Konveks fonksiyonlarin eglenikleri ile olan baglantisinin 6énemi, matematikcilerin
ilgisini epi-yakinsaklik tizerinde ¢alismaya cekmis ve Wijsman’in katkilarindan sonra
epi-yakinsaklik temel olarak konveks analizin bir konusu haline gelmistir. Bu kap-
samda epi-yakinsaklik, konveks optimizasyon problemlerine yaklagimlar i¢in bir arag
olarak kullanilmigtir. Bu durum matematik¢ilerin caligmalarina da yansimigtir.
Ozel olarak Mosco (1969) varyasyonel esitsizlikler iizerinde, Joly (1973) topolo-
jik yapilar iizerinde, Salinetti ve Wets (1977) yar1 siirekli konveks fonksiyonlarda,
Attouch (1977) konveks fonksiyonlarda epi yakinsaklik ve bu fonksiyonlarin gradyan
alt1 doniigiimlerinin grafiksel yakinsakliklarinda, McLinden ve Bergstrom (1981)
konveks fonksiyonlara uygulanan cesitli islemlerde epi-yakinsakligin korunmasi iize-
rinde ¢alismiglardir. Bu yakinsakliga epi-yakinsaklik adini ilk defa veren Wets (1980)

de bu konuya katki saglayan matematik¢iler arasindadir.

Epi-yakinsaklik tizerindeki caligmalar artarken, 1970’lerin sonlarina dogru epi-yakin-
saklik ve konvekslik arasindaki yakin iligki zayifladi ve bu yakinsaklik konveks
olmayan fonksiyonlarin optimizasyon hesaplamalarinda da kullanilan dogal bir yakin-
saklik gesidi olarak yerini aldi. Konvekslik ile epi-yakinsaklik arasindaki bu iligkinin
zayiflamasinda yeni tip problemlerin iizerinde ¢aligan De Giorgi ve 6grencileri etki-
li oldu. Boylece epi-yakinsaklik tanimlarma farkli bir agidan bakildi ve konveks-
lik bu tanimlamalarda temel bir gereksinim olmaktan c¢ikti. De Giorgi ve Fran-
zoni (1975, 1979), Buttazzo (1977), De Giorgi ve Dal Maso (1981) bu yakinsakhg:
Gamma-yakinsaklik (I’-convergence) olarak adlandirdilar. Bu konuda Dal Maso
(1993) tarafindan yazilan kitap bahsi gegen matematikgilerin ¢alismalarini igermekte-
dir. Diger yandan Attouch ve Wets (1981, 1983) lineer olmayan programlama prob-
lemlerine yaklagimlar tizerinde, Dolecki vd. (1983) alttan eg yar siireklilik kavram-

lar1 lizerinde calisarak epi-yakinsaklik konusuna katki saglamiglardir.
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Epi-yakinsakligin kullanilmasindaki temel gereksinim bu yakinsaklik c¢egidinin
fonksiyon dizilerinin infimum noktalarini ve bu noktalarda alinan degerleri bul-
masidir. Boylece optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde kolaylik saglamir. Ozel
olarak epi-yakinsaklik bu problemlerin ¢oziimlerinde tutarliligi lcer. Istatistik ala-
ninda maksimum olasilik teorisi, tahmin edici fonksiyonlarin olugturulmasi igin
kullanilan metodlardan biridir. Bu tahmin edici fonksiyonlarin tagimasi gereken
en Onemli 6zellik tutarhibktir. Hess (1996) epi-yakinsakligi tahmin edici fonksi-
yonlarda tutarliligi 6lgmek icin kullanmigtir. Konveks stokastik optimizasyon prob-
lemlerinin ¢oziimlerinde epi-yakinsaklik yardimiyla tutarliligi 6lgen bir diger caligma
King ve Wets (1991) tarafindan yapilmigtir. Bu ¢alismada, érnek gozlemlerin sayist
arttikca yaklasimlarin dogru sonu¢ vermesi i¢in fonksiyon dizisinin epi-yakinsak
olmasi beklenir. Ozellikle bu makaledeki Onerme 3.1, epi-yakinsakligin minimizas-
yon iglemlerindeki énemini ortaya koyar. Epi-yakinsakligin optimizasyon problem-
lerinin ¢oziimiinde tutarhligi 6lgtiigi diger galigmalar Dupacova ve Wets (1988),
Arstein ve Wets (1988) tarafindan yapilmigtir. Stokastik problemlerin ¢dziimiinde
Pennanen (2005) epi-yakimsakligi kullanmugtir.  Ozellikle bu caligmada kullanilan
Teorem 2, epi-yakinsakligin optimal degerleri ve ¢oziimleri nasil buldugunu gosterir.
Bunlarin yaninda epi-yakinsakligin cesitli problemlerin ¢oziimlerinde sagladigi
kolayliklar1 gosteren galigmalar Beer ve Lucchetti (1991), Jeyalakshmi (2012), Kall
(1986) ve Zervos (1999) tarafindan yapilmigtir.

Istatistiksel yakimsaklik, pozitif tamsayilarin dogal yogunlugu iizerinden tammlanan
ve yakinsaklik kavraminin genellestirilmesi ile ortaya ¢ikan bir yakinsaklik cegididir.
Bu kavram ilk olarak Zygmund (1935) tarafindan ortaya atilmigtir. Daha sonra
1949’da diizenlenen bir konferansta Steinhaus tarafindan bahsedilmigtir. Bu alan-
daki ilk makaleler Steinhaus (1951), Fast (1951) ve Schoenberg (1959) tarafindan
birbirinden bagimsiz olarak yazilmigtir. Bu ¢aligmalardan sonra istatistiksel yakin-
saklik kavrami daha detayli incelenmistir. Fridy (1993) istatistiksel limit nokta-
lar1, Fridy ve Orhan (1997) istatistiksel alt ve iist limitler iizerinde galigarak katki
saglamiglardir. Fonksiyon dizilerinde istatistiksel noktasal yakinsaklik Gokhan ve
Giingor (2002) tarafindan, fonksiyon dizilerinde istatistiksel diizgiin yakinsaklik ise
Giingdr ve Gokhan (2005) tarafindan galigilmigtir. Nuray ve Rhoades (2012) kiime
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dizilerinde istatistiksel yakinsakligi tanimlamiglardir. Talo vd. (2016) ise kiime
dizilerindeki istatistiksel yakinsaklik kavramini metrik uzaylarda detayh bir sekilde

incelemislerdir.

Bu ¢aligma, istatistiksel yakinsaklik yardimiyla epi-yakinsaklik kavramina yeni bir
boyut kazandirarak optimizasyon problemlerinin ¢oziimlerinde kolaylik saglanmasi
amaciyla yapilmistir. Bu alternatif yontemle fonksiyon dizisindeki yogunlugu sifir

olan fonksiyonlarin elenmesi saglanarak minimizasyon iglemlerinin verimliligi artirilir.

Tezin ikinci boliimiinde epi-yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik kavramlarinin
tarihsel gelisiminde elde edilen ve tezde kullanilan gesitli tanimlar, teoremler ve

onermeler yer almaktadir.

Uciineii boliimde temel kavramlar kisminda verilen kiime dizilerinde istatistiksel
Kuratowski yakinsaklik kavrami yardimiyla istatistiksel epi-yakinsaklik tanimlanmig-
tir. Bu tamim kullanilarak epi-yakinsak olmadigi halde istatistiksel epi-yakinsak
olan fonksiyon dizisi érnegi verilmistir. Istatistiksel noktasal yakinsaklk ile istatis-
tiksel epi-yakinsaklik arasindaki farklar detayl bir sekilde incelenmigtir. Altinci
boliimde dizisel karakterizasyonlarda kullanilmak iizere, istatistiksel alt ve st epi-
limitin topolojik tanimlari: yapilmigtir. Bu tanimlar sayesinde istatistiksel epi-limitin
minimizasyon problemlerinde kullanilabilirligi artirilmigtir. Bunun yaninda seviye
kiimeleri tizerinden istatistiksel epi-yakinsaklik icin bir karakterizasyon verilmistir.
Fonksiyon dizilerinin monotonluk durumlarinda istatistiksel epi-yakinsagin hesap-
lanmas1 tizerinde durulmustur. Bu boliimiin son kisminda istatistiksel noktasal

yakinsaklik ile istatistiksel epi-yakinsakligin ortiismesi i¢in gereken sartlar verilmistir.

Dordiincii boliimde istatistiksel epi-yakinsaklik ile ilgili temel ozelliklere yer veril-
mistir. Bu boliimde istatistiksel diizgiin yakinsaklik ile istatistiksel epi-yakinsaklik
arasindaki iligki, bilegke fonksiyonlarin istatistiksel epi-limitleri, iki fonksiyon dizisi-
nin toplaminin istatistiksel alt ve iist epi-limitleri ve konveks fonksiyon dizilerinin

istatistiksel iist epi-limiti incelenerek orneklerle anlatilmigtir.

Besinci boliimde kapali kiimeler tizerinden kiime dizilerinde istatistiksel yakinsaklik

ile ilgili karakterizasyonlar verilmistir. Kiime dizilerinden elde edilen teoremler



alttan yar siirekli fonksiyonlarin epigraflarina aktarilmistir. Epigraflardan elde edi-
len sonuglar ise istatistiksel alt ve tist epi-limitlerin infimum degerler tizerinden farklh

tanimlarinin verilmesine olanak saglamigtir.

Altincr boliimde istatistiksel alt ve tist epi-yakinsaklik diziler tizerinden tanimlan-
migtir. Istatistiksel {ist epi-limitin ¢ift gerektirmeli, istatistiksel alt epi-limitin ise
¢ift gerektirmeli olmadigi gosterilmistir. Bu limitler yardimiyla tanimlanan istatis-
tiksel epi-yakinsakligin olagan epi-yakinsakligin aksine cift gerektirmeli olmadigi
gosterilmigtir. Bunun ispatinda istatistiksel yigilma ve limit noktalarima odak-
lanilmigtir. Ayrica x € X noktasinin istatistiksel yigilma noktasi olarak belirlendigi
teoremlerde x noktasinin istatistiksel limit noktasi olarak kullanilamayacagi ornekler

iizerinden gosterilmistir.

Yedinci boliimde istatistiksel epi-yakinsakligin optimizasyon problemlerinin ¢oziim-
lerinde sagladig1 kolaylik anlatilmigtir. Ozellikle bir 6nceki bolimde elde edilen
dizisel karakterizasyonlar yardimiyla olusturulan ve minimizasyon islemlerinde
kolaylik saglayan bir teorem verilmistir. Bu teoremin sartlarin saglayan ve sag-
lamayan iki 6rnek verilerek teoremin optimizasyon problemlerine olan katkisi ortaya

konulmustur.

Son olarak, tez i¢in temel kaynak olarak kullanilan kitap ve makaleler, kaynaklar

kisminda verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolumde, tezde kullanilan tanim, teorem, lemma ve onermeler yer almaktadir.

Tanim 2.1 Tamim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir (Balc

2010).

Tanim 2.2 X bogtan farkli bir kiime olsun. Bu kiime tizerinde reel degerli, negatif

olmayan bir d : X x X — R* fonksiyonu
(i) Her 2,y € X i¢in d(z,y) > 0,
(ii) Her z,y € X i¢in x =y & d(x,y) =0,
(iii) Her z,y € X i¢in d(z,y) = d(y, x),
(iv) Her z,y,z € X i¢in d(z,y) < d(z,z) + d(z,y)

aksiyomlarimi sagliyorsa d(z,y) fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metrik,

(X, d) ikilisine ise metrik uzay denir (Suhubi 2001).
Tanim 2.3 (X, d) metrik uzayinda = merkezli ve e yarigapl agik ve kapali yuvarlar

B(x,e) ={y:d(z,y) < e},
B(x,e) = {y : d(x,y) < e}

ile gosterilir (Bayraktar 2010).
Tanim 2.4 (X, d) metrik uzaymda bir x noktasinin ¢ komgulugu
Ba,e) = {y - d(z,) < ¢}

esitligi ile tanimlamir. 2 noktasimin tiim komsuluklarinin kiimesi A (z) ile gosterilir

(Rockafellar ve Wets 2009).

Tanim 2.5 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere, her sonsuz dizinin yakinsak bir alt

dizisi varsa X e kompakt denir (Suhubi 2001).



Tanim 2.6 N bir lineer uzay olmak tizere x,y € N ve a skaleri i¢in
(i) [lzll =0,
(ii) ||z|]| =0< =10,
(iii) [Jaz]| = |alll],
(iv) [l +yll < [l=]l + vl

aksiyomlar1 saglaniyorsa ||.|| fonksiyonuna N iizerinde bir norm ve (XV, ||.||) ikilisine

ise normlu uzay denir (Bayraktar 2010).

Tanim 2.7 L bir lineer uzay ve A C L olmak iizere, keyfi secilen x,y € A i¢in
K={ze€L:z=(1-Nz+Xy, 0<A<1}CA

gercekleniyor ise A kiimesine konveks kiime denir (Bayraktar 2010).

Tanim 2.8 A bir konveks kiime olmak iizere, f : A — R fonksiyonu verilsin. Her

z,y € A ve her \ € [0,1] igin

fQz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1= A)f(y)

esitsizligi gegerli ise f fonksiyonuna A iizerinde konveks fonksiyon denir (Rockafellar

ve Wets 2009).
Tanim 2.9 Bir f: X — R fonksiyonu z € X noktasinda

f(x) = sup inf f(y)
VeN (z) YEY

esitligini sagliyor ise bu fonksiyona alttan yari siirekli fonksiyon denir (Rockafellar

ve Wets 2009).

Tanim 2.10 (a,) bir reel say1 dizisi ve L € R olsun. Her ¢ > 0 i¢in n > ng
oldugunda | a,, — L |< ¢ olacak gekilde ¢ a bagh bir ny sayist bulunabiliyorsa (a,)

dizisi L ye yakinsaktir denir (Balci 2010).



Tanim 2.11 Bir K kiimesi K C N olacak sekilde segilsin. Eger
1
IK) = h’gnEHn <k:neK}

limiti mevcut ise, §(K) sayisina K kiimesinin asimtotik yogunlugu denir. Burada
verilen [{n < k:n € K}|ifadesi K kiimesinin k y1 gegmeyen eleman sayisini belirtir

(Niven ve Zuckerman 1980).

K1, K5 C N olmak tizere asimptotik yogunluk ile ilgili asagidaki bagintilar saglanir:
(i) 0(Ky) =0(Ky) =1ise 0(K1NKy) =0(K1UK,y) =1,
(i) §(K71) = 6(K3) =0ise §(K; N Ky) = §(K; UKy) =0.
Tanim 2.12 (z,,) bir reel say1 dizisi olmak iizere, her € > 0 igin
nlgn%un <k:len—L| >} =0

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, (z,) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir
ve bu yakinsama

st-limx,, = L
n

ile gosterilir (Steinhaus 1951, Fast 1951, Salat 1980, Fridy 1985).
Tanim 2.13 (x,) bir reel say1 dizisi olmak {izere B,,) ve A, kiimeleri
B,y ={beR:6({n:x, > b}) # 0},
Ay ={aeR:6({n:z, <a}) #0}
seklinde tamimlansin. Bu durumda, (x,,) dizisi i¢in istatistiksel iist ve alt limitler

. sup Ba,), Bz,) # 0 ise
st-limsup x,, =
n —0Q, B(ggn) = () ise

L. inf A(In), A(zn) 7§ @ ise
st-liminf z,, =
" +00, A, =0ise

olacak gekilde tanimlanir (Fridy ve Orhan 1997).



Lemma 2.14 Eger § = st-lim sup,, z,, sonlu ise bu durumda her € > 0 i¢in
d{neN:zx,>p—¢c})#0, (2.1)
d{fneN:x, >pB+¢c})=0 (2.2)

saglanir. Tersine olarak, eger (2.1) ve (2.2) ifadeleri saglanirsa bu durumda her € > 0

icin § = st-limsup,, x,, olur (Fridy ve Orhan 1997).

Benzer sekilde, st-liminf,, z,, icin de asagidaki lemma gecerlidir.

Lemma 2.15 Eger u = st-liminf, x,, sonlu ise bu durumda her € > 0 i¢in
d{neN:x, <pu+e})#0, (2.3)
d({neN:x, <pu—e})=0 (2.4)

saglanir. Tersine olarak, eger (2.3) ve (2.4) ifadeleri saglanirsa bu durumda her € > 0

icin o = st-liminf, z,, olur (Fridy ve Orhan 1997).

Tamim 2.16 (X, d) metrik uzay olmak iizere, k — oo igin z,, — A olacak sekilde
d(K) # 0 oOzelliginde bir K = {n; < ny < n3 < ...} kiimesi varsa, A € X noktasi
(x,,) dizisinin istatistiksel limit noktasi olarak adlandirilir. Ayrica, (z,) dizisinin

tiim istatistiksel limitlerinin olusturdugu kiime A(,,) ile gosterilir (Fridy 1993).
Tanim 2.17 (X, d) metrik uzay olmak iizere, her € > 0 igin

d({neN:d(z,,v) <e})#0

oluyorsa v € X noktasina (z,) dizisinin istatistiksel yigilma noktasi denir. Ayrica,
(x,,) dizisinin tiim istatistiksel yigilma noktalarmim olusturdugu kiime I'(,,) ile

gosterilir (Fridy 1993).

Bir (z,,) dizisinin istatistiksel limit noktalar1 kiimesi ile istatistiksel yigilma noktalari

kiimesi i¢in A,y C I'(,,) bagntis1 gecerlidir.

Tanim 2.18 (X, d) metrik uzay1 ve f, : X — R fonksiyon dizisi verilsin. A C X

olmak iizere her ¢ > 0 icin
1
hl?l E\{n <k:|fu(z) = f(z)| > € her bir x € A i¢in}| =0

esitligi saglaniyorsa (f,,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna istatistiksel noktasal yakin-

saktir denir ve f, = f ile gésterilir (Gékhan ve Giingdr 2002).
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Tanim 2.19 (X, d) metrik uzay1 ve f, : X — R dizisi verilsin. Her bir z € X ve

x noktasina yakinsayan her bir (z,) € X dizisi igin

falwn) = f(x)

oluyorsa (f,) dizisi f fonksiyonuna istatistiksel siirekli yakimsaktir denir (Koéinac

ve Caserta 2012).

Tanmim 2.20 (X, d) metrik uzay1 ve f, : X — R fonksiyon dizisi verilsin. A C X

olmak iizere her ¢ > 0 icin
1
lillcrn E|{n <k:|fa(z) = f(z)| > € her x € Aigin}| =0

esitligi saglaniyorsa (f,,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna istatistiksel diizgiin yakin-

saktir denir ve f, Ly f ile gosterilir (Gilingor ve Gokhan 2005).

Teorem 2.21 (X,d) bir metrik uzay olmak tizere, X iizerinde taniml reel degerli

(fn) dizisi ve f fonksiyonu i¢in verilen

(i) fn dizisi f ye istatistiksel siirekli yakinsak,

(ii) f stirekli ve f, oy f
ifadeleri birbirine denktir (Koéinac ve Caserta 2012).
N kiimesinin alt kiimeleri olan koleksiyonlar

N ={N CN:N\ N sonlu},
N# ={N Cc N: N sonsuz}

esitlikleri ile verilir ve kiime dizilerinde alt ve st limitlerin karakterizasyonunda

kullanilir.

Tanim 2.22 (X, d) bir metrik uzay olmak tizere, X in kapal alt kiimelerinden

olugan (A,,) kiime dizisinin alt ve {ist limitleri
lirnniann:{:B]VVEN(x), AN eN, Vne N: A, NV # 0},
lirr}liann ={z|INeN, VneN, Iz, € A, :Tllie%xn:a:},
limsup 4, = {z | VV € N(z), IN e N*, Vne N: A, NV #£ 0},

limsup A, = {z | IN e N¥, Yn € N, Iz, € A, : li%xn:x}
n ne



seklinde tanimlanir. Bu limitler birbirine egit oldugunda (A,,) kiime dizisinin limiti

mevcuttur (Rockafellar ve Wets 2009).

lim A,, = liminf A,, = limsup A,,.

N kiimesinin alt kiimeleri olan koleksiyonlar

S={N CN:§N)=1},
S* ={N CN:§(N)#0}

esitlikleri ile verilir. Bu koleksiyonlar, kiime dizilerinde istatistiksel alt ve tist limit-
lerin karakterizasyonunda kullamlr. Istatistiksel alt ve {ist limitler, bu tezde ¢alisilan
istatistiksel epi-limitleri olusturmak icin onemlidir. Bu ¢alismada kiime dizilerinde
kullamlan yakinsaklhk gesidi, istatistiksel Painlevé-Kuratowski (Kuratowski 1958)

yakinsakhigidir.

Tanim 2.23 (X, d) bir metrik uzay olmak tizere, X in kapal alt kiimelerinden

olugan (A,,) kiime dizisinin istatistiksel alt ve tist limitleri

st-liminf A, = {x |VV € N(z),aAN € S,YVn € N : A, NV # ()}, (2.5)
st-liminf A, = {x | Ve >0, AN € §,Vn € N : A, N B(x,¢) # 0}, (2.6)
st-limsup A, = {z | VV € N(2),3N € S* Vn € N : A, NV # (}, (2.7)

st-limsup A, = {z | Ve >0, AN € S*,¥n € N : A, N B(z,¢) # 0} (2.8)

seklinde tanimlanir. Bu limitler birbirine esit oldugunda (A,,) kiime dizisinin istatis-

tiksel limiti mevcuttur (Talo vd. 2016).
st-lim A,, = st-liminf A,, = st-limsup A,,.

Onerme 2.24 (X, d) bir metrik uzay olmak tizere, X in kapah alt kiimelerinden

olugan (A,,) kiime dizisinin istatistiksel alt ve tist limitleri metrik uzaklik tizerinden
st-limsup A4,, = {:z: | st- limninf d(z,A,) = O}, (2.9)
st- lirr;inf A, = {x | st- lirrln d(z, A,) = O} (2.10)
esitlikleri ile tanimlanir (Talo vd. 2016).
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Onerme 2.25 (X, d) bir metrik uzay ve (A,), X in kapali alt kiimelerinin bir dizisi

olmak tizere, (A,,) dizisinin istatistiksel alt limiti
st-liminf A, = {z | IN € §,Vn € N, 3y, € A,, : limy, = =} (2.11)
seklinde ifade edilir (Talo vd. 2016).

Onerme 2.26 (X, d) bir metrik uzay ve (4,), X in kapal alt kiimelerinin bir dizisi

olmak tizere, (A,) dizisinin istatistiksel tist limiti

st-limsup A, = {z | IN € S* ,Vn € N,Jy, € A, : v € T} (2.12)
seklinde ifade edilir (Talo vd. 2016).
Tanim 2.27 X iizerinde bir f fonksiyonunun epigrafi

epif ={(z,a) e X xR |a> f(x)}
kiimesi ile tanimlanir. Ayrica X tizerindeki f ve g fonksiyonlar: icin
epif Cepig & g<f (2.13)
onermesi gegerlidir (Rockafellar ve Wets 2009).
Tanim 2.28 X iizerinde bir f fonksiyonunun seviye kiimesi
levegf ={x € X | f(z) < a}

seklinde tanimlanir (Rockafellar ve Wets 2009).

Tanim 2.29 X iizerinde herhangi bir (f,) fonksiyon dizisi igin alt epi-limit fonksi-

yonu olan e-liminf, f,

epi(e-liminf f,,) = limsup(epif,)

n

esitligi ile, bu fonksiyon dizisinin st epi-limit fonksiyonu e-limsup,, f,, ise

epi(e-limsup f,,) = liminf(epif,)

n

seklinde tanimlanir.
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Bu fonksiyonlar birbirine esit oldugunda (f,,) dizisinin epi-limiti mevcuttur.

e-lim f,, = e-liminf f,, = e-limsup f,.

Béylece (f,,) dizisi f fonksiyonuna epi-yakisaktir. Bu yakinsakhik f, — f sembolii
ile gosterilir (Rockafellar ve Wets 2009).

Ayrica bu yakinsama mevcut oldugunda, (f,,) dizisinin epigrafi ile f fonksiyonunun

epigrafi arasinda da Kuratowski yakinsaklik bagintisi kurulmus olur.
e-lim f, = f < limepif, =epif.
Siradaki tanim epi-yakinsaklik icin bir dizisel karakterizasyondur.

Tanim 2.30 (X,d) bir metrik uzay olsun. Her bir x € X igin (f,) dizisinin f

fonksiyonuna epi-yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(i) ¥V x, — x dizisi i¢in, f(z) <liminf, f,(x,),
(i) 3z, — =z dizisi i¢in, f(z) = lim,, f,(x,)
kogullarimin saglanmasidir (Rockafellar ve Wets 2009).

Tanim 2.31 Herhangi bir f : X — R fonksiyonunun alttan yar siirekli zarfi olan

sc” f fonksiyonu her z € X i¢in

(s¢ f)(z) = sup g(z)
9€4(f)

seklinde tamimlanir. Burada G(f) kiimesi, her y € X icin ¢g(y) < f(y) esitsizligini
saglayan X tizerindeki alttan yari siirekli g fonksiyonlarimin kiimesidir (Dal Maso

1993).
Onerme 2.32 Herhangi bir f : X — R fonksiyonu verildiginde, her z € X icin

(sc™f)(w) = sup inf f(y)
VeN (z) Y€

esitligi saglanir (Dal Maso 1993).
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3. ISTATISTIKSEL EPI-YAKINSAKLIK

Bu bolimde, kiime dizilerinde istatistiksel Kuratowski yakinsaklik tizerinden
istatistiksel epi-yakinsaklik tanimlanmigtir. Detayh orneklerle epi-yakinsak olmayip,
istatistiksel epi-yakinsak olan fonksiyonlar incelenmistir. Ayrica epi-yakinsaklik

tanimi, bir z € X noktasinin metrik uzaydaki komguluklar: tizerinden verilmistir.

Tanim 3.1 (X, d) bir metrik uzay ve f, : X — R bir fonksiyon dizisi olmak iizere,

istatistiksel alt epi-limit ey-liminf, f,

epi(es-liminf f,,) = st-lim sup(epif,) (3.1)

n

esitligi ile, istatistiksel tist epi-limit ey- limsup,, f,, ise

epi(es-limsup f,,) = st-liminf(epif,) (3.2)

n

esitligi ile tanimlanir. Bu iki limit birbirine esit oldugunda istatistiksel epi-limit elde

edilir ve f, =% f ile gosterilir.

f =eqg-lim f, = ey-limsup f,, = ey-liminf f,.

Alt epi-limit ve {ist epi-limit arasinda (3.1), (3.2) ve (2.13) kullanilarak

eg- liminf f, < ey-limsup f,
n

esitsizligi elde edilir.
Burada kullanilan yakinsaklik tiirii, kiime dizilerinde kullanilan istatistiksel Painlevé-

Kuratowski yakinsakligidir. (f,,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna istatistiksel epi-

yakinsak oldugunda agagidaki kapsama bagintisi elde edilir.
st-limsup(epif,) C epif C st-liminf(epif,).

Ayrica (3.1), (3.2) ve Tanum 2.1 (Talo vd. 2016) kullamilarak (f,,) dizisi igin

e-liminf f,, < ey-liminf f,,
n n

e-limsup f,, > egy-limsup f,

esitsizlikleri gegerlidir.
Epi-limitin mevcut olmadigi bir fonksiyon dizisinde istatistiksel epi-limit mevcut

olabilir. Bu durum agagidaki ornekle gosterilir.

13



Ornek 3.2 fn : R = R fonksiyon dizisi

nxe™, n tam kare ise

fa(z) =

nxe®®, n tam kare degil ise

seklinde tanimlansin. Bu fonksiyon dizisinin alt epi-limit fonksiyonu

0, x<0ise
e-liminf f,(z) = L =0ise

e’

oo, x>0 ise

ve iist epi-limit fonksiyonu

0, x<O0ise
e-limsup f(x) = ¢ -L 2 =0ise

oo, x> 0ise

seklinde bulunur. Alt epi-limit ve tist epi-limit fonksiyonlar1 birbirine egit olmadigin-
dan fonksiyon dizisi epi-yakinsak degildir. Diger yandan, verilen fonksiyon dizisinin

istatistiksel epi-limiti mevcuttur ve

0, z<0ise
es-lim fr(z) = ¢ -L, z=0ise
n

oo, x>0 ise

fonksiyonuna esittir.

Simdi istatistiksel epi-yakinsaklik ile istatistiksel noktasal yakinsaklik arasindaki
iliski incelenecektir. Genel olarak istatistiksel epi-yakinsaklik ile istatistiksel nok-
tasal yakinsaklik arasinda bir kapsama bagintisi verilemez. Bu nedenle bu yakinsaklik
cesitleri birbirini gerektirmez. Aralarindaki temel fark; istatistiksel epi-yakinsaklikta
fonksiyon dizisinin yakinsadigi fonksiyondaki minimum noktalar bulunurken, istatis-
tiksel noktasal yakinsaklikta bu noktalar genellikle bulunamaz. Bu durum agagidaki

ornekle gosterilir.
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Ornek 3.3 k € N olmak iizere, f, : [-1,1] — R fonksiyon dizisi asagidaki gibi

tanimlansin:

min{1,1-%, 3n|z + 1|-2}, n=k? ise

min{1, 1-z, 2n|z + £|-1}, n # k? ise.

Sekil 1: n # k? iken (f,,) dizisi

Sekil 1 de (f,,) dizisinin n # k* olmasi durumunda grafigi verilmistir. Agik olarak,

fonksiyon dizisi bu durumda infimum degeri olan -1 degerini x,, = —% noktalarinda
alir.
AY
1 1
i —
o~ n
|-
1 X
Lo =2 =d9nf £

Sekil 2: n = k? iken (f,) dizisi

Sekil 2 de ise aym fonksiyon dizisinin n = k? olmasi durumunda grafigi verilmistir.
Bu grafikte ise fonksiyon dizisi infimum degeri olan -2 degerini ayni sekilde z,, = —%

noktalarinda alir.

Fonksiyon dizisinin tanimindan ve grafikten de goriilecegi tizere, bu dizi higbir f
fonksiyonuna noktasal yakinsak degildir. Fakat bu dizinin istatistiksel noktasal limiti
mevcuttur ve bu fonksiyon = € [-1,1] i¢in f(z) = min{l, 1-z} fonksiyonudur. Bu

fonksiyon ise tiim degerlerini 0 sayisina esgit veya 0 sayisindan biyiik olacak sekilde
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almaktadir. 0 degerini aldig1 nokta ise = 1 noktasidir (f(1) = 0). Dolayisiyla
fonksiyon dizisinin infimum degeri ile f fonksiyonunun infimum degeri birbirine esit
degildir. Sekil 3 te x € [-1, 1] i¢in fonksiyon dizisinin istatistiksel noktasal yakinsak

oldugu fonksiyon verilmigtir.

A4
£ |3
1 1 =

Sekil 3: Istatistiksel noktasal limit fonksiyonu (f, i f)

Simdi bu dizinin epi-yakinsak olup olmadigini aragtiralim. = = 0 noktas1 incelendi-
ginde

e-liminf f,,(0) = -2 # e-limsup f,,(0) =-1
oldugundan bu fonksiyon dizisi epi-yakinsak degildir. Diger yandan bu dizinin
istatistiksel epi-yakinsak oldugu goriiliir. Tanim 3.1 goz oniine alindiginda bu dizi

h fonksiyonuna istatistiksel epi-yakinsaktir.

1, ze€]l-1,0)ise
h(z) = -1, x=0ise

l-z, x € (0,1] ise.

Bu durumda bu yakinsama f, —% h seklinde ifade edilir ve Sekil 4 te bu fonksiyon

gosterilmistir.
y
L(1\
o I "
s-1=infh

Sekil 4: Istatistiksel epi-limit fonksiyonu (f, —% h)
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Sonug olarak = = 0 noktasinda istatistiksel noktasal limit degeri ile istatistiksel epi-
limit degeri birbirinden farkhdir. Bu iki yakinsaklik ¢esidinde fonksiyon dizisinin
ayni limit fonksiyonuna sahip olmasi i¢in gereken sartlar boliimiin sonunda verile-

cektir.

Lemma 3.4 ve Lemma 3.5 istatistiksel epi-yakinsakligin komsuluklar tizerinden ifade

edilmesini saglar.

Lemma 3.4 (X,d) bir metrik uzay ve f, : X — R bir fonksiyon dizisi olsun. Her
x € X icin bir ¢ : X — R fonksiyonu

g(z) = sup st-liminf inf f,(y)
VEN () S

seklinde tanimlansin. Bu durumda
st- lim sup(epif,,) = epig
n

elde edilir.

Ispat. st-lim sup,,(epif,) C epig ve epig C st-limsup,,(epif,) kapsama bagmtilari-
nin gosterilmesi gerekir. Keyfi bir (z, ) € st-limsup,, (epif,) secilsin. Burada (2.7)
kullanilirsa, keyfi bir V5 € N(x), € > 0 ve her n € N igin

(VO X (—oo,a+€))ﬂepifn7é(2)

olacak sekilde en az bir N € S# vardir. Buradan

d({neN:inf f,(y) <a+e})#0
yEVDY
elde edilir. Lemma 2.15 kullanilirsa,

st-liminf inf f,(y) <a+e¢
n yeVp

esitsizligi saglanir. Vj ve € keyfi oldugundan, g(x) < « ve béylece (z, a) € epig olur.
Buradan

st-lim sup(epif,) C epig (3.3)

elde edilir.
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epig C st-limsup,,(epi f,) oldugunu gostermek igin keyfi bir Vj € N'(x) ve bir € > 0
seqilir. (z,a) € epig igin
a+¢e > g(x) > st-liminf inf f,(y)

n yeVp

esitsizligi elde edilir. Lemma 2.15 kullanilirsa

d(in €N inf fuly) <a+e}) #0
saglanir. Her n € N icin

(VO X (—oo,oz+5)> ﬂepifn £ ()

olacak sekilde en az bir N € S# vardir. Buradan

(Vo X (oz—&?,oz+6)> ﬂepifn # 0
elde edilir. Bu durumda (z, «) € st-limsup,,(epif,) ve boylece

epig C st-limsup(epif,) (3.4)

bagintisi saglanir. (3.3) ve (3.4) kullanilarak istenilen elde edilir. O

Lemma 3.5 (X, d) bir metrik uzay ve f, : X — R bir fonksiyon dizisi olsun. Her
x € X icin bir h: X — R fonksiyonu

h(x) = sup st- lim sup inf fn<y)
VeN(z) n o yeV

seklinde tamimlansin. Bu durumda
st-liminf(epif,) = epih
elde edilir.

Ispat. st-lim inf,,(epif,) C epih ve epih C st-liminf, (epif,) kapsama bagmtilarinin
gosterilmesi gerekir. Keyfi bir (z, ) € st-liminf, (epif,) se¢ilsin. Burada (2.5) kul-
lanmlirsa, keyfi bir Vy € N (z), € > 0 ve her n € N igin

(VO X (—oo,oz+€)>ﬂepifn7é®
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olacak sekilde en az bir N € § vardir. Buradan
d{neN:inf f,(y) >a+ec})=0
yeW
elde edilir. Lemma 2.14 kullanmilirsa

st-limsup inf f,(y) <a+e (3.5)
n yeWo
esitsizligi saglanir. V; ve ¢ keyfi oldugundan, h(x) < a ve (z,«) € epih olur. Boylece

st-lim inf(epif,,) C epih (3.6)

elde edilir.
epih C st-liminf,, (epif,) oldugunu gostermek igin keyfi bir Vi € N (z) ve bir € > 0

seqilir. Her (z, ) € epih igin
st-limsup inf f,(y) < h(z) <a+e (3.7)
n yeWo
esitsizligi saglanir. Diger bir ifade ile
d{neN:inf f.(y) <a+e})=1
yeWo
esitligi elde edilir. Boylece
d({n eN:V;x (—oo,oz+€)ﬂepifn #£0}) =1
olur. Buradan ise
d({n e N:V; x (a—s,a+e)ﬂepz‘fn7é®}) =1
esitliginden (x, «) € st-liminf, (epif,) elde edilir. Boylece
epih C st-liminf(epif,) (3.8)
bagintisi saglanir. (3.6) ve (3.8) kullanilarak istenilen elde edilir. O

Lemma 3.4 ve Lemma 3.5 ten elde edilen sonuglar, istatistiksel alt ve st epi-
limitlerin topolojik tanimlarinin verilmesini saglar. Tanim 3.6 ile bu limitlere yer

verilecektir.
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Tanim 3.6 (X, d) bir metrik uzay ve f, : X — R fonksiyon dizisi olsun. Her z € X
icin, istatistiksel alt epi-limit
(est— lim inf fn> () = sup st-liminf inf f,(y)
n VeN (z) noyeV
ve istatistiksel iist epi-limit
(est— lim sup fn) (x) = sup st-limsup inf f,(y)
n VEN (z) n  YeV
seklinde tanimlanir. Bir f : X — R fonksiyonu ey- liminf, f, = egy-limsup, f, = f
esitligini sagliyorsa f = eg-lim, f, olarak ifade edilir ve (f,) dizisi f fonksiyonuna

X fizerinde istatistiksel epi-yakinsaktir denir (f,, <% f).
Lemma 3.7 (z,) bir reel say1 dizisi olmak iizere, istatistiksel alt limit

st-liminf x,, = inf supz, = sup inf x,
n NeS# neN NesneN

ve istatistiksel st limit

st-limsup z,, = sup inf z,, = inf supx,
n NeS# neN NEeS pnen

olacak sekilde tanmimlandigindan istatistiksel alt epi-limit

eq-liminf f,)(x) = su inf sup inf f,(y) = sup sup inf inf f,
(- lim inf f,)(z) JSup nf, sup inf J (¥) JSup sup il inf f (%)

ve istatistiksel tist epi-limit

eg-limsup f,)(x) = sup sup inf inf f,(y) = sup inf sup inf f,(y
(e n @) VeN (z) Nes# nEN yeV (@) VeN (z) NES neN yEV )

esitlikleri ile ifade edilir.

Uyar1 3.8 (X, d) bir metrik uzay ve f, : X — R alttan yan siirekli fonksiyonlarm
bir dizisi olsun. Eger f,(x) fonksiyonlar1 = ten bagimsiz ise, her n € N ve her x € X
icin f,(x) = a, olacak sekilde bir a,, € R sabit dizisi vardir. Bu durumda istatistiksel
alt epi-limit

e~ liminf f,, () = st-liminf a,,
n n
ve istatistiksel tist epi-limit

es- limsup f,,(x) = st-limsup a,

esitlikleri ile gosterilir.
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Uyar1 3.9 (X,d) bir metrik uzay ve f, : X — R fonksiyon dizisi verilsin. Eger
fn(x) fonksiyonlar: n den bagimsiz ise, her n € N ve her z € X i¢in f,(z) = f(z)

olacak sekilde bir f : X — R fonksiyonu vardir. Bu durumda

eg-liminf f, = egy-limsup f,, = sc™ f

esitligi gecerlidir.
Onerme 3.10 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere, her z € X i¢in

(est-liminf f,)(z) < st-liminf f,(z),

(es-limsup f,)(x) < st-limsup f,(x)

n

esitsizlikleri saglanir.
Ispat. Her x € X, her V € N(x) ve her n € N i¢in

inf fn(y) < fn<x>

yeVv

olacak sekilde en az bir N € S vardir. Indeks kiimesinin se¢iminden dolay

st-liminf inf f,(y) < st-liminf f,(z),

n yev

st-lim sup in‘f; faly) < st-limsup f,(x)
n ye n

esitsizlikleri saglamir. Bu esitsizliklerde V' € N (z) tizerinden supremum alimirsa,

sup st-liminf inf f,(y) < st-liminf f,(x),
VeN(z) noyeV n

sup st-limsupinfyev fn(y) < st-limsup f,(z)
VeN(z) n n

esitsizlikleri elde edilir. Boylece
(es-liminf f,)(x) < st-liminf f,(z),
(es-limsup f,)(z) < st-limsup f,(x)

oldugu goriiliir. O]
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Teorem 3.11 (X, d) bir metrik uzay ve f, : X — R alttan yar siirekli fonksiy-
onlarmn bir dizisi olsun. Her bir @ € R igin lev<,f = st-lim,(lev<,, fn) esitligini
saglayacak gekilde a noktasina istatistiksel yakinsak reel degerli bir «,, dizisi varsa,

f = eq-lim, f, elde edilir.
Ispat. Teoremi ispatlamak icin varsayilan leveo f = st-lim, (lev,,, fr) esitligi

st-lim sup(lev<y, fn) C lev<nf C st-liminf(lev<,,, fn)

n

bagintilar: tizerinden kullanilacaktir. (x,«) € epif segilirse x € lev<, f elde edilir.
« ya istatistiksel yakinsak bir o, dizisi segilsin ve lev<,f C st-liminf,(lev<,, fn)
kapsama bagmtisinin saglandigi kabul edilsin. Bdéylece z € st-liminf, (lev<q, fr)
elde edilir. Onerme 2.25 kullanilirsa x, € (lev<q, fn) olacak sekilde z noktasima
istatistiksel yakinsak bir z, dizisi vardir. Bu ise (z,,q,) € epif, olmasidir. Bu

durumda (z,,, ) =5 (z, @) ve (z, ) € st-liminf, (epif,) saglamr. Buradan ise

epif C st-liminf(epif,) (3.9)

elde edilir.

st-limsup,, (epif,) C epif kapsama bagintisim gostermek icin, aksi varsayilsin ve
(x,B) € st-limsup,,(epif,) fakat (z,5) ¢ epif olsun. Bu durumda § < f(z) olur.
Ayni zamanda her n € N icin (z, 8) € I'g, 5.) Ve (Tn, Bn) € epif, olacak sekilde en
az bir N € §# vardir. 8 ve f(x) arasinda bir a skaleri secilsin (8 < a < f(z)) ve
oy, dizisi leve, f D st-limsup,, (lev<,, f) kapsama bagintisini saglayan, « skalerine
istatistiksel olarak yakinsayan bir dizi olsun. Bu durumda §({n : 8, < a,}) # 0
ve (x,, ) € epif, elde edilir. Her n € N i¢in, z, € lev<,, f, ve buradan da
x € st-limsup,, (levy,, f) oldugundan ve st-limsup,, lev<,, frn C lev<,f varsayimin-

dan x € lev<, f ve f(x) < a gelir ki bu bir geligkidir. Boylece
st-lim sup(epif,) C epif (3.10)

olur. Sonug olarak (3.9) ve (3.10) kapsama bagintilar1 kullamlirsa f = ey-lim, f,

sonucuna ulagilir. O
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Teorem 3.12 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere, f, : X — R alttan yan siirekli

yar1 siireklidir. Istatistiksel epi-limitin mevcut oldugu durumda egy-lim,, f, limit

fonksiyonu da alttan yar: siirekli olur.

ispat. X tizerindeki agik kiimelerin ailesi U ve o : U — R keyfi bir fonksiyon olsun.
f X — R fonksiyonu f(x) = supyep,) 0(U) seklinde tamimli olmak {izere, her
UC X, hery € Uveher Ue N(y) icin f(y) > o(U) olacag agktir. Bu esitsizlik

her U € N(z) igin saglandigindan

inf f(y) = o(U)

yelU

olur. Bu egitsizlikte U € N (x) lizerinden supremum alimirsa, her x € X igin

flz) = sup o(U) < sup inf f(y)
UeN (z) UeN (z) YEU
elde edilir. supyepn () 0(U) > supyep () infyer f(y) bilindiginden
sup o(U)= sup inf f(y)
UEN (z) UeN (z) YEU
esitligi saglanir. o(U) = st-liminf,, inf ey f,,(y) seklinde tanimlanirsa istenilen elde
edilir. Son adimda o(U) = st-limsup,, inf ey f,,(y) veya o(U) = st-lim,, inf cry fi,(y)
olarak tanimlandiginda eg-lim sup,, f,, ve eg-lim,, f,, fonksiyonlarinin da alttan yar

siirekli oldugu sonucuna varilir. O]

Teorem 3.13 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere, f, : X — R fonksiyon dizisi icin

asagidaki ozellikler saglanir:

(i) (fn) dizisi istatistiksel monoton azalan ise eg-lim, f, limiti mevcuttur ve bu

limit sc~[inf,, f,] fonksiyonuna esittir.

(i) (fn) dizisi istatistiksel monoton artan ise ey-lim, f, limiti mevcuttur ve bu

limit sup,,[sc” f,] fonksiyonuna esittir.
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Ispat. (i) (f,) istatistiksel monoton azalan oldugundan, her n € N icin f,, > fi, o
olacak sekilde §(K) = 1 olan bir K = {k; < ko < k3 < ---} C N kiimesi vardir. Bu
durumda fonksiyon dizisindeki fonksiyonlarin epigraflarindan olusan (epif,,) kiime
dizisi de istatistiksel monoton artan olacaktir (epify, C epify,,,). Bu durumda
epi(sc[inf f,]) = ¢l U epi fr, (3.11)
neN

egitligi elde edilir. Aym1 zamanda, istatistiksel artan kiime dizileri i¢gin Teorem 2.13

(Talo vd. 2016) kullanilirsa
st-lim(epif,) = cl U epi fr, (3.12)
neN

esitligi saglanir. (3.11), (3.12) ve Tamm 3.1 kullanilarak

st-lim(epif,) = epi(sc™[inf f,]) = epi(eqy-1lim f,)

elde edilir ve bu ise sc™[inf,, f,| = egy-lim,, f, esitligidir.

(ii) (fn) istatistiksel monoton artan oldugundan, her n € N i¢in fi, < fi,,, olacak
sekilde 0(K) = 1 olan bir K = {k; < ks < k3 < ---} C N kiimesi vardir. Bu
durumda fonksiyon dizisindeki fonksiyonlarin epigraflarindan olugan (epif,,) kiime

dizisi de istatistiksel monoton azalan olacaktir (epify, 2 epify, ,). Bu durumda

epi(sup[sc” f,]) = ﬂ epi f, (3.13)

" neN

esitligi saglanir. Aymi zamanda, istatistiksel azalan kiime dizileri i¢in Teorem 2.15

(Talo vd. 2016) kullanilirsa
st-lim(epif,) = ﬂ epi fr, (3.14)
neN

oldugu goriliir. (3.13), (3.14) ve Tamim 3.1 kullanilirsa

st-lim(epif,) = epi(sup[sc™ f.]) = epi(egy-lim f,)

elde edilir ve bu ise sup,[sc™ f,] = ey lim,, f, esitligidir. O
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Uyar: 3.14 Teorem 3.13 deki fonksiyon dizilerinin alttan yari siirekli olmasi duru-

munda asagidaki ozellikler saglanir:

(i) (fn) dizisi istatistiksel monoton azalan ise eg-lim, f, limiti mevcuttur ve bu

limit inf,, f,, fonksiyonuna esittir.

(ii) (f,) dizisi istatistiksel monoton artan ise ey-lim,, f, limiti mevcuttur ve bu

limit sup,, f,, fonksiyonuna esittir.

Tanmim 3.15 Her € > 0, her y € B(x,0) ve her n € N igin

fn(x) = fuly) < e

olacak gekilde en az bir 6 > 0 ve en az bir N C § bulunabilmesi i¢in gerek ve yeter

sart (f,) dizisinin x € X noktasinda istatistiksel alttan eg yar siirekli olmasidir.

Siradaki teorem, istatistiksel noktasal yakinsaklik ile istatistiksel epi-yakinsakligin

ortiismesi icin gereken en temel gart1 ifade eder.

Teorem 3.16 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere, f, : X — R fonksiyon dizisi ve
f: X — R fonksiyonu verilsin. (f,) dizisi # noktasinda istatistiksel alttan es yar
stirekli olsun. Bu durumda (f,,) dizisinin x noktasinda f fonksiyonuna istatistiksel
epi-yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart (f,,) dizisinin x noktasinda f fonksi-

yonuna istatistiksel noktasal yakinsak olmasidir.

Ispat. (fn) dizisi = noktasinda istatistiksel alttan eg yar: siirekli olsun. Bu durumda

her € > 0 ve her n € N i¢in

fulz) —e < inf fu(y) (3.15)

yev

olacak gekilde en az bir V' € N (z) ve en az bir N € S vardir. Bu ifade segilen indis

kiimesinden dolay1

st-liminf f,(z) —e < sup st-liminf inf f,(y)
n Ve () no yev

seklinde yazilabilir. Onerme 3.10 kullanilirsa

st-liminf f,(x) = sup st-liminf inf f,(y)
n VEN () n yev
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elde edilir. Buradan ise
st-liminf f,(z) = ey-liminf f,(x)
esitligi saglanir. Benzer sekilde (3.15) esitsizligi

st-limsup f,(x) —e < sup st-limsup inf f,(y)
n VeN(z) n  YEV

seklinde yaziip Onerme 3.10 kullamldiginda
st-limsup f,(x) = sup st-limsup inf f,(y) = eg-limsup f,(z)
n VeN(z) n yev n

elde edilir. Boylece st-lim,, f,(x) = eg-lim, f,(x) esitligi saglanir.
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4. TEMEL OZELLIKLER

Teorem 4.1 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, f,, : X — R fonksiyon dizisi
ve f : X — R fonksiyonu verilsin. (f,) dizisi f fonksiyonuna diizgiin istatistiksel

yakinsak ise bu dizi sc¢™ f fonksiyonuna istatistiksel epi yakinsaktir.

Ispat. (fn) dizisi f fonksiyonuna diizgiin istatistiksel yakinsak olsun. Bu durumda
her bir € > 0, her n € K ve her y € X icin |f,(y) — f(y)| < € olacak sekilde en az

bir K € § indis kiimesi vardir. Bu esitsizlik

fly) —e < fuly) < fly) +¢

seklinde yazilir. Diizglin istatistiksel yakinsaklik y noktasindan bagimsiz oldugu i¢in

her U € X acik kiimesi ve her n € K i¢in

;ggf(y) —e < inf faly) < ;g[f]f(y) +e

esitsizligi gecerlidir. Buradan

st-lim inf f,(y) = Inf f(y)

elde edilir ve her bir z € X igin
sup st-liminf f,(y) = sup inf f(y
UeN (z) n yeu ( ) UeN () YEU ( )
esitligi saglanir. Bu esitlik (f,,) dizisinin sc™ f fonksiyonuna istatistiksel epi-yakinsak

oldugunu gosterir. O

Istatistiksel noktasal yakinsaklikta ¢ degerinin her bir z € X noktasma gore degise-
bilmesi, istatistiksel noktasal yakinsaklik ile istatistiksel epi-yakinsakligin genel olarak
neden ortiigmedigi hakkinda bir fikir verir. Bunun yaninda diizgiin istatistiksel
yakinsaklikta € degeri x € X noktalarindan bagimsiz oldugu i¢in asagidaki uyariyi

vermek gerekmektedir.

Uyar1 4.2 (f,) dizisi f fonksiyonuna diizgiin istatistiksel yakinsak ve her bir f,
fonksiyonu alttan yar siirekli ise, f fonksiyonu da alttan yar siirekli ve (f,,) dizisi

f fonksiyonuna istatistiksel epi-yakinsak olur.
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Teorem 4.3 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, f,, : X — R fonksiyon dizisi

ve h : R — R artan siirekli fonksiyonu verilsin. Bu durumda asagidaki esitlikler

saglanir:
es-liminf(h o f,) = h o (eg-liminf f,), (4.1)
eg-limsup(h o f,) = h o (eg-limsup f,). (4.2)

Ispat. h fonksiyonu artan ve siirekli oldugu i¢in
h(inf A) = inf h(A) ve h(sup A) =suph(A)

esitligi her bir A C R kiimesi i¢in gecerlidir. Alt istatistiksel epi-limit tanimi, Lemma

3.7 geregi

eg-liminf f,)(x) = sup sup inf inf f,
(e liminf £,)(x) = sup sup inf inf £,(s)

seklinde yazilabileceginden, h fonksiyonu ile bilegke iglemi

sup sup inf inf A (f, :h< sup sup inf inf f, )
UGNI()z) Neg neN yev (fulw)) UGNI()r) Neg”EN yEUf )

esitligi ile ifade edilerek (4.1) saglamir. Benzer sekilde tist istatistiksel epi-limit

tanimi, Lemma 3.7 geregi

eq-limsup f,)(z) = sup inf sup inf f,
(est 5 P fn)(2) VGNI?I)NeSneEyevf(y)

seklinde yazilabileceginden, h fonksiyonu ile bilegke iglemi

sup inf sup inf A (f, = h( sup inf sup inf f, )
VeJ\/’I?z) Nes ne]I\)f yeV (fal)) VGNI?m) Nesnejl\jfyevf )

esitligi ile ifade edilerek (4.2) saglanir. O

Teorem 4.4 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere f,, g, : X — R toplamlan iyi

taniml fonksiyon dizileri verilsin. Bu durumda asagidaki esitsizlikler saglanir:

eg- iminf(f,, + g,) > eg-liminf f,, + ey-liminf g,,, (4.3)
es- imsup(fy, + gn) > eg-limsup f,, + eg-liminf g,. (4.4)

28



Ispat. (4.4) esitsizligini gostermek icin (f,) ve (g,) dizileri i¢in baz1 kisitlamalar
getirilsin. X {tizerinde, her n € N i¢in f,, < a ve g, < a olacak sekilde bir a € R

sabiti alimirsa toplamlar iyi tanimli olur. Her bir U € X acik kiimesi i¢in

. o .
;glf](fn +gn)(y) > ;gg faly) + ;gg In(y)

esitsizligi gecerlidir. Istatistiksel alt ve iist limitlerden faydalanarak

o : S bl : e ‘
st hmnsup ;I€1[f] (fn + gn)(y) > st-limsup ylgg fu(y) + st hmnlnf ;g{f} n(Y) (4.5)

n

elde edilir. Simdi x € X noktasi sabitlensin. Eger

es-limsup f,,(x) + eg-liminf g, (x) = —o0

ise (4.4) esitsizligi saglanir. Diger durumlarda, her bir € > 0 igin

(est-limsup f,)(z) — € < st-limsup in‘f/ fu(y), (4.6)
n n ye

(est-liminf g,)(z) — € < st-lim inf ianV gn(y) (4.7)
n n ye

olacak gekilde V,W € N(z) kiimeleri vardir. U = V N W olsun. Bu durumda
U € N(z) olur ve

. oy . oy
;gg faly) < ylg(f} faly) ylgva gn(y) < ;g{f] 9n(Y)

esitsizlikleri yazilir. Tanim 3.6 ile (4.5), (4.6) ve (4.7) kullamlarak

esylimsup(fy + gn)(2) 2 st-limsup inf (fo + g.)(y) (4.8)
n n Yy

> eg-limsup f,(x) + ey-liminf g, () — 2¢

ifadesi elde edilir ve € keyfi oldugundan f,, < a ve g, < ai¢in (4.4) esitsizligi saglanir.
Simdi de genel durumu inceleyelim. (f,,) ve (g,) dizileri tistten sinirh olmasim. Her
bir @ € R igin h, : R — R artan siirekli fonksiyonu h,(t) = min{¢,a} seklinde
tanimlansin. Her bir n € N i¢in, X tizerinde h, o f, < a ve h, o g, < a oldugu
bilindiginden, ispatin (4.8) adimindan devam edilirse

€st™ lim sup ((ha © fn) + (ha © gn)) Z Cst- lim Sup(ha o fn) + est- lim inf(ha o gn)

n
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elde edilir. Teorem 4.3 kullanilirsa

es- imsup(fr + gn) > eg-limsup ((hq 0 fn) + (ha © gn))

n n

> ha % (est’ lim sup fn) + ha © (eSt_ lim sup gn)

esitsizlikleri saglanir ve ¢ — oo alimirsa simirsizhik durumunda da (4.4) esitsizligi
saglanmig olur.
(4.3) esitsizligini gostermek igin X tizerinde, her n € N i¢in f,, < a ve g, < a olacak

sekilde bir a € R sabiti secilir. Her bir U € X agik kiimesi icin

. o .
;glf](fn + gn)(y) > ;glf] faly) + ;glf] 9n(y)

esitsizligi gecerlidir. Istatistiksel alt limitler kullanilarak

T > st T inf T .
st hn}lmf églf](fn + gn)(y) > st-liminf églf] fu(y) + st hmnlnf églf] gn(y) (4.9)

n

ifadesi elde edilir. x € X noktas: sabitlenirse her bir £ > 0 i¢in

(es-liminf f,)(z) — & < st-liminf 12‘f/ fn(y), (4.10)
n n Yy

(est-liminf g,)(z) — € < st-lim inf in&/ gn(y) (4.11)
n n ye

olacak sekilde en az birer V,W € N(z) vardir. U = V N W olsun. Bu durumda
U € N(z) olur ve

. _ . _
ylgg faly) < ylgg In(y), ylgva In(y) < ;25 9n(y)

esitsizlikleri olusturulur. Tamm 3.6 ile (4.9), (4.10) ve (4.11) kullanilarak
es- iminf(f,, + gn)(z) > st-liminf in[f](fn + g0)(y) (4.12)
n n ye
> eg-liminf f,(x) + egy-liminf g, (z) — 2¢

esitsizligi elde edilir ve ¢ keyfi oldugundan (4.3) gosterilmis olur. Benzer gekilde
(4.4) esitsizliginin gosterilmesinde oldugu gibi simirsizlik durumunda da esitsizlik

saglanir. O]

(fn) ve (gn) fonksiyonlarimin istatistiksel epi-yakinsak olmalar: durumunda bile (4.3)
ve (4.4) esitsizliklerindeki esitlik durumu kalkabilir. Asagidaki 6rnekte bu durum

verilmigtir.
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Ornek 4.5 fn, gn : R — R fonksiyon dizileri agagidaki gibi tanimlansim:
-2, n ¢ift tam kare ise

sin(nzx), diger durumlarda

-2, n tek tam kare ise

-sin(nz), diger durumlarda.
Bu durumda (f,) ve (g,) dizilerinin her biri h(xz) = -1 fonksiyonuna istatistiksel
epi-yakinsak olmasima ragmen (f, + ¢,) dizisi h(z) = 0 fonksiyonuna istatistiksel

epi-yakinsak olur.

Sonuc 4.6 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere f,, g, : X — R fonksiyon dizileri
verilsin. (g,) dizisi ile g fonksiyonu sonlu ve (g,) dizisi g fonksiyonuna istatistiksel

siirekli yakinsak ise agagidaki egitlikler saglanir:

es- Uminf(f, + g,) = eg-liminf f,, + g, (4.13)

es- limsup(fn + gn) = ey-limsup f,, + g. (4.14)

Ispat. (4.14) esitligini gosterelim. Oncelikle Teorem 2.21 geregi, (g,) dizisinin g
fonksiyonuna istatistiksel siirekli yakinsak olmasi, g fonksiyonunun siirekli olmasini

ve g oy g yakinsakligini gerektirir. Boylece Teorem 4.1 kullanilarak
9n g
elde edilir. Buradan ise Teorem 4.4 kullanilarak
es- imsup(fy, + gn) > eg-limsup f,, + ¢ (4.15)

saglandigr goriiliir. Diger yandan, (—g,) dizisi de —g fonksiyonuna X iizerinde

istatistiksel epi-yakinsaktir. Burada da Teorem 4.4 kullanilirsa
es- limsup f, = eg-lim Sup(fn + gn — gn) > eg-lim Sup(fn + gn) -9
esitsizligi elde edilir. Bu durumda

Est hm sup fn + g Z Est hm Sup(fn + gn) (416)
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olur ve (4.15) ile (4.16) kullanilarak (4.14) esitligi saglanmig olur.
Simdi de (4.13) esitligini gosterelim. Benzer sekilde g, g yakmsakhigi g, <2 g

seklinde kullanilacaktir. Burada Teorem 4.4 kullanilarak
e~ Uiminf(f,, + gn) > eg-liminf f,, + ¢ (4.17)

esitsizliginin saglandigi gortiliir. Diger yandan, (—g,) dizisi de —g fonksiyonuna X

tizerinde istatistiksel epi-yakinsaktir. Teorem 4.4 kullanilirsa
Est- lin%inf frn = €g- lirrhinf(fn + G0 — gn) > eq- limninf(fn +g.)—9g
esitsizligi elde edilir. Boylece
Eq- limninf fn+9>eqy lin%inf(fn + gn) (4.18)
saglanir ve (4.17) ile (4.18) kullanmlarak (4.13) esitligine ulagihir. O

Sonuc 4.7 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, f, : X — R fonksiyon dizisi ve

g : X — R siirekli fonksiyonu verilsin. Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir:

e~ iminf(f, + g) = ey-liminf f,, + g, (4.19)
eg-limsup(f, + g) = eg-limsup f, + g. (4.20)
ispat. g fonksiyonu siirekli oldugundan g = (g,) sabit fonksiyon dizisi g fonksi-

yonuna istatistiksel siirekli yakinsaktir. Boylece Sonug (4.6) ispat1 tamamlar. O]

Sonug 4.7 deki g fonksiyonunun siireklilik garti kaldirilamaz. Asagidaki 6rnek bu

durumu gosteren niteliktedir.

Ornek 4.8 fn : R = R fonksiyon dizisi

2,.2 .
2nze?™ ™ ntam kare ise

fn(w) =

2.2 o
nxe? " diger durumlarda

ve g : R — R fonksiyonu

0, z=0ise

1, x #0ise
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olacak gekilde tanmimlansin. Agikca gortildigii tizere (f,,) dizisindeki her bir fonksiyon

D=

stirekli ve g fonksiyonu da alttan yar stireklidir. (f,,) dizisi z = 0 noktasinda —%e‘

SIS

noktasima istatistiksel epi-yakinsak iken (f, + ¢) ise aym noktada 1—%6_
noktasina istatistiksel epi-yakinsaktir. Baska bir ifade ile, Sonug 4.7'de elde edilen
esgitlik saglanmamaktadir. Bunun sebebi z = 0 noktasinda g fonksiyonunun siirekli

olmamasidir.

Sonuc 4.9 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere f,, g, : X — R fonksiyon dizileri
verilsin. (f,,) dizisi f fonksiyonuna istatistiksel epi-yakinsak ve istatistiksel noktasal
yakinsak, (g,) dizisi de g fonksiyonuna istatistiksel epi-yakinsak ve istatistiksel nok-
tasal yakinsak olsun. Bu durumda, iyi tammmh (f, + g,,) dizisi ve f + g fonksiyonu
icin (f, + gn) dizisi de f + g fonksiyonuna istatistiksel epi-yakinsak ve istatistiksel

noktasal yakinsak olur.
Ispat. Teorem 4.4 geregi
f+g9=ey limninf fn+ €st- lin%linf In
< eg- limninf (fn+ gn)
< eg-limsup(f, + g,)
<st-limsup(f, +g,) = f+g

ifadeleri saglanir ve istenilen sonug elde edilir. O

Teorem 4.10 (X, d) bir metrik uzay olmak tizere, konveks fonksiyonlardan olusan

frn : X — R dizisi verilsin. Bu durumda ey-limsup, f, fonksiyonu da konvekstir.

ispat. Her bir f,, fonksiyonu konveks fonksiyon oldugundan, her bir epif, kiimesi
de konveks kiimedir. z,y € st-liminf, (epif,) noktalar secilsin. Bu durumda, her
n € N i¢in z, 4 2 olacak sekilde en az bir z,, € epif, dizisi ve bir N € § indis
kiimesi vardir. Benzer sekilde her n € K i¢in y, = y olacak sekilde en az bir
Yn € epif, dizisi ve bir K € § indis kiimesi vardir. W = N N K kiimesi alinirsa,

W kiimesinin yogunlugunun 1 oldugu agiktir. Keyfi bir A € [0, 1] i¢in
=1 =Nz, + Ay, ve 20 :=(1-Nz+ Ny
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tammmlanirsa her n € W icin 2 € epif, ve 2z, % 2 elde edilir. Bu durumda

2 € st-liminf, (epif,) saglanir ve bu da kiimenin konveksligini gosterir. (3.2) geregi,

es- limsup,, f,, fonksiyonu da konveks olur. O

Agagidaki ornek, (f,,) dizisinin X iizerinde konveks fonksiyonlardan olugsmasi duru-
munda, ey-liminf, f,, fonksiyonunun konveks olmak zorunda olmadigini gostermek-

tedir.

. _ 2
Ornek 4.11 f, : R — R fonksiyon dizisi f,(z) = (:H— (-1)”) seklinde tanimlansin.
Bu durumda f = eg-liminf, f, fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir ve konveks

degildir.

fa) = (x+1)%, 2 <0ise

(x —1)2, x>0 ise.

Uyar: 4.12 Istatistiksel epi-limitin mevcut oldugu durumlarda, f = ey-lim, f,

fonksiyonu da konveks fonksiyon olur.
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5. KAPALI KUMELER VE EPIGRAFLAR

Teorem 5.1 (A,) bir kiime dizisi ve A kapali bir kiime olsun. A C st-liminf, A,
olmas i¢in gerek ve yeter sart A N O # 0 ozelligindeki her O agik kiimesi ve her
n € N icin A, N O # () olacak sekilde en az bir N € S olmasidir.

Ispat. Gereklilik, Tamm 2.23 deki (2.5) den dogrudan elde edilir. Yeterlilik igin,
r € A fakat x ¢ st-liminf, A, olsun. Bu durumda (2.5) geregi VN A # 0
ozelligindeki bir V' € N(x) agk kiimesi ve her N € § icin V N A, = ) olacak
sekilde en az bir n € N vardir. Bu ise, yeterlilik kisminin karsit tersine denk gelir

ve istenilen elde edilir. O

Teorem 5.2 (A,,) bir kiime dizisi ve A kapali bir kiime olsun. A D st-limsup,, A,
olmasi icin gerek ve yeter sart ANC = () 6zelligindeki her C' kompakt kiimesi ve her

n € N i¢in A, N C = 0 olacak sekilde en az bir N € S olmasidir.

Ispat. Gereklilik icin, A D st-lim sup,, A,, oldugu kabul edilsin ve AN C = () olan
bir kompakt C kiimesi segilsin. Her N € § ve bu N lerden alinan bazi n ler i¢in
A, NC # 0 olsun. Fakat bu durumda, n € N alindiginda istatistiksel limiti A
kiimesinde olmayacak sekilde bir z,, € A,, dizisi en az bir N € S# icin mevcuttur.
Bu ise bir celigkidir.

Yeterlilik i¢in, = € st-limsup,, A, fakat = ¢ A olacak sekilde bir z noktasi segilsin.
Bu durumda (2.8) geregi, yeterince kiigiik bir € i¢in A ile kesismeyen B(z,¢) yuvari

sonsuz sayida n icin A, ile kesigir. Bu ise A, N C = 0 ile celisir. O]

Teorem 5.3 X sonlu boyutlu lineer normlu uzay olsun. A C st-liminf,, A,, olmasi

i¢in gerek ve yeter sart her x € X igin st- limsup,, d(x, A,,) < d(z, A) olmasidir.

ispat. Yeterlilik, z € A alinarak (2.10) dan elde edilir. Gerekliligi gostermek icin

z € X vey € Asecilsin. Istatistiksel alt limit tamimindan, her n € N i¢in lim, y,, = v

d(x, An) < ||yn — x|| esitsizligi n € N oldugunda saglanir. Burada n — oo tizerinden

limit alindiginda istenilen sonug elde edilir. O]
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Teorem 5.4 X sonlu boyutlu lineer normlu uzay olsun. A D st-lim sup,, A,, olmasi

icin gerek ve yeter gart her x € X i¢in d(z, A) < st-liminf, d(z, A,)) olmasidir.

Ispat. Yeterlilik, z € st-limsup, A, alindiginda (2.9) dan elde edilir. Gerekliligi
gostermek i¢in z € X segilsin. Eger x € A ise ispat tamamdir. Diger durumlarda
negatif olmayan herhangi bir a igin d(z, A) > a sart1 AN B(x,a) = 0 esitligine
denktir. Buradan Teorem 5.2 kullanilirsa her n € N i¢in A, N B(x,a) = 0 olacak
sekilde en az bir N € § vardir. Bu ise her n € N i¢in d(z, A,,) > a olmas1 demektir.

Bu ise ispat1 tamamlar. O

Sonuc 5.5 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, f,, : X — R fonksiyon dizisi ve
alttan yari siirekli f : X — R fonksiyonu verilsin. epif C st-liminf, epif, olmasi
icin gerek ve yeter sart epif N O # 0 ozelligindeki her O acik kiimesi ve her n € N
icin epif, N O # () olacak sekilde en az bir N € S olmasidur.

Ispat. f fonksiyonunun alttan yar1 stirekli olmasi epif kiimesininin kapali olmasi
anlamina gelir. Bu durumda Teorem 5.1 kullanilarak (f,,) dizisi ve f fonksiyonunun

epigraflar1 i¢in istenilen sonug elde edilir. ]

Sonuc 5.6 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, f,, : X — R fonksiyon dizisi ve
alttan yar siirekli f : X — R fonksiyonu verilsin. epif D st-limsup, epif, olmas
icin gerek ve yeter sart epif N C = () ozelligindeki her C' kompakt kiimesi ve her
n € N icin epif, N C = () olacak sekilde en az bir N € S olmasidir.

ispat. f fonksiyonunun alttan yari stirekli olmasi epif kiimesininin kapali olmasi
anlamina gelir. Bu durumda Teorem 5.2 kullanilarak, (f,,) dizisi ve f fonksiyonunun

epigraflar1 i¢in istenilen sonug elde edilir. O

Sonuc 5.7 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, f, : X — R fonksiyon dizisi ve
alttan yari siirekli f : X — R fonksiyonu verilsin. epif C st-liminf, epif, olmas
icin gerek ve yeter sart epif N B(x,e) # () ozelligindeki her B(z,¢) acik yuvar ve
her n € N igin epif, N B(x,e) # () olacak sekilde en az bir N € S olmasidir.

ispat. Sonug 5.5 kullanilarak ispat tamamlanir. O
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Sonuc 5.8 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, f, : X — R fonksiyon dizisi ve
alttan yar siirekli f : X — R fonksiyonu veriliyor. epif D st-lim sup,, epif, olmas
icin gerek ve yeter sart epif N B(x,¢) = 0 6zelligindeki her B(z, ) kapali yuvari ve
her n € N icin epif, N B(x,e) = () olacak sekilde en az bir N € S olmasidir.

ispat. Sonug 5.6 kullanilarak ispat tamamlanir. O

Teorem 5.9 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, f, : X — R fonksiyon dizisi ve
alttan yar1 siirekli f : X — R fonksiyonu verilsin. ey-liminf, f, > f olmasi icin
gerek ve yeter sart her kompakt C' C X kiimesi i¢in st-liminf,(info f,) > info f

olmasidir.

ispat. Gereklilik kismini gostermek icin eg-liminf, f, > f oldugu kabul edilsin.
Bu esitsizlik st-limsup,,(epif,) C epif kapsama bagmtisinina denktir. Bir C C X
kompakt kiimesi ve info f > a olacak sekilde bir a € R secilsin. Bu durumda epi f
kiimesi ile (C,a) kompakt kiimesi kesigmez. Boylece Sonug 5.6 geregi, her n € N
icin (C,a)(epif, = 0 olacak gekilde en az bir N € S vardir. Bu ise inf¢ f, > a

esitsizligini verir ve indeks kiimesinin se¢iminden dolay1
st-lim inf(inf f,,) > inf f
n C C

esitsizligi elde edilir.
Ispatin yeterlilik kismini gostermek icin epif ile kesismeyen bir B ((z, a), €) silindiri

asagidaki gibi tanimlansin:
Bt ((x,a),¢) = B(z,¢) x [a —¢,a +¢].

f fonksiyonu alttan yar1 strekli oldugundan epif kiimesi kapali olur ve bdoylece
infg, . [ > ate esitsizligi saglanr. B(xz, ¢) yuvar1 X uzaymda kompakt oldugundan
varsayim geregi st- lim infn(infg(z,a) fn) > a+e esitsizligi saglanir. Boylece her n € N
i¢in infg, .y fn > a+¢ olacak sekilde en az bir N' € § vardir. Bu durumda herhangi
bir n € N i¢in BT ((x,a), ¢) silindiri epi f,, kiime dizisi ile kesismez. Sonug 5.8 geregi

st-lim sup,, (epif,) C epif elde edilir ve bu ise
eg-liminf f, > f
esitsizliginin saglandigini gosterir. O]
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Teorem 5.10 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere, f, : X — R fonksiyon dizisi
ve alttan yan siirekli f : X — R fonksiyonu verilsin. ey-limsup, f, < f olmasi
icin gerek ve yeter sart her actk @ C X kiimesi i¢in st-limsup,,(infp f,) < infp f

olmasidir.

Ispat. Gereklilik kismin gostermek i¢in egy-limsup,, f,, < f oldugu kabul edilsin.
Bu esitsizlik st-lim inf,, (epif,,) D epif kapsama bagintisina denktir. Bir O C X agik
kiimesi ve info f < a olacak sekilde bir a € R secilsin. Bu durumda O x (—o0, a)
kiimesi agiktir ve epif kiimesi ile kesigir. Boylece Sonug 5.5 geregi, her n € N igin
O x (—o00,a)(epif, # 0 olacak sekilde en az bir N € § vardir. Bu ise infp f, < a

esitsizligini verir ve boylece
t- li inf <inf
S 1mnsup(1g ) < in f

esitsizligi elde edilir.

Ispatmn yeterlilik kismim gostermek icin, epif kiimesi ile kesisen ve Teorem 5.9 da
tanmimlanan intB*((z,a),¢) silindiri secilirse infinp f < a + € oldugu goriiliir.
Hipotezden dolay1 her n € N icin infiyp(¢) J < a+¢ olacak sekilde en az bir N € §
indeks kiimesinin olacagi agiktir. Boylece her n € N igin B*((z,a),e)(\epif, # 0
olur. Bu durumda Sonug 5.7 geregince st- liminf,,(epif,) D epif elde edilir ki bu ise

es- limsup,, f, < f esitsizligini verir. O]
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6. DIZISEL KARAKTERIZASYONLAR

Bu boliimde, istatistiksel epi-yakinsaklhigin dizisel karakterizasyonlar: verilecektir.

Bilindigi tizere epi-yakinsaklik, fonksiyon dizileri i¢in agagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 6.1 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere, f, : X — R fonksiyon dizisi verilsin.

fn = f olmas icin gerek ve yeter sart, her bir € X noktasi icin
(i) V @, — « dizisi i¢in, liminf, f,(z,) > f(x),
(i) 3z, — x dizisi i¢gin, limsup,, f,(z,) < f(z)

ifadelerinin saglanmasidir (Rockafellar ve Wets 2009).

Buradan agik¢a anlagilmaktadir ki, gerektirme cift yonliidiir. Bu durumun aksine,
istatistiksel epi-yakinsakligin dizisel karakterizasyonunda gerektirme tek yonliidiir.
Bunun sebebi, x noktasimin (z,) dizisinin istatistiksel limit noktasi ya da istatis-
tiksel yigilma noktasi olmasi ile ilgilidir. Teorem 6.2 de istatistiksel st epi-limit,
Teorem 6.3 ve Teorem 6.5 de ise istatistiksel alt epi-limit verilmistir. Bu teoremler
yardimiyla istatistiksel epi-limit tamimlanmigtir. Ayrica, x noktasinin istatistiksel
yigilma noktast olarak kullanildigl teoremlerde bu sartin x noktasinin istatistiksel

limit noktas:1 olarak degistirelemeyecegi 6rneklerle gosterilmigtir.

Teorem 6.2 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, f, : X — R fonksiyon dizisi
verilsin. eg-limsup,, f,, = f olmasi icin gerek ve yeter sart, her bir x € X noktasi

i¢in
(i) V x, —y 2 dizisi icin, f(z) < st-limsup,, fn(z,),
(ii) 3z, -5 2 dizisi icin, f(z) > st-limsup,, fo(z,)
ifadelerinin saglanmasidir.

ispat. Gereklilik kismindan basglayarak (7) yi gosterelim. ey-limsup,, f, = f esitligi
kabul edilsin. Keyfi bir z, — z dizisi ve keyfi bir V € AN (z) almdiginda her
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n € N igin z, € V olacak sekilde en az bir N € § indis kiimesi vardir. Boylece
inf ey fn(y) < fu(z,) elde edilir. Bu durumda

st-lim sup f,,(x,) > st-limsup in‘li fn(y)
n n ye

egitsizligi saglanir. V' kiimesi, x noktasinin keyfi bir komsulugu oldugu i¢in
st-limsup f,(z,) > sup st-limsup inf f,(y) = eg-limsup f,(x) = f(x)
n VeN (z) n  YeV n

elde edilir.

Simdi (i7) yi gosterelim. (x, f(x)) € epif oldugundan ve epif = st-liminf, (epif,)
varsaymmindan (x, f(x)) € st-liminf,(epif,) elde edilir. Burada (2.11) kullanilirsa,
(20, Bn) =5 (, f(x)) olacak sekilde en az bir (z,, 8,) € epif, dizisi meveuttur. Bu
durumda 8, > f,.(x,) ve st-lim, 5, = f(z) > st-limsup,, f.(x,) elde edilir.
Yeterlilik tarafini ispatlamak icin, (¢) ve (zi) nin birlikte saglandigim varsayilsin.
(z, ) € st-liminf, (epif,) alimirsa, (2.11) geregi (z,, 5,) = (z, B) olacak gekilde en
az bir (z,,[,) € epif, dizisi mevcuttur. Bu ise, her bir € > 0 ve her n € N i¢in
z, € B(z,e) ve |8, — B] < € olacak sekilde en az bir N € S oldugunu gosterir.
(n, Bn) € epif, oldugundan her n € N icin 3, > f.(x,) elde edilir. Bu durumda
B+ ¢e > fu(x,) ve bunun sonucunda da st-limsup,, f.(z,) < 5 saglanir. (i) den

dolay1 f(z) < B ve (z,3) € epif olur. Buradan ise

st-lim inf(epif,) C epif (6.1)

kapsama bagmtisi ortaya cikar. (ii) geregi, z, —5 x ve f(z) > st-limsup, f,(z,)

olacak sekilde bir (z,) dizisi bulunabilir. (z,5) € epif oldugu varsayisin. Bu
durumda 5 > f(z) ve buradan ise § > st-limsup,, f.(z,) elde edilir. Boylece
her n € N i¢in f,(z,) < B olacak gekilde en az bir N € § indis kiimesi vardir.
Bu ise (z,,,8) € epif, olmasi demektir. z, ~ z oldugundan (2.11) kullanilarak

(x,8) € st-liminf, (epif,) elde edilir ve
epif C st-liminf(epif,). (6.2)

bagntisi saglanir. (6.1) ve (6.2) kullanilarak st-liminf,(epif,) = epif esitligine

ulagilir. Bu ise egy-limsup,, f, = f esitligine denktir. O]
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Teorem 6.3 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, f,, : X — R fonksiyon dizisi

verilsin. Eger her bir x € X noktasi i¢in ey-liminf, f, = f ise
(i) V x, Ly 2 dizisi icin, f(z) < st-liminf, f,(x,),
(ii) 3 2 € 'y, dizisi i¢in, f(x) > st-liminf, f,(z,)
ifadeleri saglanir.

Ispat. z, S herhangi bir dizi olmak iizere keyfi bir V' € N(z) komsgulugu
secilsin. Her n € N icin x,, € V olacak sekilde en az bir N € S vardir. Boylece
inf ey fu(y) < fu(z,) olur ve st-liminf, f,(z,) > st-liminf, inf,cy f,(y) esitsizligi
saglanir. V' kiimesi z in keyfi bir komsgulugu oldugundan
st-liminf f,,(x,) > sup st-liminf inf f,(y) = eg-liminf f,(z) = f(z)
n VeN () n o yev n
elde edilir.
Simdi (i7)’yi gosterelim. 5 > f(x) olacak sekilde bir 5 degeri alinirsa, (z, 3) € epif
oldugu goriiliir. epif = st-limsup,,(epif,) bilindiginden (x, 5) € st-lim sup,,(epif,)
oldugu aciktir. (2.12) geregi, (z,8) € I'(,, 3, olacak sekilde bir (z,,f,) € epif,
dizisi vardir. Bu durumda, her € > 0 ve her n € N i¢in z,, € B(z,¢) ve |5, — 8] < ¢
olacak gekilde en az bir N € §# mevcuttur. Ayrica (x,, 3,) € epif, oldugu icin bu
ifade 5, > fn(x,) esitsizligine denktir. Boylece her n € N igin 5+ € > f,(x,) elde
edilir. Her iki tarafin istatistiksel limit infimumu alimirsa 8 + ¢ > st-liminf,, f,(x,)
esitsizligi gelir. € keyfi oldugundan 3 > st- liminf,, f,(x,) ve sonug olarak x € I'(,,)
icin
f(z) > st- limninf fol(zn)

elde edilir. O

Siradaki 6rnek, Teorem 6.3 i¢indeki (i) kisminda z € T, ifadesinin ), =Lz ile

degistirilemeyecegini gostermektedir.
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Ornek 6.4 N kiimesi sayilabilir ayrik kiimelere
N, ={2""'(2¢-1) : ¢ €N}, (p=1,2,3,..)

seklinde parcalansin. Agikca N = U;ozl N, ve i # jise N; N N; = 0 oldugu goriiliir.
Aym zamanda §(N,) = &'dir. n € N, (p = 1,2,...) olacak sekilde f, : R — R

fonksiyon dizisi

-1, x= % ise
fulz) =

0, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Buradan f = ey-liminf, f,, fonksiyonu

f(x) = -1, xE{O}U{%:p:LQ’g?m} ise

0, diger durumlarda

seklinde bulunur. Bdéylece Teorem 6.3'de yer alan (i) ve (ii) kosullar1 saglanir.

r € [',) yerine z, o kullanildig1 varsayilsin. Bu durumda
f(0) > st-liminf f,,(x,)

esitsizligini saglayan x,, =50 seklinde bir dizi bulunamaz. Bunun daha iyi anlasila-

bilmesi icin z, — 0 olacak sekilde bir (x,,) dizisinin oldugu ve
f(0) =-1 > st- limninf fn(zn)

esitligini sagladigi kabul edilsin. Boylece st-liminf,, f,(x,) = -1 olur. Buradan
S({n eN: fo(z,) =-1}) #0

elde edilir. Boylece p degerleri igin

({nensm=1h) 20

gegerlidir. Bu ise z,, —L5 0 olmast ile celigir. Boylece Teorem 6.3 te x € I',,,) ifadesi

t . e g s
T, — x ile degistirilemez.

42



Teorem 6.5 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, f,, : X — R fonksiyon dizisi

verilsin. Eger her bir x € X noktas1 icin
(i) Vo €T, dizisi i¢in, f(z) < st-liminf, f,(z,),
(il) 3z, =Ly 2 dizisi icin, f(x) > st-liminf, f,(x,)
ifadeleri saglanirsa ey-liminf,, f,, = f olur.

Ispat. (i) ve (i) nin birlikte saglandigi varsayilsin ve (z, 3) € st-limsup, (epify)
secilsin. (2.12) geregi (x, §) € I'(,, 3, olacak sekilde bir (x,, 3,) € epi f, dizisi vardir.
Béylece her bir € > 0 ve her n € N i¢in z, € B(z,¢) ve |8, — 8| < € olacak sekilde
bir N € 8% indis kiimesi vardir. Ayrica (z,,,8,) € epif, oldugundan £, > f,.(z,)
ve buradan da f+¢ > f,(z,) elde edilir. Her iki tarafin istatistiksel limit infimumu
almirsa f+¢ > st- liminf, f,(x,) esitsizligi saglanir. « € I'(,, ) oldugundan (7) geregi
st-liminf,, f,(x,) > f(z) elde edilir. Buradan da 5+ ¢ > f(z) ve boylece 8 > f(z)

olur ki bu ise (z, 3) € epif olmasina denktir. Sonug olarak

st-lim sup(epif,) C epif (6.3)

bagintisi saglanir.
Teoremin (ii) sart1 kullanmilirsa f(x) > st-liminf, f,(z,) olacak sekilde en az bir
tane x, s 2 dizisinin oldugu goriiliir. 8 > f(z) esitsizligini saglayan bir § € R
secilsin. Bu durumda § > st-liminf, f,(z,) olur. Diger bir ifade ile her n € N
icin 8 > f,(z,) olacak sekilde en az bir N € S# mevcuttur. Bu ise, her n € N
icin (x,,3) € epif, olmasma denktir. Ayrica, x, Ly 2 oldugundan (z,8) € T'(z,.8
olur. (2.12) geregi (x, 5) € st-limsup,,(epif,) elde edilir. st-limsup,, (epif,) kiimesi
kapali oldugundan

epif C st-limsup(epif,) (6.4)

bagintist gegerlidir. (6.3) ve (6.4) kullanilarak st-limsup,,(epif,) = epif esitligi

saglanir. Bu ise ey-liminf, f, = f esitligine denktir. O]

Siradaki ornek, Teorem 6.5 icindeki (¢) kisminda x € I'(,,) ifadesinin z,, =L 2 ile

degistirilemeyecegini gostermektedir.
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Ornek 6.6 Ornek 6.4 teki (f,) dizisi kullanilsm ve f : R — R fonksiyonu

Fa) = -1, x € {%:pzl,Q,S,...} ise
0, diger durumlarda
seklinde tanimlansin.
Teorem 6.5 teki z € I'(;,,) kogulunun x, =Lz ile degistirildigi varsayildigi taktirde
bu teoremdeki (7) ve (i7) sartlarinin ikisi de f fonksiyonu igin saglanir. Diger yandan
[ # eq-liminf, f, olur. Boylece Teorem 6.5 igindeki (i) kisminda x € I, ifadesi

Ty -5 ile degistirilemez.
Teorem 6.2 ve Teorem 6.3 kullanilarak agagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 6.7 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere, f, : X — R fonksiyon dizisi verilsin.
Eger (f,) dizisi f fonksiyonuna istatistiksel epi-yakinsak ise her bir z € X noktasi
icin

(i) @, =% z olacak sekilde her (z,,) dizisi icin

f(z) < st-liminf f,(z,),

(i) @, - z olacak sekilde en az bir (z,,) dizisi igin

f(z) > st-limsup f, (2,)

n

ifadeleri saglanir.
Teorem 6.2 ve Teorem 6.5 kullanilarak agagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 6.8 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere, f, : X — R fonksiyon dizisi verilsin.

Eger her bir x € X noktas icin
(i) « € 'y, olacak sekilde her (z,,) dizisi icin

#(x) < st-liminf f, (z,).
(i) z, =  olacak sekilde en az bir (z,,) dizisi igin
F(2) > st-limsup fu(z,)

ifadeleri saglanirsa ey-lim,, f, = f olur.
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7. SONUC VE UYGULAMALAR

Analizde kullanilan bir¢ok yakinsaklik cesidi arasinda epi-yakinsaklik 6nemli bir
yere sahiptir. Bu yakinsaklik, matematiksel optimizasyon alanindaki minimizasyon
problemlerinin ¢oztimiinde kullanilir. Fakat bazi durumlarda fonksiyon dizisindeki
fonksiyonlarin bir kismi genel diizene aykiri hareket ederek epi-limit fonksiyonunun
bulunmasini imkansiz hale getirir ve boylece optimizasyon igsleminin verimini azaltir.
Tezde galigilan istatistiksel epi-yakinsaklik ve bu yakinsakligin dizisel karakterizas-
yonlari ile genel diizene aykir1 hareket eden fonksiyonlarin elenmesi amaclanmigtir.
Bu yontem, epi-limitin hesaplanamadigi durumlarda istatistiksel epi-limitin hesap-

lanabilmesini saglar.

Bu béliimde iizerinde durulan asil konu, (f,,) dizisinin infimum degerlerinin dizinin
istatistiksel epi-limiti olan f fonksiyonunun infimum degerine istatistiksel yakin-
sakligidir. Fonksiyon dizisinin istatistiksel epi-limiti olmasi halinde bile infimum
degerlerin istatistiksel yakinsakligi icin bazi sartlar gerekir. Bu sartlar Teorem 7.2
de verilmistir. Teoremin ardindan verilen 6rneklerde istatistiksel epi-yakinsak olan
iki fonksiyon dizisi ele almmgtir. Ik 6rnekte verilen fonksiyon dizisi, Teorem 7.2 de
verilen sartlari sagladigi i¢in inf f, L inf f vakisakligin1 da saglar. Diger yandan
ikinci 6rnekte verilen fonksiyon dizisi, Teorem 7.2 de verilen sartlar1 saglamadig i¢in

bu dizide infimum degerlerin yakinsakligi gerceklesmez.

Teorem 7.2 den 6nce Lemma 7.1 verilecektir. Teorem 7.2 nin ispatinda bu lemmadan

ve Sonug 6.7 den yararlanilmigtir.

Lemma 7.1 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, f, : X — R fonksiyon dizisi
verilsin. Eger eg-limsup,, f, < f esitsizligi saglanirsa, her actk O C X kiimesi i¢in
t- i inf f,) < inf
s 1mnsup(1g fn) <in f

elde edilir.

Ispat. ey-lim sup,, frn < f oldugu kabul edilsin. Bu esitsizlik, Tanim 3.1 geregi
st-liminf, (epif,) D epif bagmtisina karsilik gelir. Bir O C X agik kiimesi ve bir
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B € R degeri icin infop f < 3 oldugu varsayilsin. Bu durumda O x (—oo, 8) acik olur
ve epif kiimesi ile kesigir. Boylece her n € N i¢in O x (—o0, 5) kiimesi ile epif,
kiimeleri kesisecek sekilde en az bir N € & indeks kiimesi mevcuttur. Buradan
info f,, < B esitsizligi elde edilir. Sonug olarak st-lim sup,, (infe f,,) degeri infp f

degerinden biiyiik olamaz. O]

Teorem 7.2 (X,d) bir metrik uzay ve f, : X — R fonksiyon dizisi olsun. f, <¢ f
yakinsakligini saglayan ve —oo < inf f < oo olan f : X — R fonksiyonu verilsin.

inf f, 4 inf f olmasi icin gerek ve yeter sart her ¢ > 0 ve her n € N i¢in
i%f fo <inf f, +¢
olacak sekilde bir B C X kompakt kiimesi ve N € § indeks kiimesinin olmasidir.

Ispat. Gerekliligi gostermek icin f(z) < inf f + S esitsizligini saglayan bir z € X
secilsin. f,, 2% f oldugu icin Sonug 6.7 kullanilirsa, st-lim sup,, f,(z,) < f(z) olacak
sekilde en az bir z, ~5 x dizisi vardir. n € N icin (z,) dizisinin tiim noktalarim

icerecek sekilde yeterince biiyiik bir B kompakt kiimesi alinirsa

inf f, < fu(x,)
B
esitsizligi saglanir. Boylece

st-1im sup(i%f fn) < st-limsup f,(z,) < f(z) <inf f + %

elde edilir ve her n € N i¢in
i%ffnginff—i-%
saglanir. Diger yandan inf f, = inf f oldugundan, aym 5 > 0 ve her n € K igin
mw—ggnmmgmw+g
olacak gekilde en az bir K € § kiimesi mevcuttur. Buradan W = N N K olacak

sekilde bir kiime olugturuldugunda her n € W igin

€

zzinffn+e

€
inf f,, <inf —
inf fu <inf fo + 5+
sonucuna ulasgilir.
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Yeterlilik kismini géstermek igin kompakt bir B kiimesi ve keyfi bir € > 0 secilsin.
Her n € N igin
inf f, +¢ > i%f fn

olacak gekilde en az bir N € § mevcuttur. Boylece Teorem 5.9 kullanilarak
st-liminf(inf f,) + & > st-lim inf(i%f fn) > i%ff > inf f

esitsizlikleri elde edilir. € > 0 keyfi ve f, = f oldugundan Lemma 7.1 kullanilarak
O yerine X kiimesi alindiginda

st-liminf(inf f,) > inf f > st-lim sup(inf f,)
esitsizligi saglanir ve

inf f, =% inf f

sonucuna ulagilir. O]

Ornek 7.3 f, : R — R fonksiyon dizisi

nxe™, n tam kare ise

fn(x) =

nxe?™®  n tam kare degil ise

seklinde tanimlansi. Burada (f,,) dizisi Teorem 7.2 de verilen sartlar saglar. Bu

dizinin istatistiksel epi-limit fonksiyonu olan f : R — R fonksiyonu

0, x<0ise

_ 1 0
fx) = “55, T = 0 ise
oo, x>0 ise

seklinde bulunur. (f,) dizisinde, her £ > 0 ve her n € N igin
i%f fo <inf f, +¢

olacak gekilde bir B C R kompakt kiimesi ve N € S indeks kiimesi bulunabildigi

icin inf f, =5 inf f elde edilir.

Siradaki 6rnekte (f,,) dizisi, istatistiksel epi-limite sahip olmasina ragmen Teorem

7.2 de verilen sartlar1 saglamaz. Boylece inf f, % inf f elde edilir.
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Ornek 7.4 fn : R = R fonksiyonu

(
1 }, ntam kare ise

—1+%, T =n ise o
}, n tam kare degil ise

2, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Acgikga goriildiigi iizere (f,,) dizisi f(x) = 2 fonksiyonuna
istatistiksel epi-yakinsaktir. Aymi zamanda N € S kiimesinden alinan her n € N
icin

i%f fo <inf f, +¢

olacak gekilde R nin alt kiimesi olan kompakt bir B kiimesi bulunamaz. Bu nedenle

inf £, = -1 ve inf f = 2 oldugundan inf f, < inf f elde edilir.

48



8. KAYNAKLAR

Artstein Z, Wets R J B, 1988, Approximating the integral of multifunction,
Journal of Multivariate Analysis, 24, 285-308.

Attouch H, 1977, Convergence de fonctions convexes, de sous-diff’erentiels et
semi-groupes, Comptes Rendus de I’Acad’emie des Sciences de Paris, 284,

539-542.

Attouch H, Wets R J B, 1981, Approximation and convergence in mnonlinear

optimization, in Nonlinear Programming 4, Academic Press, New York.

Attouch H, Wets R J B, 1983, A convergence theory for saddle functions,

Transactions of the American Mathematical Society, 280, 1-41.

Attouch H, Wets R J B, 1983, Convergence des points min/sup et de points
fixes, Comptes Rendus de I’Académie des Sciences de Paris, 296, 657—660.

Balc1 M, 2010, Analiz I, Bala1 Yayimnlari, Ankara.
Bayraktar M, 2010, Fonksiyonel Analiz, Gazi Kitapevi, Ankara.

Beer G, Luccetti R, 1991, Convex optimization and the epidistance topology,
Transactions of the American Mathematical Society, 327, 795-813.

Buttazzo G, 1977, Su una definizione generale dei I'-limiti. Bollettino dell” Unione

Matematica Italiana, 14-B, 722-744.
Dal Maso G, 1993, An Introduction to I'-Convergence, Birkhduser, Basel.

De Giorgi E, Dal Maso G, 1981, I'-Convergence and Calculus of Variations,

in Mathematical Theories of Optimization, Springer, Berlin.

De Giorgi E, Franzoni T, 1975, Su un tipo di convergenza variazionale, Atti
Accademia Nazionale de Lincei, Rendiconti della Classe di Scienze Fiziche,

Matematiche e Naturali, 58, 842-850.

49



De Giorgi E, Franzoni T, 1979, Su un tipo di convergenza variazionale, Rendiconti

del Seminario di Brescia, 3, 63-101.

Dolecki S, Salinetti G, Wets R J B, 1983, Convergence of functions: Equisemi-
continuity, Transactions of the American Mathematical Society, 276,

409-429.

Dupacova J, Wets R J B, 1988, Asymptotic behavior of statistical estimators
and of optimal solutions of stochastic optimization problems, The Annals of

Statistics, 16, 1517-1549.
Fast H, 1951, Sur la convergence statistique, Colloquium Mathematicum, 2, 241-244.
Fridy J A, 1985, On statistical convergence, Analysis, vol.5, 301-313.

Fridy J A, 1993, Statistical limit points, Proceedings of the American Mathematical
Society, 118, 1187-1192.

Fridy J A, Orhan C, 1997, Statistical limit superior and limit inferior, Proceedings
of the American Mathematical Society, 125, 3625-3631.

Gokhan A, Giingor M, 2002, On pointwise statistical convergence, Indian Journal

of Pure and Applied Mathematics, 33(9), 1379-1384.

Giingor M, Gokhan A, 2005, On uniform statistical convergence, International

Journal of Pure and Applied Mathematics, 19(1), 17-24.

Hess C, 1996, Epi-convergence of sequences of normal integrands and strong
consistency of the maximum likelihood estimator, The Annals of Statistics,

24(3), 1298-1315.

Jeyalakshmi K, 2012, Convergence of optimization problems, Bonfring Inter-

national Journal of Data Mining, 2(1), 13-16.

Joly J L, 1973, Une famille de topologies sur I’ensemble des fonctions convexes
pour lesquelles la polarit’e est bicontinue, Journal de Math’ematiques Pures

et Appliqu’ees, 52, 421-441.

20



Kall P, 1986, Approximation to optimization problems: An elementary review,

Mathematics of Operations Research, 11(1), 9-18.

King A J, Wets R J B, 1991, Epi-consistency of convex stochastic programs,
Stochastics Stochastics Reports, 34, 83-92.

Ko¢inac Lj D R, Caserta A, 2012, On statistical exhaustiveness, Applied
Mathematics Letters, 25, 1447-1451.

Kuratowski C, 1958, Topologie. vol.I, PWN, Warszawa.

McLinden L, Bergstrom R, 1981, Preservation of convergence of sets and functions
in finite dimensions, Transactions of the American Mathematical Society, 268,

127-142.

Mosco U, 1969, Convergence of convex sets and of solutions of variational

inequalities, Advances in Mathematics, 3, 510-585.

Niven I, Zuckerman H S, 1980, An Introduction to the Theory of Numbers,
New York.

Nuray F, Rhoades B E, 2012, Statistical convergence of sequences of sets, Fasciculi

Mathematici, 49, 87-99.

Pennanen T, 2005, Epi-convergent discretizations of multistage stochastic programs,

Mathematics of Operations Research, 30(1), 245-256.
Rockafellar R T, Wets R J B, 2009, Variational Analysis, Springer, Heidelberg.

Salat T, 1980, On statistically convergent sequences of real numbers, Mathematica

Slovaca, 30, 139-150.

Salinetti G, Wets R J B, 1977, On the relation between two types of convergence
for convex functions, Journal of Mathematical Analysis and Applications,

60, 211-226.

51



Schoenberg I J, 1959, The integrability of certain functions and related summability
methods, American Mathematical Monthly, 66, 361-375.

Steinhaus H, 1951, Sur la convergence ordinaire et la convergence asymptotique,

Colloquium Mathematicum, 2, 73-74.
Suhubi E, 2001, Fonksiyonel Analiz, Istanbul Teknik Universitesi Vakfi, Istanbul.

Talo O, Sever Y, Basar F, 2016, On statistically convergent sequences of closed

sets, Filomat, 30(6), 1497-1509.

Wets R J B, 1980, Convergence of Convex Functions, Variational Inequalities and

Convex Optimization Problems, New York.

Wijsman R A, 1964, Convergence of sequences of convex sets, cones and functions,

American Mathematical Society, 70, 186—188.

Wijsman R A, 1966, Convergence of sequences of convex sets, cones and functions

I1, Transactions of the American Mathematical Society, 123, 32—45.

Zervos M, 1999, On the epi convergence of stochastic optimization problems,

Mathematics of Operations Research, 24(2), 495-508.

Zygmund A, 1979, Trigonometric Series, Cambridge University Press, Cambridge,
UK.

52



Adi Soyadi

Dogum Yeri ve Tarihi
Yabanci Dili

Tletigim (Tel/e-posta)

Egitim Durumu
Lise

Lisans

Yiuksek Lisans

Caligtigr Kurum(lar)

OZGECMIS

: Siikkri TORTOP
: Afyonkarahisar, 01.01.1987
. Ingilizce

: 05057741384 / stortop@aku.edu.tr

. Afyon Anadolu Ogretmen Lisesi, 2005

. Bogazici Universitesi, Egitim Fakiiltesi,

Matematik Ogretmenligi Boliimii, 2011

. Afyon Kocatepe Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,

Matematik Anabilim Dali, 2014

. Tarabya Istek Koleji, 2011 - 2012
. Afyon Kocatepe Universitesi, 2013 - ...

Yayinlar1 (SCI ve Diger)

Sever Y, Talo O, Tortop S, 2018, Statistical epi-convergence in sequences of

functions, Journal of Mathematical Analysis, 9, 65-76.

Tortop §, 2018, Statistical hypo-convergence in sequences of functions, Journal

of Applied Mathematics and Computation, 2(11), 504-512.

Tortop 3, Diindar E, 2018, Wijsman I>-invariant convergence of double sequences

of sets, Journal of Inequalities and Special Functions, 9(4), 90-100.

Tortop S, Sever Y, Talo O, 2019, On statistically convergent sequences of

closed sets and epigraphs, Journal of Inequalities and Special Functions,

10(2), 10-20.



