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Simgeler
Jaf () Riemann-Liouvile Kesirli integrali
ida f(x) (k,s) Riemann Liouville Kesirli Integrali
Br(x,y) Tamamlanmanus Beta Fonksiyonu
T (%) Gama Fonksiyonu
Uge ) () Riemann Liouville Sol Tarafli Kesirli Integrali
Us-Nx) Riemann Liouville Sag Tarafli Kesirli Integrali
Uarn)x) f fonksiyonun [a; B Jiizerindeki bir bagka 1 fonksiyonuna gore
sol taraf kesirli integralleri
Us-nH)(0) f fonksiyonun [a; 8 Jiizerindeki bir bagka n fonksiyonuna gére
sag taraf kesirli integralleri
Pl ,f (bP) ¢ fonksiyonun [a”, b? Jiizerindeki bir baska 1 fonksiyonuna

P1§-,f (@?)

Lla,b]
B(x,y)

gore sol taraf kesirli integrali

¢ fonksiyonun [a”, b” Jiizerindeki bir baska n fonksiyonuna
gore sag taraf kesirli integrali

[a, b] aralifinda Integrallenebilen Fonksiyonlar Kiimesi

Beta Fonksiyonu




1 GIRIS
Esitsizlik, iki degerin biiyiikliik veya kiiciikliik bakimindan kargilagtirilmasidir. Matem-
atiksel esitsizliklerin amaci; degeri tam olarak bilinmeyen bazi matematiksel ifadeleri

ya da fonksiyonlari, daha iyi bildiimiz ifadeler veya fonksiyonlarla alttan ve iistten

siirlamak ya da fonksiyonlara dogrudan sayisal siirlar belirlemektir.

Esitsizlikler, matematigin neredeyse tiim alanlarmda snemli bir yere sahiptir. Giiniimiize
kadar esitsizliklerle ilgili bir¢ok degisik cahgma yapilmigtir. Bu ¢alismalarm ilki Hardy,
Littlewood ve Polya’nin 1952 yilnda yazdigi “Inequalities” adl kitaptir. Bu kitapta,
bir¢ok yeni esitsizlik ve uygulama yer almaktadir. Bu alanda yazilan ikinci kitap ise
1961 yilinda E. F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan yazilan ve adi yine “Inequal-
ities” olan kitaptir. Bu caligma; 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen esitsizliklerin
degisik sonuglarm i¢ermektedir. Esitsizlik alaninda matematik literatiiriine fi¢iincii
temel cahigma olarak, Mitrinovic’in 1970 yilinda “Analytic Inequalities” adinda yayim-
ladig1 kitap girmigtir. Bu kitapta ise, ilk iki kitapta yazilmayan, esitsizlikle ilgili yeni
bilgiler ve konular yer almaktadir. Esitsizlikle ilgili bu ii¢ temel kaynagm disinda Mitri-
novic ve arkadaglar1 tarafindan yazilan “Inequalities Involving Functions and Their
Integrals and Derivatives” ve “Classical and New Inequalities in Analysis”, Pachpatte
tarafindan yazilan “Mathematical Inequalities”, Niculescu ve Persons tarafindan yazilan
“Convex Functions and Their Applications” kaynaklari siralanabilir. Bu kaynaklara
ek olarak, S. S. Dragomir, V. Lakshmikantham, R. P. Agarval gibi arastirmacilarin
bir¢ok kitap, makale ve monografisi esitsizlik alaninda yapilan ¢aligmalar arasinda gos-
terilebilir. S. S. Dragomir ve C. E. M. Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilms olan
“Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” isimli kaynakta
toplanmugtir.  Matematikteki esitsizlikler genel anlamda, 6z fonksiyon esitsizlikleri,
Sobolev ve spektral esitsizlikler, konveksite esitsizlikleri, yeniden diizenleme esitsizlik-
leri, sacilma esitsizlikleri, korelasyon esitsizlikleri ve majorizasyon esitsizlikleri seklinde

simmiflandirilabilir.



Esitsizlikler ile i¢ ice olan diger kavram ise konvekslik kavranmdir. Konvekslik kavraminin
gecmisi, Archimedes’in M.O. 250 yilinda 7 sabit degerini hesaplamasma kadar dayan-
maktadir. Gecmisi cok eskiye dayanmasima ragmen, konvekslik ve konveks fonksiy-
onlar teorisi matematik literatiiriine 19. yiizyilin sonlarma dogru girmistir. Konvek-
slik; literatiirde, Hermit’in 1881’de elde ettigi bir sonucun, Mathesis adh bir dergide
1883 yilinda yayimlanmasiyla ilk olarak yerini almigtir. Bu tarihten sonra konvekslik
Hadamard in 1893 yilindaki ¢alismasimda yer alsa da konveks fonksiyonlarm sistemli
olarak cahsilmas: J. L. W. V. Jensen’in 1905-1906 yillan arasmda yaptigi ¢alisma ile
baslamaktadir. Jensen’in yaptigi bu ¢cahgmadan sonra konveks fonksiyonlar teorisiyle il-
gili yapilan ¢alismalar hiz kazanmustir. Konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler konusuna,
Beckenbach ve Bellman ve Mitrinovic kitaplarinda yer vermislerdir. Ayrica Roberts
ve Varberg , Pecaric ve ark, Niculescu ve Persson gibi bir cok matematik¢i konveks
fonksiyonlar iizerine esitsizliklerle ilgili ¢ok sayida caligma yapmuglardir. Sadece kon-
veks fonksiyonlar icin esitsizlikleri iceren ilk kaynak 1992 yilinda Pecaric tarafindan
yaymmlanan “Convex Functions: Inequalities” adli kaynaktir. Konvekslik konusu giinliik
hayatimizda bir¢ok alanda yer almaktadir. Bu alanlar, miihendislik, ekonomi, endiistri,
fizik, veri analizi, bankacilik, tip, sanat, is alanlar seklinde siralanabilir. Konveks
fonksiyonlarm bircok uygulamasi, uygulamali matematik, matematiksel analiz, olasihk
teorisi ve matematigin diger cesitli alanlarmda dogrudan veya dolayh olarak yer al-
maktadir. Giiniimiizde kullandigimiz bir¢ok énemli esitsizlik, konveks fonksiyonlarm
uygulamasmm bir sonucudur. Bu temel esitsizlikler arasinda, Hermite’in 1881°de ifade
ettigi ve bugiin Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinen esitsizlik, bunun yaninda

Jensen esitsizliginin bir sonucu olan Holder ve Minkowski egitsizlikleri one ¢ikar.

Ayrica Fejer tarafindan tamtilan, Hermit’in sonuclarim genelleyerek 1906 yilinda yeni
bir integral esitsizligi elde etmistir. Fejer’in bu cahsmasindan yararlamlarak bir¢ok yeni

caligma matematik literatiiriine kazandirlmgtar.

Konveks fonksiyonlar iizerine yapilan bir¢ok yeni ¢alisma esitsizlik teorisinin geligme-
sine katki saglamistir. Bu teoriye katki saglayan kavramlardan diger ikisi de kesirli
tiirev ve kesirli integral kavramlaridir. Bu iki kavram, “Tiirev ve integraller yalmzca

tam sayilar i¢in mi vardir?” sorusundan ortaya ¢ikmustir. Bu soruyu 1695 yilimnda Mar-



. . . & d" w % 2
quis’de L’Hospital bir mektup araciigiyla 2% notasyonu n = sicin anlamh midir?

seklinde Gattfried Wilhem Leibnitz’e sormustur. Leibnitz ise bu soruyu “Bu bir paro-
doksa. yol acar, lakin bir giin kesin yararh sonuglara ulagacagim”seklinde cevaplamugtir.
Dolayisla L’Hospital’in bu sorusuyla kesirli tiirev ve kesirli integral matematikte yerine
almaya baglanstir. 17. yiizyildan itibaren Leibnitz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville ve
diger bircok matematik¢i bu alanda olduk¢a tnemli gahgmalar yapmuglardir. Ozellikle,
Liouville bu alanm duyurulmas: ve tamtilmasinda oncii rol oynamugtir. Devam eden
siire¢ icerisinde Laplace ve Fourier’in ¢alismalarimm da ardindan, Abel 1823 yilimda

kesirli hesaplamalan ilk olarak Tautochrone probleminin
k= / (x — t)_'Tlf(?.)dt
0

seklindeki integral denkleminin ¢oziimiinde kullanmgtir.  Abel’in bu cahigmalarmdan
sonra kesirli analiz iizerine yogunlagan Liouville, 1832-1837 yillan arasinda yayim-
lams oldugu makalelerdeki kesirli tiirev ve integral tanimlari, o donem matematikgileri
tarafindan biiyiik ilgi ve destek gormiigtiir. Riemann ise 1847 yilinda yazmms oldugu an-
cak vefatindan on yil sonra 1876 yilinda yayimlanan makalesinde kesirli integral tanim
vermistir. Daha sonra ise Riemann tarafindan verilen bu tamm, Liouville'nin tanimuyla
birlegtirilerek yaygm bir sekilde kullanilmaya baslanmgtir. 1967-1968 yillar1 arasmda
Griinwald ve Letnikov kesirli mertebeden hesaplama i¢in sonlu fark yaklasimim kulla-
narak kesirli tiirev ve integralin yaklasik hesaplamalar i¢in yeni bir bakig agis1 geligtir-
mistir. 1967 yilinda da Italyan matematik¢i Caputo, Riemann-Liouville tammina ben-
zeyen ve fiziksel uygulamalarda daha ¢ok tercih edilen bir kesirli tiirev tanm yap-
mugtir. Gelisimi giiniimiizde de halen devam eden ve daha bir¢ok matematik¢inin de
iizerinde cahstig kesirli analiz kavrammin degisik uygulama alanlari vardir. Bunlar-
dan bashcalar; 1s1 transferi, viskoelastik, polimer fizik, sinyal isleme, elektromanyetik,
elektrokimya, akustik seklinde siralanabilir. Bu tiirev ve integraller, akigkanlar teorisi,
elektrik devreleri, elektro analitik kimya, nesnelerin degisik ozelliklerinin matematiksel

olarak modellenmesi gibi bircok degigik alanda kullamlma imkan bulmaktadur.



Bu cahgmalarin ardindan H. H. Hardy, S. Samko, H. Weyl, M. Riezs, J. Spanier, K. B.
Oldham, B. Ross, K. Nishimoto, A. Kilbas, R. L. Bagley, K. S. Miller, M. Caputo, U.

N. Katugampola gibi bir¢ok matematik¢i bu alanda énemli ¢aligmalar yapmigtar.

Yukarida yapilan caligmalarin 181 altinda hazirlanan bu yiiksek lisans tezi, bes boliim-
den olugmaktadir.

Birinci boliim, giris boliimii olup, literatiirde bulunan ¢ahgmalara deginilmistir. Ik-
inci boliimde, konunun temelini olugturan bazi tamm ve kavramlara yer verilmigtir.
Uciineii boliimde, Riemann-Liouville kesirli integralinin tanmm, esitsizliklere uygulan-
mas1 ve Hermite Hadamard tipli esitsizliklerin genellestirilen kesirli integralleri ince-
lendi. Dordiincii boliimde, Rieman-Liouville ve Hadamard kesirli integralleri igin ver-
ilen genellistirilmis integral kullanilarak baz yeni esitsizlikler elde edilmistir. Besinci

ve son boliim ise sonug ve tartigmalar kismina ayrilmisgtir.



2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu béliimde calismamizda kullanilacak olan bazi tamm, teorem ve baz iyi bilinen

esitsizlikler verilecektir.

Tanimm 2.1 (Gamma Fonksiyonu) n > 0 i¢in,

I’(n):f u" e du
0

ile tanimlanan fonksiyona Gamma Fonksiyonu denir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir.
Gamma fonksiyonunun bazi onemli 6zellikleri

i. [(n+1) = n.I'(n) = n!

i. D(3) = /7

. fi° £2del(p)I(1 - p)zie 0<p< ]

w. 22T (n)I(n + ) = /7['(2n)

seklinde verilebilir.

Tamim 2.2 (Beta Fonksiyonu) Re(z) > 0 ve Re(w) > 0 olmak iizere,

Bli) = ]0 L1 = el

seklinde tamimlanan fonksiyona Beta Fonksiyonu denir. Beta fonksiyonun tanimimdan
yola ¢ikarak
1
Blz+1l,w+1)= / =11 —t)"dt
0
esitsizligi elde edilir.
Ozel bir fonksiyon olan Beta fonksiyonu ve Gamma fonksiyonun aralarindaki baglant

_ T(2)l(w)
S )

seklinde verilebilir. Bu esitlik Beta fonksiyonunun Laplace doniigiimiinden elde edilir

ve Beta fonksiyonunun simetri 6zelligini sagladigim gosterir. Yani;
B(z,w) = B(w, 2)

ozelligi saglandigimdan Beta fonksiyonu simetrik bir fonksiyondur.

[



Beta fonksiyonunun diger baz 6zellikleri

g.
B(z,w) = Bz + 1, w) + B(z,w + 1)
w w
Alz,w+1)=— +1,w) = —p(z,
Bz, w+1) zﬁ(z w) —— (2, w)
seklindedir.

Tanim 2.3 (Riemann-Liouville Kesirli integralleri) feL [a, ] olsun. Bu durumda

sirastyla @ > 0 olmak iizere . mertebeden sol tarafh ve sag tarafli Riemann Liouville

kesirli integralleri,
J% f(x) > /w (z—t)* f(¥)dt > a
. z) = = x—1 , i
a¥ I'a) J, '

b
JE )= F(la) / (t—z)* ' f(t)dt z<b

seklinde tanimlanmr. Burada I'(f) gama fonksiyonudur ve a = 1 segilirse Riemann Liou-

ville kesirli integrali klasik integrale doniigiir. Ayrica a = 0 igin J3 f(2) = Ji-f (2) =
f(x) dir.
Tamm 2.4 (Fubini Teoremi) f(z,y)eL(I),I = I, x I olsun. Bu durumda

(i) Hemen hemen her zel i¢in f(z,y), I de y 'nin bir fonksiyonu olarak ol¢iilebilir
ve integrallenebilirdir;

(i) [, f(x,y)dy, x in bir fonksiyonu olarak I; asagida verildigi sekilde

// f(z,y)dzdy = j;l [ g f(m,y)dy] dz

olciilebilir ve integrallenebilirdir.

Fubini teoreminden ¢ok kath integralin sonlulugu buna kargilik gelen tekrarh integral-
lerin de sonlulugu cikar. Bunun karsiti dogru degildir, hatta tiim tekrarh integraller

birbirine esit olsa bile f negatif olmayan fonksiyon ise asagidaki temel sonuca ulagihr.

Tanim 2.5 (Tonelli Teoremi) f(z,y) negatif olmayan fonksiyon ve I = I x I,
arahginda olciilebilir olsun. Bu durumda hemen hemen her zel, arahginda f(z,y), I»

integralin arahgmnda y 'nin bir fonksiyonu olarak élgiilebilirdir. Dahas

6



I!z [z, y)dy, = ’in bir fonksiyonu olarak /; integralin araliginda ol¢iilebilir oldugundan

//f($, y)drdy = '/1.1 [ A f(:r,y)dy] dr

seklindedir. Burada x ve y nin rolleri degigebileceginden [ negatif olmayan ve l¢iilebilir

ise bu durumda

(z,y)dxdy = . (z,y)dy| dx = ' x,y)dx | d;
./l;/.f(“r,y) rdy /h [ fgj(r,y)ry] 1 /}2[ “f(m y)rr}ry

olur.

Ozel olarak soylemek gerekirse; f > 0 oldugunda su énemli gergegi elde ederiz: Fu-
bininin herhangi ii¢ integralinin birinin sonlulugundan 6teki ikisinin sonlulugu ¢ikarihr.
Buradan, ol¢iilebilir herhangi bir f i¢in, |f| fonksiyonu bu integrallerden birinde sonlu

ise [ fonksiyonu integrallenebilirdir ve f fonksiyonunun tiim ii¢ integralleri esittir.

Tanmim 2.6 (Senkron Fonksiyon) f, g : [a,b] — R iki fonksiyon olsun. Eger, , s¢ [a, D]
i¢in,
((f(t) = f(s)) ((9(t) — 9(s))) =2 0

esitsizligi saglanmyorsa bu f, g fonksiyonlarma [a, b] iizerinde senkron fonksiyondur denir.

Tanim 2.7 (Monoton Fonksiyon) f, g ve h fonksiyonlar [0, 0o) iizerinde tanimlanan

ii¢ monoton fonksiyon olsun. Tiim z,y € [a,b] igin,

(f(@) = f() (9(z) — 9(y)) (h(x) — h(y)) = 0

esitsizligi saglaniyorsa. f,g ve h fonksiyonlarma [a,b] iizerinde monoton fonksiyondur
denir.
Tanim 2.8 (Konveks Fonksiyon) I,R de bir aralik f : / — R fonksiyon olsun. O
halde x, yel ve te [0, 1] i¢in

£t + (1= ) < tf(2) + (1 - 1)
esitsizligi saglamyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.
Eger te (0, 1) alinirsa

ftz+ (1 —-t)y) <tf(z)+ (1-1)f(y)

7



olur. Bu durumda, bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir.

Eger egitsizlikte "< ” yerine ” > " alimirsa fonksiyon konkav fonksiyona, ” < ” yerine
7 > 7 almirsa fonksiyon kesin konkav fonksiyona doniisiir. Tanimin geometrik yoru-
muna gelince, fonksiyonun konveks oldugu [z, 3] arahginda secilen ty + (1 — t)x nok-
tasindaki degeri, u¢ noktalarinin koordinatlar1 (z, f(z)) ve (y, f(y)) olan kirigin temsil
ettigi fonksiyonda aldigl degerden daima kiiciiktiir. Diger bir ifadeyle kiris, egrinin
iistiinde ya da egri kirigin altinda kalr denir.
Onerme 2.1 Konveks fonksiyonlar asagidaki ozelliklere sahiptir.

i. Herhangi iki konveks fonksiyonun toplamm konvekstir. Eger fonksiyonlardan biri
kesin konveks ise toplam fonksiyonu da kesin konvekstir.

i1. Herhangi bir konveks fonksiyonun skaler bir sayiyla ¢arpimi yine konvekstir.

114. Bir fonksiyon bir aralikta konveks ise bu araligim bir alt arahigimda da konvekstir.

Tamim 2.9 (Artan-Azalan Fonksiyon) I C R ve f fonksiyonu I araliginda tammh

reel degerli bir fonksiyon olsun. Her x,y € I icin
(z—y)(f(z) = f(y)) >0

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna / araliginda artan fonksiyon denir. Aradaki igaret

“>” olursa f fonksiyonuna azalmayan fonksiyon denir. Eger
(z—y)(f(z) — fly) <0

ise f fonksiyonuna I araligimmda azalan fonksiyondur denir. Aradaki isaret “<” olursa

f fonksiyonu artmayan fonksiyon olarak adlandirilir.
Sonug 2.9.1 f ve g fonksiyonlar: konveks ve ayni1 zamanda g fonksiyonu artan ise go f
fonksiyonu da konvekstir.

Tamim 2.10 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) 7, R’de bir aralik, f : I — R konveks

bir fonksiyon, a,b € I ve a < b olsun. Bu durumda

f (H;HJ) < b—la./a. fla)dz < M

esitsizligi gecerlidir.



Ispat f fonksiyonu konveks oldugundan fonksiyon grafigi iizerinde alinan herhangi iki
noktay1 birlestiren dogru pargasimm fonksiyon grafiginin iizerinde oldugu bilinmektedir.

Buna gore

fla) < fla) + LH =1

(z —a)

esitsizligi meveuttur.

Bu esitsizlikte her iki taraf [a, ] aralig iizerinde = degiskenine gére integre edilirse,

/f )dz < /f ydz + ;:f(a) _/0( T —a)dz

a+b— f(b a) ve r = at+b+i(b—a)

2

elde edilir.

Ayrica, sol tarafin ispatina gelindiginde, sirasiyla x =

degisken degigtirmesi yapilirsa,

1 ’ i %Lh 1 b '
b—al f(z) = b_a/a f(ff’)di?3+b_(L /%__bf(r)dL
- %/(; {f(a-l-b—zt(b—a))+f(a+b+2t(b—a,))]dt
NEs

elde edilir ve baylece ispat tamamlanir.

Tanmim 2.11 (Cauchy-Schwarz-Bunkovsky Esitsizligi) f.g : [a,0] — R integral-

lenebilen iki fonksiyon ve A € R olsun. Her ¢ € [a, )] i¢in

i i
/ fla)da= /\/ f(z)dx
esitligl meveut ise,

([ ) <[ v ([ ot

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizligi denir.

Aslinda, Cauchy 1821 yilinda “Course d’Analyse Algebrique” isimli eserinde bu esit-
sizligin toplam versiyonunu vermistir. Paris'te Cauchy ile ¢caligma firsatimi bulan ve
Cauchy'nin cahsmalarma asina olan Bunyakovsky 1859 yilinda “M “emoire” isimli dergide

bu esitsizligin yukanda gosterilen integral formunu vermistir. Minimal ytizeyler iizerine
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calismalar yapan Bunyakovsky’nin eseri fransizca basildigl icin ¢ogu Avrupa. iilkesinde
bilinmemesi ve Hardy ile Littlewood’un 1920 yilna ait bir caligmasinda bu eserin
cebirsel versiyonu icin Cauchy-Schwarz esitsizligi tabirini kullanmasi esitsizligin ismi
konusunda bir karmasaya yol a¢migtir. 1889 yilmda Alman matematik¢i Otto Holder
kendi adi ile amlan asagidaki esitsizligi elde etmigtir. Cauchy-Schwarz esitsizliginin
genel bir hali olan bu esitsizliginin integral versiyonu su sekildedir:

Tanim 2.12 (Holder Esitsizligi) p > 1 ve i +% — 1 olsun. f ve g, |a,b] arahgmnda
tanmmh ve integrallencbilen iki fonksiyon olsun. |f[” ve lg|?, [a,b] arahgmda integral-

lenebilen fonksiyonlar ise

i< ( [ W) ﬁ ([ |g(:n)1wx)%

csitsizligi saglamr. Bu esitsizlige Holder Esitsizligi denir.
Holder esitsizliginin bir sonucu olan ve daha iyi sonuglar elde etmek igin kullanilan
Power Mean csitsizligi agagidaki sekilde verilebilir.

Sonug 2.12.1 (Power Mean Esitsizligi) [ ve g, [a,b] arah@nda tammh ve inte-
grallenebilen iki fonksiyon olsun. ¢ = 1,[f | ve |g]?, [a,b] arahgmda integrallenebilen

fonksiyonlar ise,

[ @< ([ 116 Idr)]“% ([ vlistaras)

esitsizligi saglanir.
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3 (k,s) RIEMANN LIOUVILLE KESIiRLI
INTEGRALLERI

Kesirli analiz son zamanlarda bir ¢ok arastirmaci tarafindan gahgilmaktadir. Kesirli
integrallerin iki uygulamasimmm yaygm olarak kullanildig bir kag sekli vardir. Bunlardan
ilki, [a,b] arah@ iizerinde tanimh siirekli bir f fonksiyonu, i¢in o > 0 'm Riemann-

Liouville kesirli integrali;
I f(x) : /I(T 1) f(t)dt,a > 0,a <x < b
' )= —— i (il C , L I >
1T Ta) e
seklinde tammhdir. Ikincisi tanim ise,
1 T a—1
i@ =ty / (Iog %) f(r) x>0

seklinde tanimlanan Hadamard kesirli integralidir. Hadamard integrali i¢in,

/ o [“ dts . f" Iff:‘}dt i*(l?)r(lue) /m (iogf)“_l f(t)%

integralinin genellestirilmesine dayamr.

Katugampola (2011)’deki ¢aligmasinda; hem Riemann-Liouville hem de Hadamard ke-
sirli integrallerini tek bir formda genellestiren yeni bir kesirli integrali vermistir. Bu

genelleme n € N* i¢in, o ve s # 1 gergel sayilar olmak iizere,

T ia 1yp— 1—n
s T s o s p (S 3 ]‘) s $ n—1
L tldtlfﬂ tgdtz‘...fa t,_,,j(f,,)dt”=—@— g ( H_ gt )T f(t)dt

asagidaki kesirli ifadesini

“fff(‘li) — (L%_(ia]j__n / (ms+‘.l - ts+l)"‘"1 isf(t)di

incelemeyi temel almmaktadir.

Son zamanlarda, Diaz ve Pariguan (2007) *deki cahsmalarinda, k-gama ve k-beta fonksiy-
onlar1 acdh verilen yeni fonksiyonlary; klasik gama ve beta fonksiyonlarmm genellestir-

ilmesi olan Pochmammer & semboliinii ve klasik Pochammer semboliinii

kM (nk)E !
I'(z) = —— k>
«() ”1_11_1)100 (z)n,k a2
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seklinde tanmmlamiglardir. Burada, (z),, faktoriyel fonksiyon i¢in Pochhammer k-

E

t

semboliidiir. Bu esitlik, e~F tistel fonksiyonlarm Mellin doniistimii ile
o0 &
Frli) = / " le®dt x>0
JO
seklinde gosterilebilir. Bu esitlik A-gama fonksiyonudur. Agikca,

[(z) = lim P(2)li() = k*7'T (E)

ve

Ci(z + k) = 2l(z + k) = 2T (z)

yazilabilir. Diger yandan A-beta fonksiyonu ise
1 * o ¥ 1
Brle,y) =2 | tx (1 —t)rdt
ks
seklinde tanimlanabilir dyle ki;
172y
3. (2,9) = — (—,—)
Br(@,y) kﬁ i

Ly (2)T%(y)
z.y) =
Bk('ﬂ. J) FL-(-T‘l'y]
esitlikleri saglamr. Daha sonra, yukaridaki taninlarin 1181 altinda Mubeen ve Habibul-

lah (2012)’de, Mubenn ve Habibullah, Riemann Liouville tipinin A-kesirli integralini

> f ()= V/:(:z: — 1) f(t)dt,a > 0,2 > 0

()
seklinde tammlamglardir. & — 1 igin bu esitlik klasik Riemann-Liouville kesirli inte-
graline indirgenmektedir.

Yukaridaki Riemann-Liouville kesirli integrallerinin tamamim genelleyen (k,s) kesirli
integralini agagidaki gekilde verilebilir:

Tanim 3.1 f, [a,b] sonlu reel araligmda tanmml siirekli bir fonksiyon olsun. Bu du-
rumda, f fonksiyonunun « > 0 mertebeden (k,s)-Riemann Liouville kesirli integrali;

k> 0ves e R\{—1} olmak iizere,

s Jof(z) = (S,z;;‘:()a;r /u (z*H — )2 f(t)dt, z € [a, b] (3.1)

seklindedir.
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Asagidaki teorem ile, (k, s) kesirli integralinin iyi tanmimh oldugu ispatlanacaktir.
Teorem 3.1 f € Ly[a,b], s € R\{—1} ve k > 0 olsun. Bu durumda, a > 0 ve
herhangi bir z € [a, b] i¢in §J% f(z) mevcuttur.

fspat A := [a,b] x [a,b] ve P : A — R i¢in P fonksiyonu P(z,t) = [(2**" — t*+1)&~1¢¢]

seklinde tanimlansin. Buradan,

Py (x,1) = (2" = - Lt el
A a<zr<t<b

ve
(ts+l = I&-l-l)%—lts: a <
0, a

P(%.4)=
olmak iizere P = P, + P_ oldugu agik¢a goriilebilir. P, A tizerinde 6l¢iilebilir oldugun-
dan,

b x
/ P(:z:,t)dtz/ P(x,t)dt = / (2t — ) 1g2dt

integralinde,

$s+1 o ts—f—l —u
degisken degigtirmesi yapilirsa,

—(s+ 1)t°dt = du

du

Pdt = —
s+ 1

olacagimdan verilen integral,

b £
/P(::z:,t)dt = /P(T t)dt = /(5“ P
_ ——1
- 9+1f >

' s+1 s+1y 2
—a k——
af.( ) s+ 1

seklinde elde edilir. Buradan;

fb a ([b ' P(rz:,t)l.f(u:)mt) B = /b ()] ( /; ’ P(:;:,r,)di) da

= 2 [@r-e™i@)ds

aJ,

/AN

k s+1 s41y S ’
E(b —a®" )k |f(2)| dx
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olur. Yani;

Ik ('/:P(:mt)If(-?r)hit) w = (e ([ P O ) d

k 8 s a
< Eopn — e f @)y < 0

a
elde edilmig olur. Dolayisiyla; Q : A — R i¢in Q(x,t) := P(z,1)f(x) seklinde tanimli
Q fonksiyonu, Tonelli teoreminden A iizerinde integrallenebilir. Bu nedenle Fubini’nin
teoreminden, bir [;" P(x,1)f(r)dx integrali t € [a,b] nin bir fonksiyonu olarak [a, b]
iizerinde integrallenebilir. Yani, ;.J¢ f(z) integrali mevcuttur.
Simdi; (k,s) Riemann-Liouville kesirli integrallerinin yer degistirebilirlik ve semi grup
ozelliklerinin oldugunu gosterelim:
Teorem 3.2 f, [a, b] arali iizerinde siirekli bir fonksiyon, k > 0 ve s € R\ {—1} olsun.
Bu durumda, tiim a, 3 > 0 ve x € [a,b] i¢in

£J2 102 f (@) =¢ I f (=) = T2 [iJa f(2)]
dir.
ispat Dirichlet formiilii ve Tanim 3.1 "den,

; 1-2 o1
E-J: [zjff(.l)} = (-5 + 1) k / (.‘I?S+l = ts+l)%_]tisjff(f.)dt

kl—‘k(()f)
@ 3
(s+1)7 % /t e aeiivi-ig | EEI1) TS /x +1 +1y21
i ,_3 : S tb % ta tS g % g d dt
) o ) L J, T T
yazilabilir. Yani,
—tB a x
: Jo [}t]jf(’lf)] (_Si_L / 7 f(7) / (! ts—l—l) —lys ((ts+1 B T“‘H)%*ldt) o
il kT (a)Tk(B) Ja &I
(3.2)
. gatl_getl . S 2
dir. Burada; y = (zmr—r) degigken degistirmesi yapilirsa,
(S o l)ts s 1 s+1 s+1
(h:___'_xsﬂ T*"'ld t*dt = 54_1(1' —-T )
olacagmdan bu ifadeler integralde yerine yazihp gerekli islemler yapildiginda,
s+l _ st £,

i

-1 ($s+l - Ts-!-l)r

>+1 t5+1 s+l 21 T.~;+I o . a_q
= P, o 541
/ ( pstl _ s+l )k ('E 3 )k t5(3:3+1 = 1—34—1)

P sr1y 221 4 «_y B_
= ——5+1(1 i) /ﬂ(l—y)k R dy
a3

Ef__i__l_)llf_._ ! Py e -—-—l
eyl I e

14

dt



clde edilir. Buradan,

&L
/ (l_.e+1 o f-"H_l)%_lts(t‘H-l o T3+1)%_1?‘-S(£t

(:I_.s—ll . Ts+1) e | ;_ -
= ey (1 — ) yEldy (3.3)

g5 — sty ot g B
= 75 /(1—J ) yr T dy

u+3

(25+1 — 7oty

= k.G, (c,
— o, 8)

dir. k-beta fonksiyonun tammu, (3.2) ve (3.3 ) den;

a4 g
sy [s 78 g7, = "(S—I’I)le /T s+l s+l e
k‘}u\ [kJa f(L')] - ka(Q‘ +,8) /s (:L' T ) T f(T)dT

= ot f(z)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3 o, 3,k > 0 ve s € R\ {—1} olsun. Bu durumda; I'y, k-gama fonksiyonu

olmak iizere,

% ! P & 8 ﬁé" ‘
i [(-T”’ = gt ] - (s+1)%rz g @ -e)” B9

dir.

ispat Tanmm 3.1 ve
(ts-f-l o as-H)

degisken degistirmesi yapildiginda,
5+ 1)t°
dy = P,

(@ — 1)



olacagindan,

g1 (s+ 1) % a_ B_
& )1() s+1 a+1 . s+1 ta-l—l 1t fﬂl s+l 1 It
[CREae Al = [T -yt )

+ l "l—— *.+I fs-H H—l +1 i .
- _i__-_{f( P et g

LFJ\ (Gf F.L b} IZS+1 = U.‘q'H)

fs-}—l 9+1 g
+ (_g_—___) ( -:.-{l (s-lrl)t IfﬂJ

(_-L-S‘I'l . a‘3+1)

s -
+])

1-%
_ (s+1) 1 (s+1 g5t _—_1/(1—-‘})’* Y& 1dy

A:Fk(a)lﬁk(ﬁ) s+ 1

- (s+1)7* s+l st
o= ——k[‘k((t—l—ﬁ) (.r, a ) /SL(“' 3)

__l_ 1

p5+1 a's‘-i-l)

_ @ .
N (s—i—l)?Fk(a—l—ﬁ)fk( 2

elde edilir. @ = z durumu asikar olarak saglamir. Boylece; teoremin ispati1 tamamlanimsg

olur.
Uyan 3.1
i. (3.4) esitliginde s = 0 ve k > 0 alindiginda
£-1 Tk (B) exs_y
I |lEi—& = —— (13— k 3.5
2 -0 | - s o0 (35)
elde edilir.
it.s = 0 ve k = 1 igin (3.4) ifadesi,
I'(8) -
o o8- - k e a+f—1
S e B e (D)
seklini alir.
Sonug 3.1 k£ > 0 ve s € R\ {—1} olsun. Bu durumda,
‘ (.’ITS-H o a’,s+l)%_2 )
rda(1) = = 3.6
ifadesi herhangi bir o > 0 i¢in saglanir.
Uyar1 3.2
i. (3.6) ifadesinde, s = 0, k > 0 almdiginda,
(z —a)* > .
J(l) = =————r 3.7
tJa(D) = F e B (3.7)
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esithgi saglanir.
ii. (3.6) ifadesinde, s = 0, k = 1 alindiginda,

(z —a)*?

(1) = ['a+1)

elde edilir.
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3.1 Baz Yeni (k,s) Riemann-Liouville Kesirli Integral Esit-
sizlikleri
Chebyshev esitsizlikleri, (k, s) kesirli integral seklinde asagidaki gibi gosterilebilir:

Teorem 3.1.1 f ve g, [0,00) iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda,

her o, 8> 0,1 > a = 0 ve (k, s)-kesirli integralleri i¢in,
1
(23 X S' ﬂ‘. f, B i
wa fa(t) > 70, »’ F()xJaa(t) (3.8)

L2 fa(RIP() +1 T2 fo(0)i e (1) 24 JE(WRIZ0(t) 5 gL I @) (3.9)
esitsizlikleri saglanir.
ispat f ve g fonksiyonlan [0, 00) iizerinde senkronize fonksiyonlar oldugundan, her
¢,y = 0 i¢in

(f(z) = f(y) (g(x) — g(y)) = 0
dir. Dolayisiyla,
f(@)g(z) + f(y)9(y) = f(x)g(y) + f(v)g(z) (3.10)

yazilabilir. (3.10) 'un her iki tarafi EJ“—}L(t““ — 8% 12° ile carpilip, z e gore

kI k(a}

(a,t) arah@mda integre edilirse,

(s+D-% 1 _ petly§-lps
S [ @ - @)

+f(y)9(y)%].(ﬁ+l s O )——1 S
> 9(9)(—g~+—1)~; /I(t‘?-i‘l s+l) 2* f(a)de

kTk(a)
+f(y (11;1() ] (! — )i tg(z)de
s I8 fa(t) + FWgw)iJe (1) = gwida f(t) + f(W)idag(t) (3.11)

() " F (jot1

elde edilir. (3.11) ’in her iki tarafi 57— — )5 1ys ile carpilip, y e gore (a,t
k' (a) L b &
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aralifinda integre edilirse,

Z-ﬁ.‘fg(f-)% / (= Ry
%’K—;%[(f“ — ) E Ty f(y)g(y)dyi o (1)
z %ﬁ[(f”' —y" )y g (y)dyp IS f (1)
N (—@% ] S — By )yt eg()

1 s
B o 13" ag(t
Jf(l),‘ }a f(?)ﬁu}ﬂ.q( )

esitsizligi elde edilir. Bu durumda ilk egitsizilik ispatlannng olur.

ra fy(t) =

G
imdi ise, (3.11 )’in her iki tarafi & ’g(t*‘“ — gt =1 y® ile carpihip y ’ye gore (a,t
kTx(B)

arasmda integrallenirse,

g s+1)1-% ¢ B o
}:-fafg(t)(—)—/(t*“—y‘“)* Yysdy

k[‘k(a)

(5+1)]_% i s+1 s41 E—l s g & JO¢
e [ v Wi ()
s+ 1 1—‘2" t 4 4 R < .
= zfrk()a) (14 — )Ry g () dyi I £ ()

(s+1)-%

i )
ts-i—] R %_1 s ]
kT4(a) /a( y ) E Ty f(y)dy

e fg(FJEQ) +5 S faRIS() 23 JEF (i lg(t) i Jog()R e £ (1)
elde edilir ki bu durumda. ikinci esitsizlik de ispatlanmig olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.2 f ve g; [0, 00) iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda,

her a, 3> 0vet > a = 0 icin,

1

(5 + 1)¥Th(B + o)
1

(s+ 1)ETk(k + @)

> e RO 9() i JRgh@)R 2 f (8) =3 JEhRI] fa(t) =5 3 fa(t)i T h(t)

+LJ2f(1)3 TP gh(t) +5 J2g(t)5 T2 Fh(2)

B_ge ..
@+ — o) E T 2 f ght)

+ (£ — a*+)E JE foh(t)

esitsizligl saglanir.
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Ispat f ve g fonksiyonlar: [0, 00) iizerinde iki senkronize fonksiyon ve h = 0 oldugun-

dan, her x,y = 0 i¢in,
(f(z) = [(y) (9(z) — 9(y)) (h(z) + h(y)) 2 O
dir. Bundan dolayn;

fx)g(x)h(z) + fWgwh(y) = [f(x)gly)h(z) + fly)g(z)h(x)
—f(w)gw)h(z) — f(z)g(x)h(y) (3.12)
+f(z)gr s g(t))h(y) + f(y)g(x)h(y)

esitsizligini yazabiliriz. (3.12) 'nin her iki tarafi %(t"“ — 28t %122 ile carpilip,
(a,t) arah@inda x ’e gore integre edilirse,
1___

kFg(ag /(tSH lSH kg f(@)g(z)h(z)dx

+.f(?})g(y)h(y)% ./-(t5+1 _ $s+1)%—1$sd$

o) s [ =) e

4 1-2  pt 3
‘|‘f(y)& / (5T — 25tk ot g(a) h(z)dr

A%

kI‘k(a)
_f(y)g(y)%f'(wl _ )Rl (2)da
_h,(y)%l: : (t+ — 28105 f(2)g(z)dz
+9(J)h(J) T ()l;_ / @+ — 2" e 12 f(2)da
#1n) S [ ey

olur. Yani;

2JEfo@) + F@eh(ids(1) = g)ids fh(t) + f(y)iJa gh(t)
— ()9 Jsh(t) — h(y)iJs fa(t)
+9(W)h(y)r s f(t) + h(y) f(y)idsg(t) (3.13)

1-&
elde edilir. (3.13 )’tin her iki tarafi M e+l — y““)%“-y"‘ ile carpihp ¥ ’ye gore
kLx(8)
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(a,t) iizerinde integrallenirse,

‘5 + ] 8 8 5 5 o
(“1 / (@ — gyt eyl dyt I fo(t)

s I"E 81 .
+:(!:(1)(W(— f (7 — ) 1y F ) g()h(u)dy
a s+1) - pstl e+1 21,4
> eSS (t vo(v)dy
i 1—§ |

9+1 - 4 . s
O ) f (1 — )1y f () (y)dy

i)
_‘E
_}:‘}ffg(t) kl—x( ) (8+} == S—I—]) & ‘ih(q)d?j
s 0 (s+1) ]_i g+l et
+ida f(')m— ( — Y E Y g(y)h(y)dy
s+1)1-% i s
+-;1J§g(t)(—m()? (1 — ) o)y

olur. Buradan;
WIS (DRT2 fah(t) +3 J2 ()i J7 fgh(t)

s JCFR(t)R B g(t) +5 JEgh(t)iJ2 £ () —; Joh()7J2 fo(t)
—2J2F )i IPh(E) +5 JEF ()P g(t) +5 JSg()i 2 £ (1)

WV

egitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmsg olur.
Sonug 3.1.1 f ve g fonksiyonlari [0, 00) iizerinde iki senkronize fonksiyon ve h = 0

olsun. Bu duruinda, her « > 0 ve t > a = 0 i¢in

1 s41 s+1 "_2‘5 o
(S+1)9k'f'k(k+c}r)(t+ - T i feh(t)

23 SR 9(t) +% Jagh(OR G f(t) =5 Joh(t)i g fo(t)

esitsizligl saglanir.

Ispat Ilk olarak, (3.13) ’iin her iki tarafi (5;;\1:(:); (t5+1 — st %~ 1ys dle carpilip y 'ye
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gore (a,t) araliginda integre edilirse,

3 1% fg (1](9"‘ 1) -/(tﬁ‘+] s'+1) l?}\dJ

. e oS 1“ L R
+}2J§'(1)-(T()a)~ @ =y E Y f(y)a(y)h(y)dy
o s+1)F 1. R SR

> }cJaf""(z)(_ﬁ‘:()aT/(“' — ¥y g (y)dy

) s+ 1% [ i gl T B Y g

ﬁmw)(ﬁl)—] (! — "ty f(y)dy
I_I s

—2 7=k (t) “, ( ) / (' — )Ry f(y)g(y)dy

s T (5+1 1_“' L 1 LR 9+] —-1_5
—gdy f.f}(t)—*——m ( (?‘ ) ey h(y)dy

s+1 1_— s CL2E
ﬁ‘]:f{i)(ﬁ—r(% (t""“ — y" Yy g(y)h(y)dy
1)-% ‘
FTeg(t (Tﬁ( / (7 — )R yh(y) fy)dy
olur. Yani,
e fah(8)i 5 (1) +5 Jg fah(t)idq (1)
> o fh(t)esg(t) +5 Jogh(t)i g f (1)

ISR fgh(t) =4 T2 Fg(DRISh(2)
LIS J (3T gh(t) +1 T2 FR()EISg(t)

esitsizligi elde edilir.
Teorem 3.1.3 f,g ve h fonksiyonlan [0, 00) tizerinde tanimh ti¢ monoton fonksiyon

oldugundan, her z,y € [a,b] icin,
(f(z) — f(v) (9(z) — 9(y)) (h(z) — h(y)) = O

dir. Bu durumda, her e, 3 > 0 ve t > a > 0 i¢in
3 1 tb+1
(s + D)¥Ty(B+ k)

1 -—.23
= t3+1 s+41 J,B ]
terDmGr et ¢k Jafoh®)

IS TR T2 g(t) +3 Tegh(DR 2 () = JEh(OR 7 Fa(t) +1 I f (DR T7h(t)

—iJa [ IEgh(t) +3 J2 g JI fh()

ﬂ”’) 2 fah(t)

W
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csitsizligi saglanir.

ispat Verilen esitsizlik

f(@)g(x)h(x) — fawh(y) = f(x)g(y)h(x)+ f(y)g(x)h(z)
—fw)gh(z) + f(x)g(z)h(y)
—f(x)g(w)h(y) — f(y)g(x)h(y)

1— 5 10 )
seklinde yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafi %(ﬁ“ — 215~ 12% ile carpilip,

1 e gore (a,t) iizerinde integrallenirse,

(a+1)-%F (4 .., s+1)E-1,8
S (e - e

g(y)(s“) - / (14— s“)*-l *f(2)h(z)dz

W

+f<y)(87+r:()T)./a (41 — &)ty (@)h(e)do

Ff(y)g(y)(s—ﬂ)—z / @+ — ) nth(z)dz

kTk ()
e e e L g OV T
_g(y) .Sk—ll;l()a;“ / ( gs+l s+1 -——1 gf( )dT
(s+1)"%

*f(?})h(J)W/ (¢t — o) i 1a%g(2)da
seklindedir. Yani,

212 fg(t) — f()a(w)h(y)iJe(1) = gly)ids fh(t) + f(¥)rdagh(t)
—f @) g(W)rdsh(t) + h(y)iJs fa(t)
—g(W) k)i () — h(y) f(¥)idaa(t)

dir. Bu esitsizligin her iki tarafi ﬁ—”—(t*“ y”])’;'ly‘* ile carpihip, ¥ ’ye gore (a,t)
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arahginda integre edilirse,

LE‘fﬂﬂ%f“”l —y)Eydy

_%(fﬂ — Ry dy £ (y)g(y)h(y)i e (1)
> %{i);% (#+ =y E Lyt g (y)dyi e fh(t)

%(tsﬂ — Y E Ly fly)dys T gh(t)

_ %;%)__%(*““ — " E Ty f(y)g(y)dyi o h(t)
(i;;%__%(tSH - ys+1)%*1y“h,(y)dyi o fo(t)
_%(twl - ys+1)%-1;;‘-*9(;;)h(y)dyitﬂf (t)

- % (5! — YRy h(y) £ (y)dys I g (1)

seklinde olur. Yani,

LJE fgh(DIL (1) =4 T2 fgh(D3Ia (1)
L Je Fh(L)L TP g(t) +4 T2 gh(t)i T £ (8) 3 Jeh(t)R T2 fa(t)

A\

+4T2 F(0)RIER(E) = o F(@TEgh(t) 3 Teg(iI? fh(t)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.1.4 f ve g; [0,00) iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda,

her a, B> 0, ¢ > a = 0 ve (k, s)-kesirli integralleri i¢in,

i 1)2; Gt e
k I 1

: £—2s ‘
& T.S-H _ a3tV E J'ﬁ 2 "
+(S+1)I‘-Fk(k+ﬂ')( a*)¢ ey ()

> 2J0f(0iI29()

LIS PAORIEG () +1 Jo g (DR 12 () 2> 22 f9(Di T fo(t)

esitsizlikleri saglanir.

(3.14)

(3.15)



ispat (f(x) — ¢(y))* > 0 oldugundan,
(@) +9°(y) > 2f(2)g9(y) (3.16)

yazilabilir. ( 3.16 )’'min her iki tarafi (Tr.”(“ (1ot — 2t % 12% ile carpihp z e gore

(a,t) arahgimda integrallenirse,

-2 pt
(S‘—I—]) / (ts-H -—:Bs+l)%_13!3f2(.'13)d.'£

kTy(e)
1__
+g2(J)(Ski_1( ) /(f3+1 L,s-i—l)——l Sdr
> 2y S [ - o e

olur. Yani,

We 1) + 9P W)Ra f(L) > 29(y)i e f(2)
dir. Buradan,

(f(@)9w) — fW)9(2))* >
@) W) + g’ (@) > 2f(2).f(y)-9(x)9(y)
yazilabilir. Verilen esitsizligin iki taraf g%(2"‘“ st %12 ile carpilarak, z e

gore (a,t) araliginda integre edilirse,

y s+1 1-% b 3 5 -
g%y)im- j (4 — ") B0 f2(2)da

+f2(y) (‘Sk—;:() ;E / (t3+1 £s+1)——1x592( )d

> 2f()g (};1(&;— f (1541 — 27810 f (2)g ) de

olur. Yani,
We PP () +1 I3 6P (). 2 (w) = 29(9) f ()i s fo(t)
elde edilir. Esitsizliginin her iki tarafi %i(t"“ - y-‘”‘])‘g—ly“‘ ile carpilip ¥ 'ye gore

(a,t) tizerinde integre edilirse,

s Jo gl S+1l_§ f.s s 2 g
e L O

(s+1)% [
+1J592(f)wj Pht= 15“)‘_ Yyt A (y)dy

e R I
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yani,
VISP ORIEG(X) +5 TSGR @RIE 1) = 2375 fe()i T fa()
esitsizligi elde edilir.
Sonug 3.1.2 f ve g; [0,00) iizerinde iki fonksiyon olsun. Bu durumda, her o, 3 > 0,
t>a=0i¢n

1
(s + 1)ile(k + )

(! =@t E2 I PO O)] = BT (0I5t

R P08 (1) > RIS fa )
esitsizlikleri saglanir.
Teorem 3.1.5 f : R — R olmak iizere f := ]f tf(t)dt,x > a = 0,5 € R\{-1}
olsun. Bu durumda, o < & < 0 i¢in

L) = 1)

dir.

Ispat (k, s)-kesirli integral tanimm ve Dirichlet’in formiiliinden,

1___

it = SRS e eyt [
k a
l—v— "I

= %—1();)—/ U»Sf(u)/ (z°t — )53 dtdu

el O i Ju
1-< x
= —(Sk—; 1() ) * [ (2*T! — ) o ud f(u)du

e a

= ki)

elde edilir. Boylece, ispat tamamlanms olur.
Genellestirilmis Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz esitsizligi asagidaki sekilde verilebilir.

Lemma 3.1.1 0 < a < b olmak iizere f,g,h : [a,b] — (0, 00) ii¢ fonksiyon olsun. Bu

durumda, m, n, x, y keyfi reel sayilar i¢in
b b b n iy 2
(/ sorwro) ( | g”(t)m(r)f(r)df) > ( [ o an (t)f(f-)df-)
’ ’ ’ (3.17)
dir.
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ispat

b b b ?
/ l:\/gf”(t)hfr(t)f(t)\// g”(t)h?f(t]j'(t)dt—«./g“(t),’w(t)f(t)\/jg”‘(t):’f"(f)f(t)dt:| dt =0

b b b
[ [gm(t)ff(t)f(t)dt / G (OR(0) f(1)dt + g" (DR (1) f (£)dt f g (O (E) F (1)t

ﬁ_gg’—}—(t)h%'{(i)f(f)\/‘??(!)!’T(f)f(f)\/-/ gn(f)hy(f)f(f)dijl dt

2 ( ] Pt )f(t)df-) ( / bg“(t)hﬂ(t).f(t)dt)
2 ( / b.q’—“%“(t)h%“(wf(t)dt) \/ / k() \/ / ' g O (e

olur ki, bu da istenen esitsizligi verir.

Teorem 3.1.6 f € L, [a,b] olsun. Bu durumda, k,m,n,r,p > 0 ve a > 1 i¢in,

(" ) (220 ) > (@) s

dir.
ispat (3.17) 'de g(t) = (&t —t5t)% ), f(¢) = -(:—;kl(;?‘i ve h(t) = f(t) almirsa,

—_(8+ )]“ s +1ym(§—1) (S+1)1h% /x +1 +1\n(E—1)

s m($ BE(H dt pSHL s n(% SEP (1)t
( e L& P&t )\ Srey /L ©@ RSt
o 2
(s+1)'7* /’T F1_ geblymin(a_q) g pIt2
> (BT 0 [ (gl - sy =R £ (1) dt
(Ea = [n—emy =20

elde edilir. Boylece ispat tamamlamr.

Agiklama 3.1.1 (3.18) ifadesinde k£ = 1 alimirsa,
mia— r n(oa— '] ?”_'r}E a—1 L z
(Ja ( D+ f (:r)) (Ja.(' 1)+1f, (:r:)) > (ktjo. ( )+lj_éﬁ($))

esitsizligi elde edilir.
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3.2 (k,H) Riemann-Liouville Kesirli integral i¢in Bazi Integral
Esitsizlikleri
flk olarak, kesirli integraller i¢in temel tanimlarn ve gosterimleri verelim.

Tanim 3.2.1 (a,b),R nin sonlu bir arahg ve R(a) > 0 olsun. Aym zamanda, h(z),
(a, b] iizerinde artan ve pozitif monoton fonksiyon ve (a,b) tizerinde h'(z) tiirevi siirekli
olsun. f fonksiyonun, [a,b] tizerindeki bir bagka h fonksiyonuna gore sol ve sag tarafli

kesirli integralleri,

(Jonf) (@) = / (h(z) — h(t)* W@ Btz > a,R@) >0  (319)

I'(a)
1 b
() @) = Ty f (h(t) — h(z))*" W (D) f(@)dt, = < b, R(a) >0 (3:20)
seklindedir. (3.19)ve (3.20) i¢in,
(Jainf) (@) = (Jinf) (@) =
olur. Eger (3.19) ve (3.20) integral formiillerinde h(z) = x alinrsa;
Joen = Jav vedi-y = Ji-

elde edilir.

.19) ve (3.20) esitlikleri sirastyla;

Ayrica, p > 0i¢in h(x) =

(z,0) @) = CEDT [n —enpesoaz>a @)
1—ox b
(Je f) (@) = (”—JIZ(IT))— / (7 — ) P f (1) dt 3 < b (3.22)

seklini alacaktir. Bu tiir genellestirilmis kesirli integraller, Samko ve Kilbas tarafindan
(1993) *de, Akkurt ve Kagar tarafindan (2015) *de, Butzer, Kilbas ve Trujillo tarafindan
(2002) ’de, Mubeen ve Habibullah tarafindan (2012) 'de cahgihmstir.

(3.19) ’da a = 0 i¢in,
Ugind) @) = 15 [ (@) = ) K OF Wt >0 (3.23)
(Jeind) (@) = (@)

28



yazilabilir. Semi grup ve (3.23) integral operatoriiniin degigme ozellikleri,
o ]ﬁ )T(.H-ﬁ ok >0.8>0
‘ul,h.'(;l‘hf( ) { },f("!‘) az,p 2

ve
(41 8 [4
} the }a'l h ( ) = ‘}('rl- h a.""',h.f(x)
seklindedir. (3.23) integral operatoriiniin birim operator szelligini gostermek i¢in, f(z) =

h(zx) olacak sekilde 6zel bir i fonksiyonu secilirse, (3.23) esitligl

1 ’ a—1p1
F_((P_)_/|3 (h(z) — k() K (t)h(t)dt

seklini ahr. Burada, h(z) — h(t) = u olarak almirsa, h'(t)dt = —du olacagmdan
h(z) — u = h(t) yazlabilir. Dolayisiyla; bu ifadeler (3.23) ’de yerine yazihrsa,

1

E *(u)e? v(x) — = —— ’ a=1p(z) — u®)dr
() [0 (w)* H(M(z) — u)du P(“)f(u h(zx) )du

ua+l

- (Q)[}()O.’ a-l-llg

elde edilir. Paydalar esitlenip, gerekli iglemler yapildiginda,

Ush) @) = F7a3 i () ) = WO @+ 1)~ a(h(a) — B
1
= e o) — BT )+ 1) — a(h(a) = hO)
. (h(FEM;)D (h(z) + ah(0)) (3.24)

ohur. (3.24) ifadesinde o = 0 alimrsa,

(JGs ) () = h(z)

s

elde edilir. (3.23) ifadesinde, a > 0; p = 0, p > —1,1 > 0 igin f(z) = z# ve h(z) = T5

olsun. Bu durumda,

(Jonnf) (&) = —Fﬁ / " (h(a) — h(®)* K@) (1)t

1 xz _)p+l _ tp+1
= ) / & Yot dt
0

I« p+1
_ (P "I:(](-l))l - /:c (.’1:‘0+1 - ip+1)a—‘it,u.+pdf_
25 0
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- A e i ; :
yazilabilir. Burada, ¢ = z.ur+ d()g‘lsk(zn degistirmesi ve gerekli sadelesmeler yapilirsa,

a (p+ = o L =8
(Jr_|+hf) (x) = u) (.I”H gP¥, u) ](ib uP' T)f 2, D 1.-1:.?:,9*-1dt
(p 1) B p+H1ya—1_ p+p —/.I ~1
= ————(xP)* 2 1 — u)* uriidu
) (a-u)
(.p + 1)1‘-a poa—pta—1+p+p+1 (Q)I“(%)
Bl +u+1
I'(«) T(a 4 £4=)
olacagindan,
+p+1
oot = LI oty
Ia+ E';TiT)
elde edilir. Ayrica, (3.23) icin f(z) = 1 almrsa,
1 * ey
U@ = fr | ()= h) W@
v) Jo
(p+1)t-= /T . _
— AR e s e
() 0 ( )

olur. Son esitlikte, 27! — t#*1 = y alimirsa —(p + 1)t*dt = du olacagindan,

(4% . (p+ 1)1 o a—1 du
U@ = ZEo— [ 2

= [T,
- _[0<a )

(:0 + 1)_ator(p+l)
I'a+1)

= J(?"’,h(l)

yazilabilir.

Tanim 3.2.2 (a,b), R ’de sonlu bir aralik ve R(a) > 0 olsun. Ayrica, h(z), (a,b] tiz-
erinde bir artan, pozitif monoton fonksiyon ve (a, b) iizerinde h'(z) stirekli bir fonksiyon
olsun. Bu durumda, f fonksiyonun [a, d] iizerinde bir h fonksiyonuna gore sol ve sag

tarafli kesirli integralleri

(I f) (@) = El(a_) / “(h(z) = hE) W) fQ)dt, k> 0,R(a) >0 (3.25)

1 b .
(T f) (&) = / (h(t) — h(@)F W) f(B)dt, k> 0, R(@) >0 (3.26)
kTk() Jo
seklindedir. Eger (3.25) ve (3.26) integral formiillerinde h(z) = x alursa;

(xJginf) (x) = T ( ] (x—t _“1f(1‘)dt T>a
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ve

: b
(xJiop ) (z) = k.F:((.u) / (t—z)k¥ ' f(t)dt,b> x

elde edilir. Bu ifadeler, k — 1 almdigimda, klasik Riemann-Liouville kesirli integraline

indirgenir.
Ayrica, p € R\{—1} i¢in h(z) = 22t secilirse, (3.25) ve (3.26) ifadeleri sirasiyla;
ptl
15 A %
(fJe,f) (2) = (—‘{)—;(a—))—i / (P — )RS (t)dt,  x>a (3.27)
)-% [ .
e1E. iz = M (P — 2Pt e f(t)dt, x<b 3.28)
keba () .

seklinde olur.
(3.25) ’de a = 0 i¢in;
1 H .
(edaenf) (2) = Tx(a) / (h(z) — h()) ¥R (@) f(t)dt, x>0 (3.29)
(kJos uf) (@) = f(2)
yazilabilir. (3.29) integral operatoriiniin semi grup ve degisme ozelligi;
[T )G TE )] 1@) = TR (@) 0> 0,62 0

[T W2 )] £(2) = T2 )2 1) (@)
seklindedir. (3.29) integral operatoriiniin birim operator ozelligini gostermek icin 6zel-
likle f(z) = h(x) olacak sekilde bir h fonksiyonu secilirse,

(Il (2) = s [ (i) = HO)F Wb

yazilabilir. Burada, h(z) — h(t) = u degisken degistirmesi yapihrsa /(t)dt = —du
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olacagimdan,

(D ® = JRCC RO EOTO%
; ' il T) —ujau
= @) A (u)* ' (h(z) — u)d
& R
= S /ﬂ' h(z)(u) uk)d

1 wr uktl
= — hix — %
ka(Oﬁ) (J(T)% (x+1) I(]

- enss [0 (5 +1) + o) - hONF ]
_ 'F?;Tkl?T)[ x) - )(0))2h(z) (% +1) + (h(z) - h (J))J
_ (};‘((a)+kf)1))r (h(z) + ah(0)] (3.30)

esitligi elde edilir. (3.30) da a =0 ve k = 1 ahmrsa;
(Jgenh) () = h(z)

olur.

Teorem 3.2.1 f ve g; [0,00) iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda,

t >0, a >0 ig¢in,

IO > A o (20) 10 () o) (B30
dir.
Ispat f ve g senkronize fonksiyonlar1 i¢in;
(f(m) = f(P)(9(r) — g(p)) 2 0 (3.32)
yazilabilir. (3.32) ’den,
F()g(r) + f(p)a(p) = f(T)g9(p) + f(p)g(7) (3-33)

olur. Eger (3.33) ’iin her iki tarafi 7 € (a, ) i¢in {—’*—'thlf%ﬁ——lh’(r) ile garpilirsa;
(h(t) — h(7))*~*

(h(t) — h(T))¥7! , | ’
k() (1) f(m)g(r) + f(p)g(p) iTe(a) K (7)
— h(r))F™ (t) — h(7))% !
= g(p) (h(t)krf((a))) () f(1)+ fp) (h(t)kril((a))) B (r)g(r) (3.34)
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elde edilir. (3.34) esitsizligi (a,t) iizerinde integre edilirse,

1 ' & 127
T /. (0 — R E R (gl

! . =11
e | (0 = RO ()i

——1 t 2131
ki () l (h(t) = k(7)) "K' (7)f(T)g(p)dT

\Y

+krkl(o:) /{; (h(t) — h,('r))%*lh_’(r)f(p)g(?‘)dT (3.35)

olur. Dolaysiyla,

2 W00 + S g s [ (0~ h)E R G

> o) g [ (0 — )G (e

+_f(mm / (h(t) — h(r)) 2 W (r)g(r)dr (3.36)

(% B)(F9) )+ F(0)a(p) (T2 (1) > g(p) (I YD) + F(D) IS W (@)(E) (337)
elde edilir. (3.37) 'nin her iki tarafi p € (a,1) i¢in %ﬁgﬁh’(p) ile carpilirsa;

= -1 — h(p))*~!
(h'(”krf(g’)” h.'(p)(klf;.n)(fg)(f)+(h“)kri&” W(0) £ (P)9(p) (T2 h) (1)

> B p)g(o) Tz ()

PO ) 1) T2 ) (3:38)

olur. (3.38) ifadesi (a,1) tizerinde integre edilirse;

i a)® [ OBy

+/a (h(f)krk(( p)*” 1 (p)f(p)g(p)dp(rJoh)(1)

)
/ (h(t) — :‘(@ LW (0)a()dp( IS W) () )
/ (B8 — ’?g’)}) W (p) ] (0)dp(x T2 ) (9)(2) (3.39)
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elde edilir. Bu esitsizlik aym zamanda,

Tr(a+ k) . "
h(fg)(ﬂ = ("t (I) ((L))% (5 o h) f(f) (k«]m-,h) Q(f) (3-40)

seklinde de yazilabilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2 f ve g; [0,00) iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda,

t>0,a>0 >0 k>0igin,

(?L(mljk(—a’:saiif_l [l m79)®) + (12, m(f9)®))]

> () 10 (72 ) 90 + (2 ) 7O (720 ) 90)

dir.

ispat f ve g; [a,b] iizerinde iki senkronize fonkswon olsun. Bu durumda, her

a > 0, p > 0igin, (3.37) "nin her iki tarafi -ﬂ%%ﬁ——h (p) ile carpilirsa;

() | (1) — £
(o)) M ) o ST (g w5 )

(h(t) — h(p))* ', .
> 6 1 (0)g(p) ISR ()(2)

(h(t) — h(p))F ) ‘
1T, 0) R (p) £ (p) (T3 R)(9)() (3.41)

elde edilir. (3.41) ifadesi (a,t) iizerinde integre edilirse;

i

=1

£ | (h(t)k}:a((g)) (o) (T ) (f9) () dt

g

(h(t) — h(p))* ! S X
/ H‘k(ﬁ) W(p)f(p)g(p)(xJarh)(1)dt

5 [ (]fr,il((e)))“ W (p)g(p) (T3 ) (£) (1)t

8

/ (h(t) “, ()1 (0) (T2 )9 (Bt (3.42)
k

elde edilir. Buradan,

(%) (F) () (6P 1) (1) + (IS hY (D) (T2 ) (F9)(E)
> (%R ()0 RIP ) (9)(E) + (k2 k) (9) (@) (kT ) () () (3.43)

olacagimdan ispat tamamlanir.
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Uvar: 3.2.1 Bu teoremde a = 3 almirsa Teorem 3.2.1 i elde edecegimiz aciktir.
¥ &

Ispat (3.37) ifadesinin her iki tarafi (h(t uh((‘“ ]gﬁ I(p) ile carpihirsa,

iz o) ey ) OB 1) o) 00

(h(t) — h(p))¥ . (h(t) — h(p))E~" , .
> PO M etz m )0 + B ) )Tz 6

olur. Elde edilen esitsizlik (a,t) tizerinde integre edilirse;

/(h(i)]\}:lif)) )d,o(kjﬂh)(fg)(t)
/ (h(t) — e )))x B (p)f(p)g(p)dp(rJsh)(1)
(p))*!

5 / ’?(")W )” K (0)g(p)dp(eI h)(F) ()

o [ OO ) )it k) )
elde edilir. Buradan;
(IR F0) (T2 YD) + (I3 W) TR F )0
> (eI R)G)E) + (I3 BRI

esitsizligi elde edilir.
Teorem 3.2.3. f,g ve h; [0,00) iizerinde tamml {i¢ monoton fonksiyon olsun ve

p,T € [a,t] igin

(f(r) = f(p)(g(7) — 9(p))(h(7) + h(p) = 0
esitsizligi saglansin. Bu durumda, her o, 3 > 0 ve ¢ > a > 0 igin,
(2 R) (fgh) ()] GJIZ R) (1) — (RIS R)(1) [(sz,ih-)(.fgh)(t)]
> (R IR] [ R0)®)] + (2R O] [(I2H0)®)]

~ [ BBYO) [ R (9] — (W2 h)B)E) [T D) (Lo
(IO WIER) G — IR @) [WIER(ME)] (3.4

esitsizlikleri, (k; H)-kesirli integralleri i¢in saglanir.



Ispat f.g ve h fonksiyonlan [0,00) {izerinde tammh {i¢ monoton fonksiyon olsun. Bu

durumda her p, 7 = 0 i¢in;

(f(7) = fF(P)(g(r) — g(p))(h(7) + h(p) Z O (3.45)
dir. (3.45) ’den,

F@)g(n)T) = F(p)g(p)h(p) — f(T)glp)h(T) — f(p)g(T)(T)
+1(p)g(p)h(T) — f(T)g(T)h(p) — f(T)g(p)h(p) + f(p)g(T)R(p)
> 0 (3.46)

2.5
yazlabilir. (3.46) 'min her iki tarafi 7 € (a,?) i¢in ﬁﬁg%&;i—h’ (1) ile carpilirsa;

(h(t) = RO)E o _ (h(t) = h(r) &,
e () f(7)g(m)h(r) — ()9 (p)h(p) Mu(a) n(7)

(h(t) = h(r))#~"

> 10t My + ) B o)

W(t) — h(T))* ! W(t) — h(7))% !
 10)otp) PO B o) + i) LT s o@D

e e e L

elde edilir. Dolayisiyla;

(k3 ) (Fgh)(2) + f(p)a(p)h(p) (i 5+ h)(1)
> g(p) (kg W) (FR)(@) + f(p) (kT3 h)(gh)(t)
—F(0)9(p) (x5 ) (R) (2) + h(p) (T3 1) (f9) (2)
+9(p)h(p) (kJ5+ B)(F) () + f(p)h(p)(x T+ h)(9)(2) (3.48)
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3 -1
olur. (3.48) ’in her iki tarafi p € (a,t) olmak iizere -——-—-—mm) h'(p) ifadest ile carpilirsa.

W RN (t)/ I(hma}iz(g)))i_ W (p)dp

/ (W8 — PEDT p() £(p)g V()00 (D)

}.Fk(ﬁ
> [ OO itz o
+[ “’“”k}:‘((ﬁ”)”g_lh’(p).f(p)dp(k.f:;.h)(gh-)(t) (3.49)
-/ pit)= ’}g’;)é W () (9)9(p)dp (ks ) (D)
v/ f o= :}if)))%'l W (D)h(p)dp(I2 ) (F9) (D)
+f f ("”(*)k}f‘(g’)”%'"l W (0)g(p)h(p)dp( I ) (D)
R o) (o)) W)

elde edilir. Boylece,

(T2 W) (Fah)(®)] (T2 R)(1) = (2 R)(1) [T h) (T )]

> [ DM@ [ R)0)®)] + kT2 R O] (T2 @]
~ [T BB [GIE D FD®)] + [Tz R O] |2 D) ()]
(T2 W) (IR Gh) @) = T2k (@) |G )R D)

olacagmdan ispat tamamlanmg olur.
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3.3 Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler Icin Genellegtirilmis
(k,h)-Kesirli Integralleri

Tamm 3.3.1 h : [¢”, 0] — R artan, pozitif monoton fonksiyonu, (a”, b”) iizerinde bir
h'(2) siirekli tiirevine sahip olsun. f fonksiyonun [a?, "] iizerinde, h fonksiyonuna gore
«. mertebeden sol ve sag tarafli kesirli integralleri sirasiyla,
1 bO(P) f(tP)tP !
P ‘;i‘{-hf(bﬂ) — : / ( )f( ) o (it (3‘50)
klw(e) Ja [h(b?) — h(t?)]®

K (t9) f (17)tr~
@) = s [ T

seklindedir. Burada sirasiyla, s° = =2 ve s# = L= degisken degistirmesi yapihrsa,

di (3.51)

12 () = b — a” /1 R ((1 = sP)a? + b°s?) f((1 — sP)aP + bpsp)sf"‘ds (3.52)

kLk() [A(b?) — h((1 — sP)ar + b"sf’)]%"] v

ve

b —a? YR (sPa? 1 — sP)bP PP — s"\bP
]cv }!‘({LP) ;1—\ a / L(S a +( S )b )f(S a’ + (1 %_‘51) )'S,O—‘lds (353)
k(@) Jo [R(b?) — h(sPa? + (1 — s7)br)]
elde edilir.
Teorem 3.3.1 h : [a”,1’] — R artan ve pozitif monoton fonksiyonu, (a?,bP) tizerinde
bir h'(z) siirekli tiirevine sahip olsun. f : I — R de bir konveks fonksiyon ise, bu

durumda

a” 4+ b pli(a+ 1) o f(a”) + f(b")
f < I8 F(P) + I F b A
(555) e F I PO+ P < g

esitsizlikleri saglanir.

Ispat f : [a”, ] iizerinde t = 3icin, bir kesin dig biikey (konveks) fonksiyon oldugundan

; (Jf,o 1 yp) o f(@?) + f(y) (3.54)

2 2
yazilabilir. s* € [0,1] icin, 27 = s”a” + (1 — s”)b* ve y* = (1 — sf)a’ + bs” dir. Bu
durumda, f konveks fonksiyon oldugundan,

f ( - 6”) S0+ (1 =) ‘gf (1= s")a’ +s) (3.55)
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esitsizligi saglamir. F(2”) = f(2”) + f(a” + b” — 2*) ifadesi
F((1—s")a” +b°s") = f((1 — s")a” + V’s?) + f(sa” + (1 — s”)b°)

egitliginde yerine yazilirsa,

Y F((1 — sP)a? + bPsP
f(a—Ql— )g ((1 s;a+ sP) (3.56)

elde edilir. Ayni zamanda,
F(sfa? 4 (1 — s”)V’) = f(s”a” + (1 — s*)VP) + f((1 — s”)a’ + b"sP)

dir. Buradan,

Py b F(s”a? + (1 — sP)b?
s a’ + < (sPa” + (1 — s")b°) (3.57)
2 2
esitsizligi elde edilir.

v IR LT 4y P _ahf h((1—sYaP+bhPsP )P .
(3.56) esitsizliginin her iki tarafi !fl“k((;l[ ditao il = ile carpihp, 0 *dan 1 e s

h(bP)=h((1—sP)aP+bP sP)]
'ye gore integre edilirse,

a’ + b\ ¥ —af [ R'((1 — sP)a” + bPsP)sP~?
f ( 2 ) kTy(a) /0 [h(b°) — h((1 — s?)a? + bes?]' % ’
b’ — a? R((1 = sP)a” + bPsP)F((1 — s”)a’ + bPsP)
2kT () M [h(b2) — h((1 — s)ar + brsP)]' %

s tds|  (3.58)

elde edilir.

(3.58) "in sol tarafinda u = h(b?)—h((1—s”)a”+b’s") degisken degistirmesi yapildiginda,

du = —h((1—5")a” +b's").(—p.s" L a’ + p.s" 'V)ds
du = —h((1—3s")a"+bs").ps"™" (b° —a’)ds
1
_Hbﬂ(i—aﬂ) = —N((1—s")a” +b’sP).s" " ds

olur. Bu ifade yerine yazilip, integral alindiginda,

= 3’”) e b du
2 ‘[;’I‘L(Of) p(b'ﬂ = a,p) o [u]]—%

B fa” + b du b a_;
- ”‘( 2 )pwﬂ—aﬂ)krk(a) / urd

3
a” + b\ [h(b’) — h(a”)]
f( 2 ) pli(a+1)
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elde edilir. Bu durumda,

(w" + b") b — a / h’( (1— s"]a”’ + bPsP)sP!
s
2 kT () [h(br (1 — s*)ar + brse)'™
_ (a:" + 07\ [h(V?) — h.(a"’)]
- 2 plp(a+ 1)
olur. Sonu¢ olarak;
a? + b\ [h(V) — (a"’)]ﬂ
PV 3.5¢
(555 MR < gl rw) (3.59)
bP—af h'(s‘“al”+(1—~s”)bp)sp_]l_a ile

esitsizlik saglanir. (3.57) esitsizliginin her iki tarafi Jr=25
[A(sPar+(1—sP)br)—h(ar)]

carpihp 0 ile 1 arasinda s ’ye gore integrallendiginde,

P pp W (sPa? + (1 — s°)b")s"
f (a + ) ds
2 kT'j(a) / [h(sPar + (1 — sP)b?) — h(fb“’)] o
u LK (sPaP 4 (1 — sP)bP)sP~ 1P (sPa? + (1 — Sr’)bﬂ)d 3.60
2kT () ,/0 [ [R(sPar + (1 — sP)bP) — h.(u,p)]l—% 5 (3.60)

elde edilir. (3.60) 'm sol tarafinda u = h(s?a”+ (1 —5”)b’) — h(a”) defisken degistirmesi

yapilirsa,
du = KOs"+ (1 — s — h(a).(p.s" .0’ + p.s?1P)ds
du = W(1—s")a”+s").ps" (0@ — V) ds
du — U PP Py Pl
eSS m_—aﬁ—) = —h ((1 — 8 )(I + b5 )..5 ds
olacagindan,

a? + 0"\ b’ —a” du b du
2 ) @) p(@ ) Ju ¥

a’ + b° du -
= & ( > )p(aﬂ—bp)krua)l“" .

a® + b\ [h(?) — h(a?)]®
f( 2 ) o+ 1)

elde edilir. Buradan,
f (af’ + b") b — af / ((1 — 8P)a? + b sP)s"! d
S
' 2 klk(a [h af-’ — h((1 = sP)a? + besP]'~

_ (a‘” +b") h(?) — h(a?)]F

2 ple(a+1)
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bulunur. Yani,

p d (b?) — h(a” k 1
f a? + v\ [h(b”) — h(a”)] < Lrer)
2 p[‘k(cr + 1) 2
a” + bP\ [h(b’) — h,(a,”)]% 1
< IO F(af 3.
esitsizligi elde edilmis olur. (3.59) ve (3.61) esitsizlikleri toplamrsa,
& + 1\ W) — h(@)]F 1
2 < = [I& F(b°) + L= & 3.62
(L) el G re)ER@) G0

olk(actl) ~ile carpilirsa,

ifadesi elde edilir. Simdi (3.62) esitsizliginin her iki tarafi
2[h(br)—h(a?)]

; (a.”+b'°) « phala+1) 1%, F() + I F(a?)) (3.63)
2 4 [h(v#) — h(a?)]*

seklinde birinci esitsizlik elde edilmis oluir.
(3.54) *deki ikinci esitsizligin ispat1 i¢in, ilk olarak; eger f, [a?,b”] tizerinde bir dig biikey

fonksiyon ise,
F(sPa? + (1 — s)P) < s°f(a”) + (1 — ) (")

ve

f((1=sP)a” +¥s”) < (1—8")f(a”) + s"f(bP)
esitsizlikleri elde edilir ki; bu esitsizlikler toplanmirsa,
f(sa? + (1 — 7)) + f((1 = 8°)a” +°s?) < f(a”) + F(7)
esitsizligine ulagihr. Burada,
F(sPa? + (1 — s")bP) = f(sPa” + (1 - )P) + f((1 — s”)a” + b°s”)

oldugundan,
F(sta? + (1 — ")) < f(a”) + f(¥) (3.64)

elde edilir ve
F((1 — s”)a? + b's) = f((1 — s")a” +0°s") + f(s"a” + (1 — s")0")

oldugundan,
F((1 — s”)a” + b°s”) < f(a”) + f(VP) (3.65)
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yazilabilir.

(3.65) esitsizliginin her iki tarafi ff“(‘i:') "’((1_“‘)}“““39)3”_1,_c. ile carpihip 0 ile 1 arasinda
KL [h(be)—h((1—sP)aP+bPsP)]

s ’ye gore integre edilirse,

b — af ]1 R((1 — sP)a? + bsP)F((1 — s”)a’ + bPsP)sP*
% ds
krk(ﬂ.’]

[h(b?) — h((1 — sP)a” + brsP)]

_ 1 1 . . J -1
bjo af R ((1— s”)a? + b°sP)s’ —ds  (3.66)
KCw(@) Jo (o) — (1 — sP)ar + bose)]

< [fe?) + J(7)]

elde edilir. (3.66) ’iin sag tarafinda u = h(b?) —h((1—s”)a?+b7s") degisken defistirmesi

yapilirsa,
b —ar [P R((1—sP)a’ + bPsP)sP!
fa)+ 107) i
s vy /o (h(b) = h(1 ~ 9)a2 + bo57)] " ’
h(l h(a”
= e+ S0 P :f“l)”
esitligi saglanmr. Buradan,
/ — s”)a? + b’s?)F((1 — s”)a’ + bf’.sp)a" lds
““ i a) [h () = (1 — s*)a” + bose)]

< (e + ey BB (“f)”

esitsizligine ulagihir. Sonug olarak;

() — h(a?)]*
pli(a+ 1)

s F(0") < [f(a”) + F ()] (3.67)

esitsizligi elde edilir.

b —af h!(sPaf+(1—s”)bP)s? ™!

(3.64) esitsizliginin her iki tarafi 7==75 — ile ¢carpilip 0 ile 1 arasinda
KO (b)Y —h(sPar+(1—sP)bP)]

s’ ye gore integre edilirse,
b —af ('R (sPa” + (1 — sP)bP)F(sPa + (1 — sP)bP)s” !

- ds
kTr(a) Jo [h(b?) — h(sPaP + (1 — sP) bﬂ)] % S

ds

W — a* /l K (sPa? + (1 — 5°)bP)sP

X 4 g
< [f(a ) + f( )] ka((Y] Jo [h(bp) . }L(SP(J.P -+ (1 = SP)I}P)]



1-§
elde edilir. u = [h(b?) — h(sPa? + (1 — sP)07)| : degisken degigtirmesi esitsizligin sag

tarafina uygulanirsa;

b —af ! b (sPa? + (1 — s”)b)s? 4
f(a?) + fF(")] -2 ds
| ) kTw(@) Jo [h(b?) — h(sPa” + (1 — s2)bP)) '
o () — h(a?)]®
- f((lp) + f(bj) ,(JF;L-(Q! e 1)

esitligi elde edilir. Buradan,

ds

b’ — af jl W(sPa? + (1 — sP)b?)F(sPa” + (1 — s° bP)sP !
kTw(a) Jo (h(b?) — h(sPar + (1 — s2)b2)]

h(v?) — h(a?)]*
pl—‘k(ﬂ + 1)

< [fle?) + f(P)]

esitsizligi yazilabilir ve bu durumda sonug olarak;

(W) — h(a?)]*
I Fla?) < £ b ¢
£ F) < @)+ FO) (369)
elde edilir. (3.67) ve (3.68) toplandifinda,
h(t?) — h(@)* .
I8, F(¥)+ L F(a®)] < 2 3 b .6
18 FO) + I F@)) < 2[(@) + SO = 5 (3.69)
esitsizligi elde edilmig olur. Simdi, (3.69) 'min her iki taraf PLeatl) jle carpilirsa,
A[h(bP)—h(ar)]
'y P b?
Pl +1) z (12, F(b) + I F(a")] € M (3.70)
4[n(v#) — h(a))" ’
bulunur. Boylece ikinci esitsizlifin ispati tamamlamr. (3.63) ve (3.70) esitsizlikleri

birlestirilirse,

(ap;bp) < PLrlat1) %[Ifj;F(b”)*'ff-F(“P)]gM)_;i@
4[h(b) — h(a?)]

ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.1 Eger Teorem 3.3.1 de p — 1 alimirsa,

NEOPECUIPERSTS _ 1@+ 10
2 4 [h(b) — h(a))* 2

elde edilir.
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Sonug 3.3.2 Eger Teorem 3.3.1 de h(z) = x alimrsa;

fCﬁ+w)“}fda+D[ P+ o Flar) < L)
E 4 [b? — a”] . ¢

elde edilir.

Sonug 3.3.3 Eger Teorem 3.3.1de p— 1 ve h(x) = = ahmrsa;

a+b T‘;a+1) N fla)+ f(b)
(53 < e Rl

e

elde edilir.

Sonug 3.3.4 Eger Teorem 3.3.1de a =p =4k =1ve h(z) = x almirsa bu durumda.

klasik Hermite-Hadamard esitsizligi,

f(u+b) / #a) )+fw

seklinde olur.
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4 GENELLESTIRILMiS KESIRLI INTEGRALLER
iCIN ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, (3.50) ve (3.51) ile tammh integraller kullamlarak yeni esitsizlikler elde
edilecektir.
Teorem 4.1 [ ve g; [0, 00) aralig {izerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda

t >0, a>0icn

I3 b)) > GO (12 1) (T a) o) ()

esitsizligi saglanir.

Ispat f ve g senkronize fonksiyon oldugundan,

(f(r") = F(€7))(g(7") — 9(£")) = (4.2)
esitsizligi yazilabilir. Buna gore (4.2) ifadesi,
)g(?) + f(€7)9(&") = f(7°)g(&") + f(£)g9(7*) (4.3)
seklinde yazilabilir. Eger, (4.3) esitsizliginin her iki tarafi 77 € (a, 1) i¢in Wh’ (rP)rP1

ile carpilirsa,

(o) TR
W) ()

+f(£7)g9(£") (h(tp)krh((T;))“ Ry

> .9(5")(}L(tp);;‘i(;;))xn R (7#)f(F2)r?

PY — h(7P)) %}
+.f(€p)(h(t )kl“:l((a))) K (7)1 g(1?) (4.4)

elde edilir. Bu durumda, (4.4) esitsizligi (a,t) arahgmda integre edilirse,

kl’k @ [(h, (t7) — h(r?)) s 2R/ (7) 7P~ f(7P)g(rP)dr

+1(€")9(€)5

)/(h(t”)—h(r"))k W(r)re~tdr

e
> €y [ ) = M) EH )

+H(E) (a) | [ (h(t°) — h(r?)) 2 ()g(r?)rLdr (4.5)
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olur. Bu nedenle,

pfﬂwh(fq)(fﬂ) + F(€7)g( ]Ar‘l(a) /'(h(tp) B h_(Tp)]%—1}}_:(Tp)?_p-1(f1_

> o&) kF( /(h“” ) = h(7?))E T f (rP)R ()7 N dr

@ | 40 = B DE W o) g (46)

seklinde yazldiginda,

I R)(f9)(#?) + F(E7)g(€P)(PIS h)(1) 2 g(&7) (P13 R)(f) () + F(€°) (I h)(9)(2")
(4.7)

4
esitsizligi saglamr. (4.7) esitsizliginin her iki tarafi £ € (a, t) igin "(*’P);fl(f:; = n(gr)ert

carpihrsa,
hit?) =1 P %1
= )k:lj:(f) - K (€2)EP 1 (PIh) (fg)(2”)

et e e

> ernne T e

#0150 (0) ey L RED eyt e (4.8

elde edilir. Daha sonra, (4.8) esitsizligi (e, t) araliginda integre edilirse,
(h(t?) — MED)E =
pre 10 P\ P
erzm o) [ o K e

)31

IR () / Lid = (a W (€)er 1 (€)g(€7)de

a

> (P13 R)(f) @) / () —BE )7 h'(€7)€7 g(€°)d€

k()
rern o)y L D et ernag (19

esitsizligi elde edilir. Bu egitsizlik aym zamanda,

pre 2 Li(a+ k) pro P\ (PT P
Leoh(F9)(E) 2> oy aE I3 n) 1) (P13 1) 9(2°)

seklinde de yazilabilir. Boylece ispat tamamlanr.
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Teorem 4.2 [ ve g; [0, 00) iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda, ¢ > 0,

a>0,8>0k>0icn,

() — M@ 1 opo n(sq)er)) + ( 12 WlI0)())

il + k)
> (12,) S0) (P12, ,) o) + (2,) £00) (PT2e ) 9(0?)

dir.

ispat f ve g; [a,b] iizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda, her a >

=¥
0,p > 0 icin, (4.7) esitsizliginin her iki tarafi L ‘p)&f”'c(f;)) : B (717! ile carpilirsa,

Py — PY) -1
erznygoyn L TED e e

oz ) e e e

Py Py -1
> e e e )

+er e LI ED e e

(4.10)

esitsizligi elde edilir. Simdi, (4.10) "da verilen esitsizlik (a,t) arahginda integre edilirse,

ez [ CEOBEN et

i

+(PI3+h)(1) f s (E1)EP £(€°)g(€7)dE

kTx(8)
> e [ PEZRO e tegeas

rermo) [ PO e e e

@

[

olur. Buradan,
(P12 h) (F9) () (P12, h)(1) + (I ) (1) (T3 1) (£9) ()

> (PI%R) () () P12 1) (9) (@) + (I3 R) (9) @) (CI ) () )

olacagidan ispat tamamlanir.
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ispat (4.7) esitsizliginin her iki taraf —(—’l—J—p-)E—} (£7)¢P 1 ile garpilirsa,

R (@)

(h(t) — h(")F
ka((I)

("Isvh)(f9)(2") K(€0)E

ut) —h i
ez ) @ e

> ey et Ef?)" W () g(")Er

HOT R ()E) o) kr,;gi)))z_ HEnfEne

clde edilir. Elde edilen ifade (a,t) arahfinda integre edilirse,

(1% 1) (f9)(2) [ (( ”*h EDE pyeryertag

(@
semn [ 0 ;"Ei)” W F(Ea(E)e
> e [ PO e
; pY) &1
rera) [ PO seneie

olur. Bu durumda

(P12 R) (F9) (") (e ) (1) + (CIZ ) (D) (T3 R) (f9) ()
> (PI%R) () () CIS ) (9)(#) + L) () #) L5 ) () ()

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.3 f,g ve x; [0,00) iizerinde taniml {i¢ monoton fonksiyon olsun. Her £, 7 €

[a, 1] igin;

(f(r?) = F(E)(g(r?) — 9(€")(x(7") + z(§") 2 0

esitsizligi saglanir. Her ¢ > a 2 0, a, 3 > 0 i¢in,

>

(CI8B)(Fg) )] CIE R — CIRR)D) [CI2 ) (fgh)()
eI [CERE@)] + CIE ) [CLneE)]
eI @ ) [0 E)] + T @) [CEmTE)]
ISR (TR GR(E) — (IR [CIAR(ENE)]  (13)
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(k; H)-kesirli integral esitsizligi saglanir.
ispat [, g ve x ;[0,00) iizerinde taniml ti¢ monoton fonksiyon oldugundan her £&”, 77 = 0
i¢in,

(f(r*) = f(E))(g(r?) — g(€"))(x(r") +2(£") 2 0 (4.14)
yazilabilir. (4.14) ’den,

F(?)g(r?)m(r?) — [(€7)g(€")2(€") — F(€7)g(€")z(7") — F(€")g(7")2(7")
(€M) g(E7)u(r?) — F(r0)g()z(€?) — [(*)g(€")x(€") + F(€")g(T")x(€")

> 0 (4.15)
yazilabilir. (4.15) esitsizliginin her iki tarafi 7° € (a,1) igin %%DE_fL (rP)rP ! ile
carpilirsa,

l i) jz(((:;’))?' W (2)ro ) f(P)g () () dr

enaienater) [ k}h(((':;”_ W (r?)re!

> f(€")g (5,0)/ (h(rp)k_[‘f(((z;)) k hf(rp)g:(q'f’)'rp—l

g (h(t*) (T”))¥_1 oo o
v [ PO T g )a(r)

(@)
f(g")((E")/ (h(f”)k}f(g;))r W (w?)r* a7

() = HNE ot
raer) [ POk ()

Y e

seter) [ PRyt (1.16)

[

elde edilir. Buradan,

(P12 ) (f92) (") + F(€7)g(€)x(€) (P15 ) (1)

g(€)(PIh)(fx)(t°) + f(E") ("I h)(g2)(t")

— £(€")g(€") ("I h)(2)(#) + W(E) T ) (f9)(t)

+9(€7) () I ) () (t) + F(€")=(€) 13 1) (9) () (4.17)

A\
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olur.
1

(4.17) esitsizliginin her iki tarafi £ € (a,1) i¢in ﬂ"—i—’%;)—)—f ) (£7)€77 ile carpilirsa,

(P12, h)(fgx)(t") / l. (h(tp)k}z(;)q)r hl(€r)eP1de

L (h(P) — h(£” 81
rerz) [ PETED e rengen e

erzmune) [ B2 MENT o (enygeryerae

W

kT'(8)
reren ) [ PO TEN e s
~ern@) [ MO e e
eI Goe) [ (h“")k}”‘(([f; DE o eryerta(er)de

+(P I3 h) (F)(2°) f (h(tp)“h(fp = W(€P)EP g(€°)x (") dE

r(f’f;w)(g)w’)_/ () k}f((g;”r (e FE)n(En)dE (418)

Buradan,

(120) (Fa) ()] (T2 B)(1) = (T (D) |2 R (o) (@)

> (1) [P EE)] + (TR )] (LA
_ (12 m@) @) [CE Do) E)] + (I @ @] 1m0
(T2 (IR — (TGO [(IEN (R O]

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat. tamamlanr.

Teorem 4.4 f ve g; [0, 00) da iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda her o, 5 > 0

vet>a =0 icn

F ) et L)
ﬁl—) () — h(a?))E2 PT2g (1)
> I f(t°)P 1P g(2?) (4.19)
PIC fA(1P)YPIEGR(tP) +° IgP (17)P 12 2 () > 212 f(t*) 1L fg(t”) (4.20)
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dir.

ispat (f(z*) — g(y?))* > 0 oldugundan,
A(2") + ¢* () = 2f (2”)g(y") (4.21)

yazilabilir.  (4.21) esitsizliginin her iki tarafi m [1(t?) — h(z?)] ¥~ zP~1h/(a?) ile
carpilirsa,

L e

t 1 P AT — Lol PR PN e PN T
]ﬂ Wula) ) =~ M) LT ) () de

+g2(?}’°)k1ﬂ:(a) / [h(t*) — I“L(a:”)]%"l "R (2P)dx
> 29(y") kPj(Q) / [h(tP) — h,(rc”)]%—l "~ f (2P)R (aP)dz

elde edilir. Bu durumda,
PISFA) + g () I F (1) 2 20(y°)P 15 f (2°)

B8 _ .
olur. Esitsizligin her iki tarafi m [h(t?) — h(y?)]* Lyr=1h!(yP) ile carpilirsa,

2 £) [ g ) — b Wy

+PI0f(1) / | ml( 5 [h(t”) — h(y")]'g_l v (v )l (") dy

4 B_q . /
> 2110°) [ g ) — k) v )y
a AV
elde edilir. Bu durumda,
(") - h(@))E PP )
Fk,(,g + k‘r) @

+ﬁ1(k1+—0’) [R(2) — h(af’)]%”'z "’Jfgz(t")

> 213 f(¢) I g(t")
olur. (f(2)g(y?) — f(y*)g(2*))* > 0 oldugundan,

AP W) + A W")g*(a’) = 2f (") f(y")g(z")a(y")



esitsizligi yazilabilir. Verilen esitsizligin her iki tarafi 1-“—]{“—} [h(t”) — h(.-:;r”)]s':__1 2P~ 1h (zP)

ile carpihip, (a,t) arahgmda x e gore integre edilirse,

P0) [ gy 1) = P E 0 P ()

I | 4
0 [ gy )~ BT 7 N )

> W) [ g )~ hEE 2 @l )

elde edilir. Yani,

PIo fA(10)gA(y) +° 12gH (). 12 (v°) = 290 F (W) L F o)

yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafi o ) — h(y*")]%_1 y?~1h/(y”) ile carpilip

a.t) arahgimda y ’e gore integre edilirse
(=] E]

PITfAE)

kTk(B) / ) - () g () () Ay

1260 s [ 1) = T NG )
> W1 fo) s [ 1)~ BN @

elde edilir. Buradan
I fA P12 g7 (1) +° PPy Aw) 2 212 fg(t) 17 fg(t’)

olur ki, boylece ispat tamamlamr.

Sonug 4.1 f ve g; [0, 00) da iki fonksiyon olsun. Bu durumda her a, 5 > 0vet >a =

i¢in
1

____Pk(k T [(h(t") — h.(af’)]%-2 [”Iffz(tp)pffgz(tp)] > QpI:f(tp)pI(?g(tp)

P AP ICgA(tP) = IS f(t”))’

dir.

Teorem 4.5 f € Ly [a,b] olsun. Bu durumda, k,m,n,r,p >0 ve a > 1 igin

0

("Ll”'(%‘”*'lf%mp)) (”I:(%“”*‘ff(f’)) G Fw) )
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dir.

1=

ispat (4.22) esitsizliginde g(t*) = (h(z?) — h(t*))* Y, f(#*) = w5 Ve h(t?) = f(t*)

alimirsa,

k()
(—i— / [h(zf) = h(t‘“)]“{“_” f"’”f”(t‘”)dt”)

kTi(a) |
/ [h(a?) = h(t?)] PEHE-D 1 (T’o)dﬁ"")

(s /[ 1 - D e

2
(A (@)

ifadesi elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Hatirlatma 4.1 (4.22) ’de k = 1 almrsa

(p}:‘t(a—i)—i-lfr(mp)) (pf;l(cx—i)+1fp($p)) (pf = (a—1)+1 _E( p))

esitsizligi elde edilir.



5 TARTISMA ve SONUC

Bu cahsmada kesirli integral tanimimn, ozellikleri ve bunlarm baz 6zel esitsizliklere
uygulanmasi incelendi.

Caligmanm ana boliimiinii olugturan dordiineii boliimde Rieman-Liouville ve Hadamard
kesirli integralleri icin verilen genellestirilmis integral kullanlarak baz yeni esitsizlikler
elde edilmigtir. Bulunan sonuglarm baz dzel halleri literatiirde meveut énceki cahs-
malarda verilen sonuclan kapsamaktadir. Bu tez calismasinda elde edilen sonuglarda
kullamlan genellestirilmis kesirli integral operatorii yardumyla Riemann-Liouville ve
Hadamard kesirli integralleri i¢in literatiirde var olan Hermite-Hadamard esitsizligini

iceren sonuglarm yeni genellestirmeleri elde edilebilir.
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