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ÖZET

Doktora Tezi

2–NORMLU UZAYLARDA ÇİFT FONKSİYON DİZİLERİNİN

İSTATİSTİKSEL VE I−YAKINSAKLIĞI ÜZERİNE

Sevim YEGÜL GÜZEY

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Doç. Dr. Erdinç DÜNDAR

Bu tez çalışması yedi bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölümde, çalışmada ele alınan konunun tarihi gelişiminden bahsedilmiştir.

İkinci bölümde, çalışmanın daha anlaşılır olması için bazı temel tanımlar verilmiştir.

Üçüncü bölümde, 2-normlu uzaylarda çift fonksiyon dizileri için noktasal ve düzgün

istatistiksel yakınsaklık kavramları tanıtılarak, bu kavramlar arasındaki ilişkileri

veren teoremler ispatlanmıştır. Dördüncü bölümde, 2-normlu uzaylarda çift fonksiyon

dizileri için istatistiksel Cauchy dizi kavramı tanıtılmış ve istatistiksel yakınsaklık

ile arasındaki ilişkileri içeren teoremler açıklanmıştır. Beşinci bölümde, 2-normlu

uzaylarda çift fonksiyon dizileri için I2-yakınsaklık kavramı tanıtılarak, bu kavramın

özelliklerinin veren teoremler incelenmiştir. Altıncı bölümde, 2-normlu uzaylarda

çift fonksiyon dizileri için I2-Cauchy dizi kavramı tanıtılarak bu kavramın özellikle-

rini veren teoremler bazı teoremler açıklanmıştır.

Yedinci bölümde ise, çalışma süresince yararlanılan literatürdeki kaynaklar liste-

lenmiştir.

2020, vi + 64 sayfa

Anahtar Kelimeler: 2-normlu uzay, İstatistiksel yakınsaklık, I-yakınsaklık,

I-Cauchy dizisi, Çift fonksiyon dizisi.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

ON STATISTICAL AND I−CONVERGENCE OF DOUBLE

SEQUENCES OF FUNCTIONS IN 2–NORMED SPACES
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Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Erdinç DÜNDAR

This thesis study consists of seven chapters.

In the first chapter, the historical development of the subject discussed in the study

is mentioned. In the second chapter, some basic notions necessary for a better

understanding of the study are given. In the third chapter, introducing the concepts

of pointwise and uniformly statistical convergence for double sequences of functions

in 2-normed spaces, the theorems that give the relations between these concepts

are proved. In the fourth chapter, statistical Cauchy sequence concept for double

sequences of functions in 2-normed spaces is introduced and the theorems involving

the relationships with statistical convergence are explained. In the fifth chapter,

introducing the concept of I2-convergence for double sequences of functions in 2-

normed spaces, the theorems that give the properties of this concept are examined.

In the sixth chapter, introducing the concept of I2-Cauchy sequence for double

sequences functions in 2-normed spaces, and some theorems that give the properties

of this concept are explained.

In the seventh chapter, the sources in the literature used during the study are listed.

2020, vi + 64 pages

Keywords: 2-normed space, Statistical convergence, I-convergence, I-Cauchy

sequence, Double sequences of functions.
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ
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R Reel sayılar kümesi
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1. GİRİŞ

Matematikte dizilerin yakınsaklık kavramı, analiz ve fonksiyonlar teorisi bilim dalının

temel kavramlarından biridir. Yakınsaklık kavramının bir genelleştirmesi olan ve

temeli doğal sayılar kümesinin alt kümelerinin doğal yoğunluğu kavramına dayanan

istatistiksel yakınsaklık kavramı bu bilim dalındaki toplanabilme teorisinin önemli

konularından biridir. Birbirlerinden bağımsız olarak Fast (1951) ve Steinhaus’ un

(1951) istatistiksel yakınsaklık kavramını tanıtmalarından bu yana bu kavram üzerine

çalışmalar Šalát (1980), Fridy (1985), Tripaty (1998), Balcerzak (2007), Gökhan ve

Güngör (2002) ve Sharma (2008) gibi birçok araştırmacı tarafından günümüze kadar

devam etmiştir. Bu kavram Mursaleen ve Edely (2003) tarafından çift dizilerde

çalışıldı. Gökhan vd. (2007) çift fonksiyon dizilerinde noktasal ve düzgün istatistik-

sel yakınsaklık ile istatistiksel Cauchy dizisini tanımladılar.

İstatistiksel yakınsaklık kavramının bir genelleştirmesi olan ve temeli doğal sayılar

kümesi (N) nin alt kümelerinden oluşan bir ideal kavramına dayanan I-yakınsaklık

kavramı ise Kostyrko vd. (2000) tarafından tanımlanmıştır. Bu kavram üzerine

başta Kostyrko vd. (2005) ve Nabiev vd. (2007) olmak üzere birçok araştırmacı

günümüze kadar çalışmalar yapmıştır.

Das vd. (2008) çift dizilerde I2-yakınsaklık ve I∗
2 -yakınsaklık kavramalarını tanıtarak

bu kavramlar arasındaki ilişkileri örnekler vererek incelemişlerdir. Bununla bir-

likte, I2-Cauchy dizisini tanıtarak I2-yakınsaklık ile arasındaki ilişkileri vermişlerdir.

Ayrıca, I∗
2 -Cauchy dizi kavramını verip (AP2)-şartını kullanarak I2-Cauchy dizisi ile

arasındaki gerektirmeleri incelemişlerdir. Son zamanlarda Dündar ve Altay (2015)

çift fonksiyon dizileri için noktasal I2-yakınsaklık ve I∗
2 -yakınsaklık kavramlarını

tanıtarak bu kavramlar arasındaki ilişkileri vermişlerdir. Yine Dündar ve Altay

(2016) çift fonksiyon dizileri için düzgün I2-yakınsaklık ve düzgün I∗
2 -yakınsaklık

kavramlarını tanımlamış ve bazı önemli özellikleri incelemişlerdir. Ayrıca, ideal

yakınsaklık kavramı Dündar (2015), Dündar ve Altay (2011, 2012, 2014) ve Gezer

ve Karakuş (2005) gibi birçok araştırmacı tarafından günümüze kadar çalışılmıştır.
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Matematik alanında önemli bir kavram olan 2-normlu uzay kavramı ilk olarak Gähler

(1963, 1964) tarafından tanıtılmasının ardından bir çok matematikçinin ilgilendiği

önemli bir konu haline gelmiştir. 2-normlu uzaylarda yakınsaklık üzerine yapılan

ilk çalışmalarda Gunawan ve Mashadi (2001), 2-normlu uzaylarda yakınsaklık ve

Cauchy dizi kavramlarını tanıtmışlardır. Daha sonra Gürdal ve Pehlivan (2009),

2-normlu uzaylarda istatistiksel yakınsaklık ve istatistiksel Cauchy dizi kavramları

üzerine çalışmışlardır.

2-normlu uzaylarda I-yakınsaklık ve I-Cauchy dizi kavramları ile I-istatistiksel

yakınsaklık ve I-istatistiksel Cauchy dizi kavramları da sırasıyla Şahiner vd. (2007)

ve Yamancı ve Gürdal (2014) tarafından yapılan çalışmalarda verilmiştir. Ayrıca,

Gürdal ve Pehlivan (2004) ve Gürdal ve Açık (2008) tarafından da 2-normlu uzay-

larda benzer çalışmalar yapılmıştır. Sarabadan ve Talebi (2011) 2-normlu uzaylarda

fonksiyon dizilerinde istatistiksel ve ideal yakınsaklık üzerine çalışmalar yapmışlardır.

Yegül ve Dündar (2017) 2-normlu uzaylarda fonksiyon dizileri istatistiksel yalınsaklık

kavramını incelemiştir. Ayrıca, 2-normlu uzaylarda ideal yakınsaklık üzerine Arslan

ve Dündar (2018), Dündar vd. (2020), Gürdal (2006), Mursaleen ve Alotaibi (2011)

ve Savaş ve Gürdal (2016) gibi birçok araştırmacı çalışmalar yapmıştır.

Bu tez çalışması yedi bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm olan giriş bölümünde, çalışmada ele alınan konunun tarihsel gelişimin-

den bahsedilmiştir.

İkinci bölümde, çalışmanın daha anlaşılır olması için gerekli olan bazı temel tanımlar

ve kavramlar verilmiştir.

Üçüncü bölümde, 2-normlu uzaylarda çift fonksiyon dizileri için noktasal yakınsaklık,

noktasal istatistiksel yakınsaklık, düzgün yakınsaklık ve düzgün istatistiksel ya-

kınsaklık kavramları tanıtılarak bu kavramların bazı özelliklerini ve aralarındaki

ilişkileri veren teoremler ispatlanmıştır.

Dördüncü bölümde, 2-normlu uzaylarda çift fonksiyon dizileri için istatistiksel Cauchy
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dizi kavramı tanıtılarak bazı özellikleri ve istatistiksel yakınsaklık ile arasındaki

ilişkileri içeren teoremler açıklanmıştır.

Beşinci bölümde, 2-normlu uzaylarda çift fonksiyon dizileri için I2-yakınsaklık ve

I∗
2 -yakınsaklık kavramları tanıtılarak, bu kavramların özelliklerini ve bu kavramlar

arasındaki ilişkileri veren teoremler incelenmiştir.

Altıncı bölümde, 2-normlu uzaylarda çift fonksiyon dizileri için I2-Cauchy dizi ve

I∗
2 -Cauchy dizi kavramları tanıtılarak bu kavramların özelliklerini ve aralarındaki

ilişkileri inceleyen bazı teoremler açıklanmıştır. Ayrıca, I2-yakınsaklık ile I2-Cauchy

dizisi arasındaki ilişkiler incelenmiştir.

Son bölüm olan yedinci bölümde ise, çalışma süresince yararlanılan literatürdeki

kaynaklar listelenmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, sonraki bölümlere temel teşkil edecek bazı bilgiler verilmiştir. Vektör

uzayı, topolojik uzay ve altuzay gibi bazı kavramların bilindiği kabul edilmiştir.

2.1. Temel Tanımlar

Bu kısımda tez çalışmasında kullanılacak olan temel kavram ve tanımlar verilecektir.

Tanım 2.1.1 X boş olmayan bir küme ve d : X ×X → R bir fonksiyon olsun. Her

x, y, z ∈ X için

(M1) d(x, x) = 0,

(M2) d(x, y) = d(y, x),

(M3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

şartları sağlanırsa, d fonksiyonuna, X üzerinde yarı metrik fonksiyonu ve (X, d)

ikilisine de yarı metrik uzay denir. Burada

(M1) şartı yerine (M1)
′
d(x, y) = 0 ⇔ x = y

şartını alırsak d fonksiyonuna, metrik fonksiyonu ve (X, d) ikilisinede bir metrik uzay

denir.

Lineer bir (X, d) metrik uzayındaki her Cauchy dizisi yakınsak ise, X uzayına tam

metrik uzay veya Fréchet uzay denir (Maddox 1970).

Tanım 2.1.2 X lineer bir uzay ve ∥ · ∥ : X → R bir fonksiyon olsun. Her x, y ∈ X

ve her α ∈ C için

(N1) ∥x∥ ≥ 0,

(N2) ∥θ∥ = 0,

(N3) ∥αx∥ = |α|∥x∥,

(N4) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

şartları sağlanıyor ise, ∥ · ∥ fonksiyonuna X üzerinde bir yarı norm ve (X, ∥ · ∥)

ikilisine bir yarı normlu uzay denir. Burada (N2) şartı yerine

(N2)
′ ∥x∥ = 0 ⇔ x = θ

şartı sağlanırsa, ∥ · ∥ yarı normuna bir norm ve (X, ∥ · ∥) ikilisine de bir normlu uzay

denir (Maddox 1970).
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Tanım 2.1.3 (X, d) metrik uzayında; x0 noktası ve pozitif bir r sayısı için

Br(x0) = {x ∈ X : d(x, x0) < r} ve Br(x0) = {x ∈ X : d(x, x0) ≤ r}

kümelerine, sırasıylax0 merkezli, r yarıçaplı açık yuvar ve kapalı yuvar denir (Musayev

ve Alp 2000).

Tanım 2.1.4 (xn), (X, ∥.∥) normlu uzayında bir dizi olsun. Bu durumda, her n

için ∥xn∥ ≤ K olacak şekilde bir K ≥ 0 sayısı varsa, (xn) dizisine sınırlı dizi denir

(Bayraktar 2006).

Tanım 2.1.5 (xn), (X, ∥.∥) normlu uzayında bir dizi olsun. Bu durumda, n → ∞

için ∥xn − x∥ → 0 olacak şekilde bir x vektörü varsa (yani, her ε > 0 için n ≥ n0

olduğunda ∥xn − x∥ < ε olacak şekilde bir n0 sayısı varsa), bu durumda (xn) dizisi

x e yakınsaktır denir (Bayraktar 2006).

Tanım 2.1.6 (xn), (X, ∥.∥) normlu uzayında bir dizi olsun. Bu durumda, m,n →

∞ iken ∥xm − xn∥ → 0 ise (yani, verilen her ε > 0 için m,n ≥ n0 olduğunda

∥xm − xn∥ < ε olacak şekilde bir n0 sayısı varsa), bu durumda (xn) dizisine Cauchy

dizisi denir (Bayraktar 2006).

Tanım 2.1.7 (xn), (X, ∥.∥) normlu uzayında bir dizi olsun. Bu durumda, (X, ∥ · ∥)

normlu uzayındaki her Cauchy dizisi yakınsak ise X uzayına tam normlu uzay veya

Banach uzayı denir (Maddox 1970).

Tanım 2.1.8 X bir metrik uzay ve A ⊆ X olsun. Her x ∈ A için D(x; r) ⊆ A

olacak şekilde bir r pozitif sayısı varsa A ya X in açık alt kümesi veya A, X de

açıktır denir. X in B alt kümesinin X deki tümleyeni Bt = X −B, X de açıksa B

ye kapalı küme denir (Bayraktar 2006).

Tanım 2.1.9 (X, d) bir metrik uzay ve A, X in boş olmayan bir alt kümesi olsun.

A nın çapı d(A) ile gösterilir ve d(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A} olarak tanımlanır.

d(A) sonlu ise yani d(A) < ∞ ise A ya sınırlı küme denir (Bayraktar 2006).
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Tanım 2.1.10 (X, dx), (Y, dy) yarı metrik uzaylar, x0 ∈ X ve f : X → Y bir

fonksiyon olsun. Her ε > 0 için dx(x, x0) < δ olduğunda dy(f(x), f(x0)) < ε olacak

şekilde en az bir δ = δ(ε, x0) > 0 sayısı varsa, f fonksiyonu x0 ∈ X noktasında

süreklidir denir. X uzayının her noktasında sürekli olan fonksiyona X üzerinde

sürekli fonksiyon adı verilir.

f : X → Y fonksiyonu için, her ε > 0 sayısına karşılık, her x, x0 ∈ X için dx(x, x0) <

δ olduğunda dy(f(x), f(x0)) < ε olacak şekilde en az bir δ = δ(ε) > 0 sayısı varsa,

f fonksiyonu X üzerinde düzgün süreklidir denir (Maddox 1970).

Tanım 2.1.11 (X, dx), (Y, dy) yarı metrik uzaylar arasındaki fonksiyonların bir ϕ

ailesi,

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀f ∈ ϕ : dx(x0, y) < δ ⇒ dy(f(x0), f(y)) < ε

şartını sağlıyor ise, x0 ∈ X noktasında eş-süreklidir denir (Boss 2000).

Tanım 2.1.12 Bir topolojik uzayın her açık örtüsü bir sonlu alt örtüye sahip ise

uzaya kompakt uzay denir.

Bir metrik uzayındaki her dizinin yakınsak bir alt dizisi mevcut ise bu metrik uzaya

dizisel kompakttır denir (Maddox 1970).

Tanım 2.1.13 Reel veya kompleks terimli bütün dizilerin ω uzayının boş olmayan

her alt vektör uzayına dizi uzayı denir.

ℓ∞, c, c0 ve ℓ1 dizi uzayları sırasıyla sınırlı, yakınsak, sıfıra yakınsak ve mutlak

yakınsak seri oluşturan dizilerin uzayıdır (Choudhary ve Nanda 1989).

Tanım 2.1.14 L, F cismi üzerinde bir vektör uzayı ve S = {x1, x2, ..., xn} de L

nin sonlu bir alt kümesi olsun. αi ∈ F olmak üzere,

n∑
i=1

αixi = 0

olması her i için αi = 0 olmasını gerektiriyorsa S kümesine veya x1, x2, ..., xn

vektörlerine (F üzerinde) lineer bağımsızdır, denir. Lineer bağımsız olmayan kümeye

lineer bağımlı küme denir (Bayraktar 2006).

6



2.2. Çift Diziler

Şimdi, çift dizi uzayları ile çift dizilerdeki yakınsaklık kavramları hakkında bilgiler

verilecektir.

Tanım 2.2.1 X boş olmayan herhangi bir küme olmak üzere,

f : N× N → X, (m,n) → f(m,n) = xmn

şeklinde tanımlanan f fonksiyonuna çift indisli dizi denir. Bundan sonraki kısımlarda

çift indisli dizi yerine kısaca çift dizi veya sadece dizi ifadesi kullanılacaktır. Her-

hangi bir x = (xmn) çift dizinin xmn elemanlarını,

x00 x01 x02 . . . x0n . . .

x10 x11 x12 . . . x1n . . .

x20 x21 x22 . . . x2n . . .
...

...
...

...

xm0 xm1 xm2 . . . xmn . . .
...

...
...

...


şekline bir tablo olarak düşünebiliriz. Ω ile kompleks veya reel tanımlı bütün çift

dizilerin kümesini göstereceğiz. Buna göre;

Ω = {x = (xmn) : ∀m,n ∈ N için xmn ∈ C}

olup, bu küme ∀α ∈ C ve ∀x, y ∈ Ω için, x + y = (xmn + ymn) ve αx = (αxmn)

işlemleri altında lineer uzaydır (Altay 2002).

Tanım 2.2.2 x = (xmn) bir çift dizi olmak üzere, supm,n≥0 |xmn| < ∞ oluyorsa, x

dizisine sınırlıdır denir. Bütün sınırlı çift dizilerin kümesi,

Mu =

{
x = (xmn) ∈ Ω : ∥x∥∞ = sup

m,n∈N
|xmn| < ∞

}
şeklinde olup, bu uzay ∥ · ∥∞ normu ile bir Banach uzayı teşkil eder (Altay 2002).

Tanım 2.2.3 x = (xmn) bir çift dizi ve l ∈ C olsun. Her ε > 0 için m,n > k0

olduğunda, |xmn − l| < ε olacak şekilde bir k0 = k0(ε) doğal sayısı bulunabili-

yorsa, x = (xmn) dizisi, l sayısına Pringsheim anlamında yakınsak ve l değerine
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de x dizisinin Pringsheim limiti denir. Pringsheim anlamında yakınsak bir x =

(xmn) dizisine kısaca P -yakınsak dizi diyeceğiz ve limitini de P − limxmn = l ile

göstereceğiz (Altay 2002).

Tanım 2.2.4 Verilen her ε > 0 için m,n, p, q > k0 olduğunda, |xmn − xpq| < ε

kalacak şekilde bir k0 = k0(ε) doğal sayısı varsa, x = (xmn) kompleks terimli dizisine

bir P -Cauchy dizisi denir (Altay 2002).

Tanım 2.2.5

f : N× N −→ X, (m,n) −→ f(m,n) = xmn

dizisi verilmiş olsun.

i : N −→ N, m −→ i(m) = im ve j : N −→ N, n −→ j(n) = jn

artan fonksiyonlar (diziler) olmak üzere,

h : N× N −→ N× N, (m,n) −→ h(m,n) = (im, jn)

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda,

f ◦ h : N× N −→ X, (m,n) −→ f ◦ h(m,n) = ximjn

bileşke fonksiyonuna (xmn) dizisinin bir alt dizisi denir.

N×N cümlesinin sonsuz çoklukta (imjn) dizisi bulunabileceğinden, bir (xmn) dizisinin

sonsuz çoklukta alt dizisi vardır. Burada alt diziyi, orjinal diziden satır ve sütunlar

atmakla elde ediyoruz. (ximjn) alt dizisinin her teriminin (xmn) dizisinin bir terimi

olduğu açıktır (Altay 2002).

Tanım 2.2.6 m ≤ m′ ve n ≤ n′ olduğunda smn ≤ sm′n′ oluyorsa, (smn) dizisine

monoton artan, m ≥ m′ ve n ≥ n′ olduğunda smn ≤ sm′n′ oluyorsa, (smn) dizisine

monoton azalandır denir (Iyer 1985).
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2.3. İstatistiksel ve İdeal Yakınsaklık

Bu kısımda doğal yoğunluk, istatistiksel yakınsaklık, ideal, ideal yakınsaklık ve ilgili

tanımlar verilecektir.

Tanım 2.3.1 K ⊂ N ve Kn = {k ∈ K : k ≤ n} olsun. Bu durumda K kümesinin

doğal yoğunluğu,

d(K) = lim
n→∞

|Kn|
n

= lim
n→∞

1

n

∣∣∣{k ≤ n : k ∈ K
}∣∣∣

biçiminde tanımlanır. Burada |Kn| ifadesi, Kn kümesinin eleman sayısını göster-

mektedir (Niven vd 1991).

Tanım 2.3.2 (xn) bir reel terimli dizi olsun. (xn) dizisinin terimleri sıfır yoğunluklu

bir küme hariç diğer bütün n ler için bir P özelliğini sağlıyorsa, “(xn) dizisi hemen

hemen her n için P özelliğini sağlıyor” denir ve bu durum h.h. n biçiminde gösterilir.

Tanım 2.3.3 (xn) bir reel terimli dizi ve L ∈ R olsun. Eğer her ε > 0 için{
n ∈ N : |xn − L| ≥ ε

}
kümesinin doğal yoğunluğu sıfır, yani her ε > 0 için

lim
k→∞

1

k

∣∣∣{n ≤ k : |xn − L| ≥ ε
}∣∣∣ = 0

ise, (xn) dizisi L ye istatistiksel yakınsaktır denir ve st − lim xn = L biçiminde

gösterilir (Fridy 1985).

Sonlu elemanlı kümelerin doğal yoğunluğu sıfır olduğundan yakınsak her dizi aynı

zamanda istatistiksel yakınsaktır, fakat istatistiksel yakınsak bir dizinin yakınsak

olması gerekmez. Bu durum aşağıdaki örnekle açıklanabilir:

Genel terimi

xn =

 1 , n = k2 (k ∈ N)

0 , diğer durumlarda

olan (xn) = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, ...) dizisi göz önüne alındığında, her ε > 0 için

Kε = {n ∈ N : |xn − 0| ≥ ε} kümesinin doğal yoğunluğu sıfır, yani her ε > 0 için

d(Kε) = lim
k→∞

|Kε|
k

= lim
k→∞

1

k

∣∣∣{n ≤ k : |xn − 0| ≥ ε
}∣∣∣ ≤ lim

k→∞

1

k

√
k = 0

olduğundan st− lim xn = 0 dır. Fakat bu dizi yakınsak değildir.
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Tanım 2.3.4 X boş olmayan bir küme olsun. I ⊂ 2X sınıfı,

i) ∅ ∈ I

ii) A,B ∈ I ise A ∪B ∈ I

iii) A ∈ I ve B ⊂ A için B ∈ I

şartlarını sağlarsa, X üzerinde bir idealdir denir.

Eğer, X ̸∈ I ise I ya bir gerçek (aşikar olmayan) ideal adı verilir. X üzerinde I

gerçek ideali, her bir x ∈ X için {x} ∈ I şartını sağlıyorsa, bir uygun ideal denir

(Kostyrko 2000).

Tanım 2.3.5 X ̸= ∅ olsun. ∅ ̸= F ⊂ 2X sınıfı,

i) ∅ ̸∈ F

ii) A,B ∈ F ise A ∩B ∈ F

iii) A ∈ F ve A ⊂ B için B ∈ F

şartlarını sağlarsa, X üzerinde bir süzgeçtir (filtre) denir.

I, X üzerinde bir gerçek ideal ise,

F(I) = {M ⊂ X : ∃A ∈ I,M = X\A}

sınıfı X üzerinde bir süzgeç olup, F(I) süzgecine I idealine karşılık gelen süzgeç

denir (Kostyrko 2000).

Tanım 2.3.6 (X, d) bir metrik uzay ve I, N üzerinde bir gerçek ideal olsun. X

uzayının bir x = (xn) dizisi, her ε > 0 için

A(ε) = {n ∈ N : d(xn, L) ≥ ε} ∈ I

şartını sağlıyorsa, x dizisi L ∈ X noktasına I-yakınsaktır denir ve I − lim
n→∞

xn = L

biçiminde gösterilir. I uygun bir ideal ise adi yakınsaklık I-yakınsaklığı gerektirir

(Kostyrko 2000).

Tanım 2.3.7 (X, d) bir metrik uzay, (xn), X uzayında bir dizi ve I, N üzerinde

bir gerçek ideal olsun. Bir M = {m1 < m2 < ... < mk < ...} ∈ F(I) kümesi için

lim
k→∞

d(xmk
, L) = 0 sağlanıyorsa, (xn) dizisi L ∈ X noktasına I∗-yakınsaktır denir ve

I∗ − lim
k→∞

xmk
= L biçiminde gösterilir (Kostyrko 2000).
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Tanım 2.3.8 I ⊂ 2N bir uygun ideal olsun. I idealine ait karşılıklı ayrık ve

sayılabilir her {An}n∈N kümeler ailesi için, An△Bn (n ∈ N) sonlu küme ve B =∪∞
n=1Bn ∈ I şartlarını sağlayan sayılabilir {Bn}n∈N kümeler ailesi varsa, I ideali

(AP) şartını sağlar denir (Kostyrko 2000).

Şimdi, çift dizilerde istatistiksel ve ideal yakınsaklık ile ilgili temel kavramlar ve

tanımlar verilecektir. Burada, çift dizilerin ideal yakınsaklığı genel olarak metrik

uzaylar üzerinde incelenecektir. Çift dizilerde çalışacağı için, N üzerindeki I ideali

ile karıştırılmaması amacıyla N× N üzerindeki bir ideal I2 ile gösterilecektir.

Tanım 2.3.9 K ⊂ N×N ve (j, k) ∈ K da Kmn bir sayı öyle ki; j ≤ m, k ≤ n için

Kmn = |{(j, k) : j ≤ m, k ≤ n}| dır. |A|, A daki eleman sayısını belirtsin.
{

Kmn

mn

}
çift dizisi bir limite sahip ise K çift yoğunluğuna sahiptir denir ve

d2(K) = lim
m,n→∞

|Kmn|
mn

.

biçiminde gösterilir (Mursaleen and Edely 2003).

Tanım 2.3.10 Reel sayıların bir x = (xmn)(m,n)∈N dizisi, her ε > 0 için

d2 ({(m,n) ∈ N× N : |xmn − L| ≥ ε}) = 0.

ise, L ∈ R sayısına istatistiksel yakınsaktır denir (Mursaleen and Edely 2003).

Tanım 2.3.11 N×N üzerinde bir gerçek I2 ideali, her bir i, j ∈ N için {i, j} ∈ I2

oluyorsa uygun ideal, {i} × N ∈ I2 ve N × {i} ∈ I2 oluyorsa kuvvetli uygun ideal

denir. Bir kuvvetli uygun ideal uygun idealdir (Das vd. 2008).

Bu tez çalışmasında I2 ideali N×N üzerinde kuvvetli uygun ideal olarak gözönüne

alınacaktır.

N×N üzerinde, I0
2 = {A ∈ N×N : (∃m(A) ∈ N)(i, j ≥ m(A) ⇒ (i, j) ̸∈ A)} idealini

alalım. I0
2 bir kuvvetli uygun idealdir. Bir I2 idealinin kuvvetli uygun ideal olması

için gerek ve yeter şart I0
2 ⊂ I2 kapsamasının geçerli bulunmasıdır (Das vd. 2008).
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Tanım 2.3.12 (X, d) bir metrik uzay, I2 ⊂ 2N×N bir gerçek ideal ve x = (xmn)m,n∈N,

X uzayında bir çift dizi olsun. Her ε > 0 için

A(ε) = {(m,n) ∈ N× N : d(xmn, L) ≥ ε} ∈ I2

önermesi sağlanıyorsa, x = (xmn) çift dizisi L ∈ X noktasına I2-yakınsaktır denir

ve I2 − lim
m,n→∞

xmn = L biçiminde gösterilir.

Eğer, I2 ideali I0
2 alınırsa, açık olarak ideal yakınsaklık Pringsheim anlamında

yakınsaklık ile, Id2
2 = {A ⊂ N× N : d2(A) = 0} olarak alınırsa, Id2

2 -yakınsaklık

istatistiksel yakınsaklık ile çakışır (Das vd. 2008).

Tanım 2.3.13 (X, d) bir metrik uzay, I2 ⊂ 2N×N bir gerçek ideal ve x = (xmn), X

uzayında bir çift dizi olsun. BirM ∈ F(I2) (yaniH = N×N/M ∈ I2) ve (m,n) ∈ M

için lim
m,n→∞

xmn = L oluyorsa, x = (xmn) dizisi L ∈ X noktasına I∗
2 -yakınsaktır denir

ve I∗
2 − lim

m,n→∞
xmn = L biçiminde gösterilir (Das vd. 2008).

Tanım 2.3.14 I2 ⊂ 2N×N bir uygun ideal olsun. I2 idealine ait karşılıklı ayrık

ve sayılabilir her {An}n∈N kümeler ailesi için, An△Bn ∈ I0
2 (n ∈ N) (yani her bir

n ∈ N için An△Bn kümesi, N×N kümesinde satır ve sütunların sonlu bir birleşimi

tarafından kapsanır) ve B =
∪∞

n=1Bn ∈ I2 şartlarını sağlayan sayılabilir {Bn}n∈N
kümeler ailesi varsa, I2 ideali (AP2) şartını sağlar denir (Das vd. 2008).

2.4. 2-Normlu Uzaylar

Tanım 2.4.1 X sonlu boyutlu bir vektör uzayı olsun. X uzayında 2-norm aşağıdaki

özellikleri sağlayan bir fonksiyondur :

N1) ∥x, y∥ = 0 ancak ve ancak x ve y lineer bağımlıdır

N2) ∥x, y∥ = ∥y, x∥

N3) ∥αx, y∥ = |α|∥x, y∥, α ∈ R

N4) ∥x, y + z∥ ≤ ∥x, y∥+ ∥x, z∥.

Bu durumda (X, ∥., .∥) ikilisine 2-normlu uzay denir (Gunawan ve Mashadi 2001).
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2- normlu uzaya bir örnek olarak ∥x, y∥ := x ve y vektörlerinin oluşturduğu 2- norm

ile donatılmış ∥x, y∥ = |x1y2 − x2y1| ; x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2 formülü ile

verilmiş olan X = R2 paralelkenarsal bölge alınabilir. Bu çalışma boyunca X, d

boyutuna sahip (2 ≤ d < ∞) 2-normlu bir uzay olarak kabul edilecektir.

Tanım 2.4.2 (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir (xn) dizisi her z ∈ X için

lim
n→∞

∥xn − L, z∥ = 0

şartını sağlıyorsa (xn) dizisi X de bir L noktasına yakınsaktır denir ve lim
n→∞

xn = L

biçiminde gösterilir (Gunawan ve Mashadi 2001).

Örnek 2.4.3 x = (xn) = ( n
n+1

, 1
n
), L = (1, 0) and z = (z1, z2) olsun. (xn) dizisinin

2-normlu uzayda L = (1, 0) a yakınsadığı açıktır.

Tanım 2.4.4 x = (xn), (X, ∥., .∥) 2- normlu uzayında bir dizi olsun. Eğer ∀ε > 0

için her m,n ≥ N ve her z ∈ X olduğunda ∥xm − xn, z∥ ≤ ε olacak şekilde bir

N = N(ε) ∈ N varsa bu durumda (xn) dizisine (X, ∥., .∥) 2- normlu uzayında bir

Cauchy dizisi denir (Gunawan ve Mashadi 2001).

Tanım 2.4.5 x = (xn), (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir dizi olsun. Eğer ∀ε > 0

ve sıfırdan farklı her bir z ∈ X için {n ∈ N : ∥xn − L, z∥ ≥ ε} kümesinin doğal

yoğunluğu sıfır ise x = (xn) dizisi L noktasına istatistiksel yakınsaktır, denir. Başka

bir deyişle, sıfırdan farklı her z ∈ X için

lim
n→∞

1

n

∣∣ {n ∈ N : ∥xn − L, z∥ ≥ ε}
∣∣ = 0

ise, x = (xn) dizisi (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayındaki L noktasına istatistiksel yakınsaktır

denir. Bunun anlamı her z ∈ X için

∥xn − L, z∥ < ε, (h.h. n)

dir. Bu yakınsaklık,

st− lim
n→∞

∥xn, z∥ = ∥L, z∥

biçiminde gösterilir (Gürdal ve Pehlivan 2009).
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Tanım 2.4.6 (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir x = (xn) dizisi alalım. Eğer her

ε > 0 ve sıfırdan farklı her z ∈ X için d({n ∈ N : ∥xn − xN(ε,z), z∥ ≥ ε}) = 0 olacak

şekilde bir N = N(ε, z) varsa, yani, sıfırdan farklı her z ∈ X için

∥xn − xN(ε,z), z∥ < ε, (h.h. n)

ise, x = (xn) dizisi (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir Cauchy dizisidir denir (Gürdal

ve Pehlivan 2009).

Tanım 2.4.7 x = (xn), (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir dizi olsun. Eğer her ε > 0

ve sıfırdan farklı her bir z ∈ X için

A(ε, z) = {n ∈ N : ∥xn − L, z∥ ≥ ε} ∈ I

ise x = (xn) dizisi L ∈ X sayısına I-yakınsaktır denir ve I − lim
n→∞

∥(xn)−L, z∥ = 0

biçiminde gösterilir (Gürdal ve Açık 2008).

Tanım 2.4.8 x = (xn), (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir dizi olsun. Eğer, her bir

z ∈ X için

lim
k→∞

∥xmk
(x)− L, z∥ = 0

olacak şekilde bir M ∈ F(I), M = {m1 < m2 < · · · < mk < · · · } kümesi varsa,

x = (xn) dizisi L ∈ X sayısına I∗-yakınsaktır denir ve I∗ − lim
n→∞

∥(xn) − L, z∥ = 0

biçiminde gösterilir (Gürdal ve Açık 2008).

Şimdi 2-normlu uzaylarda çift diziler için yakınsaklık tipleri verilecektir.

Tanım 2.4.9 x = (xmn), (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir çift dizi olsun. Eğer

z ∈ X için lim
m,n→∞

∥xmn − L, z∥ = 0 oluyorsa, x = (xmn) çift dizisi L ∈ X sayısına

yakınsaktır denir (Sarabadan ve Talebi 2012).

Tanım 2.4.10 x = (xmn), (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir çift dizi olsun. Her

ε > 0 ve her sıfırdan farklı z ∈ X içn {(m,n) ∈ N × N : ∥xmn − L, z∥ ≥ ε}

kümesinin doğal yoğunluğu sıfır ise, x = (xmn) çift dizisi L ∈ X sayısına istatistiksel

yakınsaktır denir. Diğer bir değişle x = (xmn) çift dizisi (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında

L ye istatistiksel yakınsak ise, sıfırdan farklı her bir z ∈ X için

lim
m,n→∞

1

mn

∣∣{n : ∥xmn − L, z∥ ≥ ε}
∣∣ = 0
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limiti mevcuttur. Bunu anlamı, her z ∈ X için ∥xmn − L, z∥ < ε, (h.h. (m,n))

olmasıdır. Bu durumda, st − lim
m,n→∞

∥xmn, z∥ = ∥L, z∥ yazılır (Sarabadan ve Talebi

2011).

Tanım 2.4.11 x = (xmn), (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir çift dizi olsun. Her ε > 0

ve sıfırdan farklı her bir z ∈ X için d2
(
{(m,n) ∈ N×N : ∥xmn − xMN , z∥ ≥ ε}

)
= 0

olacak şekilde M = M(ε, z) ve N = N(ε, z) sayıları varsa, x = (xmn) çift dizisi X

de istatistiksel Cauchy dizisidir denir. Bunu anlamı her ε > 0 ve sıfırdan farklı her

bir z ∈ X için ∥xmn − xMN , z∥ < ε, (h.h. (m,n)) olmasıdır (Sarabadan ve Talebi

2011).

Tanım 2.4.12 x = (xmn), (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir çift dizi olsun. Eğer

her ε > 0 ve sıfırdan farklı her bir z ∈ X için

A(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥xmn − L, z∥ ≥ ε} ∈ I2

ise, x = (xmn) çift dizisi L ∈ X sayısına I2-yakınsaktır denir. Bu durumda I2 −

lim
m,n→∞

xmn = L yazılabilir (Sarabadan ve Talebi 2012).

Tanım 2.4.13 x = (xmn), (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir çift dizi olsun. Eğer

sıfırdan farklı her bir z ∈ Y ve tüm (m,n) ∈ M için lim
m,n→∞

∥xmn − L, z∥ = 0 olacak

şekilde bir M ∈ F(I2) (H = N × N \ M ∈ I2) kümesi varsa, x = (xmn) çift dizisi

L ∈ X sayısına I∗
2 -yakınsaktır denir. Bu durumda I∗

2 − lim
m,n→∞

xmn = L yazılabilir

(Sarabadan ve Talebi 2012).

Tanım 2.4.14 x = (xmn), (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir çift dizi olsun. Eğer

her ε > 0 ve sıfırdan farklı z ∈ X için

A(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥xmn − xst, z∥ ≥ ε} ∈ I2

olacak şekilde s = s(ε, x), t = t(ε, x) ∈ N mevcut ise, x = (xmn) çift dizisine

I2-Cauchy dizisi denir (Dündar ve Sever 2015).

Tanım 2.4.15 x = (xmn), (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir çift dizi olsun. Eğer

her ε > 0 ve her bir z ∈ Y için m,n, s, t > k0 olduğunda ∥xmn − xst(x), z∥ < ε

olacak şekilde bir M ∈ F(I2) H = N × N \ M ∈ I2) kümesi ve k0 = k0(ε, x) ∈ N

sayısı varsa, x = (xmn) çift dizisine I∗
2 -Cauchy dizisi denir (Dündar ve Sever 2015).

15



2.5. Fonksiyon Dizilerinde Yakınsaklık Tipleri

Bu kısımda, X ve Y 2-normlu uzaylar, {fn}n∈N fonksiyon dizisi ve f , X den Y ye

bir fonksiyon olarak alınacaktır.

Tanım 2.5.1 Her x ∈ X için fn(x)
∥.,.∥Y−→ f(x) ise, {fn}n∈N fonksiyon dizisi f ye

yakınsaktır denir. Bu yakınsaklık

(∀z ∈ Y )(∀x ∈ X)(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)∥fn(x)− f(x), z∥ < ε

formülü ile ifade edilebilir (Sarabadan ve Talebi 2011a).

Tanım 2.5.2 Eğer ε > 0, her x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

lim
n→∞

1

n

∣∣{n ∈ N : ∥fn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}
∣∣ = 0

ise {fn}n∈N dizisi (noktasal) istatistiksel yakınsaktır denir ve

st− lim
n→∞

∥fn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ veya fn
∥.,.∥Y−→ st f

biçiminde gösterilir (Yegül ve Dündar 2017).

Tanım 2.5.3 Eğer her ε > 0 ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

d({n ∈ N : ∥fn(x)− fk(x), z∥ ≥ ε}) = 0

olacak şekilde k = k(ε, z) sayısı varsa, {fn}n∈N fonksiyon dizisi istatistiksel Cauchy

dizisidir denir (Yegül ve Dündar 2017).

Tanım 2.5.4 Eğer her ε > 0, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

A(ε, z) = {n ∈ N : ∥fn(x)− f(x), z∥ ≥ ε} ∈ I

ise {fn} fonksiyon dizisi f ye I-yakınsaktır (noktasal) denir ve

I − lim
n→∞

∥fn(x)− f(x), z∥Y = 0 veya fn
∥.,.∥Y−→I f

biçiminde gösterilir. Bu durum

(∀z ∈ Y )(∀ε > 0)(∃M ∈ I)(∀n0 ∈ N\M)(∀x ∈ X)(∀n ≥ n0)∥fn(x)− f(x), z∥ ≤ ε

formülü ile ifade edilebilir (Arslan ve Dündar 2018).
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Tanım 2.5.5 Eğer her bir x ∈ X ve her bir sıfırdan farklı z ∈ Y için

lim
k→∞

∥fnk
(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olacak şekilde bir M ∈ F(I), (N\M ∈ I), M = {m1 < m2 < · · · < mk < · · · }

kümesi varsa, {fn} fonksiyon dizisi f ye I∗-yakınsaktır (noktasal) denir ve

I∗ − lim
n→∞

∥fn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ veya fn
∥.,.∥Y−→I∗ f

biçiminde gösterilir (Arslan ve Dündar 2018).

Şimdi reel sayılarda çift fonksiyon dizilerinin yakınsaklık tipleri verilecektir.

Tanım 2.5.6 {fmn}, S ⊂ R kümesi üzerinde bir çift fonksiyon dizisi olsun. Eğer

her x ∈ S ve her ε > 0 için m,n > N olduğunda

|fmn(x)− f(x)| < ε

olacak şekilde bir N = N(x, ε) pozitif tam sayısı varsa, {fmn} çift dizisi S üzerinde

f fonksiyonuna noktasal yakınsaktır denir ve

lim
m,n→∞

fmn(x) = f(x) veya fmn → f

biçiminde gösterilir (Gökhan vd. 2007).

Tanım 2.5.7 {fmn}(m,n)∈N×N, S ⊂ R kümesi üzerinde bir çift fonksiyon dizisi olsun.

Eğer her ε > 0 için m,n > k0 olduğunda, tüm x ∈ S noktaları için

|fmn(x)− f(x)| < ε

olacak şekilde bir pozitif k0 = k0(ε) pozitif tam sayısı varsa, {fmn} çift dizisi S

üzerinde f fonksiyonuna düzgün yakınsaktır denir ve

fmn ⇒ f

biçiminde gösterilir (Gökhan vd. 2007).

17



Tanım 2.5.8 {fmn}(m,n)∈N×N, S ⊂ R kümesi üzerinde bir çift fonksiyon dizisi olsun.

Eğer her ε > 0 ve her (sabit) x ∈ S için

lim
i,j→∞

1

ij

∣∣{(m,n), m ≤ i ve n ≤ j : |fmn(x)− f(x)| ≥ ε}
∣∣ = 0

ise {fmn} çift fonksiyon dizisi S üzerinde f fonksiyonuna noktasal istatistiksel ya-

kınsaktır denir ve

st− lim
m,n→∞

fmn(x) = f(x) veya fmn →st f

biçiminde gösterilir (Gökhan vd. 2007).

Tanım 2.5.9 {fmn}(m,n)∈N×N, S ⊂ R kümesi üzerinde bir çift fonksiyon dizisi olsun.

Eğer her ε > 0 ve tüm x ∈ S için

lim
i,j→∞

1

ij

∣∣{(m,n), m ≤ i ve n ≤ j : |fmn(x)− f(x)| ≥ ε}
∣∣ = 0

ise {fmn} çift fonksiyon dizisi S üzerinde f fonksiyonuna düzgün istatistiksel yakın-

saktır denir ve fmn ⇒st f biçiminde gösterilir (Gökhan vd. 2007).

Tanım 2.5.10 {fmn}(m,n)∈N×N, S ⊂ R kümesi üzerinde bir çift fonksiyon dizisi

olsun. Eğer her ε > 0 ve her (sabit) x ∈ S için

lim
i,j→∞

1

ij

∣∣{(m,n), m ≤ i ve n ≤ j : |fmn(x)− fMN(x)| ≥ ε}
∣∣ = 0

olacak şekilde N = N(ε) ve M = M(ε) pozitif tamsayıları varsa, {fmn} çift

fonksiyon dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Gökhan vd. 2007).

Tanım 2.5.11 S ⊂ R cümlesi üzerindeki fonksiyonların bir {fmn} çift dizisi, her

ε > 0 ve her bir x ∈ S için

{(m,n) ∈ N× N : |fmn(x)− f(x)| ≥ ε} ∈ I2

önermesini sağlıyorsa, S üzerinde f fonksiyonuna noktasal I2-yakınsaktır denir. Bu,

(∀x ∈ S) (∀ε > 0) (∃H ∈ I2) (∀(m,n) ̸∈ H) |fmn(x)− f(x)| < ε

şeklinde de ifade edilebilir. Bu I2-yakınsaklık

I2 − lim
m,n→∞

fmn(x) = f(x) veya fmn →I2 f

biçiminde gösterilir. Burada f fonksiyonuna, fonksiyonların {fmn} çift dizisinin S

üzerinde çift I2-limit (veya Pringsheim I2-limit) fonksiyonudur denir (Dündar 2010).
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Tanım 2.5.12 {fmn}, S üzerindeki fonksiyonların bir çift dizisi ve f , S üzerinde

bir fonksiyon olsun. Bir M ∈ F(I2) (H = N× N\M ∈ I2) ve her x ∈ S için

lim
m,n→∞
(m,n)∈M

fmn(x) = f(x)

oluyorsa, S üzerindeki fonksiyonların {fmn} çift dizisi S üzerinde f fonksiyonuna

noktasal I∗
2 -yakınsaktır denir ve

I∗
2 − lim

m,n→∞
fmn = f veya fmn →I∗

2
f

biçiminde gösterilir (Dündar 2010).

Tanım 2.5.13 {fmn}, S ⊂ R cümlesi üzerindeki fonksiyonların bir çift dizisi olsun.

Her ε > 0 ve her x ∈ S için

{(m,n) ∈ N× N : |fmn(x)− fst(x)| ≥ ε} ∈ I2

olacak şekilde s = s(ε, x) ∈ N ve t = t(ε, x) ∈ N sayıları varsa, fonksiyonların {fmn}

çift dizisi noktasal I2-Cauchy dizisidir denir (Dündar 2010).

Tanım 2.5.14 {fmn}, S ⊂ R üzerindeki fonksiyonların bir çift dizisi olsun. Her

ε > 0 sayısı ve her x ∈ S için (m,n), (s, t) ∈ M ve m,n, s, t > k0 olduğunda,

|fmn(x)− fst(x)| < ε

olacak şekilde bir M ∈ F(I2) (H = N × N\M ∈ I2) kümesi ve k0 = k0(ε, x) ∈ N

varsa, fonksiyonların {fmn} çift dizisine S üzerinde noktasal I∗
2 -Cauchy dizisidir

denir (Dündar 2010).

Lemma 2.5.15 f ve fmn, m,n = 1, 2, ..., D = [a, b] ⊂ R üzerinde sürekli fonksiyon-

lar olsun. D üzerinde fmn ⇒ f olması için gerek ve yeter şart cmn = max
x∈D

|fmn(x)−

f(x)| için lim
m,n→∞

cmn = 0 olmasıdır.

Lemma 2.5.16 {Pi}∞i=1,N×N’nin sayılabilir koleksiyonu olarak alalım öyleki F(I2),

(AP2) şartını sağlayan I2 kuvvetli uygun idealin filtresi olduğunda her bir i için

{Pi}∞i=1 ∈ F(I2) dır. P ⊂ N × N kümesi vardır öyle ki; sonlu tüm i’ler için P \ Pi

ve {Pi}∞i=1 ∈ F(I2) dir.
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3. 2-NORMLU UZAYLARDA ÇİFT FONKSİYON DİZİLERİNİN

İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIĞI

Bu bölümde, öncelikle 2-normlu uzaylarda çift fonksiyon dizileri için noktasal yakın-

saklık ve düzgün yakınsaklık kavramları tanımlanarak aralarındaki ilişkileri veren

teoremler ispatlanacaktır. Daha sonra yine 2-normlu uzaylarda çift fonksiyon dizileri

için noktasal istatistiksel yakınsaklık ve düzgün istatistiksel yakınsaklık kavramları

tanımlanarak, bu kavramların bazı özelliklerini ve aralarındaki ilişkiler veren teo-

remler ispatlanacaktır.

Tez çalışması boyunca I2 ⊂ 2N×N kuvvetli uygun ideal, (X, ∥., .∥) ve (Y, ∥., .∥)

2-normlu uzay, {fmn}(m,n)∈N×N, {gmn}(m,n)∈N×N ve {hmn}(m,n)∈N×N çift fonksiyon

dizileri, f , g ve k, X den Y ye fonksiyonlar olarak alınacaktır.

3.1. 2-Normlu Uzaylarda Çift Fonksiyon Dizilerinin Noktasal Yakınsaklığı

ve Düzgün Yakınsaklığı

Tanım 3.1.1 Her bir x ∈ X noktası ve her ε > 0 için eğer, tüm m,n ≥ k0

olduğunda her z ∈ Y için

∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε

olacak şekilde bir k0 = k0(x, ε) pozitif tam sayısı varsa, {fmn} dizisi f ye noktasal

yakınsaktır denir. Bu yakınsama,

fmn
∥.,.∥Y−→ f

biçiminde gösterilir.

Tanım 3.1.2 Eğer her ε > 0 için bir k0 = k0(ε) pozitif tamsayısı vardır öyle ki her

m,n ≥ k0 olduğunda tüm x ∈ X ve her z ∈ Y için

∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε

oluyorsa, {fmn} çift fonksiyon dizisi f ye düzgün yakınsaktır denir. Bu yakınsama

fmn

∥.,.∥Y
⇒ f

biçiminde gösterilir.
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Teorem 3.1.3 D, X in kompakt bir alt kümesi ve f ile fmn, (m,n = 1, 2, ...), D

üzerinde sürekli fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda, D üzerinde

fmn

∥.,.∥Y
⇒ f

olması için gerek ve yeter şart

cmn = max
x∈D

∥fmn(x)− f(x), z∥

olmak üzere

lim
m,n→∞

cmn = 0

olmasıdır.

İspat: Kabul edelim ki D üzerinde

fmn

∥.,.∥Y
⇒ f

olsun. f ve fmn, D üzerinde sürekli fonksiyonlar olduğundan, her bir (m,n) ∈ N×N

için (fmn(x)− f(x)), D üzerinde süreklidir. D üzerinde fmn

∥.,.∥Y
⇒ f olduğundan, her

ε > 0 için k0 = k0(ε) pozitif tam sayısı vardır öyle ki her m,n > k0 olduğunda tüm

x ∈ D ve her z ∈ Y için

∥fmn(x)− f(x), z∥ <
ε

2

sağlanır. Böylece her m,n > k0 olduğunda tüm x ∈ D ve her z ∈ Y için

cmn = max
x∈D

∥fmn(x)− f(x), z∥ <
ε

2
< ε

elde edilir. Bu da

lim
m,n→∞

cmn = 0

olmasını sağlar.

Şimdi tersine

lim
m,n→∞

cmn = 0
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olduğunu kabul edelim. Bu durumda, her bir ε > 0 için bir k0 = k0(ε) pozitif tam

sayısı vardır öyle ki her m,n > k0 olduğunda tüm x ∈ D ve her z ∈ Y için

0 ≤ cmn = max
x∈D

∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε

sağlanır. Bu ise m,n > k0 olduğunda tüm x ∈ D ve her z ∈ Y için

∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε

olmasını sağlar. Böylece tüm x ∈ D ve her z ∈ Y için

fmn

∥.,.∥Y
⇒ f

elde edilir.

3.2. 2-Normlu Uzaylarda Çift Fonksiyon Dizilerinin Noktasal İstatistiksel

Yakınsaklığı ve Düzgün İstatistiksel Yakınsaklığı

Tanım 3.2.1 Her ε > 0, her bir (sabit) x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

lim
i,j→∞

1

ij

∣∣{(m,n),m ≤ i, n ≤ j : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}
∣∣ = 0

eşitliği sağlanıyorsa, {fmn} çift fonksiyon dizisi f ye (noktasal) istatistiksel yakınsaktır

denir. Bunun anlamı her ε > 0, her bir (sabit) x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y

için

∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε, h.h. (m,n)

olmasıdır. Bu yakınsaklık

st− lim
m,n→∞

∥fmn(x)− z∥ = ∥f(x), z∥ ya da fmn
∥.,.∥Y−→ st f

biçiminde gösterilir.

Uyarı 3.2.2 Eğer {fmn} herhangi bir çift fonksiyon dizisi ve f , X den Y ye herhangi

bir fonksiyon ise bu durumda, eğer z =
−→
0 (0 vektör) ise

∥fmn(x)− f(x), z∥ = 0 ̸≥ ε

olduğundan,

{(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε, her bir x ∈ X ve her z ∈ Y } = ∅

elde edilir.
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Teorem 3.2.3 Eğer her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

st− lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ ve st− lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥g(x), z∥

ise bu durumda,

∥fmn(x), z∥ = ∥gmn(x), z∥

(yani, f = g) elde edilir.

İspat: Kabul edelim ki f ̸= g olsun. Bu durumda, f − g ̸= −→
0 , böylece bir z ∈ Y

vardır öyle ki f, g ve z lineer bağımsızdır (d ≥ 2 olduğundan böyle bir z vardır). Bu

nedenle her bir x ∈ X, sıfırdan farklı her bir z ∈ Y ve ε > 0 için

∥f(x)− g(x), z∥ = 2ε

olur. Şimdi her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

2ε = ∥f(x)− g(x), z∥ = ∥(f(x)− fmn(x)) + (fmn(x)− g(x)), z∥

≤ ∥fmn(x)− g(x), z∥+ ∥fmn(x)− f(x), z∥

elde edilir ve böylece

{(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− g(x), z∥ < ε}

⊆ {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}

kapsaması geçerlidir. Fakat her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

d2 ({(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− g(x), z∥ < ε}) = 0

olup, fmn
∥.,.∥Y−→ st g gerçeği ile çelişir. Dolayısıyla f = g olmalıdır.

Teorem 3.2.4 Bir {gmn} çift fonksiyon dizisi yakınsak öyleki fmn = gmn (h.h.

(m,n)) eşitliği sağlanıyorsa, bu durumda {fmn} istatistiksel yakınsaktır.

İspat: Kabul edelim ki her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

d2({(m,n) ∈ N× N : fmn(x) ̸= gmn(x)}) = 0 ve lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥
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olsun. Bu durumda, her ε > 0, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

{(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}

⊆ {(m,n) ∈ N× N : ∥gmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}

∪{(m,n) ∈ N× N : fmn(x) ̸= gmn(x)}

olur. Bundan dolayı her ε > 0, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

d2({(m,n) : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε})

≤ d2({(m,n) : ∥gmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε)

+d2({(m,n) : fmn(x) ̸= gmn(x)}) (3.1)

elde edilir. Her bir x ∈ X için

lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olduğundan, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

{(m,n) ∈ N× N : ∥gmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}

kümesi sonlu sayıda tam sayı içerir ve böylece

d2({(m,n) ∈ N× N : ∥gmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}) = 0

olur. (3.1) eşitsizliğini kullanarak, her ε > 0, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir

z ∈ Y için

d2({(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}) = 0

elde edilir. Sonuç olarak

st− lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olur.

Teorem 3.2.5 Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

st− lim ∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥
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ise, bu durumda {fmn} dizisinin bir {fmini
} alt dizisi vardır öyleki

lim
i→∞

∥fmini
(x), z∥ = ∥f(x), z∥

eşitliği sağlanır.

İspat: Bu teoremin ispatı Teorem 3.2.4 ün bir sonucudur.

Teorem 3.2.6 α ∈ R olsun. Eğer her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y

için

st− lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ ve st− lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥g(x), z∥

limitleri mevcut ise

(i) st− lim
m,n→∞

∥fmn(x) + gmn(x), z∥ = ∥f(x) + g(x), z∥ ve

(ii) st− lim
m,n→∞

∥αfmn(x), z∥ = ∥αf(x), z∥ dir.

İspat: (i) Kabul edelim ki her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

st− lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ ve st− lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥g(x), z∥

olsun. Bu durumda, her ε > 0, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

K1 = K1(ε, z) :
{
(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε

2

}
ve

K2 = K2(ε, z) :
{
(m,n) ∈ N× N : ∥gmn(x)− g(x), z∥ ≥ ε

2

}
olmak üzere, d2(K1) = 0 ve d2(K2) = 0 dir. Şimdi

K = K(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥(fmn(x) + gmn(x))− (f(x) + g(x)), z∥ ≥ ε}

alalım. d2(K) = 0 olduğunu ispatlamak için K ⊂ K1 ∪ K2 olduğunu göstermek

yeterlidir. (m0, n0) ∈ K alalım. Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∥(fm0n0(x) + gm0n0(x))− (f(x) + g(x)), z∥ ≥ ε (3.2)
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dir. Tersini kabul edelim, yani (m0, n0) ̸∈ K1 ∪ K2 olsun. Buradan (m0, n0) ̸∈ K1

ve (m0, n0) ̸∈ K2 dir. Eğer (m0, n0) ̸∈ K1, (m0, n0) ̸∈ K2 ise bu durumda, her bir

x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∥fm0n0(x)− f(x), z∥ <
ε

2
ve ∥gm0n0(x)− g(x), z∥ <

ε

2

dır. Böylece her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∥(fm0n0(x) + gm0n0(x))− (f(x) + g(x)), z∥

≤ ∥fm0n0(x)− f(x), z∥+ ∥gm0n0(x)− g(x), z∥

<
ε

2
+

ε

2

= ε

elde ederiz ki bu (3.2) ile çelişir. Bundan dolayı (m0, n0) ∈ K1 ∪ K2 ve böylece

K ⊂ K1 ∪K2 olmalıdır.

(ii) α ∈ R (α ̸= 0) ve her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

st− lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

alalım. Bu durumda,

d2

({
(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε

|α|

})
= 0

elde edilir. Bu nedenle her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

{(m,n) ∈ N× N : ∥αfmn(x)− αf(x), z∥ ≥ ε}

= {(m,n) ∈ N× N : |α|∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}

=

{
(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε

|α|

}
.

elde edilir. Buradan yukarıdaki eşitliğin sağ tarafının yoğunluğu 0 a eşit olup,

böylece her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

st− lim
m,n→∞

∥αfmn(x), z∥ = ∥αf(x), z∥

elde edilir.
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Teorem 3.2.7 {fmn} çift fonksiyon dizisi f ye noktasal istatistiksel yakınsak olması

için gerek ve yeter şart her bir x ∈ X (sabit) için bir Kx = {(m,n)} ⊆ N × N,

m,n = 1, 2, ... alt kümesi vardır öyleki d2(Kx) = 1 ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y

için lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ olmasıdır.

İspat: Kabul edelim ki

st2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olsun. Her bir x ∈ X (sabit), sıfırdan farklı her bir z ∈ Y ve r = 1, 2, ... için

Kr,x =

{
(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x), z∥ ≥ 1

r

}
ve

Mr,x =

{
(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x), z∥ <

1

r

}
kümelerini alalım. Bu durumda, her bir x ∈ X (sabit) ve sıfırdan farklı her bir

z ∈ Y için d2(Kr,x) = 0 ve

M1,x ⊃ M2,x ⊃ ... ⊃ Mi,x ⊃ Mi+1,x ⊃ ... (3.3)

ve

d2(Mr,x) = 1, r = 1, 2, ... (3.4)

olur. Şimdi (m,n) ∈ Mr,x için {fmn} nin f ye yakınsak olduğunu göstermeliyiz.

Kabul edelim ki {fmn}, f ye yakınsak olmasın. Bu durumda, ε > 0 vardır öyle ki

sonsuz çoklukta terim ve bazı x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε

elde edilir. ε > 1
r
(r = 1, 2, ...) ve

Mε,x = {(m,n) : ∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε}

alalım. Bu durumda, d2(Mε,x) = 0 ve (3.3) den

Mr,x ⊂ (Mε,x)
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dır. Böylece d2(Mr,x) = 0 olur ki bu (3.4) ile çelişmektedir. Buradan {fmn}, f ye

yakınsaktır.

Tersine kabul edelim ki, her bir (sabit) x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

Kx = {(m,n)} ⊆ N× N alt kümesi vardır öyle ki,

d2(Kx) = 1 ve lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

yani, her bir (sabit) x ∈ X ve her bir ε > 0 için N = N(x, ε) vardır öyle ki m,n ≥ N

iken

∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε

olur. Şimdi her bir (sabit) x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

Kε,x = {(m,n) : ∥fmn(x), z∥ ≥ ε} ⊆ N× N− {(mN+1, nN+1), (mN+2, nN+2), ...}

alalım. Buradan her bir (sabit) x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

d2(Kε,x) ≤ 1− 1 = 0

elde edilir ki böylece {fmn}, f ye noktasal istatistiksel yakınsaktır.

Tanım 3.2.8 Eğer her ε > 0 ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

lim
i,j→∞

1

ij
|{(m,n),m ≤ i, n ≤ j : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}| = 0, (tüm x ∈ X için)

limiti mevcut ise, {fmn} çift fonksiyon dizisi f ye düzgün istatistiksel yakınsaktır

denir. Yani, tüm x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε, h.h. (m,n). (3.5)

eşitsizliği sağlanır. Bu yakınsaklık

fmn

∥.,.∥Y
⇒ st f

biçiminde gösterilir.
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Teorem 3.2.9 D, X in kompakt bir alt kümesi ve f ve {fmn}, m,n = 1, 2, ... D

üzerinde sürekli fonksiyonlar olsunlar. D üzerinde

fmn

∥.,.∥Y
⇒ st f

olması için gerek ve yeter şart

cmn = max
x∈D

∥fmn(x)− f(x), z∥

olmak üzere

st2 − lim
m,n→∞

∥cmn(x), z∥ = 0

olmasıdır.

İspat: Kabul edelim ki {fmn}, D üzerinde f ye düzgün istatistiksel yakınsak olsun.

f ve {fmn} D üzerinde sürekli fonksiyonlar olduğundan, her bir (m,n) ∈ N × N

için (fmn(x) − f(x)) de D üzerinde süreklidir. Kabulümüzden dolayı her ε > 0 ve

sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

d2({(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}) = 0, (her bir x ∈ D için)

elde edilir. Bu durumda, her ε > 0 için açık olarak her bir x ∈ D ve sıfırdan farklı

her bir z ∈ Y için

cmn = max
x∈D

∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε

2

ve böylece

st2 − lim
m,n→∞

∥cmn(x), z∥ = 0

elde edilir.

Şimdi kabul edelim ki

st2 − lim
m,n→∞

∥cmn(x), z∥ = 0

olsun. Her ε > 0 ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

A(ε) =

{
(m,n) ∈ N× N : max

x∈D
∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε

}
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kümesini alalım. Hipotezden d2(A(ε)) = 0 elde edilir. Her ε > 0 için

max
x∈D

∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε

olduğundan, her bir x ∈ D ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

{(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε} ⊂ A(ε)

ve böylece

d2({(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}) = 0

elde edilir. Bu da teoremimizin ispatıdır.

Sonuç 3.2.10 Aşağıdaki gerektirmeler geçerlidir:

(i) fmn

∥.,.∥Y
⇒ f ⇒ fmn

∥.,.∥Y−→ f ⇒ fmn
∥.,.∥Y−→ st f .

(ii) fmn

∥.,.∥Y
⇒ f ⇒ fmn

∥.,.∥Y
⇒ st f ⇒ fmn

∥.,.∥Y−→ st f .

30



4. 2-NORMLU UZAYLARDA ÇİFT FONKSİYON DİZİLERİ İÇİN

İSTATİSTİKSEL CAUCHY DİZİSİ

Bu bölümde, 2-normlu uzaylardaki çift fonksiyon dizileri için istatistisel Cauchy

dizisi kavramının tanımı verilerek istatistiksel yakınsaklık ile arasındaki ilişkiler in-

celenecektir.

4.1. 2-Normlu Uzaylarda Çift Fonksiyon Dizileri İçin İstatistiksel Cauchy

Dizisi

Tanım 4.1.1 Eğer her ε > 0, her bir (sabit) x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y

için

d2
(
{(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− fkt(x), z∥ ≥ ε}

)
= 0,

yani,

∥fnm(x)− fkt(x), z∥ < ε, h.h. (m,n)

olacak şekilde k = k(ε, z), t = t(ε, z) ∈ N sayıları varsa bu durumda, {fmn} çift

fonksiyon dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.1.2 {fmn} çift fonksiyon dizisi (X, ∥., .∥) sonlu boyutlu 2-normlu uzayında

istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında yakınsak

bir {gmn} çift fonksiyon dizisi vardır öyle ki h.h. (m,n) için fmn = gmn dir.

İspat: İlk olarak {fmn} fonksiyon dizisi (X, ∥.∥∞) uzayında istatistiksel Cauchy

dizisi olsun. k(1) ve j(1) doğal sayılarını seçelim öyle ki her bir x ∈ X ve h.h.

(m,n) için fmn(x) i kapsayan

B1
u = Bu(fk(1)j(1)(x), 1)

kapalı yuvarı vardır. Daha sonra k(2) ve j(2) doğal sayılarını seçelim öyle ki her bir

x ∈ X ve h.h. (m,n) için fmn(x) i kapsayan

B2 = Bu

(
fk(2)j(2)(x),

1

2

)
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kapalı yuvarı vardır. Her bir x ∈ X ve h.h. (m,n) için B2
u = B1

u ∩ B2, fmn(x) i

kapsar. Böylece bu sürece devam ederek iç içe kapalı yuvarların bir {Br
u}r≥1 dizisi

elde edilir ki (Br
u) ≤ 1

2r
dir. Buradan h, X den Y ye bir fonksiyon olmak üzere,

∞∩
r=1

Br
u = {h(x)}

elde edilir. Her bir x ∈ X ve h.h. (m,n) için Br
u, fmn(x) i kapsadığından, kesin

artan doğal sayıların bir {Sr}r≥1 dizisini seçebiliriz öyle ki her bir x ∈ X için eğer

m,n > Sr ise

1

mn
|{(m,n) ∈ N× N : fmn(x) ̸∈ Br

u}| <
1

r

dir. Her bir x ∈ X, tüm r ≥ 1 ve R =
∞∪
r=1

Rr için

Tr = {(m,n) ∈ N× N : m,n > Sr, fmn(x) ̸∈ Br
u}

alalım. Şimdi her bir x ∈ X için {gmn} çift fonksiyon dizisini

gmn(x) =

 h(x) , (m,n) ∈ R×R ise,

fmn(x) , diğer durumlarda

olarak tanımlayalım. Her bir x ∈ X için

lim
m,n→∞

gmn(x) = h(x)

dir. Gerçekten her bir ε > 0 ve her bir x ∈ X için m doğal sayısı seçelim öyle ki

ε > 1
r
> 0 olsun. Bu durumda, her bir m,n > Sr ve her bir x ∈ X için

gmn(x) = h(x) ya da gmn(x) = fmn(x) ∈ Br
u

ve her bir durumda

∥gmn(x)− h(x)∥∞ ≤ diam(Br
u) ≤

1

2r−1

elde edilir. Her bir x ∈ X için

{(m,n) ∈ N× N : gmn(x) ̸= fn(x)} ⊆ {(m,n) ∈ N× N : fmn(x) ̸∈ Br
u}
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olduğundan,

1

mn
|{(m,n) ∈ N× N : gmn(x) ̸= fmn(x)}|

≤ 1

mn
|{(n,m) ∈ N× N : fmn(x) ̸∈ Br

u}|

<
1

r

ve böylece

d2({(m,n) ∈ N× N : gmn(x) ̸= fmn(x)}) = 0

eşitliği geçerlidir. Böylece h.h. (m,n) ve her bir x ∈ X için (X, ∥.∥∞) uzayında

gmn(x) = fmn(x)

dir. Kabul edelim ki {u1, ..., ud}, (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayının bir bazı olsun. Her

bir x ∈ X ve tüm 1 ≤ i ≤ d için

lim
m,n→∞

∥gmn(x)− h(x)∥∞ = 0 ve ∥gmn(x)− h(x), ui∥ ≤ ∥gmn(x)− h(x)∥∞

olduğundan, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ X için

lim
m,n→∞

∥gmn(x)− h(x), z∥∞ = 0

elde ederiz ki bu da ispatı tamamlar.

Teorem 4.1.3 {fmn} çift fonksiyon dizisinin istatistiksel yakınsak olması için gerek

ve yeter koşul {fmn} çift fonksiyon dizisinin istatistiksel Cauchy dizisi olmasıdır.

İspat: Kabul edelim ki her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

st− lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olsun. Bu durumda, her ve ε > 0, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∥fmn(x)− f(x), z∥ <
ε

2
, h.h. (m,n)

elde edilir. k = k(ε, z) ve t = t(ε, z) seçilsin öyle ki her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı

her bir z ∈ Y için

∥fkt(x)− f(x), z∥ <
ε

2
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ve böylece

∥fmn(x)− fkt(x), z∥ ≤ ∥fmn(x)− f(x), z∥+ ∥f(x)− fkt(x), z∥

<
ε

2
+

ε

2
= ε, h.h. (m,n)

elde edilir. Böylece {fmn} çift fonksiyon dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

Şimdi kabul edelim ki {fmn} çift fonksiyon dizisi istatistiksel Cauchy dizisi olsun.

Teorem 4.1.2 den X den Y ye yakınsak bir {gmn} dizisi vardır öyle ki h.h. (m,n)

için fmn = gmn dir. Theorem 3.2.4 den her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y

için

st− lim ∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

elde ederiz.

Teorem 4.1.4 (X, ∥., .∥) 2-normlu uzayında bir {fmn} çift fonksiyon dizisi için

şağıdaki ifadeler birbirine denktir:

(i) {fmn}, f(x) e (noktasal) istatistiksel yakınsaktır.

(ii) {fmn} istatistiksel Cauchy dizisidir.

(iii) {fmn} nin bir {gmn} alt dizisi vardır öyle ki

lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

dır.

İspat: Bu teoremin ispatı Teorem 3.2.7 and Teorem 4.1.3 un bir sonucudur.

Tanım 4.1.5 D, X in kompakt alt kümesi ve {fmn}, D üzerinde bir çift fonksiyon

dizisi olsun. Her ε > 0 ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

d2({(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− fkt(x), z∥ ≥ ε}) = 0, (tüm x ∈ X)

olacak şekilde k = k(ε, z), t = t(ε, z) ∈ N sayıları varsa, {fmn} çift fonksiyon dizisine

düzgün istatistiksel Cauchy dizisi denir.
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Teorem 4.1.6 D, X in kompakt alt kümesi ve {fmn}, D de sınırlı çift fonksiyon

dizisi olsun. {fmn} nin düzgün istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter koşul

D üzerinde düzgün istatistiksel Cauchy dizisi olmasıdır.

İspat: Bu teoremin ispatı Teorem 4.1.3 in ispatı ile benzerdir.
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5. 2-NORMLU UZAYLARDA ÇİFT FONKSİYON DİZİLERİNİN

İDEAL YAKINSAKLIĞI

Bu bölümde, 2-normlu uzaylarda çift fonksiyon dizilerinin I2-yakınsaklığı ve I∗
2 -

yakınsaklığı kavramları tanımlanarak, bu yeni kavramların özellikleri ve aralarındaki

ilişkiler incelenecektir.

5.1. 2-Normlu Uzaylarda Çift Fonksiyon Dizilerinin I2-Yakınsaklığı

Tanım 5.1.1 Her ε > 0, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

A(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε} ∈ I2

ise {fmn} çift fonksiyon dizisi f ye (noktasal anlamda) I2-yakınsaktır denir. Bu

yakınsaklık

(∀z ∈ Y ) (∀x ∈ X) (∀ε > 0) (∃H ∈ I2) (∀(m,n) ̸∈ H) ∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε

ile formüle edilebilir ve

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ veya fmn
∥.,.∥Y−→I2 f

biçiminde gösterilir.

Teorem 5.1.2 Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olması

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

gerektirir.

İspat: ε > 0 verilsin. Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olduğundan pozitif bir k0 = k0(ε, x) sayısı vardır öyle ki her m,n ≥ k0 olduğunda

∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε
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eşitsizliği geçerlidir. Buradan sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için,

A(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}

⊂ ((N× {1, 2, .., (k0 − 1)}) ∪ ({1, 2, .., (k0 − 1)} × N))

kapsaması geçerlidir. I2 kuvvetli uygun ideal olduğundan

((N× {1, 2, .., (k0 − 1)}) ∪ ({1, 2, .., (k0 − 1)} × N)) ∈ I2

olup, buradan A(ε, z) ∈ I2 ve sonuç olarak sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

elde edilir.

Teorem 5.1.3 Herhangi bir {fmn} çift fonksiyon dizisinin eğer I2-limiti varsa bu

limit tektir.

İspat: Kabul edelim ki bir x0 ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için f(x0) ̸= g(x0)

olmak üzere

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x0), z∥ = ∥f(x0), z∥ ve I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x0), z∥ = ∥g(x0), z∥

olsun. f(x0) ̸= g(x0) olduğundan, f(x0) ≥ g(x0) olarak alabiliriz. Şimdi f(x0) ve

g(x0) noktalarının sırasıyla

(f(x0)− ε, f(x0) + ε) ve (g(x0)− ε, g(x0) + ε)

komşulukları ayrık olacak şekilde ε = f(x0)−g(x0)
3

seçelim. x0 ∈ X ve sıfırdan farklı

her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x0), z∥ = ∥f(x0), z∥ ve I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x0), z∥ = ∥g(x0), z∥

olduğundan,

A(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x0)− f(x0), z∥ ≥ ε} ∈ I2

ve

B(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x0)− g(x0), z∥ ≥ ε} ∈ I2
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elde edilir. Bu ise x0 ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

Ac(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x0)− f(x0), z∥ < ε}

ve

Bc(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x0)− g(x0), z∥ < ε}

kümelerinin F(I2) süzgecine ait olmasını sağlar ve böylece Ac(ε, z)∩Bc(ε, z) kümesi

boştan farklı olup F(I2) ye aittir. A
c(ε, z)∩Bc(ε, z) ̸= ∅ olduğundan, f(x0) ve g(x0)

noktalarının sırasıyla (f(x0)− ε, f(x0)+ ε) ve (g(x0)− ε, g(x0)+ ε) komşuluklarının

ayrık olduğu gerçeğine karşı bir çelişki elde edilir. Bundan dolayı x0 ∈ X ve sıfırdan

farklı her bir z ∈ Y için

∥f(x0), z∥ = ∥g(x0), z∥

olduğu açıktır ve sonuç olarak x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∥f(x), z∥ = ∥g(x), z∥, (f = g)

elde edilir.

Teorem 5.1.4 Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ ve I2 − lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥g(x), z∥,

ise bu durumda

(i) I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x) + gmn(x), z∥ = ∥f(x) + g(x), z∥,

(ii) I2 − lim
m,n→∞

∥cfmn(x), z∥ = ∥cf(x), z∥, c ∈ R,

(iii) I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x) gmn(x), z∥ = ∥f(x) g(x), z∥

eşitlikleri sağlanır.

İspat (i) ε > 0 verilsin. Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ ve I2 − lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥g(x), z∥

olduğundan,

A
(ε
2
, z
)
=
{
(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε

2

}
∈ I2
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ve

B
(ε
2
, z
)
=
{
(m,n) ∈ N× N : ∥gmn(x)− g(x), z∥ ≥ ε

2

}
∈ I2

ve böylece ideal tanımından

A
(ε
2
, z
)
∪B

(ε
2
, z
)
∈ I2

elde edilir. Şimdi her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

C(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥(fmn(x) + gmn(x))− (f(x) + g(x)), z∥ ≥ ε}

kümesini tanımlayalım. İspat için C(ε, z) ⊂ A
(
ε
2
, z
)
∪B

(
ε
2
, z
)
olduğunu göstermek

yeterlidir. (m,n) ∈ C(ε, z) alalım. Bu durumda her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her

bir z ∈ Y

ε ≤ ∥(fmn(x) + gmn(x))− (f(x) + g(x)), z∥ ≤ ∥fmn(x)− f(x), z∥+ ∥gmn(x)− g(x), z∥

elde edilir.

{∥fmn(x)− f(x), z∥, ∥gmn(x)− g(x), z∥}

ikilisi (birlikte) kesinlikle
ε

2
den daha küçük değildir ve böylece her bir x ∈ X ve

sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε

2
ya da ∥gmn(x)− g(x), z∥ ≥ ε

2

dir. Bu da (m,n) ∈ A
(
ε
2
, z
)
veya (m,n) ∈ B

(
ε
2
, z
)
olduğunu gösterir ve böylece

(m,n) ∈ A
(ε
2
, z
)
∪B

(ε
2
, z
)

elde edilir. Buradan

C(ε, z) ⊂ A
(ε
2
, z
)
∪B

(ε
2
, z
)

kapsaması sağlanır ki böylece

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x) + gmn(x), z∥ = ∥f(x) + g(x), z∥

elde edilir.
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(ii) c ∈ R alalım ve her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olsun. c = 0 ise ispat açıktır. Kabul edelim ki c ̸= 0 olsun. Bu durumda, her bir

x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için{
(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε

|c|

}
∈ I2

ve tanımdan

{(m,n) ∈ N× N : ∥cfmn(x)− cf(x), z∥ ≥ ε}

=

{
(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε

|c|

}
.

eşitliği geçerlidir. Buradan yukarıdaki eşitliğin sağ tarafı I2 ye aittir ve böylece her

bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥cfmn(x), z∥ = ∥cf(x), z∥

elde edilir.

(iii) Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olduğundan ε = 1 > 0 için

{(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ 1} ∈ I2

ve buradan

A = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ < 1} ∈ F(I2)

dir. Ayıca, herhangi (m,n) ∈ A, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∥fmn(x), z∥ < 1 + ∥f(x), z∥

eşitsizliği geçerlidir. ε > 0 verilsin. δ > 0 seçelim öyle ki her bir x ∈ X ve sıfırdan

farklı her bir z ∈ Y için

0 < 2δ <
ε

∥f(x), z∥+ ∥g(x), z∥+ 1
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olsun. Kabulümüzden her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

B = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ < δ} ∈ F(I2)

ve

C = {(m,n) ∈ N× N : ∥gmn(x)− g(x), z∥ < δ} ∈ F(I2)

olduğu açıktır. F(I2) süzgeç olduğundan dolayı

A ∩B ∩ C ∈ F(I2)

dır. Böylece her bir (m,n) ∈ A ∩ B ∩ C, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir

z ∈ Y için

∥fmn(x) gmn(x)− f(x).g(x), z∥

= ∥fmn(x) gmn(x)− fmn(x) g(x) + fmn(x) g(x)− f(x) g(x), z∥

≤ ∥fmn(x), z∥∥gmn(x)− g(x), z∥+ ∥g(x), z∥∥fmn(x)− f(x), z∥

< (∥f(x), z∥+ 1)δ + (∥g(x), z∥)δ

= (∥f(x), z∥+ ∥g(x), z∥+ 1)δ

< ε

ve böylece

{(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x) gmn(x)− f(x) g(x), z∥ ≥ ε} ∈ I2

elde edilir. Bu da teoremin ispatıdır.

Teorem 5.1.5 Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için eğer

(i) N× N ⊇ K ∈ F(I2) olmak üzere her (m,n) ∈ K için {fmn} ≤ {gmn} ≤ {hmn}

ve

(ii) I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥k(x), z∥ ve I2 − lim
m,n→∞

∥hmn(x), z∥ = ∥k(x), z∥

şartları sağlanıyorsa bu durumda,

I2 − lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥k(x), z∥

limiti mevcuttur.
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İspat: ε > 0 alalım. (ii) koşulundan her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y

için

{(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− k(x), z∥ ≥ ε} ∈ I2

ve

{(m,n) ∈ N× N : ∥hmn(x)− k(x), z∥ ≥ ε} ∈ I2

olduğu açıktır. Buradan her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

P = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− k(x), z∥ < ε}

ve

R = {(m,n) ∈ N× N : ∥hmn(x)− k(x), z∥ < ε}

kümeleri F(I2) ye aittir. Şimdi her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

Q = {(m,n) ∈ N× N : ∥gmn(x)− k(x), z∥ < ε}

kümesini alalım. Bu durumda P ∩ R ∩K ⊂ Q olduğu açıktır. P ∩ R ∩K ∈ F(I2)

ve P ∩ R ∩K ⊂ Q olduğundan süzgeç tanımı gereği Q ∈ F(I2) ve böylece her bir

x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

{(m,n) ∈ N× N : ∥gmn(x)− k(x), z∥ ≥ ε} ∈ I2

elde edilir. Buradan

I2 − lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥k(x), z∥

limiti mevcuttur. Bu da ispatı tamamlar.

Teorem 5.1.6 Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ ve I2 − lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥g(x), z∥

olsun. Bu durumda, K ⊆ N×N ve K ∈ F(I2) olmak üzere her bir (m,n) ∈ K için

(i) fmn(x) ≥ 0 ise f(x) ≥ 0

ve

(ii) fmn(x) ≤ gmn(x) ise f(x) ≤ g(x)

önermeleri geçerlidır.
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İspat: (i) Kabul edelim ki f(x) < 0 olsun. Her bir x ∈ X için ε = −f(x)

2
seçelim.

Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olduğunda,

M = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε} ∈ F(I2)

olacak şekilde M kümesi vardır. M,K ∈ F(I2) olduğunda M ∩ K kümesi boş

kümeden farklı olup F(I2) ye aittir. Bu durumda,

∥fm0n0(x)− f(x), z∥ < ε

olacak şekilde bir (m0, n0) ∈ K noktası vardır. Her bir x ∈ X için f(x) < 0 ve

ε = −f(x)

2
olduğundan

fm0n0(x) ≤ 0

olur ki bu her (m,n) ∈ K için fmn(x) > 0 gerçeği ile çelişir. Dolayısıyla her bir

x ∈ X için f(x) > 0 olmalıdır.

(ii) Kabul edelim ki f(x) > g(x) olsun. Her bir x ∈ X için f(x) ve g(x) in sırasıyla

(f(x0)− ε, f(x0) + ε) ve (g(x0)− ε, g(x0) + ε)

komşulukları ayrık olacak şekilde ε =
f(x)− g(x)

3
seçelim. Her bir x ∈ X ve sıfırdan

farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ ve I2 − lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥g(x), z∥

ve F(I2), N× N üzerinde süzgeç olduğundan, böylece

A = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε} ∈ F(I2)

ve

B = {(m,n) ∈ N× N : ∥gmn(x)− g(x), z∥ < ε} ∈ F(I2)

elde edilir. Bu da süzgeç özelliğinden

∅ ̸= A ∩B ∩K ∈ F(I2)
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olmasını sağlar. Bu durumda bir (m0, n0) ∈ K noktası vardır öyle ki

∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε ve ∥gmn(x)− g(x), z∥ < ε

eşitsizlikleri sağlanır. Her bir x ∈ X için f(x) > g(x) ve ε =
f(x)− g(x)

3
olduğundan

fm0n0(x) > gm0n0(x)

elde edilir. Bu ise her (m,n) ∈ K için fmn(x) ≤ gmn(x) gerçeği ile çelişir. Buradan

her bir x ∈ X için

f(x) ≤ g(x)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

5.2. 2-Normlu Uzaylarda Çift Fonksiyon Dizilerinin I∗
2 -Yakınsaklığı

Tanım 5.2.1 Bir M ∈ F(I2) (H = N× N \M ∈ I2) kümesi vardır öyleki her bir

x ∈ X, sıfırdan farklı her bir z ∈ Y ve tüm (m,n) ∈ M için

lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

limiti mevcut ise {fmn} çift fonksiyon dizisi f ye (noktasal anlamda) I∗
2 -yakınsaktır

denir ve

I∗
2 − lim

m,n→∞
∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ ya da fmn

∥.,.∥Y−→I∗
2
f

ile gösterilir.

Teorem 5.2.2 Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

I∗
2 − lim

m,n→∞
∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olması

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olmasını sağlar.
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İspat: Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

I∗
2 − lim

m,n→∞
∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olduğundan, bir H ∈ I2 kümesi vardır öyle ki M ∈ F(I2) (H = N × N \M ∈ I2)

için

lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥, (m,n) ∈ M

limiti mevcuttur. ε > 0 alalım. Bu durumda her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir

z ∈ Y için m,n ≥ k0 olduğunda,

∥fmn(x)− f(x), z∥ < ε, (m,n) ∈ M

eşitliğini sağlayan bir k0 = k0(ε, x) ∈ N vardır. Böylece açık olarak her bir x ∈ X

ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

A(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}

⊂ H ∪ [M ∩ (({1, 2, 3, ..., (k0 − 1)} × N) ∪ (N× {1, 2, 3, ..., (k0 − 1)}))]

kapsaması geçerlidir. I2 ⊂ 2N×N kuvvetli uygun ideal olduğundan

H ∪ [M ∩ (({1, 2, 3, ..., (k0 − 1)} × N) ∪ (N× {1, 2, 3, ..., (k0 − 1)}))] ∈ I2

ve böylece A(ε, z) ∈ I2 dır. Bu da,

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

limitini sağlar. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 5.2.3 I2 ⊂ 2N×N uygun ideali (AP2) şartını sağlasın. Her bir x ∈ X ve

sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olması

I∗
2 − lim

m,n→∞
∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olmasını sağlar.
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İspat: I2 ⊂ 2N×N uygun ideali (AP2) şartını sağlasın. Her bir x ∈ X ve sıfırdan

farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olsun. Bu durumda her ε > 0, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

A(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε} ∈ I2

olduğu açıktır. Şimdi her k ≥ 2 için

A1(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ 1}

ve

Ak(ε, z) =

{
(m,n) ∈ N× N :

1

k
≤ ∥fmn(x)− f(x), z∥ <

1

k − 1

}
kümelerini alalım. Buradan i ̸= j için Ai ∩ Aj = ∅ ve her bir i ∈ N için Ai ∈ I2

dır. (AP2) özelliğinden kümelerin bir {Bk}k ∈ N dizisi vardır öyle ki Aj△Bj her bir

j ∈ N için N× N de satır ve sütunların sonlu bir birleşimi tarafından kapsanır ve

B =
∞∪
j=1

Bj ∈ I2

dir. Her bir x ∈ X, sıfırdan farklı her bir z ∈ Y ve M = N× N \B ∈ F(I2) için

lim
m,n→∞

∥fmn(x)− f(x), z∥ = ∥f(x), z∥, (m,n) ∈ M

olduğunu ispatlamalıyız. δ > 0 sayısı verilsin.
1

k
< δ olacak şekilde bir k ∈ N

seçelim. Bu durumda

{(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ δ} ⊂
k∪

j=1

Aj

elde edilir. j = 1, 2, ..., k için Aj△Bj satır ve sütunların sonlu bir birleşimi tarafından

kapsandığından, bir n0 vardır öyle ki(
k∪

j=1

Bj

)
∩ {(m,n) ∈ N× N : m ≥ n0 ∧ n ≥ n0}

=

(
k∪

j=1

Aj

)
∩ {(m,n) ∈ N× N : m ≥ m0 ∧ n ≥ n0}
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eşitliği sağlanır. Eğer m,n ≥ n0 ve (m,n) /∈ B ise

(m,n) /∈
k∪

j=1

Bj ve böylece (m,n) /∈
k∪

j=1

Aj

dır. Buradan her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∥fmn(x)− f(x), z∥ <
1

k
< δ

elde edilir. Bu da (m,n) ∈ M için

lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

limitinin mevcut olduğunu gösterir öyle ki her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir

z ∈ Y için

I∗
2 − lim

m,n→∞
∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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6. 2-NORMLU UZAYLARDA ÇİFT FONKSİYON DİZİLERİ İÇİN

İDEAL CAUCHY DİZİSİ

Bu çalışmada öncelikle 2-normlu uzaylarda çift fonksiyon dizilerinin I2-yakınsaklığı-

nın bazı özellikleri verilecektir. Daha sonra 2-normlu uzaylarda çift fonksiyon dizileri

için I2-Cauchy ve I∗
2 -Cauchy dizileri tanımlanarak, bu yeni kavramlar arasındaki

ilişkiler ile ilgili bazı özellikler incelenecektir. Çalışmamız boyunca I2 ⊂ 2N×N

kuvvetli uygun ideal, X ve Y 2-normlu uzaylar, {fmn}(m,n)∈N×N, {gmn}(m,n)∈N×N

ve {hmn}(m,n)∈N×N çift fonksiyon dizileri, f , g ve k, X den Y ye fonksiyonlar olarak

alınacaktır.

6.1. 2-Normlu Uzaylarda Çift Fonksiyon Dizilerinde İdeal Yakınsaklığın

Bazı Özellikleri

Teorem 6.1.1 I2 ⊂ 2N×N ideali (AP2) şartını sağlayan kuvvetli uygun ideal olsun.

Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için aşağıdaki eşitlikler denktir:

(i) I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥,

(ii) fmn(x) = gmn(x) + hmn(x) olacak şekilde

lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

ve

supphmn(x) = {(m,n) ∈ N× N : hmn(x) ̸= 0} ∈ I2

sağlanır.

İspat: (i) ⇒ (ii): Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olsun. Bu durumda, Teorem 5.2.3 gereği M ∈ F(I2) (H = N×N \M ∈ I2) kümesi

vardır öyle ki, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

lim
m,n→∞
(m,n)∈M

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

dır.
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Şimdi her (m,n) ∈ N× N ve her x ∈ X için

gmn(x) =

 fmn(x), (m,n) ∈ M,

f(x) , (m,n) ∈ N× N \M
(6.1)

ve

hmn(x) = fmn(x)− gmn(x), (m,n) ∈ N× N (6.2)

{gmn} ve {hmn} çift fonksiyon dizilerini tanımlayalım. Her bir x ∈ X ve sıfırdan

farklı her bir z ∈ Y için (6.1) eşitliğinden

lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

ve bununla birlikte her x ∈ X için

{(m,n) ∈ N× N : fmn(x) ̸= gmn(x)} ⊂ N× N \M ∈ I2

olduğundan (6.2) eşitliğinden

supphmn(x) = {(m,n) ∈ N× N : hmn(x) ̸= 0} ∈ I2

olduğu açıktır. Yine her x ∈ X için (6.2) eşitliğinden

fmn(x) = gmn(x) + hmn(x)

elde edilir. Bu da istenendir.

(ii)⇒(i): Her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥, fmn(x) = gmn(x) + hmn(x) ve (6.3)

supphmn(x) = {(m,n) ∈ N× N : hmn(x) ̸= 0} ∈ I2

şartlarını sağlayan {gmn} ve {hmn} iki fonksiyon dizileri olsun.

Şimdi N× N çarpımının bir M alt kümesi

M = {(m,n) ∈ N× N : hmn(x) = 0} = N× N \ supphmn(x) (6.4)
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olarak alınsın.

supphmn(x) = {(m,n) ∈ N× N : hmn(x) ̸= 0} ∈ I2

olduğundan,(6.3) ve (6.4) eşitliklerinden M ∈ F(I2) ve (m,n) ∈ M için fmn(x) =

gmn(x) olup, (m,n) ∈ M , her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

lim
m,n→∞
(m,n)∈M

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

bulunur ki bu ise (m,n) ∈ M için

I∗
2 − lim

m,n→∞
∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

sonucunu verir. Teorem 5.2.2 gereğince her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y

için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

elde edilir. Bu da ispatımızı tamamlar.

Sonuç 6.1.2 I2 ⊂ 2N×N ideali (AP2) şartını sağlayan kuvvetli uygun ideal olsun.

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olması için gerek ve yeter şart her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

fmn(x) = gmn(x) + hmn(x), lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ ve

I2 − lim
m,n→∞

∥hmn(x), z∥ = 0

şartlarını sağlayan X den Y ye {gmn} ve {hmn} iki fonksiyon dizisinin mevcut ol-

masıdır.

İspat: Kabul edelim ki

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olsun ve {gmn(x)} dizisi (6.1) deki gibi tanımlansın. Ayrıca her bir x ∈ X için

hmn(x) = fmn(x)− gmn(x), (m,n) ∈ N× N (6.5)
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dizisini alalım. Bu durumda

lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

ve böylece I2 kuvvetli uygun ideal olduğundan her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her

bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

olduğu açıktır. Teorem 5.1.4 ve (6.5) eşitliği gereğince her bir x ∈ X ve sıfırdan

farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥hmn(x), z∥ = 0

elde edilir.

Şimdi de her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥ ve I2 − lim
m,n→∞

∥hmn(x), z∥ = 0

olmak üzere

fmn(x) = gmn(x) + hmn(x)

alalım. I2 kuvvetli uygun ideal olduğundan, her bir x ∈ X ve her bir sıfırdan farklı

z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥gmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

ve Teorem 5.1.4 gereğince

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Uyarı 6.1.3 Teorem 6.1.1 de eğer (ii) sağlanıyorsa I2 uygun idealinin (AP2) şartını

sağlamasına gerek yoktur. Her ε > 0, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y

için

{(m,n) ∈ N× N : ∥hmn(x), z∥ ≥ ε} ⊂ {(m,n) ∈ N× N : hmn(x) ̸= 0} ∈ I2
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olduğundan

I2 − lim
m,n→∞

∥hmn(x), z∥ = 0

olur. Böylece, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

I2 − lim
m,n→∞

∥fmn(x), z∥ = ∥f(x), z∥

elde edilir.

6.2. 2-Normlu Uzaylarda Çift Fonksiyon Dizileri İçin I2-Cauchy Dizisi

Tanım 6.2.1 Her ε > 0, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için eğer

{(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− fst(x), z∥ ≥ ε} ∈ I2

olacak şekilde s = s(ε, x), t = t(ε, x) ∈ N mevcut ise {fmn} çift fonksiyon dizisine

I2-Cauchy dizisidir, denir.

Teorem 6.2.2 2-normlu uzaylarda {fmn} çift fonksiyon dizisi I2-yakınsaktır ancak

ve ancak I2-Cauchy dizisidir.

İspat: {fmn} çift fonksiyon dizisi f ye I2-yakınsak olsun. Bu durumda, her bir

x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

A
(ε
2
, z
)
=
{
(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε

2

}
∈ I2

olduğu açıktır. Bu ise her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

Ac
(ε
2
, z
)
=
{
(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ <

ε

2

}
∈ F(I2)

olduğunu gösterir ve böylece Ac
(
ε
2
, z
)
boş değildir. Böylece

(k, l) /∈ A
(ε
2
, z
)

ve ∥fkl(x)− f(x), z∥ <
ε

2

olacak şekilde k, l pozitif tam sayılarını seçebiliriz. Şimdi her bir x ∈ X ve sıfırdan

farklı her bir z ∈ Y için

B(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− fkl(x), z∥ ≥ ε}
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kümesini tanımlayalım öyle ki

B(ε, z) ⊂ A
(ε
2
, z
)

olduğunu gösterelim. (m,n) ∈ B(ε, z) alalım. Buradan her bir x ∈ X ve sıfırdan

farklı her bir z ∈ Y için

ε ≤ ∥fmn(x)− fkl(x), z∥ ≤ ∥fmn(x)− f(x), z∥+ ∥fkl(x)− f(x), z∥

< ∥fmn(x)− f(x), z∥+ ε

2

elde edilir. Bu ise

ε

2
< ∥fmn(x)− f(x), z∥

olduğunu sağlar ki (m,n) ∈ A( ε
2
, z) dir. Dolayısıyla,

B(ε, z) ⊂ A(
ε

2
, z)

Kapsaması elde edilir. Böylece {fmn}, I2-Cauchy dizisidir.

Tersine, {fmn} çift fonksiyon dizisi her bir x ∈ X için I2-Cauchy dizisi olsun. {fmn}

nin I2-yakınsak olduğu gösterilecektir. (εpq) dizisinin sıfıra yakınsayan sayıların

kesin azalan bir dizisi olduğunu kabul edelim. {fmn} çift fonksiyon dizisi I2-Cauchy

dizisi olduğundan, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

A(εpq, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− fkplq(x), z∥ ≥ εpq} ∈ I2, (p, q = 1, 2, ...),

olacak şekilde pozitif sayıların kesin artan (kp) ve (lq) dizileri mevcuttur. Bu da her

bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∅ ̸= {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− fkplq(x), z∥ < εpq} ∈ F(I2), (p, q = 1, 2, ...) (6.6)

olduğunu gösterir. p ̸= q ve s ̸= t olacak şekilde p, q, s ve t pozitif tam sayılarını

alalım. (6.6) gereği her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

C(εpq, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− fkplq(x), z∥ < εpq}
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ve

D(εst, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− fkslt(x), z∥ < εst}

kümeleri F(I2) süzgecine ait boştan farklı iki küme olur. F(I2), N×N üzerinde bir

süzgeç olduğundan,

∅ ̸= C(εpq, z) ∩D(εst, z) ∈ F(I2).

olur. Böylece her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∥fmpqstnpqst(x)− fkplq(x), z∥ < εpq ve ∥fmpqstnpqst(x)− fkslt(x), z∥ < εst

eşitsizliklerini sağlayan p ̸= q ve s ̸= t olacak şekilde pozitif tam sayılarının (p, q)

ve (s, t) çiftleri için (m(p,q),(s,t), n(p,q),(s,t)) ∈ N × N çiftini seçelim. Bu durumda,

p, q, s, t → ∞ için (εpq) sıfıra yakınsayan sayıların kesin azalan bir dizisi olduğundan,

her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∥fkplq(x)− fkslt(x), z∥ ≤ ∥fmpqstnpqst(x)− fkplq(x), z∥+ ∥fmpqstnpqst(x)− fkslt(x), z∥

≤ εpq + εst → 0,

önermesi sağlanır. Bu da {fkplq} (p, q = 1, 2, ...) çift fonksiyon dizisinin Cauchy dizisi

olduğunu gösterir ve böylece bu Cauchy yakınsaklık kriterini sağlar. Böylece {fkplq}

dizisi bir f fonksiyonuna yakınsaktır. Yani, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir

z ∈ Y için

lim
p,q→∞

∥fkplq , z∥ = ∥f(x), z∥

dir. Ayrıca p, q → ∞ iken εpq → 0 olup, böylece her ε > 0 için

εp0q0 <
ε

2
ve ∥fkplq − f(x), z∥ <

ε

2
, ( p > p0 and q > q0). (6.7)

eşitsizliklerini sağlayan p0, q0 pozitif tam sayılarını seçebiliriz. Şimdi her bir x ∈ X

ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

A(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≥ ε}

kümesini tanımlayarak

A(ε, z) ⊂ A(εp0q0 , z)
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olduğunu gösterelim. (m,n) ∈ A(ε, z) alalım. Bu durumda (6.7) eşitsizliğinin ikinci

kısmını dikkate alarak, her bir x ∈ X ve her bir sıfırdan farklı z ∈ Y için

ε ≤ ∥fmn(x)− f(x), z∥ ≤ ∥fmn(x)− fkp0 lq0 (x), z∥+ ∥fkp0 lq0 (x)− f(x), z∥

< ∥fmn(x)− fkp0 lq0 (x), z∥+
ε

2
,

eşitsizliği elde edilir. Bu da

ε

2
< ∥fmn(x)− fkp0 lq0 (x), z∥

eşitsizliğini sağlar ve böylece (6.7) eşitsizliğinin ilk kısmını dikkate alarak, her bir

x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

εp0q0 < ∥fmn(x)− fkp0 lq0 (x), z∥

eşitsizliği elde edilir. Böylece,

(m,n) ∈ A(εp0q0 , z)

olup, buradan

A(ε, z) ⊂ A(εp0q0 , z)

elde edilir. A(εp0q0 , z) ∈ I2 olduğundan ve ideal özelliğinden A(ε, z) ∈ I2 olur ki bu

da {fkplq} çift fonksiyon dizisinin I2-yakınsak olduğu sonucunu verir.

Tanım 6.2.3 Eğer her ε > 0, her bir x ∈ X ve her bir z ∈ Y için m,n, s, t > k0

olduğunda,

∥fmn(x)− fst(x), z∥ < ε, ((m,n), (s, t) ∈ M)

olacak şekilde bir M ∈ F(I2) (H = N × N \M ∈ I2) kümesi ve k0 = k0(ε, x) ∈ N

varsa {fmn} çift fonksiyon dizisine I∗
2 -Cauchy dizisi denir ve

lim
m,n,s,t→∞

∥fmn(x)− fst(x), z∥ = 0

gösterilir.

Teorem 6.2.4 {fmn} çift fonksiyon dizisi I∗
2 -Cauchy dizisi ise I2-Cauchy dizisidir.
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İspat: 2-normlu uzaylarda {fmn} dizisini I∗
2 -Cauchy dizisi olarak alalım. Bu du-

rumda, tanımdan M ∈ F(I2) (H = N × N \ M ∈ I2) kümesi ve her ε > 0 ve her

bir x ∈ X için bir k0 = k0(ε, x) ∈ N vardır öyle ki m,n, s, t > k0 olduğunda tüm

(m,n), (s, t) ∈ M ve her z ∈ Y için

∥fmn(x)− fst(x), z∥ < ε

eşitsizliği sağlanır. Bu durumda, her bir x ∈ X ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

A(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− fst(x), z∥ ≥ ε}

⊂ H ∪ [M ∩ (({1, 2, · · · , (k0 − 1)} × N) ∪ (N× {1, 2, · · · , (k0 − 1)}))]

kapsaması geçerlidir. I2 bir uygun ideal olduğundan

H ∪ [M ∩ (({1, 2, · · · , (k0 − 1)} × N) ∪ (N× {1, 2, · · · , (k0 − 1)}))] ∈ I2

elde edilir. Böylece A(ε, z) ∈ I2 olup, {fmn} çift fonksiyon dizisinin bir I2-Cauchy

dizisi olduğunu sonucuna ulaşılır.

Teorem 6.2.5 2-normlu uzaylarda I∗
2 − lim

m,n→∞
∥fmn(x) − f(x), z∥ = 0 ise {fmn}

çift fonksiyon dizisi I2-Cauchy dizisidir.

İspat: Kabulümüzden, M ∈ F(I2) (H = N× N M ∈ I2) kümesi vardır öyle ki her

bir x ∈ X ve her bir z ∈ Y için

lim
m,n→∞

∥fmn(x)− f(x), z∥ = 0

limiti vardır. Buradan, her ε > 0 ve her bir x ∈ X için k0 = k0(ε, x) ∈ N vardır öyle

ki tüm (m,n) ∈ M ve m,n > k0 için

∥fmn(x)− f(x), z∥ <
ε

2

olduğu anlaşılır. Her ε > 0, her bir x ∈ X ve her z ∈ Y içinm,n, s, t ≥ k0 olduğunda

∥fmn(x)− fst(x), z∥ ≤ ∥fmn(x)− f(x), z∥+ ∥fst(x)− f(x), z∥

<
ε

2
+

ε

2
= ε,
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olduğundan,

lim
m,n,s,t→∞

∥fmn(x)− fst(x), z∥ = 0

elde edilir. Bu da {fmn} çift fonksiyon dizisinin I∗
2 -Cauchy dizisi olduğunu gösterir.

Buradan da Teorem 6.2.4 gereğince {fmn} çift fonksiyon dizisinin I2-Cauchy dizisi

olduğu anlaşılır.

Teorem 6.2.6 I2 ideali (AP2) şartını saplayan bir uygun ideal olsun. Bu durumda,

2-normlu uzaylarda {fmn} çift fonksiyon dizisi için I2-Cauchy dizisi ve I∗
2 -Cauchy

dizisi denktir (çakışır).

İspat: Teorem 6.2.4 gereğince {fmn} çift fonksiyon dizisi I∗
2 -Cauchy dizisi ise I2-

Cauchy dizisidir. (Bu durumda I2 idealinin (AP2) şartını sağlamasına gerek yok-

tur.) Şimdi, {fmn} çift fonksiyon dizisinin I2-Cauchy dizisi olduğunda I∗
2 -Cauchy

dizisi olduğunu ispatlamamız yeterlidir. {fmn} bir Cauchy dizisi olsun. Bu du-

rumda, her ε > 0 ve her bir x ∈ X için s = s(ε, x), t = t(ε, x) ∈ N vardır öyle ki

sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

A(ε, z) = {(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− fst(x), z∥ ≥ ε} ∈ I2

olduğu anlaşılır. s = s(1
i
), t = t(1

i
) olmak üzere

Pi =

{
(m,n) ∈ N× N : ∥fmn(x)− fsiti(x), z∥ <

1

i

}
, (i = 1, 2, ...),

kümesini alalım. Bu durumda,

Pi ∈ F(I2), (i = 1, 2, ...)

olduğu açıktır. I2 ideali (AP2) şartını sağladığından Lemma 2.5.16 gereğince bir

P ⊂ N×N kümesi vardır öyle ki tüm i ler için P ∈ F (I2) ve P\Pi sınırlıdır. Şimdi

her bir x ∈ X, (m,n), (s, t) ∈ P ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

lim
m,n,s,t→∞

∥fmn(x)− fst(x), z∥ = 0

olduğunu göstereceğiz. ε > 0 ve j ∈ N alalım öyle ki j > 2
ε
olsun. Eğer (m,n), (s, t) ∈

P ise P\Pi sınırlı kümedir ve böylece bir k = k(j) vardır öyle ki tüm m,n, s, t > k
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için (m,n), (s, t) ∈ Pj dır. Bu nedenle her bir x ∈ X, sıfırdan farklı her bir z ∈ Y

ve tüm m,n, s, t > k için

∥fmn(x)− fsjtj(x), z∥ <
1

j
ve ∥fst(x)− fsjtj(x), z∥ <

1

j

eşitsizlikleri geçerlidir. Dolayısıyla her bir x ∈ X, tüm m,n, s, t > k(j) ve sıfırdan

farklı her bir z ∈ Y için

∥fmn(x)− fst(x), z∥ ≤ ∥fmn(x)− fsjtj(x), z∥+ ∥fst(x)− fsjtj(x), z∥

<
1

j
+

1

j
=

2

j
< ε

elde edilir. Böylece, herhangi bir ε > 0 ve her x ∈ X için k = k(ε, x) vardır öyle ki

m,n, s, t > k, (m,n), (s, t) ∈ P ∈ F(I2) ve sıfırdan farklı her bir z ∈ Y için

∥fmn(x)− fst(x), z∥ < ε

eşitsizliği elde edilir. Buradan da {fmn} çift fonksiyon dizisi I∗
2 -Cauchy dizisidir.
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Çalıştığı Kurum(lar) : Özel Limit Anadolu lisesi, 2018 - ...

Yayınları (SCI-E, ESCI ve Diğer)
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