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OZET
Doktora Tezi

2-NORMLU UZAYLARDA CIFT FONKSIYON DIZILERININ
ISTATISTIKSEL VE Z—YAKINSAKLIGI UZERINE

Sevim YEGUL GUZEY
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dalh

Damsman: Doc. Dr. Erding DUNDAR
Bu tez caligmasi yedi boliimden olugmaktadar.

Birinci boliimde, ¢aligmada ele alinan konunun tarihi gelisiminden bahsedilmistir.
Ikinci béliimde, calismanin daha anlagilir olmasi icin bazi temel tanimlar verilmistir.
Uciineii boliimde, 2-normlu uzaylarda cift fonksiyon dizileri icin noktasal ve diizgiin
istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 tanitilarak, bu kavramlar arasindaki iligkileri
veren teoremler ispatlanmigtir. Dordiincii boliimde, 2-normlu uzaylarda ¢ift fonksiyon
dizileri i¢in istatistiksel Cauchy dizi kavrami tanitilmig ve istatistiksel yakinsaklik
ile arasindaki iligkileri iceren teoremler aciklanmigtir. Besinci boliimde, 2-normlu
uzaylarda cift fonksiyon dizileri i¢in Z,-yakinsaklik kavrami tanitilarak, bu kavramin
ozelliklerinin veren teoremler incelenmistir. Altinci boliimde, 2-normlu uzaylarda
cift fonksiyon dizileri i¢in Zo-Cauchy dizi kavrami tanitilarak bu kavramin ozellikle-

rini veren teoremler bazi teoremler aciklanmigtir.

Yedinci boliimde ise, caligma siiresince yararlanilan literatiirdeki kaynaklar liste-

lenmistir.
2020, vi 4+ 64 sayfa
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ABSTRACT
Ph.D. Thesis

ON STATISTICAL AND Z—-CONVERGENCE OF DOUBLE
SEQUENCES OF FUNCTIONS IN 2-NORMED SPACES
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Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Erdinc DUNDAR
This thesis study consists of seven chapters.

In the first chapter, the historical development of the subject discussed in the study
is mentioned. In the second chapter, some basic notions necessary for a better
understanding of the study are given. In the third chapter, introducing the concepts
of pointwise and uniformly statistical convergence for double sequences of functions
in 2-normed spaces, the theorems that give the relations between these concepts
are proved. In the fourth chapter, statistical Cauchy sequence concept for double
sequences of functions in 2-normed spaces is introduced and the theorems involving
the relationships with statistical convergence are explained. In the fifth chapter,
introducing the concept of Zs-convergence for double sequences of functions in 2-
normed spaces, the theorems that give the properties of this concept are examined.
In the sixth chapter, introducing the concept of Z,-Cauchy sequence for double
sequences functions in 2-normed spaces, and some theorems that give the properties

of this concept are explained.
In the seventh chapter, the sources in the literature used during the study are listed.

2020, vi 4+ 64 pages

Keywords: 2-normed space, Statistical convergence, Z-convergence, Z-Cauchy

sequence, Double sequences of functions.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI

Simgeler

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

R? 2-boyutlu reel Oklid uzay

R™ n-boyutlu reel Oklid uzay:

Co Reel terimli sifira yakinsak dizilerin uzay1
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diam(A) A kiimesinin ¢api
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d(K) K kiimesinin dogal yogunlugu
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lim z,, (x,,) dizisinin limiti
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Fr, Tr-yakinsak olan cift dizilerin uzayi

Fr,(b) T,-yakinsak ve siirh olan ¢ift dizilerin uzay:

F3 (b) Sifira Zy-yakinsak ve sinirh olan ¢ift dizilerin uzay:

fon —st | Fonksiyonlarin { f,.,,} ¢ift dizisinin f ye istatistiksel
yakinsakligi

fon =1, f Fonksiyonlarin { f,,,} ¢ift dizisinin f ye Zy-yakinsakligi

Kisaltmalar

h.h.n Hemem hemen her n
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1. GIRIS

Matematikte dizilerin yakinsaklik kavrami, analiz ve fonksiyonlar teorisi bilim dalinin
temel kavramlarindan biridir. Yakinsaklik kavraminin bir genellegtirmesi olan ve
temeli dogal sayilar kiimesinin alt kiimelerinin dogal yogunlugu kavramina dayanan
istatistiksel yakinsaklik kavrami bu bilim dalindaki toplanabilme teorisinin 6nemli
konularindan biridir. Birbirlerinden bagimsiz olarak Fast (1951) ve Steinhaus’ un
(1951) istatistiksel yakinsaklik kavramini tanitmalarindan bu yana bu kavram tizerine
calismalar Salat (1980), Fridy (1985), Tripaty (1998), Balcerzak (2007), Gokhan ve
Giingdr (2002) ve Sharma (2008) gibi bir¢ok aragtirmaci tarafindan giiniimiize kadar
devam etmistir. Bu kavram Mursaleen ve Edely (2003) tarafindan ¢ift dizilerde
caligildi. Gokhan vd. (2007) ¢ift fonksiyon dizilerinde noktasal ve diizgiin istatistik-

sel yakinsaklik ile istatistiksel Cauchy dizisini tanimladilar.

Istatistiksel yakinsaklik kavraminin bir genellegtirmesi olan ve temeli dogal sayilar
kiimesi (N) nin alt kiimelerinden olusan bir ideal kavramina dayanan Z-yakinsaklik
kavrami ise Kostyrko vd. (2000) tarafindan tammlanmigtir. Bu kavram iizerine
bagta Kostyrko vd. (2005) ve Nabiev vd. (2007) olmak tizere birgok arastirmaci

gliniimiize kadar ¢aligmalar yapmigtir.

Das vd. (2008) cift dizilerde Zy-yakinsaklik ve Z5-yakinsaklik kavramalarini tanitarak
bu kavramlar arasindaki iligkileri ornekler vererek incelemiglerdir. Bununla bir-
likte, Zo-Cauchy dizisini tanitarak Z,-yakinsaklik ile arasindaki iligkileri vermiglerdir.
Ayrica, Z5-Cauchy dizi kavramini verip (AP2)-gartin kullanarak Z,-Cauchy dizisi ile
arasindaki gerektirmeleri incelemiglerdir. Son zamanlarda Diindar ve Altay (2015)
cift fonksiyon dizileri i¢in noktasal Zy-yakinsaklik ve Z;-yakinsaklik kavramlarini
tanitarak bu kavramlar arasindaki iligkileri vermiglerdir. Yine Diindar ve Altay
(2016) c¢ift fonksiyon dizileri i¢in diizglin Zy-yakinsaklik ve diizgiin Z;-yakimsaklik
kavramlarimi tanimlamig ve bazi 6nemli 6zellikleri incelemiglerdir. Ayrica, ideal
yakinsaklik kavrami Diindar (2015), Diindar ve Altay (2011, 2012, 2014) ve Gezer

ve Karakug (2005) gibi bir¢ok aragtirmaci tarafindan giintimiize kadar ¢ahgilmigtir.



Matematik alaninda 6nemli bir kavram olan 2-normlu uzay kavrami ilk olarak Gahler
(1963, 1964) tarafindan tanitilmasimin ardindan bir ¢ok matematikginin ilgilendigi
onemli bir konu haline gelmistir. 2-normlu uzaylarda yakinsaklik iizerine yapilan
ilk ¢aligmalarda Gunawan ve Mashadi (2001), 2-normlu uzaylarda yakinsaklik ve
Cauchy dizi kavramlarmi tanitmiglardir. Daha sonra Giirdal ve Pehlivan (2009),
2-normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy dizi kavramlar

izerine ¢aligmiglardir.

2-normlu uzaylarda Z-yakinsaklik ve Z-Cauchy dizi kavramlar ile Z-istatistiksel
yakinsaklik ve Z-istatistiksel Cauchy dizi kavramlar da sirasiyla Sahiner vd. (2007)
ve Yamanci ve Giirdal (2014) tarafindan yapilan ¢alismalarda verilmigtir. Ayrica,
Giirdal ve Pehlivan (2004) ve Giirdal ve Agik (2008) tarafindan da 2-normlu uzay-
larda benzer ¢aligmalar yapilmigtir. Sarabadan ve Talebi (2011) 2-normlu uzaylarda
fonksiyon dizilerinde istatistiksel ve ideal yakinsaklik tizerine caligmalar yapmislardir.
Yegiil ve Diindar (2017) 2-normlu uzaylarda fonksiyon dizileri istatistiksel yalimsaklik
kavramini incelemistir. Ayrica, 2-normlu uzaylarda ideal yakinsaklik tizerine Arslan
ve Diindar (2018), Diindar vd. (2020), Giirdal (2006), Mursaleen ve Alotaibi (2011)

ve Savag ve Giirdal (2016) gibi birgok aragtirmaci ¢galigmalar yapmistir.
Bu tez caligmasi yedi boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim olan girig boliimiinde, ¢aligmada ele alinan konunun tarihsel geligimin-

den bahsedilmigtir.

Ikinci bolitmde, calismanin daha anlagilir olmast icin gerekli olan bazi temel tanimlar

ve kavramlar verilmigtir.

Uciincii boliimde, 2-normlu uzaylarda cift fonksiyon dizileri icin noktasal yakisaklik,
noktasal istatistiksel yakinsaklik, diizgiin yakinsaklik ve diizgiin istatistiksel ya-
kinsaklik kavramlar: tanitilarak bu kavramlarin bazi o6zelliklerini ve aralarindaki

iligkileri veren teoremler ispatlanmigtir.

Dordiincii boltimde, 2-normlu uzaylarda ¢ift fonksiyon dizileri icin istatistiksel Cauchy



dizi kavrami tanitilarak baz ozellikleri ve istatistiksel yakinsaklik ile arasindaki

iligkileri iceren teoremler agiklanmigtir.

Beginci boliimde, 2-normlu uzaylarda ¢ift fonksiyon dizileri i¢in Zp-yakinsaklik ve
Z5-yakimsaklik kavramlar: tanitilarak, bu kavramlarin ozelliklerini ve bu kavramlar

arasindaki iligkileri veren teoremler incelenmistir.

Altinci béliimde, 2-normlu uzaylarda ¢ift fonksiyon dizileri i¢in Z,-Cauchy dizi ve
Z3-Cauchy dizi kavramlar1 tanitilarak bu kavramlarin ozelliklerini ve aralarindaki
iligkileri inceleyen bazi teoremler agiklanmigtir. Ayrica, Zs-yakinsaklik ile Zo-Cauchy

dizisi arasindaki iligkiler incelenmigtir.

Son boliim olan yedinci boliimde ise, ¢aligma siiresince yararlanilan literatiirdeki

kaynaklar listelenmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, sonraki boliimlere temel tegkil edecek bazi bilgiler verilmigtir. Vektor

uzayl, topolojik uzay ve altuzay gibi bazi1 kavramlarin bilindigi kabul edilmigtir.

2.1. Temel Tanimlar

Bu kisimda tez ¢aligmasinda kullanilacak olan temel kavram ve tanimlar verilecektir.

Tanim 2.1.1 X bos olmayan bir kiime ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun. Her
z,y,2 € X i¢in

(M1) d(x,z) =0,

(M2) d(z,y) = d(y, ),

(M3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

sartlar1 saglanirsa, d fonksiyonuna, X iizerinde yar metrik fonksiyonu ve (X,d)
ikilisine de yar: metrik uzay denir. Burada

(M1) sart1 yerine (M1)" d(z,y) =0z =1y

sartin1 alirsak d fonksiyonuna, metrik fonksiyonu ve (X, d) ikilisinede bir metrik uzay

denir.

Lineer bir (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise, X uzayma tam
metrik uzay veya Fréchet uzay denir (Maddox 1970).

Tanim 2.1.2 X lineer bir uzay ve || - || : X — R bir fonksiyon olsun. Her z,y € X
ve her a € C igin

(N1) 2] = 0,

(N2) [|6]] = 0,

(N3) flaz] = Jallz])

(N4 [lz + g <l + Iy

sartlar1 saglaniyor ise, || - || fonksiyonuna X ftizerinde bir yar: norm ve (X, || - ||)
ikilisine bir yart normlu uzay denir. Burada (N2) sart1 yerine

(N2) ||z =0 2 =0

sart1 saglanirsa, || - || yar1 normuna bir norm ve (X, || - ||) ikilisine de bir normlu uzay

denir (Maddox 1970).



Tanim 2.1.3 (X, d) metrik uzayinda; x, noktasi ve pozitif bir r sayisi igin
B.(wo) = {x € X :d(z,m0) <7} ve B.(wg) ={r € X :d(z,m0) <r}

kiimelerine, sirasiylazy merkezli, r yarigapl a¢ik yuvar ve kapali yuvar denir (Musayev

ve Alp 2000).

Tanim 2.1.4 (x,), (X, |.]]) normlu uzaymda bir dizi olsun. Bu durumda, her n
i¢in ||z, || < K olacak sekilde bir K > 0 sayis1 varsa, (x,,) dizisine sinarle dizi denir

(Bayraktar 2006).

Tanim 2.1.5 (z,), (X,].]|) normlu uzaymda bir dizi olsun. Bu durumda, n — oo
i¢in ||z, — z|| — 0 olacak sekilde bir = vektorii varsa (yani, her ¢ > 0 igin n > ng
oldugunda ||z,, — z|| < € olacak sekilde bir ng says1 varsa), bu durumda (z,,) dizisi

x e yakinsaktir denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.1.6 (z,), (X,].]|) normlu uzaymda bir dizi olsun. Bu durumda, m,n —
oo iken ||z, — x,|| — 0 ise (yani, verilen her ¢ > 0 i¢in m,n > ng oldugunda
|xm — z,|| < e olacak sekilde bir ng sayisi varsa), bu durumda (z,,) dizisine Cauchy

dizisi denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.1.7 (z,), (X, ||.||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Bu durumda, (X, ||-||)
normlu uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayina tam normlu uzay veya

Banach uzay: denir (Maddox 1970).

Tanim 2.1.8 X bir metrik uzay ve A C X olsun. Her z € A i¢in D(z;7) C A
olacak sekilde bir r pozitif sayis1 varsa A ya X in a¢ik alt kimesi veya A, X de
agiktir denir. X in B alt kiimesinin X deki tumleyeni B = X — B, X de aciksa B

ye kapaly kiime denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.1.9 (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bosg olmayan bir alt kiimesi olsun.
A nin ¢apt d(A) ile gosterilir ve d(A) = sup{d(x,y) : x,y € A} olarak tanimlanir.
d(A) sonlu ise yani d(A) < oo ise A ya sinirly kiime denir (Bayraktar 2006).



Tanim 2.1.10 (X,d,), (Y,d,) yart metrik uzaylar, zo € X ve f : X — Y bir
fonksiyon olsun. Her € > 0 i¢in d,(x, z¢) < § oldugunda d,(f(x), f(zo)) < € olacak
sekilde en az bir 6 = d(e,xy) > 0 sayws1 varsa, f fonksiyonu zy € X noktasinda
sureklidir denir. X uzaymin her noktasinda stirekli olan fonksiyona X iizerinde

surekli fonksiyon adi verilir.

f: X — Y fonksiyonu i¢in, her £ > 0 sayisina karsilik, her z, xy € X i¢in d,(z, z¢) <
d oldugunda d,(f(z), f(xo)) < € olacak sekilde en az bir § = §(¢) > 0 sayis: varsa,
f fonksiyonu X iizerinde dizgiin siireklidir denir (Maddox 1970).

Tanim 2.1.11 (X,d,), (Y,d,) yar1 metrik uzaylar arasindaki fonksiyonlarin bir ¢
ailesi,

Ve>0 36> 0 Vf €o:du(zo,y) <= dy(f(zo), f(y) < &

sartini sagliyor ise, zo € X noktasinda eg-sireklidir denir (Boss 2000).

Tanim 2.1.12 Bir topolojik uzaym her agik ortiisii bir sonlu alt ortiiye sahip ise

uzaya kompakt uzay denir.

Bir metrik uzayindaki her dizinin yakinsak bir alt dizisi mevcut ise bu metrik uzaya

dizisel kompakttir denir (Maddox 1970).

Tanim 2.1.13 Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin w uzayinin bog olmayan

her alt vektor uzayma dizi uzay: denir.

ls, ¢, co ve {1 dizi uzaylar sirasiyla sinirh, yakinsak, sifira yakinsak ve mutlak

yakinsak seri olugturan dizilerin uzayidir (Choudhary ve Nanda 1989).

Tanim 2.1.14 L, F cismi iizerinde bir vektér uzayr ve S = {x,2s,...,2,} de L

nin sonlu bir alt kiimesi olsun. «; € F olmak tizere,

n
E a;r; = 0
i=1

olmasi her ¢ i¢in «; = 0 olmasim gerektiriyorsa S kiimesine veya w1, xs, ..., T,
vektorlerine (F lizerinde) lineer bagimsizdir, denir. Lineer bagimsiz olmayan kiimeye

lineer bagimly kiime denir (Bayraktar 2006).



2.2. (ift Diziler

Simdi, ¢ift dizi uzaylan ile ¢ift dizilerdeki yakinsaklik kavramlar1 hakkinda bilgiler

verilecektir.
Tanim 2.2.1 X bos olmayan herhangi bir kiime olmak iizere,
f*NxN—= X, (mn)— f(mn)=mum

seklinde tanmimlanan f fonksiyonuna ¢ift indisli dizi denir. Bundan sonraki kisimlarda
¢ift indisli dizi yerine kisaca ¢ift dizi veya sadece dizi ifadesi kullanilacaktir. Her-

hangi bir x = (2,,,) ¢ift dizinin z,,, elemanlarini,

Too Tor Loz --- Lon
10 11 12 ... Tin
Tog T21 X222 ... Top
Tmo Tml Tm2 --- Tmn

sekline bir tablo olarak diigtinebiliriz. 2 ile kompleks veya reel tanimli biitiin ¢ift

dizilerin kiimesini gosterecegiz. Buna gore;
Q={z=(xm) : Ym,n € N i¢in x,,, € C}

olup, bu kiime Voo € C ve Va,y € Q i¢in, * + y = (Tpn + Ymn) Ve ax = (aZpp)

iglemleri altinda lineer uzaydir (Altay 2002).

Tamim 2.2.2 7 = (,,,) bir cift dizi olmak iizere, sup,, ,~¢ |Zmn| < 00 oluyorsa, x
dizisine stnerlider denir. Biitiin sinirh ¢ift dizilerin kiimesi,
M, = {x = (Tmn) € Q ¢ ||Z||oo = sSUp |Tmn| < oo}
m,neN

seklinde olup, bu uzay || - ||o normu ile bir Banach uzay1 tegkil eder (Altay 2002).

Tanim 2.2.3 = = (x,,,) bir ¢ift dizi ve [ € C olsun. Her € > 0 i¢in m,n > kg
oldugunda, |z, — | < € olacak sekilde bir ky = ko(e) dogal sayisi bulunabili-

yorsa, & = (Z,,) dizisi, [ sayisina Pringsheim anlaminda yakinsak ve | degerine
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de x dizisinin Pringsheim [limiti denir. Pringsheim anlaminda yakinsak bir x =
(Zmn) dizisine kisaca P-yakinsak dizi diyecegiz ve limitini de P — limx,,, = [ ile

gosterecegiz (Altay 2002).

Tanim 2.2.4 Verilen her ¢ > 0 icin m,n,p,q > ko oldugunda, |x,,, — .| < €
kalacak sekilde bir ky = ko(g) dogal sayist varsa, © = (2,,,) kompleks terimli dizisine

bir P-Cauchy dizisi denir (Altay 2002).
Tanim 2.2.5
fNxN-—X (mn)— f(mmn)=azm,
dizisi verilmig olsun.
i:N—N, m—i(m)=1i, ve j:N—N, n— jn)=j,

artan fonksiyonlar (diziler) olmak tizere,

h:NxN-—NxN, (m,n) — h(m,n) = (im, jn)
seklinde tanimlayalim. Bu durumda,

foh:NxN-—X, (m,n)— foh(m,n)=ux,;,
bilegke fonksiyonuna (x,,,) dizisinin bir alt dizisi denir.

NxN ciimlesinin sonsuz ¢oklukta (7,7, ) dizisi bulunabileceginden, bir (z,,,) dizisinin
sonsuz ¢oklukta alt dizisi vardir. Burada alt diziyi, orjinal diziden satir ve stitunlar
atmakla elde ediyoruz. (x;,,;,) alt dizisinin her teriminin (z,,,) dizisinin bir terimi

oldugu agiktir (Altay 2002).

Tanim 2.2.6 m < m' ve n < n/ oldugunda s,,,, < S, oluyorsa, (S,,,) dizisine
monoton artan, m > m’ ve n > n' oldugunda $,,, < Sy oluyorsa, (sp,,) dizisine

monoton azalandyr denir (Iyer 1985).



2.3. Istatistiksel ve Ideal Yakinsaklik

Bu kisimda dogal yogunluk, istatistiksel yakinsaklik, ideal, ideal yakinsaklik ve ilgili

tanimlar verilecektir.

Tanim 2.3.1 K C Nve K, = {k € K : k <n} olsun. Bu durumda K kiimesinin

dogal yogunlugu,

A(K) = Tim Kol — nml‘{kgn:keff}‘

n—oo N n—oomn
bigiminde tamimlanir. Burada |K,| ifadesi, K, kiimesinin eleman sayisini goster-

mektedir (Niven vd 1991).

Tanim 2.3.2 (x,,) bir reel terimli dizi olsun. (z,) dizisinin terimleri sifir yogunluklu
bir kiime harig diger biitiin n ler igin bir P &zelligini saghyorsa, “(x,) dizisi hemen

hemen her n i¢in P 6zelligini sagliyor” denir ve bu durum h.h. n bi¢ciminde gosterilir.

Tanim 2.3.3 (z,,) bir reel terimli dizi ve L € R olsun. Eger her € > 0 i¢in
{neN: |z, - L| >¢}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir, yani her € > 0 igin

lim%‘{nﬁk:\xn—L\ 25}‘ =0

k—o00
ise, (x,) dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st — limx, = L bigiminde

gosterilir (Fridy 1985).

Sonlu elemanli kiimelerin dogal yogunlugu sifir oldugundan yakinsak her dizi ayni
zamanda istatistiksel yakinsaktir, fakat istatistiksel yakinsak bir dizinin yakinsak

olmasi gerekmez. Bu durum asagidaki ornekle agiklanabilir:

Genel terimi
1, n=k* (keN)
T, =
0 , diger durumlarda
olan (z,) = (1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,...) dizisi g6z 6ntine alindiginda, her £ > 0 i¢in

K.={n €N : |z, — 0] > ¢} kiimesinin dogal yogunlugu sifir, yani her £ > 0 i¢in

e .1 1
hm—:hmE‘{nﬁk:].’ﬂn—o\26}‘Slgggloz\/%:o

- k—oo k k—00

d(K:)
oldugundan st — lim z,, = 0 dir. Fakat bu dizi yakinsak degildir.
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Tamm 2.3.4 X bos olmayan bir kiime olsun. Z C 2% smufi,
)0el

i) A,BeZise AUB€eZ

ili) AcZve BCAigin BeZ

sartlarini saglarsa, X tizerinde bir idealdir denir.

Eger, X € 7T ise T ya bir ger¢ek (asikar olmayan) ideal adi verilir. X {izerinde Z
gergek ideali, her bir x € X i¢in {z} € Z sartim saghyorsa, bir uygun ideal denir
(Kostyrko 2000).

Tamm 2.3.5 X # 0 olsun. () # F C 2% smufy,
)0 &F

i) A,Be Fise ANBeF

ili) Ac Fve AC Bigin Be F

sartlarim saglarsa, X {izerinde bir sizgectir (filtre) denir.

7, X iizerinde bir gercgek ideal ise,
FIZ)={M CX:3A€Z, M= X\A}

smifi X {izerinde bir siizgeg olup, F(Z) siizgecine Z idealine karsilik gelen siizgeg

denir (Kostyrko 2000).

Tanim 2.3.6 (X,d) bir metrik uzay ve Z, N iizerinde bir gergek ideal olsun. X

uzaymin bir x = (x,,) dizisi, her € > 0 i¢in
A(e)={neN:d(z,,L) >c} el

sartini saghyorsa, x dizisi L € X noktasina Z-yakinsaktir denir ve Z — lim z,, = L
n—oo

bi¢iminde gosterilir. Z uygun bir ideal ise adi yakinsaklik Z-yakinsakligi gerektirir
(Kostyrko 2000).

Tanim 2.3.7 (X,d) bir metrik uzay, (z,), X uzayinda bir dizi ve Z, N {izerinde
bir gergek ideal olsun. Bir M = {m; < ms < ... < my < ...} € F(Z) kiimesi igin
lim d(x,,, L) = 0 saglaniyorsa, (z,,) dizisi L € X noktasia Z*-yakinsaktir denir ve

k—o00

Z* — lim x,,, = L bi¢iminde gosterilir (Kostyrko 2000).

k—o0
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Tanmmm 2.3.8 Z C 2 bir uygun ideal olsun. Z idealine ait karsihkli ayrik ve
sayilabilir her {A,},en kiimeler ailesi i¢in, A,AB,, (n € N) sonlu kiime ve B =
U,~, B, € Z sartlarim saglayan sayilabilir {B),},en kilmeler ailesi varsa, Z ideali

(AP) sartini saglar denir (Kostyrko 2000).

Simdi, ¢ift dizilerde istatistiksel ve ideal yakinsaklik ile ilgili temel kavramlar ve
tamimlar verilecektir. Burada, ¢ift dizilerin ideal yakinsakligi genel olarak metrik
uzaylar iizerinde incelenecektir. Cift dizilerde calisacagi icin, N iizerindeki 7 ideali

ile karigtirilmamas1 amaciyla N x N tizerindeki bir ideal Z, ile gosterilecektir.

Tanim 2.3.9 K C NxNve (5,k) € K da K,,, bir say1 6yle ki; j < m, k < n igin
Ko = {(j,k) 1 j < m,k < n}| dir. |A], A daki eleman sayism belirtsin. {Zz» 1
cift dizisi bir limite sahip ise K ¢ift yogunluguna sahiptir denir ve

Kmn

m,n—o0 mn

bigiminde gosterilir (Mursaleen and Edely 2003).
Tanim 2.3.10 Reel sayilarin bir & = (2 ) (m,n)en dizisi, her € > 0 i¢in
dy ({(m,n) e NxN: |z, — L| >¢e}) =0.
ise, L € R sayisina istatistiksel yakinsaktir denir (Mursaleen and Edely 2003).

Tanim 2.3.11 N x N iizerinde bir gercek Z, ideali, her bir i, 7 € N i¢in {i,j} € Z,
oluyorsa uygun ideal, {i} x N € Z, ve N x {i} € Z, oluyorsa kuvvetli uygun ideal

denir. Bir kuvvetli uygun ideal uygun idealdir (Das vd. 2008).

Bu tez calismasinda 7, ideali N x N tizerinde kuvvetli uygun ideal olarak gozoniine

alinacaktir.

N x N iizerinde, Z9 = {A € NxN: (Im(A) € N)(i,7 > m(A) = (i,5) € A)} idealini
alahm. Z3 bir kuvvetli uygun idealdir. Bir Z, idealinin kuvvetli uygun ideal olmas

i¢in gerek ve yeter sart Z9 C Z, kapsamasinin gegerli bulunmasidir (Das vd. 2008).
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Tamim 2.3.12 (X, d) bir metrik uzay, Z, C 2NN bir gergek ideal ve £ = () m.nen,

X uzayinda bir ¢ift dizi olsun. Her £ > 0 i¢in
A(e) ={(m,n) e Nx N:d(xym, L) > e} €1y

onermesi saglaniyorsa, © = () ¢ift dizisi L € X noktasina Z,-yakinsaktyr denir

ve Iy — lim =z,,, = L bigiminde gosterilir.
m,n—00

Eger, Z, ideali Z) alimirsa, acik olarak ideal yakinsaklik Pringsheim anlaminda
yakmsaklik ile, 7> = {A € Nx N : dy(A) = 0} olarak almirsa, Z52-yakimsaklik
istatistiksel yakinsaklik ile cakigir (Das vd. 2008).

Tanmim 2.3.13 (X, d) bir metrik uzay, Z, C 28N bir gercek ideal ve x = (2,), X
uzaymda bir ¢ift dizi olsun. Bir M € F(Z,) (yani H = NxN/M € Z,) ve (m,n) € M

icin  im  z,,, = L oluyorsa, x = (x,,,) dizisi L € X noktasina Z;-yakinsaktir denir

m,n—00
ve Zy — lim x,,, = L bi¢iminde gosterilir (Das vd. 2008).
m,n—00

Tamm 2.3.14 Z, C 2N bir uygun ideal olsun. Z, idealine ait karsihkh ayrik
ve sayilabilir her {A, },en kiimeler ailesi igin, A,AB, € Z¥ (n € N) (yani her bir
n € Nicin A,AB, kiimesi, N x N kiimesinde satir ve stitunlarin sonlu bir birlegimi
tarafindan kapsamr) ve B = |J)— | B,, € Z, sartlarim saglayan sayilabilir {B,,},en

kiimeler ailesi varsa, Z, ideali (AP2) sartin saglar denir (Das vd. 2008).

2.4. 2-Normlu Uzaylar

Tanim 2.4.1 X sonlu boyutlu bir vektor uzayi olsun. X uzayinda 2-norm agagidaki

ozellikleri saglayan bir fonksiyondur :

N1) ||z, y|| = 0 ancak ve ancak z ve y lineer bagimhdir
N2
N3
N4) flz,y + 2| < llz, gyl + [l 2|,

2, yll = [ly, =l
oz, y|| = |all|z, y||,x € R

)
)
)
)
Bu durumda (X, ||.,.||) ikilisine 2-normlu uzay denir (Gunawan ve Mashadi 2001).
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2- normlu uzaya bir 6rnek olarak ||z, y|| := x ve y vektorlerinin olugturdugu 2- norm
ile donatilmig ||z, y|| = |v1y2 — 21| ; ¢ = (21,22),y = (y1,v2) € R? formiili ile
verilmis olan X = R? paralelkenarsal bolge almmabilir. Bu calisma boyunca X, d

boyutuna sahip (2 < d < 0o) 2-normlu bir uzay olarak kabul edilecektir.
Tanim 2.4.2 (X, |.,.||) 2-normlu uzaymda bir (z,,) dizisi her z € X i¢in
lim ||z, — L,z|| =0
n—oo

sartini sagliyorsa (z,,) dizisi X de bir L noktasina yakinsaktir denir ve lim x,, = L
n—oo

bigiminde gosterilir (Gunawan ve Mashadi 2001).

Ornek 2.4.3 = = (z,,) = (-2, 1), L = (1,0) and z = (21, 2,) olsun. (z,,) dizisinin

n+l’n

2-normlu uzayda L = (1,0) a yakimsadig agiktir.

Tanim 2.4.4 x = (x,), (X,].,.]]) 2- normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger Ve > 0
icin her m,n > N ve her z € X oldugunda ||z,,, — @, 2z|| < ¢ olacak sekilde bir
N = N(e) € N varsa bu durumda (z,,) dizisine (X, |.,.||) 2- normlu uzaynda bir
Cauchy dizisi denir (Gunawan ve Mashadi 2001).

Tanim 2.4.5 x = (z,), (X,].,.||) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger Ve > 0
ve sifirdan farklh her bir z € X igin {n € N : ||z, — L, z|| > ¢} kiimesinin dogal
yogunlugu sifir ise x = (x,,) dizisi L noktasina istatistiksel yakinsaktir, denir. Bagka
bir deyigle, sifirdan farkl her z € X i¢in

lim L[ {neN: o, — Loz| > e} | =0

n—oo N,

ise, © = (z,,) dizisi (X, ||., .||) 2-normlu uzaymdaki L noktasina istatistiksel yakinsaktur

denir. Bunun anlami her z € X icin
|xn — L, z|| <e, (h.h.n)
dir. Bu yakinsaklik,
st — lim ||z, z|| = || L, z||
n—oo
bigiminde gosterilir (Giirdal ve Pehlivan 2009).
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Tanim 2.4.6 (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymda bir z = (z,,) dizisi alahm. Eger her
e > 0 ve sifirdan farkli her z € X i¢in d({n € N : ||z, — Zn(c,2), 2| > €}) = 0 olacak

sekilde bir N = N(g, z) varsa, yani, sifirdan farkh her z € X i¢in
|20 — TN(e,z)s z|| <e, (h.h.n)

ise, x = (z,,) dizisi (X, ||.,.||) 2-normlu uzayinda bir Cauchy dizisidir denir (Giirdal

ve Pehlivan 2009).

Tanim 2.4.7 z = (z,), (X, ||.,.||) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0

ve sifirdan farkli her bir z € X ic¢in
Alg,z) ={neN: |z, — L, z|| >e} €T

ise v = (z,,) dizisi L € X saywisma Z-yakinsaktur denir ve Z — lim ||(z,) — L, z|| =0
n—oo

bigiminde gosterilir (Giirdal ve Ag¢ik 2008).

Tanim 2.4.8 z = (z,), (X,|.,.]|) 2-normlu uzaymda bir dizi olsun. Eger, her bir
z € X igin

lim ||z, (z) — L, 2| =0
k—o0

olacak gekilde bir M € F(Z), M = {m1 < mg < --- < my < ---} kilmesi varsa,
xr = (x,) dizisi L € X sayisimna Z*-yakinsaktir denir ve Z* — lim ||(z,) — L,z|| =0
n—oo

bigiminde gosterilir (Giirdal ve Agik 2008).
Simdi 2-normlu uzaylarda cift diziler icin yakinsaklik tipleri verilecektir.

Tanim 2.4.9 = = (), (X,].,.||) 2-normlu uzayinda bir ¢ift dizi olsun. Eger
z € X i¢in lim ||, — L, z|| = 0 oluyorsa, © = (x,,,) ¢ift dizisi L € X sayisina
m,n—oo

yakinsaktir denir (Sarabadan ve Talebi 2012).

Tanim 2.4.10 z = (), (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymda bir ¢ift dizi olsun. Her
e > 0 ve her sifirdan farkh z € X ign {(m,n) € Nx N : |z, — L, 2| > ¢}
kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise, x = (z,,,) ¢ift dizisi L € X sayisina istatistiksel
yakinsaktir denir. Diger bir degisle x = (x,,,,) ¢ift dizisi (X, ||., .||) 2-normlu uzaymda
L ye istatistiksel yakinsak ise, sifirdan farkli her bir z € X igin

lim L‘{n |@mn — L, 2| > e} =0

m,n—o00 MM
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limiti mevcuttur. Bunu anlami, her z € X i¢in ||z, — L, 2| < &, (h.h.(m,n))
olmasidir. Bu durumda, st — lm ||z, 2| = ||L, || yazilr (Sarabadan ve Talebi
m,n— 00

2011).

Tanim 2.4.11 x = (), (X, ||, .||) 2-normlu uzayinda bir ¢ift dizi olsun. Here > 0
ve sifirdan farkl her bir z € X igin ds({(m,n) € NxN: |2y, — 2w, 2| > €}) =0
olacak sekilde M = M(e,z) ve N = N(g, z) sayilar1 varsa, © = (Zy,,) ¢ift dizisi X
de statistiksel Cauchy dizisidir denir. Bunu anlami her € > 0 ve sifirdan farkh her
bir z € X i¢in ||Tymn — zun, 2| < &, (h.h.(m,n)) olmasidir (Sarabadan ve Talebi

2011).

Tanim 2.4.12 z = (z,,), (X,].,-|]) 2-normlu uzaymnda bir ¢ift dizi olsun. Eger

her € > 0 ve sifirdan farkli her bir z € X i¢in
Ae,z) ={(m,n) e NXN: ||xp, — L, z|| > e} € I,

ise, © = (Tp,) cift dizisi L € X sayisina Zy-yakinsaktir denir. Bu durumda Z, —

lim ,, = L yazilabilir (Sarabadan ve Talebi 2012).

m,n—ro0
Tanim 2.4.13 = = (z,,), (X, ], -|]) 2-normlu uzaymmda bir ¢ift dizi olsun. Eger
sifirdan farkli her bir z € Y ve tiim (m,n) € M igin ml}gloo |Tmn — L, z|| = 0 olacak
sekilde bir M € F(I;) (H =NxN\ M € I,) kiimeéi varsa, & = (Zp,) ¢ift dizisi
L € X sayisma Z;-yakinsaktir denir. Bu durumda Z; — lim  x,,, = L yazlabilir

m,n—00
(Sarabadan ve Talebi 2012).

Tanim 2.4.14 z = (), (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymnda bir ¢ift dizi olsun. Eger

her € > 0 ve sifirdan farkli z € X igin
Ae,z) ={(m,n) e NX N: ||z, — xs, 2|| > €} € Iy

olacak gekilde s = s(e,z), t = t(c,x) € N mevcut ise, z = (x,,,) ¢ift dizisine

Z>-Cauchy dizisi denir (Diindar ve Sever 2015).

Tanim 2.4.15 z = (), (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymnda bir ¢ift dizi olsun. Eger
her ¢ > 0 ve her bir z € Y igin m,n,s,t > ko oldugunda ||z, — xg(x), 2| < €
olacak gekilde bir M € F(Z,) H = N x N\ M € T,) kiimesi ve ky = ko(e,2) € N

say1sl varsa, & = () ¢ift dizisine Z5-Cauchy dizisi denir (Diindar ve Sever 2015).

15



2.5. Fonksiyon Dizilerinde Yakinsaklik Tipleri

Bu kisimda, X ve Y 2-normlu uzaylar, {f,},en fonksiyon dizisi ve f, X den Y ye

bir fonksiyon olarak alinacaktur.

ll-+-lly

Tanim 2.5.1 Her z € X i¢in f,(z) == f(z) ise, {fn}nen fonksiyon dizisi f ye
yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik

(Vz € Y)(Vx € X) (Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)|| fulz) — f(z),2|| <€
formiili ile ifade edilebilir (Sarabadan ve Talebi 2011a).
Tanim 2.5.2 Eger € > 0, her x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in
lim {0 € N: 1£u(o) = S22l 2 2}| =0

ise { fy}nen dizisi (noktasal) istatistiksel yakinsaktir denir ve

st — lim || fu(x). 2] = | (). 2] veya fu "o f
bigiminde gosterilir (Yegiil ve Diindar 2017).
Tanim 2.5.3 Eger her € > 0 ve sifirdan farkl her bir z € Y igin

d({n € N :|[fa(r) = fr(z), 2| 2 €}) =0

olacak sekilde k = k(e, z) sayisi varsa, {f, }nen fonksiyon dizisi istatistiksel Cauchy

dizisidir denir (Yegiil ve Diindar 2017).
Tanim 2.5.4 Eger her € > 0, her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in
Afe,2) = {n €N ||fulw) — f(2), 2] > e} € T
ise {f,} fonksiyon dizisi f ye Z-yakinsaktir (noktasal) denir ve
T— Tim [|fu(2) = f(2), 2lly =0 veya f, “H7 f
bi¢giminde gosterilir. Bu durum
(VzeY)(Ve > 0)(IM € Z)(Vng € N\M)(Vz € X)(Vn > ng)||fa(x) — f(x), 2] <€
formiili ile ifade edilebilir (Arslan ve Diindar 2018).
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Tanmim 2.5.5 Eger her bir x € X ve her bir sifirdan farkh z € Y igin

D [ £ (2), 2] = [1f (=), 2]

olacak sekilde bir M € F(Z), N\M € Z), M = {m; < mg < -+ < my < -}

kiimesi varsa, {f,} fonksiyon dizisi f ye Z*-yakinsaktir (noktasal) denir ve
T = lim [[fa(@), 2l = £ (@), 2] veya fu "Bz f

bigiminde gosterilir (Arslan ve Diindar 2018).

Simdi reel sayilarda cift fonksiyon dizilerinin yakinsaklik tipleri verilecektir.

Tanim 2.5.6 {f,,}, S C R kiimesi iizerinde bir ¢ift fonksiyon dizisi olsun. Eger

her z € S ve her € > 0 i¢cin m,n > N oldugunda

|fmn(x) - f(I)| <e

olacak gekilde bir N = N(z,¢) pozitif tam sayis1 varsa, { fi.,} cift dizisi S tizerinde

f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir ve

m,n—00

bigiminde gosterilir (Gékhan vd. 2007).

Tanim 2.5.7 {fin}mnenxy, S C R kilmesi tizerinde bir ¢ift fonksiyon dizisi olsun.

Eger her € > 0 i¢cin m,n > kg oldugunda, tiim x € S noktalar: icin

| frn(2) — fl2)] <€

olacak sekilde bir pozitif kg = ko(e) pozitif tam says1 varsa, {fm.} cift dizisi S

tizerinde f fonksiyonuna dizgiin yakinsaktir denir ve

fon = f

bigiminde gosterilir (Gékhan vd. 2007).
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Tanim 2.5.8 {fin}mnenxy, S C R kilmesi tizerinde bir cift fonksiyon dizisi olsun.

Eger her £ > 0 ve her (sabit) z € S igin

lim L [{(m,n), m <iven<j:|fome)— fl2)] e} =0

,]—00 1)
ise {fin} cift fonksiyon dizisi S tizerinde f fonksiyonuna noktasal istatistiksel ya-

kinsaktir denir ve

st— lm  fon(z) = f(x) veya fom —st f

m,n—00

bigiminde gosterilir (Gokhan vd. 2007).

Tanim 2.5.9 {fin}mnenxy, S C R kilmesi tizerinde bir cift fonksiyon dizisi olsun.

Eger her € > 0 ve tiim z € S i¢in

lim L |{(m,n), m <iven<j:|fonle)— fl2)] e} =0

,]—00 1]
ise {fmn} ¢ift fonksiyon dizisi S {izerinde f fonksiyonuna dizgin istatistiksel yakin-

saktyr denir ve f,,, =4 f biciminde gosterilir (Gokhan vd. 2007).

Tanim 2.5.10 {fon}mmnyenxn, S C R kiimesi {izerinde bir cift fonksiyon dizisi

olsun. Eger her ¢ > 0 ve her (sabit) x € S i¢in

1
lim —[{(m,n), m<iven<j:|fu(z)— fun(x) >} =0
ij—00 1]

olacak sekilde N = N(e¢) ve M = M(e) pozitif tamsayilar1 varsa, {fm.} cift
fonksiyon dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Gokhan vd. 2007).

Tanim 2.5.11 S C R ciimlesi tizerindeki fonksiyonlarin bir { f,,,} ¢ift dizisi, her

e > 0 ve her bir x € S icin
{(m,n) e NXN:|fon(z) — f(2)| 2 €} €I,
onermesini sagliyorsa, S iizerinde f fonksiyonuna noktasal Z-yakinsaktir denir. Bu,
(Ve e€S5) (Ve>0) (FH €1y) (V(m,n) & H) |fan(x) — f(2)] <e
seklinde de ifade edilebilir. Bu Z,-yakinsaklik

IQ — lim fmn(x> = f(f]?) veya fmn —7 f

m,n— 00
bigiminde gosterilir. Burada f fonksiyonuna, fonksiyonlarin { f,,,} ¢ift dizisinin S

tizerinde ¢ift Zo-limit (veya Pringsheim Z,-limit) fonksiyonudur denir (Diindar 2010).
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Tanim 2.5.12 {f,,}, S tizerindeki fonksiyonlarmn bir ¢ift dizisi ve f, S tizerinde
bir fonksiyon olsun. Bir M € F(Z,;) (H = N x N\M € Z,) ve her x € S igin

lim  fon(z) = f(2)

m,n—00
(mn)eM

oluyorsa, S tizerindeki fonksiyonlarin {f,,,} ¢ift dizisi S iizerinde f fonksiyonuna

noktasal L3 -yakinsaktir denir ve

T; — lim  fun = f veya fom —zz f

m,n—00

bigiminde gosterilir (Diindar 2010).

Tanim 2.5.13 {f,..}, S C R ciimlesi tizerindeki fonksiyonlarm bir ¢ift dizisi olsun.

Her € > 0 ve her x € S i¢in
{(m,n) e NX N: |frn(z) — fa(x)| >} €Ty

olacak gekilde s = s(e,z) € Nve t = t(e,x) € N sayilar1 varsa, fonksiyonlarin { f,,,, }
cift dizisi noktasal Zy-Cauchy dizisidir denir (Diindar 2010).

Tanim 2.5.14 {f...}, S C R iizerindeki fonksiyonlarm bir ¢ift dizisi olsun. Her

e > 0 sayist ve her x € S igin (m,n), (s,t) € M ve m,n, s, t > ko oldugunda,

| frn(2) — fa(z)] < e

olacak gekilde bir M € F(Zy) (H = N x N\M € Z,) kiimesi ve kg = ko(e,2) € N
varsa, fonksiyonlarin {f,.,} cift dizisine S iizerinde noktasal Z;-Cauchy dizisidir

denir (Diindar 2010).

Lemma 2.5.15 f ve f,,, m,n=1,2,..., D = [a,b] C R {izerinde siirekli fonksiyon-
lar olsun. D iizerinde f,,, = f olmasi icin gerek ve yeter sart ¢,,, = max | fonn () —
Te

f(z)] igin  lim ¢y, = 0 olmasidir.
m,n—oo

Lemma 2.5.16 {P;}2,,N x N'nin sayilabilir koleksiyonu olarak alalim 6yleki F(Zs),
(AP2) sarti saglayan Z, kuvvetli uygun idealin filtresi oldugunda her bir ¢ igin
{P;}2, € F(Zp) dir. P C N x N kiimesi vardir 6yle ki; sonlu tiim ’ler igin P\ P,
ve {P;}2, € F(Z,) dir.
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3. 2-NORMLU UZAYLARDA CIFT FONKSIYON DIZILERININ
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Bu béliimde, oncelikle 2-normlu uzaylarda ¢ift fonksiyon dizileri igin noktasal yakin-
saklik ve diizgiin yakinsaklik kavramlari tanimlanarak aralarindaki iligkileri veren
teoremler ispatlanacaktir. Daha sonra yine 2-normlu uzaylarda cift fonksiyon dizileri
icin noktasal istatistiksel yakinsaklik ve diizgiin istatistiksel yakinsaklik kavramlar:
tanimlanarak, bu kavramlarin bazi ozelliklerini ve aralarindaki iligkiler veren teo-

remler ispatlanacaktir.

Tez galigmast boyunca Z, C 2N kuvvetli uygun ideal, (X, ||.,.]|) ve (Y,].,.|)

2-normlu uzay, {fmn}(m,n)éNXN? {gmn}(m,n)eNxN ve {hmn}(m,n)eNxN Qlft fOHkSiYOH

dizileri, f, g ve k, X den Y ye fonksiyonlar olarak alinacaktir.

3.1. 2-Normlu Uzaylarda Cift Fonksiyon Dizilerinin Noktasal Yakinsaklig:

ve Diizgiin Yakinsaklig:

Tanim 3.1.1 Her bir x € X noktasi ve her ¢ > 0 icin eger, tim m,n > kg

oldugunda her z € Y igin

[ frmn () = f(2), 2] <€

olacak gekilde bir kg = ko(z,e) pozitif tam sayis1 varsa, {f,,} dizisi f ye noktasal

yakinsaktir denir. Bu yakinsama,
Fon = f
bi¢iminde gosterilir.

Tanim 3.1.2 Eger her € > 0 i¢in bir ky = ko(e) pozitif tamsayisi vardir yle ki her

m,n > kg oldugunda tiim z € X ve her z € Y i¢in

[ frmn(2) = f (), 2[| <&

oluyorsa, { fim.} ¢ift fonksiyon dizisi f ye dizgiin yakinsaktir denir. Bu yakimsama
11y
fon =

bi¢iminde gosterilir.
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Teorem 3.1.3 D, X in kompakt bir alt kiimesi ve f ile f,,,, (m,n =1,2,...), D

tizerinde stirekli fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda, D tizerinde

ll-s-lly

fom = f

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

olmak tizere

lim ¢, =0
m,n— 00

olmasidir.

ispat: Kabul edelim ki D {izerinde

-5l

S = f

olsun. f ve f,, D iizerinde siirekli fonksiyonlar oldugundan, her bir (m,n) € NxN
Il lly

icin (fin(z) — f(z)), D tizerinde stireklidir. D iizerinde f,,, = f oldugundan, her
e > 0 i¢in kg = ko(e) pozitif tam sayist vardir 6yle ki her m,n > k¢ oldugunda tiim

x € D ve her z € Y i¢in

€

(@) = f(2), 2] < 5

saglanir. Boylece her m,n > ky oldugunda tiim = € D ve her z € Y icin

£
Cmn = gleaj%( | frn () — f(2), 2] < ) <e

elde edilir. Bu da

lim ¢, =0
m,n— 00

olmasini saglar.
Simdi tersine
lim ¢, =0
m,n— 00
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oldugunu kabul edelim. Bu durumda, her bir € > 0 igin bir kg = ko(¢) pozitif tam
sayis1 vardir oyle ki her m,n > kg oldugunda tiim x € D ve her z € Y igin
0 < ey = max | (@) — F(2). 2] < ¢
S

saglanir. Bu ise m,n > kg oldugunda tiim x € D ve her z € Y i¢in

[ fmn () = f(2), 2] <€

olmasini saglar. Boylece tiim x € D ve her z € Y i¢in

ll-lly

Jon =S

elde edilir.

3.2. 2-Normlu Uzaylarda Cift Fonksiyon Dizilerinin Noktasal Istatistiksel
Yakinsaklig1 ve Diizgiin Istatistiksel Yakinsakligi

Tanim 3.2.1 Her € > 0, her bir (sabit) x € X ve sifirdan farkh her bir z € Y i¢in

lim [ {(m.n).m < i.n < || fn() — F(2), 2] 2 )] =0

,j—00 1]
esitligi saglaniyorsa, { fi, } ¢ift fonksiyon dizisi f ye (noktasal) istatistiksel yakinsaktur
denir. Bunun anlami her € > 0, her bir (sabit) z € X ve sifirdan farkh her bir z € YV

icin
Hfmn('r) - f(ZL'), Z” <g, h.h. <m7n>

olmasidir. Bu yakinsaklik

ll-s:lly

st — lm | fon(2) = 2| = [If(z), 2] yada fom = f

m,n

bi¢iminde gosterilir.

Uyari 3.2.2 Eger { f,.,} herhangi bir ¢ift fonksiyon dizisi ve f, X denY ye herhangi

bir fonksiyon ise bu durumda, eger z = I (0 vektor) ise
[ fomn () = f(2), 2] =0 Z €
oldugundan,
{(m,n) € N N || frun(z) — f(2), 2] > &, her bir v € X ve her 2 € Y} = ()

elde edilir.
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Teorem 3.2.3 Eger her bir x € X ve sifirdan farkh her bir z € Y i¢in

st— T | fn(2). 2 = £ @) 2] ve st~ T || fra(2). 2l| = [lg(2). =]

ise bu durumda,

[ fon (@), 2] = [l gmn (), 2]

(vani, f = g) elde edilir.

Ispat: Kabul edelim ki f # g olsun. Bu durumda, f — g # ﬁ, boylece bir z € Y
vardir 6yle ki f, g ve z lineer bagimsizdir (d > 2 oldugundan boyle bir z vardir). Bu

nedenle her bir x € X, sifirdan farkli her bir z € Y ve € > 0 i¢in
1/ () — g(x), 2] = 2¢
olur. Simdi her bir z € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in
2e = [f(x) = g(x), 2| = N(f(2) = fonn(x)) + (frun(2) = g(2)), 2|

< (@) = 9(@), 2l + ([ fmn () = f(2), 2]]

elde edilir ve boylece
{(m,n) € NxN: || frn(z) — g(2), 2]| <&}

C {(m,n) € NXN: | frn(z) = f(2), 2| = €}

kapsamasi gecerlidir. Fakat her bir x € X ve sifirdan farkh her bir z € Y i¢in

dy ({(m,n) € N X N: || frn(z) — g(x), 2| <€}) =0
ll-5-lly

olup, fmn — st g gercegi ile geligir. Dolayisiyla f = g olmalidir.

Teorem 3.2.4 Bir {g,,,} cift fonksiyon dizisi yakinsak oyleki f., = gmn (h.h.
(m,n)) esitligi saglaniyorsa, bu durumda { f,,,} istatistiksel yakimsaktir.

Ispat: Kabul edelim ki her bir z € X ve sifirdan farkh her bir z € Y i¢in
do({(m.1) € N X N fun(2) # goun(2)}) = 0 ve _lim_|lgma(). 2] = [|F(2). ]
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olsun. Bu durumda, her £ > 0, her bir x € X ve sifirdan farkl her bir z € Y igin
{(m,n) € NXN: || fmn(z) — f(2), 2] = €}
€ {(m,n) € NXN: |lgmn(z) — f(2), 2| = €}
U{(m,n) € NXN: frn(z) # gmn(2)}
olur. Bundan dolay1 her £ > 0, her bir x € X ve sifirdan farkh her bir z € Y i¢in
da({(m,n) : || fmn(2) — f(2), 2] = €})
< da({(m,n) ¢ | gmn(z) = f(2), 2] =€)
+dy({(m,n) ¢ frun () 7 gmn(2)}) (3.1)
elde edilir. Her bir z € X i¢in

im || g (@), 2] = | f(2), 2]

m,n— 00

oldugundan, her bir z € X ve sifirdan farkl her bir z € Y icin
{(m,n) € NXN: ||gmn(z) — f(z), 2] = €}
kiimesi sonlu sayida tam say icerir ve boylece
dy({(m,n) € NXN: |lgmn(z) — f(2), 2| 2 €}) =0

olur. (3.1) esitsizligini kullanarak, her € > 0, her bir z € X ve sifirdan farklh her bir

z €Y icin
dy({(m,n) € NX N: || frin(z) — f(2), 2| 2 €}) =0

elde edilir. Sonug olarak

st — 1 || frn(2), 2] = || f(2), 2]

m,n

olur.
Teorem 3.2.5 Her bir z € X ve sifirdan farkh her bir z € Y igin

st — I || fonn (2), 2] = [|f (), 2]
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ise, bu durumda { f,,,, } dizisinin bir { f,,,», } alt dizisi vardir 6yleki
10 | fn, (), 2] = (), 2]

esitligi saglanir.

ispat: Bu teoremin ispati Teorem 3.2.4 {in bir sonucudur.

Teorem 3.2.6 « € R olsun. Eger her bir x € X ve sifirdan farkh her bir z € YV
icin
st m [ fnla), 2 = [1F(@), 2] ve st = Tim_[lgun(e). 2] = lg(e). 2]

m,n

limitleri mevcut ise

() st = 1m0 fn () + () 2 = (@) + gla) 2 ve

(i) st~ Tim_[laf(2), 2] = 0 (2), ] dir.

Ispat: (i) Kabul edelim ki her bir z € X ve sifirdan farkh her bir z € Y i¢in

st = || frn(2), 2| = [ f(2), 2[| ve st = lim_|[gmn(2), 2] = [l9(z), =]

olsun. Bu durumda, her £ > 0, her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

€

Ky = Ki(e,2) : {(m,n) €N x N : || fon(z) — f(2), 2] > 5}

ve

Ky = Ks(e,2) : {(m,n) € NXN: ||gmn(x) — g(x), 2|| > c

N |
H,_/

olmak iizere, da(K7) = 0 ve do(K3) = 0 dir. Simdi

K = K(e, z) = {(m,n) € NXN: [|(fmn(2) + gmn(2)) — (f(2) + g(2)), 2| = €}

alahm. dy(K) = 0 oldugunu ispatlamak i¢in K C K; U K5 oldugunu gostermek

yeterlidir. (mqg, ng) € K alalim. Her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

[(fmono (£) + Gmono (7)) = (f(2) + 9(x)), 2| = € (3:2)
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dir. Tersini kabul edelim, yani (mg,ng) ¢ K; U Ky olsun. Buradan (mg, ng) € K
ve (mg,ng) € Ko dir. Eger (mg,ng) ¢ K1, (mo,ng) ¢ Kz ise bu durumda, her bir

xr € X ve sifirdan farkli her bir z € Y icin

| Fmona @) = (@), 2] < 5 v lgmana (@) = g(x). 2] < 5

dir. Boylece her bir z € X ve sifirdan farkh her bir z € Y icin
H(fmono(x) + gmono(x)) - (f(.l’) + g(l‘)), ZH
< ||fm0n0(x) - f(]?),ZH + Hgmono(‘r) - g(I>7Z||

<z +

| ™
DO | ™

I
)

elde ederiz ki bu (3.2) ile geligir. Bundan dolay1 (mg,ng) € K; U Ky ve boylece
K C K; UK, olmalidir.

(ii) @ € R (a # 0) ve her bir z € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

st — lim || frn(2), 2[| = [/ (z), 2|

m,n— o0

alalim. Bu durumda,

o ({mn) € W ) = 0021 2 51 1) =0

elde edilir. Bu nedenle her bir x € X ve sifirdan farkh her bir z € Y i¢gin
{(m,n) e NXN: [lafmn(z) — af(z), 2| = &}
= {(m,n) € NxN: |al|[fmn(2) = f(2), 2] = &}
= { () € NN i) = s03l 2 5 -

elde edilir. Buradan yukaridaki esitligin sag tarafinin yogunlugu 0 a esit olup,

boylece her bir z € X ve sifirdan farkl her bir z € Y igin

st lim_{afa(2), 2]l = [af(2). 2]

elde edilir.
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Teorem 3.2.7 {f,.,} ¢ift fonksiyon dizisi f ye noktasal istatistiksel yakimsak olmasi
icin gerek ve yeter sart her bir x € X (sabit) i¢in bir K, = {(m,n)} € N x N,
m,n = 1,2, ... alt kilmesi vardir 6yleki dy(K,) = 1 ve sifirdan farkh her bir z € Y

icin lim || fn(2), 2| = || f(2z), 2|| olmasidur.
m,n—o0
ispat: Kabul edelim ki
sty = _tim_|| (), 2] = /@), 2]
olsun. Her bir z € X (sabit), sifirdan farkli her bir z € Y ve r = 1,2, ... igin
1
K,,= {(m,n) e NXN: || frn(2), 2| > ;}
ve
1
M,, = {(m,n) ENXN: || frn(x), 2] < ;}

kiimelerini alalim. Bu durumda, her bir € X (sabit) ve sifirdan farkli her bir

z €Y i¢in dy(K,,) =0 ve
MizgDOMyy D ...D My D Mig1,D ... (3.3)
ve
dy(M,n) =1, r=1,2 . (3.4)

olur. Simdi (m,n) € M,, i¢in {f,,} nin f ye yakinsak oldugunu gostermeliyiz.
Kabul edelim ki {f,..}, f ye yakinsak olmasin. Bu durumda, ¢ > 0 vardir dyle ki

sonsuz ¢oklukta terim ve bazi x € X ve sifirdan farkhi her bir z € Y igin
[ fmn(2) = f(2), 2] =2 &
elde edilir. € > (r=1,2,...) ve
Mo =A{(m,n) : || frm(z) — f(2), 2| <c}
alahm. Bu durumda, ds(M; ;) = 0 ve (3.3) den

Mr,x C (Ms,m>
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dir. Boylece dy(M, ) = 0 olur ki bu (3.4) ile gelismektedir. Buradan {f,..}, f ye
yakinsaktir.

Tersine kabul edelim ki, her bir (sabit) z € X ve sifirdan farkl her bir z € Y igin
K, ={(m,n)} C N x N alt kiimesi vardiwr dyle ki,

d(K;) = 1ve Tim || fy(x). 2] = | f(2).7]

yani, her bir (sabit) z € X ve her bir ¢ > 0 i¢cin N = N(x,¢) vardir 6yle ki m,n > N

iken
[ fon () = f(2), 2] <€

olur. Simdi her bir (sabit) z € X ve sifirdan farkli her bir z € Y igin

Koo ={(m,n) : | frm(2), 2| 2 €} € N X N—={(muy1,nni1), (mys2, nns2),

alalim. Buradan her bir (sabit) z € X ve sifirdan farkl her bir z € Y i¢gin
dy(Kep) <1-1=0

elde edilir ki boylece { f..}, f ye noktasal istatistiksel yakinsaktir.

Tanim 3.2.8 Eger her ¢ > 0 ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

lim l]{(m, n),m <i,n < j:|fun(x)— f(x), 2| >e}| =0, (tim z € X icin)

1,]—>00 1)

limiti meveut ise, {fun} ¢ift fonksiyon dizisi f ye dizgin istatistiksel yakinsaktur

denir. Yani, tim x € X ve sifirdan farkh her bir z € Y i¢in
| foon(x) — f(2),2]| <&, h.h. (m,n). (3.5)
esitsizligi saglanir. Bu yakinsaklik

5[l

fmn - stf

bi¢iminde gosterilir.

28



Teorem 3.2.9 D, X in kompakt bir alt kiimesi ve f ve {fn}, m,n=1,2,... D
tizerinde stirekli fonksiyonlar olsunlar. D tizerinde
-l
fmn = st f
olmasi icin gerek ve yeter sart
Cmn = I:?eaDXHfmn(x) - f(x>7ZH
olmak tizere
st = m_flemn (o). 2] =0

olmasidir.

ispat: Kabul edelim ki { f,,}, D tzerinde f ye diizgiin istatistiksel yakinsak olsun.
f ve {fmn} D fizerinde siirekli fonksiyonlar oldugundan, her bir (m,n) € N x N
icin (fyn(z) — f(x)) de D tizerinde siireklidir. Kabuliimiizden dolay: her ¢ > 0 ve

sifirdan farkli her bir z € Y igin
do({(m,n) e NX N : || frn(z) — f(z),2|| > €}) =0, (her bir x € D igin)

elde edilir. Bu durumda, her € > 0 i¢in agik olarak her bir z € D ve sifirdan farkh

her bir z € Y igin

€
Cinn = MAX || frnn (¥) = f(2), 2] 2 || frn(2) = f(2), 2] 2 5

ve boylece

sty — lim  |legn(2), 2|| =

m,n— oo

elde edilir.
Simdi kabul edelim ki

sty = lim_ (a2 = 0
olsun. Her € > 0 ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

A(e) = { mn) € N s o) = (2,21 2
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kiimesini alalm. Hipotezden dy(A(g)) = 0 elde edilir. Her € > 0 igin

max || fnn (2) = (), 2[] 2 || frn(2) = f(2), 2]] = €

xeD

oldugundan, her bir x € D ve sifirdan farkli her bir z € Y igin
{(m,n) € NXN || fon(z) = f(2), 2] = €} C Ale)
ve boylece
dy({(m,n) € NXN: || frn(z) = f(2),2[| = €}) = 0
elde edilir. Bu da teoremimizin ispatidir.

Sonug 3.2.10 Asagidaki gerektirmeler gecerlidir:

511y

() fom = = fon 2o Y g

Illy I lly |

(i) fow = = o 2w f = fom
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4. 2-NORMLU UZAYLARDA CIFT FONKSIYON DIZILERI ICIN
ISTATISTIKSEL CAUCHY DIizisi

Bu boliimde, 2-normlu uzaylardaki ¢ift fonksiyon dizileri icin istatistisel Cauchy
dizisi kavraminin tanimi verilerek istatistiksel yakinsaklik ile arasindaki iligkiler in-

celenecektir.

4.1. 2-Normlu Uzaylarda Cift Fonksiyon Dizileri I¢in Istatistiksel Cauchy

Dizisi
Tamim 4.1.1 Eger her € > 0, her bir (sabit) z € X ve sifirdan farkh her bir z € YV
icin
dz({(m,n) € Nx N [ frn(z) — fre(2), 2l| > €}) =0,
yani,
[ fram () = fre(@), 2[| <&, h-h. (m,n)

olacak sekilde k = k(e,2), t = t(e,2) € N sayilar varsa bu durumda, {f,.,} ¢ift

fonksiyon dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.1.2 {f,,,} cift fonksiyon dizisi (X, ||., .||) sonlu boyutlu 2-normlu uzayimda
istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymda yakinsak

bir {gmn} ¢ift fonksiyon dizisi vardir 6yle ki h.h. (m,n) igin f., = gmn dir.

Ispat: Ilk olarak {f,.,} fonksiyon dizisi (X, ||.|.) uzaymda istatistiksel Cauchy
dizisi olsun. k(1) ve j(1) dogal sayilarimi segelim &yle ki her bir x € X ve h.h.

(m,n) icin f,,(x) i kapsayan

By = Bu(fryjm (), 1)

kapali yuvar1 vardir. Daha sonra k(2) ve j(2) dogal sayilarini segelim 6yle ki her bir

r € X ve h.h. (m,n) igin f.,(z) 1 kapsayan
1
By = By { fr@)je)(T), B
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kapali yuvar1 vardir. Her bir z € X ve h.h. (m,n) igin B2 = B! N By, foun(2) i
kapsar. Boylece bu siirece devam ederek i¢ ice kapali yuvarlarn bir {B]},>1 dizisi

elde edilir ki (B]) < 5 dir. Buradan h, X den Y ye bir fonksiyon olmak iizere,

() B = {(x)}

elde edilir. Her bir z € X ve h.h. (m,n) i¢in B}, fn.(z) 1 kapsadigindan, kesin
artan dogal sayilarm bir {S,},>; dizisini secebiliriz dyle ki her bir z € X i¢in eger

m,n > S, ise
= {( )eNxN-fm()gBT}|<1
— m,n ) o "

dir. Her bir z € X, tim r > 1 ve R = |J R, i¢in

r=1

T, ={(m,n) e NxN:m,n>S,, fo.(x)d& B}
alalim. Simdi her bir z € X i¢in {gmn,} ¢ift fonksiyon dizisini

h(z) , (m,n) € R x R ise,
fmn(z) ,  diger durumlarda

olarak tanimlayalim. Her bir x € X i¢in

lm  gmn(z) = h(z)

m,n— 00

dir. Gergekten her bir € > 0 ve her bir z € X icin m dogal sayis1 segelim oyle ki

€ > % > (0 olsun. Bu durumda, her bir m,n > S, ve her bir x € X icin

gmn(x) = h(:)?) ya da gmn(‘r) = fmn(‘r) € B,

ve her bir durumda

. ) 1
| gmn () — h(2)]| 00 < diam(B]) < 51

elde edilir. Her bir x € X i¢in

{(m,n) € NXN: gpn(x) # fulz)} € {(m,n) e NXN: frun(2) & B}
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oldugundan,

%H(m,n) ENXN: gun(x) # fonn(@)}]

< #{(n,m) ENXN: fru(z) & BJ}|
1
-

<

ve boylece

d2({(man) € NXN: gmn(x) 7é fmn(x)}) =0

esitligi gegerlidir. Boylece h.h. (m,n) ve her bir z € X igin (X, ||.||«) uzaymda

gmn(x) = fmn(x)

dir. Kabul edelim ki {u1,...,uq}, (X,].,.]|) 2-normlu uzaymin bir baz olsun. Her

bir x € X ve tiim 1 <1 < d i¢in

lim_{|gmn(2) = 2(z)[loo = 0 Ve [gmn(@) = h(2), will < [|gmn(r) = 2(2)]|oo

m,n—

oldugundan, her bir z € X ve sifirdan farkl her bir z € X i¢in

lim_{[gmn(2) = h(z), 2[00 = 0

m,n— 00

elde ederiz ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.3 { f,.,} ¢ift fonksiyon dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul { f,.,} ¢ift fonksiyon dizisinin istatistiksel Cauchy dizisi olmasidir.

ispat: Kabul edelim ki her bir z € X ve sifirdan farkl her bir z € Y i¢in

st— | frn(@). 2] = | (). 2]

m,n

olsun. Bu durumda, her ve € > 0, her bir z € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in
€
Hfmn(x> - f(ili'),ZH < 57 h.h. (man)

elde edilir. k = k(e,z) ve t = t(e, z) segilsin Oyle ki her bir z € X ve sifirdan farkh
her bir z € Y i¢in

£

i) = (@)l < 5
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ve boylece

[ fomn () = fre(2), 2l < [ fon (@) = f(2), 2] + 1 f (2) = fra(2), 2]

<

+==¢, h.h. (m,n)

DN ™
DO ™

elde edilir. Boylece { fi.} ¢ift fonksiyon dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

Simdi kabul edelim ki {f,,,} ¢ift fonksiyon dizisi istatistiksel Cauchy dizisi olsun.
Teorem 4.1.2 den X den Y ye yakinsak bir {g,} dizisi vardir éyle ki h.h. (m,n)
icin f,.n = gmn dir. Theorem 3.2.4 den her bir x € X ve sifirdan farkl her bir 2 € Y

icin
st — i || fonn (), 2] = [|f (), 2]

elde ederiz.

Teorem 4.1.4 (X,|.,.||) 2-normlu uzaymda bir {f,,,} cift fonksiyon dizisi i¢in

sagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) {fimn}, f(z) e (noktasal) istatistiksel yakimsaktir.
(ii) {fmn} istatistiksel Cauchy dizisidir.
(iii) {fmn} nin bir {g,.,} alt dizisi vardir 6yle ki

im || gy (@), 2[| = || f(2), 2]

m,n—00

dir.
ispat: Bu teoremin ispati Teorem 3.2.7 and Teorem 4.1.3 un bir sonucudur.

Tanim 4.1.5 D, X in kompakt alt kiimesi ve { f,,,,}, D tizerinde bir ¢ift fonksiyon

dizisi olsun. Her € > 0 ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in
do({(m,n) € NX N : || frn(x) = frie(z),2|| > €}) =0, (tim z € X)

olacak sekilde k = k(e, 2), t = t(e, z) € N sayilar varsa, { f,.n} cift fonksiyon dizisine

diizgin istatistiksel Cauchy dizisi denir.
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Teorem 4.1.6 D, X in kompakt alt kiimesi ve {f,}, D de smurh ¢ift fonksiyon
dizisi olsun. { f,,,} nin diizgin istatistiksel yakisak olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

D tizerinde diizgiin istatistiksel Cauchy dizisi olmasidir.

ispat: Bu teoremin ispati Teorem 4.1.3 in ispati ile benzerdir.
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5. 2-NORMLU UZAYLARDA CIiFT FONKSIYON DIiZILERININ
IDEAL YAKINSAKLIGI

Bu béliimde, 2-normlu uzaylarda c¢ift fonksiyon dizilerinin Z,-yakinsakligi ve Z3-
yakinsakligi kavramlar: tanimlanarak, bu yeni kavramlarin 6zellikleri ve aralarindaki

iligkiler incelenecektir.

5.1. 2-Normlu Uzaylarda Cift Fonksiyon Dizilerinin Z,-Yakinsaklig:

Tanim 5.1.1 Her € > 0, her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in
Ae,z) ={(m,n) e Nx N: || frm(z) = f(z),2|| > e} € I,

ise {fmn} cift fonksiyon dizisi f ye (noktasal anlamda) Z,-yakinsaktir denir. Bu
yakinsaklik

(V2 €Y) (Vo € X) (Ve > 0) BH € Tp) (V(m,n) & H) || fon(z) — f(z), 2] < &

ile formiile edilebilir ve

. [l
ot | fon(@), 2] = 7). 2] veya fow Sz, f

m,n

bi¢iminde gosterilir.
Teorem 5.1.2 Her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y igin

tim_[|fon(a), 2]l = /(). 2]

m,n

olmasi

I, — lim Hfmn(x)vzH = Hf(aj)wzH

m,n— 00

gerektirir.

Ispat: € > 0 verilsin. Her bir 2 € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

lim ||fmn(x)vz|| = ||f(l’),2||

m,n—00

oldugundan pozitif bir kg = ko(e, x) sayis1 vardir dyle ki her m,n > ky oldugunda

[ fmn () = f(2), 2] <€
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esitsizligi gecerlidir. Buradan sifirdan farkli her bir z € Y icin,
Ae,z) = {(m,n) € NXN:|[fn() — f(2), 2] = e}
C((Nx{1,2,.,(ko— 1} U{L,2,..,(ko — 1)} x N))
kapsamasi gegerlidir. Zy kuvvetli uygun ideal oldugundan
(Nx{1,2,.,(ko—1D}HU{L,2,..,(ko— 1)} xN)) € Z,
olup, buradan A(e, z) € Z, ve sonug olarak sifirdan farklh her bir z € Y igin

m,n

elde edilir.

Teorem 5.1.3 Herhangi bir {f,.,} ¢ift fonksiyon dizisinin eger Z,-limiti varsa bu

limit tektir.

Ispat: Kabul edelim ki bir 2y € X ve sitfirdan farkh her bir z € Y icin f(z0) # g(xo)

olmak tlizere

Ty~ T || frn(zo), 2l = | f (@), 2l| ve o~ Tim_ || fun(0). 2l = la(0). 2]

olsun. f(zg) # g(xp) oldugundan, f(xg) > g(zo) olarak alabiliriz. Simdi f(xg) ve

g(xo) noktalarimin sirasiyla

(f (o) — &, f(wo) +€) ve (g9(x0) — €, g(x0) + €)

f(zo)—g(z0)

3 secelim. xg € X ve sifirdan farkh

komguluklar1 ayrik olacak gekilde ¢ =

her bir z € Y i¢in

Ty~ lm || fun(zo). 2l = | f (@), 2l| ve o~ lim || fun(x0). 2]l = la(zo). 2]
oldugundan,

Ale,z) ={(m,n) € Nx N: || frn(zo) — f(20),2]| > e} €Ly
B(g,z) ={(m,n) € NX N : || fiun(x0) — g(x0), 2|| > €} € I»
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elde edilir. Bu ise xy € X ve sifirdan farkl her bir z € Y icin
A%(e, 2) = {(m,n) € NX N [| frn(20) — f(20), 2]| < €}
ve
B(e, z) = {(m,n) € Nx N |[fmn(0) = g(20), 2|| < €}

kiimelerinin F(Z,) siizgecine ait olmasini saglar ve boylece A¢(e, z) N B¢(e, z) kilmesi
bogtan farkli olup F(Zy) ye aittir. A°(e, z)NB°(g, z) # 0 oldugundan, f(x) ve g(xo)
noktalarmin sirasiyla (f(xo) — ¢, f(zo) +¢€) ve (g(xo) — €, g(xo) + €) komguluklarinin
ayrik oldugu gercegine karsi bir geligki elde edilir. Bundan dolay1 o € X ve sifirdan
farkli her bir z € Y igin

1/ (z0), 2l = llg (o), 2|
oldugu agiktir ve sonug olarak x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y igin

||f(x),z|| = Hg(ZL‘),ZH, (f :g)

elde edilir.
Teorem 5.1.4 Her bir z € X ve sifirdan farkl her bir z € Y igin

Ty~ lim [ frn(@), 2l = [ f(@2), 2] ve T~ lim_lgun(e). 2l| = g(2). 2]

m,n

ise bu durumda

() o= i o) + gma0), 2] = 172) + g2, 2],
(i) o~ lim_[lcfun(e), 2] = llcf(2), 2], c € R,
() o — T || fun (&) goun(0), 21 = 1 (2) 92, 2]

esitlikleri saglanir.

Ispat (i) € > 0 verilsin. Her bir z € X ve sifirdan farkl her bir z € Y icin

Tyl [ fon(2). 2 = @), 2] ve T~ Tim_[lgon(e). 2] = l9(a). 2]
oldugundan,

A <gz> - {(m,n> ENXN: | frm(z) — f(2), 2] > %} €T,
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ve

B (%z) _ {(m,n) € N X N: [|gmn(z) — g(x), 2] > g} €T,

ve boylece ideal tanimindan

£ €
A<§,Z> UB(E,Z) EIQ

elde edilir. Simdi her bir z € X ve sifirdan farkl her bir z € Y icin

Cle, 2) = {(m,n) € N XN |[[(fnn(2) + gmn(2)) = (f(2) + 9(2)), 2] = £}

kiimesini tanimlayalim. Ispat icin C(e, 2) C A (£,2) UB (£, 2) oldugunu géstermek
yeterlidir. (m,n) € C(g, z) alahm. Bu durumda her bir z € X ve sifirdan farkl her
bir z € Y

e < |[(frn () + gmn () = (f () + g(2)), 2|l < ([ frmn () = f(@), 2] + [[gmn () — 9(x), 2]|

elde edilir.
{Hfmn(x) - f({l?),ZH, Hgmn(x) - g(x),zH}

ikilisi (birlikte) kesinlikle % den daha kiigiik degildir ve boylece her bir z € X ve

sifirdan farkli her bir z € Y igin
€
1 fn () = f(2), 2ll 2 5 ya da [|gmn(z) = g(2), 2] 2
dir. Bu da (m,n) € A (£, 2) veya (m,n) € B (£, z) oldugunu gésterir ve boylece
(m,n) € A (%,z) UB (g,z)
elde edilir. Buradan

Ce,z) C A <§,z) UB <§’Z>

kapsamasi saglanir ki boylece

Iy = lm || fon(2) + gmn(2), 2] = [| () + g(2), 2]

m,n—00

elde edilir.
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(ii) ¢ € R alalim ve her bir z € X ve sifirdan farkli her bir z € Y igin

L= lim | fon(2), 2] = I f(2), 2]

m,n—
olsun. ¢ = 0 ise ispat aciktir. Kabul edelim ki ¢ # 0 olsun. Bu durumda, her bir

x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y icin

{Wm@éNxNWﬁM@—ﬂ@JHE%}EQ

ve tanimdan
{(m,n) € Nx N [lcfun(z) — cf(x), 2|| > €}

= {nn) € NN om0 — 0121 2 5

egitligi gecerlidir. Buradan yukaridaki esitligin sag tarafi Z, ye aittir ve boylece her

bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y igin
Tyl [efunl@).2] = [lef(2).2]

elde edilir.

(iii) Her bir x € X ve sifirdan farkh her bir z € Y i¢in

- lim || fn(@). 2l = /@), 2]

oldugundan £ =1 > 0 i¢in
{(m,n) e NX N : || fon(x) — f(x),2]| > 1} € T,
ve buradan
A={(m,n) e NXN: ||frm(z) = f(2),2]| <1} € F(Zp)

dir. Ayica, herhangi (m,n) € A, her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

[ frmn(2), 2]l <1+ |[f(2), 2]

esitsizligi gegerlidir. € > 0 verilsin. 0 > 0 segelim Oyle ki her bir x € X ve sifirdan
farkli her bir z € Y i¢in

g

0<20<
1f(2), 2] + lg(x), z]| +1
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olsun. Kabuliimiizden her bir x € X ve sifirdan farkl her bir z € Y i¢in
B ={(m,n) € NXN: |[fun(z) = f(2), 2] <0} € F(Zr)
ve
C = {(m,n) € NXN:||gmn(z) — g(2), 2| <0} € F(Zy)
oldugu aciktir. F(Zy) siizge¢ oldugundan dolay1
ANBNC e F(I,)

dir. Boylece her bir (m,n) € AN BNC, her bir x € X ve sifirdan farkl her bir

Z €Y igin
1 finn () G () = f(2).9(2), 2|

= | frun (@) mn () = frun () g(2) + frnn(2) 9(2) — f(2) g(2), 2]
< N fomn (@), 2l gmn () = g(2), 2l + g(2), 2| fnn(2) = f (), 2]
< (If (@), 2l + 1) + (llg(x), 2[1)d
= (If @), 2]l + llg(=), =l + 1)6
<e

ve béylece

{(m,n) € NX N || frn(7) grn(7) — f(2) 9(2), 2] 2 €} € T
elde edilir. Bu da teoremin ispatidir.

Teorem 5.1.5 Her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in eger

(i) Nx N D K € F(Z) olmak tizere her (m,n) € K i¢in {frn} < {gmn} < {hmn}

ve
() T~ lim | funa). 2l = k@), 2l] ve To — lim[[hna(2). 2] = [K(z). 2]

sartlar1 saglaniyorsa bu durumda,

L — lim ||gmn(z), 2] = [[k(z), |

m,n—00

limiti mevcuttur.
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Ispat: £ > 0 alahm. (ii) kosulundan her bir = € X ve sifirdan farkli her bir z € Y’
icin
{(m,n) € NXN: || foin(2) — k(z), 2]| = e} € T
ve
{(m,n) € N X N: |[|hpn(z) — k(x),2]| >} € Ty
oldugu agiktir. Buradan her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in
P ={(m,n) e NXN: [|frm(z) — k(z), 2]| <}
ve
R ={(m,n) € NXN: [|hmn(z) = k(2), 2| <}
kiimeleri F(Zy) ye aittir. Simdi her bir z € X ve sifirdan farkh her bir z € Y igin
Q = {(m,n) € NXN: [|gmn(z) — k(z), 2|| <}

kiimesini alalim. Bu durumda PN RN K C @ oldugu agiktir. PN RN K € F(Z,)
ve PN RN K C Q oldugundan siizgeg tanimu geregi ) € F(Zy) ve boylece her bir
x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y igin

{(m,n) € N X N: || gmn(z) — k(x),2|| > e} € I,
elde edilir. Buradan

L, = lim_|lgmn(z), 2| = [[K(2), 2|

m,n—

limiti mevcuttur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 5.1.6 Her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y igin

Ty~ || fun(a). 2l = [1f@). 2] ve To— lm [lguae). 2] = llg(z). 2]

m,n—00

olsun. Bu durumda, K C N x N ve K € F(Z,) olmak tizere her bir (m,n) € K igin

(i) Fon(2) > 0 ise f(x) > 0

ve

(ii) fon(z) < gmn(2) ise f(2) < g(z)
onermeleri gecerlidir.
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Ispat: (i) Kabul edelim ki f(z) < 0 olsun. Her bir z € X i¢in e = —

secelim.

f(z)
2
Her bir z € X ve sifirdan farkli her bir z € Y icin

IZ_ lim Hfmn(m)azH = Hf(l.)azH

m,n— 00

oldugunda,
M ={(m,n) e NXN: || fnn(2) = f(2), 2|| <&} € F(ZLs)

olacak gekilde M kiimesi vardir. M, K € F(Z,) oldugunda M N K kiimesi bog
kiimeden farkl olup F(Z,) ye aittir. Bu durumda,

[ fmono () = f(2), 2] <€

olacak sekilde bir (mg,ng) € K noktasi vardir. Her bir z € X i¢in f(z) < 0 ve

€= —@ oldugundan

Jrmono(2) <0

olur ki bu her (m,n) € K i¢in f,,(xz) > 0 gercegi ile geligir. Dolayisiyla her bir

z € X i¢in f(z) > 0 olmalidir.

(ii) Kabul edelim ki f(z) > g(x) olsun. Her bir x € X i¢in f(z) ve g(z) in swrasiyla

(f(x0) — &, f(x0) + &) ve (g(z0) — €, g(x0) + )

komguluklari ayrik olacak gekilde e = M secelim. Her bir x € X ve sifirdan
farkli her bir z € Y igin
To— 1| fon(e). 2l = [ £@). 2] ve To — lm_lguala). 2] = lg(z). 2]

ve F(Zy), N x N tizerinde siizgeg oldugundan, boylece
A={(m,n) e NXN: || fmn(z) = f(2), 2] <€} € F(Zo)
ve
B = {(m,n) € NxN:|lgmn(z) = g(x), 2| <e} € F(Ly)
elde edilir. Bu da siizgeg ozelliginden
0 #£ANBNK € F(Z,)
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olmasini saglar. Bu durumda bir (mg,ng) € K noktasi vardir dyle ki

Hfmn<x> - f(l‘),ZH <egve Hgmn(x) - g(x), Z” <é

fz) —g(z)

esitsizlikleri saglanir. Her bir x € X i¢in f(x) > g(x) vee = 3

oldugundan

Fmono(T) > Gmono ()

elde edilir. Bu ise her (m,n) € K i¢in fun(2) < gmn(x) gercegi ile celigir. Buradan
her bir z € X icin

f(z) < g(z)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

5.2. 2-Normlu Uzaylarda Cift Fonksiyon Dizilerinin 7;-Yakinsaklig:

Tamim 5.2.1 Bir M € F(Z,) (H =N x N\ M € Z,) kiimesi vardir 6yleki her bir

x € X, sifirdan farkli her bir z € Y ve tiim (m,n) € M i¢in

Mm | frn (), 2[| = [|f (), 2]

m,n— 00

limiti mevcut ise { f,.n } ¢ift fonksiyon dizisi f ye (noktasal anlamda) Z;-yakimsaktir

denir ve

C ol
I3 — lim || fun(2), 2] = [If(2), 2]l ya da fon =15 f

m,n

ile gosterilir.
Teorem 5.2.2 Her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y igin

Iy — lim | frn(2), 2| = [/ (2), 2|

m,n— 00

olmasi

I2 - hr_I}OO Hfmn('x)azH = Hf(x)azH

m,n

olmasini saglar.
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ispat: Her bir z € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

T~ lim_[|fa(e). 2] = | f(2). 2]

m,n

oldugundan, bir H € Z, kiimesi vardir oyle ki M € F(Zy) (H = Nx N\ M € I,)
i¢in
hgloo ‘|fmn(x)>z‘| = ”f(x)vZ”? (m’n) eM

m,n

limiti meveuttur. € > 0 alalim. Bu durumda her bir z € X ve sifirdan farkl: her bir

z € Y igin m,n > ky oldugunda,
[fmn(2) = f(2), 2] <& (m,n) e M

esitligini saglayan bir kg = ko(e, ) € N vardir. Boylece agik olarak her bir z € X

ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in
Ae,z) = {(m,n) € NXN:|[fon(2) — f(2), 2] = €}
CHU[MN(({1,2,3,...,(ko — 1)} x N)U (N x {1,2,3, ..., (kg — 1)}))]
kapsamasi gecerlidir. Z, C 2N kuvvetli uygun ideal oldugundan
HUMN(({1,2,3,..,(ko— 1)} x N)U(N x {1,2,3, ..., (ko — 1)}))] € Z»
ve boylece A(e, z) € Z, dir. Bu da,

o~ lim || funle), 2] = 1f(2), 2]

m,n

limitini saglar. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.2.3 T, C 2N yygun ideali (AP2) sartin1 saglasm. Her bir 2 € X ve

sifirdan farkli her bir z € Y igin

I — lim || fun(z), 2]l = || f(2), 2|

m,n—00

olmasi

T~ dim | fnle), 2l = 1 (@),

m,n

olmasini saglar.
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ispat: T, C 2N uygun ideali (AP2) sartim saglasin. Her bir z € X ve sifirdan
farkli her bir z € Y igin

m,n

olsun. Bu durumda her € > 0, her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in
Ale, 2) = {(m,n) € NxN: || fon(2) — f(2), 2| = e} € T,
oldugu aciktir. Simdi her £ > 2 icin
Ai(e,2) = {(m,n) € NXN: [ fnn(z) = f(2), 2| = 1}

ve

1
< o) = S0 51 < 27 }

wlr—

Au(e, 2) = {( n) € Nx N

kiimelerini alalim. Buradan i # j i¢cin A; N A; = 0 ve her bir i € N igin A; € 7,
dir. (AP2) ozelliginden kiimelerin bir { By}, € N dizisi vardir 6yle ki A;AB; her bir
j € Nicin N x N de satir ve stitunlarin sonlu bir birlegimi tarafindan kapsanir ve
B=|]JB;e1,
j=1

dir. Her bir z € X, sifirdan farkhi her bir z € Y ve M = N x N\ B € F(Z,) i¢in

i | fon(2) = f(x), 2| = [ f(2), 2|, (m,n) e M

m,n—00

1
oldugunu ispatlamaliyiz. ¢ > 0 sayisi verilsin. z < ¢ olacak sekilde bir £ € N

secelim. Bu durumda

{WMQGNXNWhM@—f@%MZ5MIUAj

elde edilir. 7 = 1,2, ...,k i¢gin A;AB; satir ve stitunlarin sonlu bir birlegimi tarafindan

kapsandigindan, bir ng vardir 6yle ki

(0 )ﬂ{mn)ENxN m>ngAn>ng}

k
= (UAj>ﬂ{(m,n)eNxN:mzmo/\nzno}
j=1
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esitligi saglanir. Eger m,n > ng ve (m,n) ¢ B ise

(m,n) ¢ U B; ve boylece (m,n) ¢ U A,

J=1 J=1

dir. Buradan her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

o () — f(2), 2| < % <5

elde edilir. Bu da (m,n) € M igin
hm || frn (@), 2[| = ||/ (2), 2|

m,n—00

limitinin mevcut oldugunu gosterir 6yle ki her bir x € X ve sifirdan farkli her bir

z €Y icin
T~ im0 2] = 17(0), 2]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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6. 2-NORMLU UZAYLARDA CIFT FONKSIYON DIZILERI ICIN
IDEAL CAUCHY Dizisi

Bu ¢aligmada oncelikle 2-normlu uzaylarda ¢ift fonksiyon dizilerinin Z,-yakinsakhigi-
nin bazi ozellikleri verilecektir. Daha sonra 2-normlu uzaylarda ¢ift fonksiyon dizileri
icin Zo-Cauchy ve Z;-Cauchy dizileri tanimlanarak, bu yeni kavramlar arasindaki
iligkiler ile ilgili baz1 6zellikler incelenecektir. Calismamiz boyunca Z, C 28N
kuvvetli uygun ideal, X ve Y 2-normlu uzaylar, {fmn}mmmn)ensxn: {Gmn }mmn)enxn
ve { My }mmyenxn cift fonksiyon dizileri, f, g ve k, X den Y ye fonksiyonlar olarak

alimacaktir.

6.1. 2-Normlu Uzaylarda Cift Fonksiyon Dizilerinde Ideal Yakinsakligin
Baz1 Ozellikleri

Teorem 6.1.1 Z, C 2"V ideali (AP2) sartim saglayan kuvvetli uygun ideal olsun.

Her bir z € X ve sifirdan farkl her bir z € Y icin asagidaki egitlikler denktir:

(i) Lo = lim || fmn(2), 2l = [ f(2), [
(ii) fon () = gomn(2) + humn(x) olacak sekilde

m || gmn (@), 2[| = [|f(2), 2]

m,n—00

ve
supp Apn () = {(m,n) € N X N : hp,(z) # 0} € Iy
saglanir.

Ispat: (i) = (ii): Her bir # € X ve sifirdan farkl her bir z € Y icin

To— lim | fun(o). 2 = [1£(@).

m

olsun. Bu durumda, Teorem 5.2.3 geregi M € F(Z,) (H = N x N\ M € Z,) kiimesi

vardir 6yle ki, her bir x € X ve sifirdan farkl her bir z € Y i¢in

lin || (), 2] = /(). 2]

m,n
(m,n)eM

dir.
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Simdi her (m,n) € N x N ve her z € X igin

don(z) = fon(x), (m,n) € M, (6.1)
flx) , (myn) e NxN\M

R () = frn () — Grn (), (m,n) € N X N (6.2)

{gmn} ve {hmn} ¢ift fonksiyon dizilerini tanimlayalim. Her bir x € X ve sifirdan
farkli her bir z € Y igin (6.1) esitliginden
lim_lgn(@). 2l = 1£(a), 2|

m,n

ve bununla birlikte her z € X igin
{(m,n) e NXN: fi.(2) # gmn(2)} CN XN\ M €I,
oldugundan (6.2) esitliginden
supp hmn(z) = {(m,n) € N x N: h,,,(z) # 0} € Iy
oldugu agiktir. Yine her z € X igin (6.2) esitliginden
S () = G (€) + P ()

elde edilir. Bu da istenendir.

(ii)=-(i): Her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

i A|gmn (), z[| = [[f(2), 2], frun(2) = Goun (@) + hinn (@) ve  (6.3)

m,n—

SUpp A () = {(m,n) € N X N : hyp(x) # 0} € Iy
sartlarini saglayan { g, } ve {hmny} iki fonksiyon dizileri olsun.

Simdi N x N carpiminin bir M alt kiimesi

M ={(m,n) e NXN: hy,(z) =0} =N x N\ supp h,(2) (6.4)
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olarak alinsin.
SUpp A () = {(m,n) € N X N : hypp(2) # 0} € Iy

oldugundan,(6.3) ve (6.4) esitliklerinden M € F(Z,) ve (m,n) € M igin fu,(z) =

Gmn(x) olup, (m,n) € M, her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

im || frn (@), 2] = || f (), 2|

m,n—o00
(m,n)eM

bulunur ki bu ise (m,n) € M igin

T3~ lim_[|fa(e). 2] = | f(2) 2]

m,n
sonucunu verir. Teorem 5.2.2 geregince her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y

icin

I, — lim || fun(2), 2] = [If(2), ]|

m,n—00

elde edilir. Bu da ispatimizi tamamlar.

Sonug 6.1.2 7, C 2N ideali (AP2) sartim saglayan kuvvetli uygun ideal olsun.

m,n—00

olmasi icin gerek ve yeter sart her bir x € X ve sifirdan farkh her bir z € Y igin

Frn(®) = Gon(2) + o (), 10l gmn(2), 2] = 1(2), 2] ve

o — lm || hpun(z), 2| =0
—00

m,n

sartlarim saglayan X den Y ye {gmn} ve {hmn} iki fonksiyon dizisinin mevcut ol-

masidir.
ispat: Kabul edelim ki

I — lim || fun(z), 2]l = || f(2), 2]

m,n—00

olsun ve {gmn(x)} dizisi (6.1) deki gibi tanimlansin. Ayrica her bir x € X igin

P (%) = fon(®) — grn(2),  (myn) € Nx N (6.5)
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dizisini alalim. Bu durumda

M || gmn (), 2[| = [|f (), 2]

m,n—00

ve boylece Zy kuvvetli uygun ideal oldugundan her bir x € X ve sifirdan farkl her

bir z € Y i¢gin

T~ timlgna(a), 2l = | /(2), 2]

m,n

oldugu aciktir. Teorem 5.1.4 ve (6.5) esitligi geregince her bir x € X ve sifirdan
farkli her bir z € Y igin

Iy — 1113oo |hmn (), 2] =0

m,n

elde edilir.

Simdi de her bir z € X ve sifirdan farkl her bir z € Y i¢in

lim_[lgma(2), 2]l = [1f(@), 2]l ve To — lim_[[hyun(), 2] = 0

m,n— 00

olmak tlizere

Jrin(T) = Gmn () + hipn ()

alalim. Z, kuvvetli uygun ideal oldugundan, her bir € X ve her bir sifirdan farkh

z €Y icin

m,n—00

ve Teorem 5.1.4 geregince

I, — lim || fun(2), 2] = [If(2), ]l

m,n—00

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Uyar1 6.1.3 Teorem 6.1.1 de eger (ii) saglaniyorsa Z, uygun idealinin (AP2) sartin
saglamasina gerek yoktur. Her € > 0, her bir x € X ve sifirdan farkli her bir 2 € YV
icin

{(m,n) € NX N ||hpn(x),2]| > e} C{(m,n) € NXN: hy,(z) #0} € Iy

51



oldugundan

o — lm ||hpe(z), 2| =0
—00

m,n

olur. Boylece, her bir x € X ve sifirdan farkli her bir 2 € Y igin

I — lim || fon(@), 2] = [If(2), ]|

m,n—00

elde edilir.

6.2. 2-Normlu Uzaylarda Cift Fonksiyon Dizileri Icin I,-Cauchy Dizisi

Tanim 6.2.1 Her € > 0, her bir x € X ve sifirdan farkli her bir 2 € Y i¢in eger
{(m7n) € NxN: Hfmn(x) - fst(x)wZH > 5} €1

olacak sekilde s = s(e,z), t = t(e,2) € N mevcut ise {fn,} ¢ift fonksiyon dizisine

T,-Cauchy dizisidir, denir.

Teorem 6.2.2 2-normlu uzaylarda { f,.,} ¢ift fonksiyon dizisi Zo-yakinsaktir ancak

ve ancak Z,-Cauchy dizisidir.

Ispat: {fmn} ¢ift fonksiyon dizisi f ye Zp-yakinsak olsun. Bu durumda, her bir

x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y igin

A <gz> - {(m,n> ENXN: | frm(z) — f(2), 2] > g} e T,

oldugu aciktir. Bu ise her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y icin

A° (g;:) _ {(m,n) ENXN: || fom(@) — f(2), 2|| < g} e F(T)

oldugunu gosterir ve boylece A€ (%, z) bos degildir. Boylece

(k1) ¢ A(5:2) ve lful@) = (@), 2l < 5

olacak sekilde k,[ pozitif tam sayilarini segebiliriz. Simdi her bir x € X ve sifirdan

farkli her bir z € Y igin

B(e, z) = {(m,n) € NX N |[fn(2) = fra(2), 2[| = €}
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kiimesini tanimlayalim oyle ki

B(e,z) C A <%,z)

oldugunu gosterelim. (m,n) € B(e, z) alalim. Buradan her bir € X ve sifirdan

farkli her bir z € Y igin

& < (@) = fu@)s 2l < fonnle) = f(@), 2+ L fua) = £ (@), 2]
< fmn(@) = F(@). 2l + 5

elde edilir. Bu ise

€

5 < [lfmn(2) = f(2), 2]

oldugunu saglar ki (m,n) € A(3, z) dir. Dolayisiyla,
€

B(Z‘:, Z) C A(§, Z)

Kapsamasi elde edilir. Boylece { fi.}, Zo-Cauchy dizisidir.
Tersine, { fin} cift fonksiyon dizisi her bir x € X i¢in Zo-Cauchy dizisi olsun. {f,.,}
nin Zy-yakinsak oldugu gosterilecektir. (g,,) dizisinin sifira yakinsayan sayilarin

kesin azalan bir dizisi oldugunu kabul edelim. {f,.,} ¢ift fonksiyon dizisi Z,-Cauchy

dizisi oldugundan, her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

Alepg, 2) = {(m,n) € NX N |[foun () = frpty (2), 2l = €pg} € Lo, (g = 1,2,..),

olacak sekilde pozitif sayilarin kesin artan (k,) ve (l;) dizileri mevcuttur. Bu da her

bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y igin

0 # {(m,n) € N X N:||frn(x) = fi,i,(®), 2| < epe} € F(I2),(p,qg=1,2,...) (6.6)

oldugunu gosterir. p # q ve s # t olacak sekilde p,q, s ve t pozitif tam sayilarin
alalim. (6.6) geregi her bir € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

Clepg, 2) = {(m,n) € NX N || fran(#) = fiyiy (2), 2|l < €pg}
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ve

D(est; 2) = {(m,n) € NX N [ fonn () = frgre (2), 2] < st}

kiimeleri F(Z,) stizgecine ait bogtan farkl iki kiime olur. F(Z,), N x N tizerinde bir

stizge¢ oldugundan,
Q) §£ C(&qu, Z) N D(&st, Z) S .F(IQ)
olur. Boylece her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

Hfmpqstnpqst (l‘) - fkplq (x)7 ZH < 510(1 ve Hfmpqstnpqst (x) - fkslt (x)7 ZH < Est

egitsizliklerini saglayan p # ¢ ve s # t olacak sekilde pozitif tam sayilarinin (p, q)
ve (s,t) ciftleri icin (mp.g).(s.6)5 p.g),(s.)) € N X N ¢iftini secelim. Bu durumda,
P, q,s,t — oo i¢in (g,,) sifira yakinsayan sayilarin kesin azalan bir dizisi oldugundan,

her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

||fk3plq ('Z‘) - fkslt (x)7 Z|| S ||fmpqstnpqst ('I) - fk'plq (l’)7 ZH + ||fmpqstnpqst (x) - fk‘slt (':U)7 Z“
< gpgtest — 0,

onermesi saglanir. Buda { fi,;,} (p,q = 1,2, ...) cift fonksiyon dizisinin Cauchy dizisi
oldugunu gésterir ve béylece bu Cauchy yakinsaklik kriterini saglar. Boylece { fy, i, }
dizisi bir f fonksiyonuna yakinsaktir. Yani, her bir x € X ve sifirdan farkl her bir
z €Y icin

o e O

dir. Ayrica p, ¢ — oo iken €,, — 0 olup, boylece her € > 0 icin

g €
Ema < 5 Ve [ fint, = f(2), 2l <5, (p>po and ¢ > qo). (6.7)

egitsizliklerini saglayan py, qo pozitif tam sayilarini segebiliriz. Simdi her bir z € X

ve sifirdan farkli her bir z € Y icin
A(e, z) ={(m,n) € N N: || frin(z) — f(2), 2]| = €}

kiimesini tanimlayarak

Afe, z) C A(&?poqo,z)
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oldugunu gosterelim. (m,n) € A(e, z) alalim. Bu durumda (6.7) esitsizliginin ikinci

kismini dikkate alarak, her bir x € X ve her bir sifirdan farkli z € Y igin

e < (@) = F(2) 2l < haun) = Fraging (), 211+ ity (2) = (). 2]
< @) = Frygig @), 21+ 5,

esitsizligi elde edilir. Bu da

= < (@) = ity (), 2]

esitsizligini saglar ve boylece (6.7) esitsizliginin ilk kismini dikkate alarak, her bir

x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y icin

€poqo < ||fmn($) - fkpolqo (l‘), Z”
esitsizligi elde edilir. Boylece,
(m,n) € A(Epygo, 2)

olup, buradan

Afe, 2) C A(apoqo,z)

elde edilir. A(gpyq, 2) € Zo oldugundan ve ideal 6zelliginden A(e, z) € Z olur ki bu

da { fi,,} cift fonksiyon dizisinin Z,-yakinsak oldugu sonucunu verir.

Tanim 6.2.3 Eger her € > 0, her bir x € X ve her bir z € Y i¢in m,n,s,t > kg

oldugunda,
[ fonn (2) = fat(), 2| < &, ((m, ), (s,t) € M)
olacak gekilde bir M € F(Z,) (H = N x N\ M € Z,) kiimesi ve ky = ko(e,2) € N

varsa { fn} ¢ift fonksiyon dizisine Z5-Cauchy dizisi denir ve

o () = fula), 2] = 0

gosterilir.

Teorem 6.2.4 {f,,,} cift fonksiyon dizisi Z;-Cauchy dizisi ise Z,-Cauchy dizisidir.
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Ispat: 2-normlu uzaylarda {f,.,} dizisini Z;-Cauchy dizisi olarak alahm. Bu du-
rumda, tammdan M € F(Zy) (H = N x N\ M € Z,) kiimesi ve her € > 0 ve her
bir z € X i¢in bir ky = ko(e,z) € N vardir dyle ki m,n,s,t > ko oldugunda tiim
(m,n),(s,t) € M ve her z € Y igin

||fmn<x) - fst(x)’ Z” <ée

esitsizligi saglanir. Bu durumda, her bir x € X ve sifirdan farkli her bir z € Y icin
Ale,z) = {(m,n) € NXN:|[fon(r) = falz), 2[| = €}
CHUMN ({12, (ko= D)} x N)U(N x {1,2,- -, (ko — 1)}))]
kapsamasi gegerlidir. Z, bir uygun ideal oldugundan
HUMn(({1,2,-- ,(ko— 1)} xN)UNXx{1,2,--- (ko — 1)}))] € Z»

elde edilir. Boylece A(e, z) € Iy olup, {fmn} cift fonksiyon dizisinin bir Z,-Cauchy

dizisi oldugunu sonucuna ulagilir.

Teorem 6.2.5 2-normlu uzaylarda Z; — lm || fi.(z) — f(2), 2] = 0 ise {fmn}
m,n—00
cift fonksiyon dizisi Z,-Cauchy dizisidir.

Ispat: Kabuliimiizden, M € F(Z,) (H = N x N M € T,) kiimesi vardir 6yle ki her

bir x € X ve her bir z € Y icin

lim ||fmn(x) - f(l‘), ZH =0

m,n—00

limiti vardir. Buradan, her € > 0 ve her bir x € X i¢in ky = ko(e, ) € N vardir dyle

ki tiim (m,n) € M ve m,n > ky igin

3

1 frmn(2) = f(2), 2] < 3

oldugu anlagilir. Her € > 0, her bir z € X ve her z € Y icin m, n, s,t > ko oldugunda

[ fmn () = fau(@), 2l < N fomn(2) = f(2), 2] + [ fa(2) = (=), 2]]



oldugundan,

lim Hfmn(x) - fst(x)vzH =0

m,n,s,t—00

elde edilir. Bu da {f,,} ¢ift fonksiyon dizisinin Z;-Cauchy dizisi oldugunu gosterir.
Buradan da Teorem 6.2.4 geregince { f,.n} ¢ift fonksiyon dizisinin Z,-Cauchy dizisi

oldugu anlagilir.

Teorem 6.2.6 7, ideali (AP2) sartini saplayan bir uygun ideal olsun. Bu durumda,

dizisi denktir (cakisir).

Ispat: Teorem 6.2.4 geregince {fm.} cift fonksiyon dizisi Z;-Cauchy dizisi ise Z-
Cauchy dizisidir. (Bu durumda Z, idealinin (AP2) sartin saglamasina gerek yok-
tur.) Simdi, {fmnn} ¢ift fonksiyon dizisinin Z,-Cauchy dizisi oldugunda Zj-Cauchy
dizisi oldugunu ispatlamamiz yeterlidir. {f,,,} bir Cauchy dizisi olsun. Bu du-
rumda, her € > 0 ve her bir x € X i¢in s = s(e,x),t = t(e,x2) € N vardir dyle ki

sifirdan farkli her bir z € Y igin
Ale, z) ={(m,n) e NXN: || fon(z) = far(z), 2] Z €} € I,

oldugu anlagilr. s = s(%), t = ¢(1) olmak tizere

1 :
P, = {(m,n) ENXN: || frn(x) = fou.(x), 2] < ;} , (1=1,2,..),
kiimesini alalim. Bu durumda,
P e F(1,), i=1,2,..)

oldugu agiktir. Z, ideali (AP2) sartiu sagladigindan Lemma 2.5.16 geregince bir
P C N x N kiimesi vardir 6yle ki tiim ¢ ler igin P € F(Zy) ve P\ P; siurhdir. Simdi
her bir x € X, (m,n), (s,t) € P ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

m,n,s,t—00

oldugunu gosterecegiz. € > 0ve j € N alalim oyle ki j > % olsun. Eger (m,n), (s,t) €

P ise P\ P; simurh kiimedir ve boylece bir k = k(j) vardir 6yle ki tiim m,n, s, t > k
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icin (m,n), (s,t) € P; dir. Bu nedenle her bir z € X, sifirdan farkh her bir z € YV

ve tim m,n, s,t > k icin

Vo () = fur, (), 2] < % ve || fule) = fu, (1), 2]l < %

esitsizlikleri gegerlidir. Dolayisiyla her bir = € X, tiim m,n, s,t > k(j) ve sifirdan

farkli her bir z € Y igin

| frn () = far(x), 2| < | fonn () = foju; (@), 2] + [ fst (@) — fo;1,(2), 2]
1 1 2
< —t+-==<c
J 2 7

elde edilir. Boylece, herhangi bir ¢ > 0 ve her z € X igin k = k(e, x) vardir 6yle ki
m,n,s,t >k, (m,n), (s, t) € P F(Iy) ve sifirdan farkli her bir z € Y i¢in

Hfmn(m) - fst(x)vzH <é

esitsizligi elde edilir. Buradan da {f,,,} ¢ift fonksiyon dizisi Z;-Cauchy dizisidir.
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