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1. GIRIS

Izometriler sadece matematikle degil, matematik disinda fizik ve bircok miihendislik
alaninda karsimiza ¢ikan metrik uzaylar arasinda tanimlanan ve uzakliklar1 koruyan
ozel doniisiimlerdir. Oteleme, dénme, yansima iyi bilinen izometri &rnekleridir.
Izometriler daima birebirlik kosulunu saglarken orten olmak zorunda degildirler.
Izometriler bircok matematik¢i tarafindan ele alinmis olup literatiirde cesitli
karakterizasyonlar1 vardir.

Bunlardan en meshuru Beckman ve Quarles tarafindan 1953 de verilmistir. Beckman ve
Quarles n— boyutlu (2 <n <o) E™ Oklid uzayindan kendisine tammli bir T
dontisiimiiniin @ > 0 olacak bi¢gimde a — wuzakligin1 korumasi durumunda tiim
uzakliklar1 korudugunu ispatladilar. Ozel olarak a = 1 alimirsa birim uzaklig1 koruyan
Oklid uzayindan kendisine tamimli bir 7 doniisiimii tiim uzakliklar1 korur. Beckman —
Quarles teoremi matematikte uzaklik koruyan doniisiimlerle ilgili bir¢cok yeni teorinin
ortaya ¢ikmasina imkan saglamistir. Ornegin X ve Y reel normlu vektdr uzaylari olmak
izere birim uzakligi koruyan f : X — Y donisimi icin f: X = f(X) €Y nin bir
izometri olup olmayacagi problemi A.D Aleksandrov tarafindan 1970 de verilmistir.
Birim uzakligi koruyan bir f doniisiimii icin eger f~1 doniisiimii de birim uzakhig
koruyorsa bu durumda f doniisiimiiniin bir izometri olup olmadigina dair de literatiirde
bazi ¢caligmalar mevcuttur.

Bunun disinda literatiirde Lipschitz dontisiimleri, contractive wuzaklia sahip
dontistimler, extensive uzakliga sahip doniisiimlerin hangi kosullar altinda izometri
olacagina dair bircok ¢alisma mevcuttur. Izometriler ile afin doniisiimler arasinda da
yakin bir iliski olup bu iliski Mazur — Ulam teoremi ile verilmistir. iki normlu uzay
arasinda tanimli birebir Orten bir izometri afin donlistimdiir.

Birim uzaklik koruyan doniisiimler sadece Oklid uzayinda degil, son yillarda Oklid dis
geometrilerde de karsimiza ¢ikmaktadir. Bu tez calismasinda Beckman — Quarles

teoreminin hiperbolik geometrinin Poincare disk modelindeki karsiligi ele alinmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1 : V bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. Asagidaki énermeler dogru

ise V kiimesi KK cismi tistiinde bir vektor uzayi denir.

(V1) V kiimesinde + ile gosterilen ve adina toplama denilen bir islem vardir ve bu

islem asagidaki ozellikleri saglar.
1. Yuv €Viginu+ vtanimhdirveu+v eV
dir. Yani, V kiimesi toplama islemine gore kapalidir.
2. Vuv,w €eVign(u+v)+w=u+ w+w)
dir. Yani, V kiimesinde toplama isleminin birlesme 6zelligi vardir.
3. [A0eV,(VueVicihu+0=uve0+u=u)

dir. Yani, V kiimesinde toplama isleminin etkisiz (birim) elemani vardir. Bu etkisiz

eleman1 0 simgesi ile gosterdik.

4. Vu €V igin V kiimesinde —u ile gosterilen ve

u+(—u)=0ve(—u)+u=0

esitliklerini saglayan bir —u elemani vardir. Yani, V kiimesindeki her bir u elemaninin

toplamaya gore tersi vardir. u elemaninin tersi —u ile gosterilmistir.
5. Yu,v eViginu+ v = v+ utir. Yani, V kiimesinde toplama isleminin degisme
ozelligi vardir.

(V2)Kx V =V, (a,u) = au bigiminde, adina skalarla ¢arpma islemi denilen bir

fonksiyon tanimlanmistir ve bu fonksiyon asagidaki 6nermeleri dogrular:

1) VaeKVuveVigna(u+v) =au+av.

2) Va,b e K,Vu € Vigin(a+ b)u=au+ bu.

3) Va,b €K VYu€Vigin (ab)u = a(bu).

4) K nin ¢arpmaya gore birim elemani 1 olduguna goére V nin her bir elemani igin

lu=u



dur.
Tamim 2.2 : Bir vektor uzaymin her bir elemanina vektor ad1 verilir.
Tamm 2.3 : X bos olmayan bir kiime olsun.
d:XxX->R
fonksiyonu
M) Vx,y €Xigind(x,y) =0dir.(d(x,y) =0 = x =y)
My) d(x,y) = d(y,x)
M;)d(x,y) <d(x,z)+d(z,y)

kosullarini sagliyorsa d fonksiyonuna X tizerinde bir metrik denir. (X, d) ikilisine ise

metrik uzay denir.
Tanim 2.4 : K bir cisim ve N kiimesi K cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun.
Il.l:N-> K

fonksiyonunu asagidaki kosullar1 sagliyorsa || .|| fonksiyonuna N iizerinde bir norm

denir.
N;)Vx € Niginl||lx|]] =0ve ||x]| =0 < x = 0.
N,)Va€eKVx €N igin ||ax]|| = |a|||x]|
N3 ) Vx,y € Nigin[lx + y|l < [lx] + llyll
(N, |l . 1D ikilisine de normlu uzay denir.
Tamm 2.5 : X, F cismi lizerinde bir vektor uzay1 olsun.
(,): XXX->F
fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu fonksiyona i¢ carpim fonksiyonu denir.

e VxeXicin, (x,x)>0,{(x,x)=0=x=0

e Vx,y€Xicin; (x,y) = (y,x)



e Vx,y,z€Xicin; (x+vy,z) =(x,z)+(y,2)
e Vx,y€Xvea € Figin; (ax,y) = a(x,y)

(X, (,)) ikilisine i¢ carpim uzay1 (veya 6n- Hilbert uzay1) denir.
llxIl = (x, x)

biciminde tanimlanan norma X {izerinde i¢-¢arpim normu denir.

dix,y) =llx—yll=J{x—y,x—y)

bigiminde tanimlanan d fonksiyonu X {izerinde bir metriktir. I¢ carpim yardimiyla

tanimlanan d metrigine gore X i¢ ¢arpim uzay1 tam ise X e Hilbert Uzay denir.

Tanmm 2.6 : X ve Y, R {izerinde birer vektor uzay1 olmak {lizere Vu,v € X ve Vc € R
i¢in;
T:-X->Y

dontisiimii asagidaki 6zellikleri sagladiginda T doniisiimiine lineer doniisiim denir.

1) VuveXicinT(u+v)=Tw)+Tw)
2) YVu€eXicinT(cu) =cT(u) (Vc € R)

Tamm 2.7 : w: X — X doéniisimii Vx,y € Xveu € R i¢in asagidaki 6zellikleri

sagliyorsa ortogonaldir denir.

1) wx+y)=w®+ o @),
2) o(ux) = pw(x),
3) (x,y)=(wk),w®))

Tanim 2.8 : X ve Y reel normlu vektor uzaylart olsun. f: X = Y donilisimii V a,b € X

ve t € [0,1] i¢in

f((1=va+th) =1 -0)f(a) + tf(b)
kosulunu sagliyorsa f doniistimiine afin doniisiim denir.

Tamm 2.9 : X ve Y reel normlu vektor uzaylari olsun. f: X — Y doniistimii k > 0 ve



Vx,y €Xigin;

If () = FO)II < Kllx =yl
kosulu saglaniyorsa bu doniistime Lipschitz doniistimii denir.
Tanim 2.10 : X ve Y reel normlu vektdr uzaylari olsun.

f:X-Y
donilisimii V x, y € X i¢in;
If () = FDIl = llx =yl

kosulunu sagliyorsa bir izometri denir. f bir izometri ise, f1:Y — X ters doniisiimii de

bir izometridir. X den Y ye bir izometri varsa bu uzaylara izometriktir denir.

Tamim 2.11 : (X, || .|| ) normlu uzayinda ||x|| = ||y|| = 1 olacak bi¢imdeki farkli her
x,y €X i¢in |[x + y|| <2 oluyorsa bu uzaya strictly konveks uzay denir. Kesin
konveks uzayda birim kiire iistiinde alinan farkli iki noktay:1 birlestiren dogru pargasi

kiireyi sadece bu iki noktada keser.
Tanim 2.12 : X ve Y reel normlu vektor uzaylari olsun.

f:X-Y
fonksiyonu

Ix —yll=p iken [[f(x) —fOII<p

Ozelligini sagliyorsa p uzakligina contractive uzaklik denir.
Tanim 2.13 X ve Y reel normlu vektor uzaylari olsun.

f:X-Y
fonksiyonu

Ix —yll = p iken [|[f(x) — fFOII = p

ozelligini sagliyorsa p uzakligina extensive uzaklik denir.



3. MAZUR-ULAM TEOREMIi

X ve Y birer normlu vektor uzayi olmak {izere;
f:X-Y
doniistimiiniin afin oldugunu gostermek igin,
T(x) =fx)—f(0)
bi¢ciminde tanimli
T:X-Y

fonksiyonunun lineer oldugunu gostermek yeterlidir. Bir izometri afin olmak zorunda
degildir. Bunu gérmek icin 6zel bir 6rnek secilsin. X = R ve Y = R? olsun. R? de ki

norm;
llxIl = max(|x,, x2])
olarak alinsin. ¢: R = R doniisiimii V s, t € R i¢in;
lp(s) —p®)| < |s —tl
olacak bicimde tanimlansin. Ozel olarak, ¢(t) = sint veya ¢(t) = |t| almabilir.

f:X->Y
s+ f(s) = (s,9(s))

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu bir izometridir. Gergekten;
£ (s) = FOI = lI(s, 0()) — (& @)l
=lls =t o(s) — @l

=|s — ¢
olup, f bir izometridir.

f(A-0ta+th) = ((1 —ta+th,p((1-ta+ tb)) (3.1)
ve

1 -0f(@+tf(b) = (1 —-t)(a ¢(a)) +t(b,¢(b))

= ((1 —t)a+th,(1—-t)e(a)+ tp(b) ) (3.2)
olup f fonksiyonunun afin olmasi igin;



p((1—0a+tb) =(1-t)e(a)+teb)

olmalidir. f: X = Y izometrisinin afin olmasi i¢in V a,b € X i¢in

f(a;rb) _ f(a)nztf(b)

olmas1 gerekir.

Teorem 3.1 : E ve F birer normlu uzay olmak iizere
fiE—>F

birebir , 6rten dontlisiimii izometri ise afindir (Mazur ve Ulam 1932).

Ispat. a,b € E segelim ve z = asz olsun. g: E — E bigiminde a ve b noktalarini sabit

birakan tiim izometriler kiimesi W ile gdsterilsin.
A = supfllg(z) —z|| : g e W} € [0,0)
lg(2) —all = llg(2) — g(@) |l = ||z — al| dir. Boylece;
lg(z) =zl = llg(z2) —z—a+all

<llg@ —all + lla —zI|

= |lz = all + [lz — all

= 2|z —all
olup, bu durumda A sonludur. , E de z noktasina gore simetri olsun. g € W ise,

g =¢pgPgew
olur. Buradan;
9" (@ =yg~g(@) =g~ P(a) =g ') =y(d) =a
olup g*(b) = b dir. ¢, g, g~ izometri oldugundan, g* da izometridir. Bu durumda ;
lg™(2) —zll < 2
oldugu gortiliir.
2llg(@) —zll = llpg(2) — g@)l = llg~'Pg(2) -zl
= IYg~'Yg(2) — Y (@)l



=lg*(2) —zl|
<
olup bu durum ancak A = 0 i¢in gegerlidir. Yani, V g € W igin g(z) = z dir. Boylece;

lg(z) —z|l = 0

f(a)+f(b)
2

dir.  f:E —> F birebir, orten bir dontisim olup f(z) =2z' = oldugu

gosterilmelidir. ¥';F de 2z’ noktasina gore simetri olsun. Bu durumda, h =
YfY'f € W olup h(z) = z dir. Buradan y'f(z) = f(z) olup z’ noktas1 ¥’ altinda

sabit kalan tek nokta olup f(z) = z' bulunur. Yani f, orta noktalar1 korur ve afindir.



4. BIRIM UZAKLIGI KORUYAN DONUSUMLER

Teorem 41 : T: E"->E"(2<n <o) donisimi a >0 icin a —uzakligini
koruyorsa yani d(p,q) = a olacak bigimdeki her p,q E™ ig¢in d(T(p),T(q)) =a
oluyorsa T, tiim uzakliklar1 korur. Burada E™ ile n —boyutlu Oklid uzay1 gosterilmistir
(Beckman ve Quarles 1953).
Ispat. Teoremi ispatlamak igin asagidaki lemmalara ihtiya¢ duyulur. n = 2 icin ispat
asagidaki bigimindedir. a = 1 almak genelligi bozmaz.
Lemma4.1: T, tek degerlidir (Beckman ve Quarles 1953).
Ispat. T, tek degerli olmasimn. O halde dyle bir p, noktas1 vardir ki p; noktasmin T’ (p;)
ve T (p,) gibi en az iki gorlintiisii vardir. A p;p,p; birim kenarli eskenar liggen olacak
sekilde p,,p; € E™ noktalar1 segilsin ve bu noktalarin sirasiyla goriintiileri
T (p,), T (p3) olsun. O halde; T(p,)T'(p1)T(p3)T" (py) dortgeni bir eskenar dortgen
olup d(T’(pl),T”(pl)) = /3 tir. p,, Ps, Pe Ve p, noktalari;
d(p1,p4) = d(p1,p7) = V3, d®4,p7) = d(ps,p1) = d(Pe,ps) = 1

olacak bicimde secilsin. p, noktasinin goriintisii ya T'(p,) dir ya da T"(p,) dir.
d(ps,p1) = 1 oldugundan;

d(T(ps), T'(p1)) = d(T(ps), T" (1)) = 1
dir. Ayrica d(pg, p1) = 1 oldugundan;

d(T(pe), T'(p1)) = d(T(we), T" (1)) = 1
dir. Buradan {T(ps),T(ps) } = {T(p,),T(p3)} oldugu gorilir. O halde; T(p,) =
T'(p;) veya T(py;) =T"(p,)elde edilir. Ayrica d(ps,p;) =1 olmasma ragmen
goriintiisii d(T(p,), T(p;)) = 0yada d(T(p,), T(p;)) = V3 olur. Bu ise bir geliskidir.
O halde T tek degerlidir. Yani; T'(p;) = T"' (p,) dir.

Lemma 4.2 : Eger;

V3—-1<d(p,p,) <V3+1
ise T(p1) # T(p,) dir (Beckman ve Quarles 1953).

Ispat. Birim ¢emberin goriintiisii birim ¢ember oldugu agiktir. p; merkezli C; birim
¢emberi ile p, merkezli C, birim gemberi alinsin. C; ¢emberi iizerinde a ve b noktalari,

C, ¢cemberi tizerinde de bir ¢ olup a, b ve ¢ noktalar1 arasindaki uzaklik 1 birim olacak



sekilde bir eskenar liggen olusturulsun. Eger T(p;) = T(p,) ise bu durumda a,b,c
noktalarin1 kose noktasi kabul eden tiggenin goriintiisii T(p,) = T(p,) merkezli birim
¢ember lizerinde olup celigki elde edilir.

Lemma 4.3 : T; V3 uzakliklar1 korur. Boylece T doniisiimii tiim uzakliklar1 korur
(Beckman ve Quarles 1953).

ispat. Lemma 4.1 deki eskenar dortgen secilsin. Lemma 4.2 den T; v/3 uzakligim
korudugu goriiliir.

Ayni sekilde T, 2 uzakligint da korur. Bir kenar uzunlugu 1 birim olan diizgiin altigen
cizilirse bu altigen 6 tane birim kenarli eskenar {liggen igerir. T donilisimii birim
ticgenleri korudugu i¢in goriintiileri de ayni1 6zelliktedir. Yani bu tiggenler de bir diizgiin
altigen tanimlar. Karsilikli koseler arasindaki uzaklik 2 br oldugu igin goriintiileri

arasinda ki uzaklik da 2 birimdir. Boylece T, 2 uzakligin1 korur. Ayrica T tiim pozitif

tamsay1 uzakliklar1 korur. Simdi A, B € Z* olmak tlizere T altinda ziB uzakliklarinin da

korundugunu gosterelim. Lemma 4.2 den biliyoruz ki A3 —1) < d(py,p,) <
A3+ 1) olacak bigimde ki V py,p, noktasi i¢in T(p;) # T(p,) dir. iki kenarinin
uzunlugu 24 ve bir kenar1 A olan A KLM ikizkenar tiggenini inceleyelim. Bu {iggenin
kose noktalari korunur. T doniisiimii tamsayr uzunluklarmi korudugu i¢in A KLM
tiggeninin goriintiisii ikizkenar tiggendir. Cap1 KL ve KM olan iki ¢ember alalim. Bu
cemberler iki noktada kesisir. Birincisi L ve M noktalarinin orta noktasidir. Bu orta
nokta p, ile gosterilsin. Diger nokta ise p; ile gosterilsin. K = p; oldugu agiktir.
Goriintii gemberler ise T(p;) ve T(p,) noktalarindan gegerler. Yani; LM nin orta
noktas1 T(L)T (M) nin orta noktasina donisiir. Boylece g uzakliklar1 da korunmus olur.

A(V3-1) <d(py,p2) = gA <AW3+1) olup T(py) # T(py) dir. T; 2‘12 ve ziB

uzakliklarini korur. Pozitif rasyonel sayilar kiimesi pozitif reel sayilar kiimesinde yogun
oldugundan d(p, q;) = 2% olacak bigimde ;

lim;,o, d(p,q;) = d(p,q) ve lim;_, q; = ¢
ozelliklerini saglayan {q;} dizisi bulunabilir. q; ; q ya yakinsadiginda q; ve q noktalari
yarigapt (ZLB) olan gember lizerinde kalir. Bu durumda T,, ve T, noktalar1 da (ZLB)
yarigapli ¢ember tlizerinde kalir ve bununla birlikte; lim;_,Tq; = Tq olup tim i ler

i¢in;
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lim d(T(p), T(40) = d(p,q)

elde edilir. d(p, q;) uzakliklarin1 korudugundan d(T (p), T(q)) = d(p, q) dur.

Xve Y iki reel normlu vektor uzayi olmak iizere;
f:X->Y
dontistimii i¢in asagidaki 6zellikleri g6z 6niinde bulunduralim.

e |lx —y|l = 1olacak bigimdeki V x,y € X igin,
If () —fOIl=1

oluyorsa bu 6zellige birim uzakligi koruyan doniisiim denir. Bu 6zellik kisaca DOPP ile

gosterilir ( Rassias ve Semrl 1993).
e |lx —y|l = 1olacak bigimdeki V x ,y € X igin,

If ) —FI=1

oluyorsa ve f~1 i¢inde aym esitlik gecerli ise bu 6zellige giilii birim uzaklig1 koruyan

dontisiim denir ve kisaca SDOPP ile gosterilir ( Rassias ve Semrl 1993).

Problem 41 : f:X =Y (DOPP) kosulunu saglayan bir doniisiim olsun. (f siirekli

olmak zorunda degildir.) Bu durumda f : X — f(X) < Y bir izometri midir ?

Problem 4.1 Aleksandrov tarafindan 1970 de literatiire sunulmustur (A.D Aleksandrov
1970).

Teorem 4.2 : X ve Y iki reel normlu vektdr uzayr olsun ve bunlardan en az birinin
boyutu birden biiyiik olsun. Kabul edelim ki f, (SDOPP) &zelligini saglasin ve Orten

olsun. Bu durumda £, birebir bir doniisiim olup V x,y € X i¢in;

HIFG) = fOI = llx =yl <1 (4.1)
saglanir. Ustelik f her iki dogrultuda n € Z* uzakliklarini korur (Rassias ve Semrl

1993).

Ispat. Her iki uzaymda boyutunun birden biiyiikk oldugunu gosterelim. Ik 6nce
boyY = 2 oldugu kabul edilsin. Bu durumda,

Ix =yl =llx =zl =lly -zl =1
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olacak bi¢cimde x,y,z €Y vardir. f, (SDOPP) ozelligini sagladigindan ve Orten
oldugundan;

llx: = yall = llys — zill = llxy — 2z, [ =1
ozelliginde x4, yq, z1€ X vardir. Burada f(x,) = x, f(y1) =y, f(z1) = z alinmustir.
Bu ise boyX = 2 oldugu anlamina gelir. f nin birebir oldugunu gosterelim. Kabul

edelim ki f birebir olmasm. Bu durumda x # y iken f(x) = f(y) olacak bigimde

x,y, € X vardir.
lx =zl =1, lz—yll #1

olacak bigimde z € X vardir. Bu durumda (SDOPP) den dolay1 ||[f(x) — f(2)|| =1 ve
lf(y¥) —f(2)| =1 dir. Bu ise |[y—z||=1 olmasm gerektirir. ||z —y| #1 ve
|z — y|| = 1 olup geliski elde edilir. Bu nedenle f ; birebir ve 6rten doniisiim olup hem

f hem de £~ birim uzakli1 koruyan déniisiimlerdir.

o Kx,r)={z: |lz—x|l <7}
o K(x,r)={z: |lz—x|l <71}
e Cnn+l]l={Zz:n<|z—x||<n+1}

tanimlansin. x,X de keyfi bir vektor, n ise pozitif tamsayr ve n > 1olsun. z €

K (x,n) olsun. boyX > 1 oldugundan;

lxip1— x/l=1;i=01,..,n—1
olacak bi¢imde,
X = Xgy X1y e s Xn=Z
dizisi vardir. Sonug olarak;
If () = fFCx)ll = lIf(2) — f)ll <n
olur. Dolayisiyla,
f(K(x,m) = K(fG,n)
dir. f 1 i¢inde ayn1 sonug elde edilir. O halde ;
f(K(x,n))=K(f(x),n) x €X, neN\{1}

dir. Bununla birlikte f birebir ve 6rten oldugundan x € X, n € N\{1} i¢in
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fC(n,n+1]) = Gy(n,n + 1] (4.2)
dir. Sabit bir x € X ve z € C,(1,2] kiimesi se¢ilsin.
u=z+(lz=xID"*(z—x)
vektori segilsin. Bu durumda u; C,(2,3] tarafindan kapsanir. (4.2) den dolay1
f(u) € Crx(2,3]

elde edilir. Boylece;

If () = fF)ll > 2 (4.3)
dir. Simdi

If(2)-fll <1
oldugu kabul edilsin. Bu durumda;

If () = fF@I < MfFC) = fF@DI+NIf(2) = fFl
=fe) - f@l+1

<2
elde edilir. Bu (4.3) ile gelisir. Boylece,
f(C(1,2]) © Cr(1,2]
oldugu kanitlanmis olur. Ayni sonug f~1 icinde gegerlidir.
f(C(L2]) = Crp(1,2] ve f(K(x,1) = K(f(x),1)
tim x € X ler igin gegerlidir. Bu esitlik (4.2) esitligi ile (4.1) esitsizligini gerektirir.
Ispati tamamlamak igin her iki yonde tiimevarim yontemi uygulanarak ispatin

dogrulugu gosterilmelidir. n i¢in onerme saglansin. Yani, ||x — z|| = n iken ||f(x) —

f@|l=nolsun. |lx—z||=n+1 iken |Ifx)—f@I<n+1 oldugu
gosterilmelidir.
_ f@—-fx)
A A e e

vektori segilsin. f orten oldugu i¢in u = f(v) olacak bigimdeki v € X vardir. O halde

lu—f(x)|| =1 den ||lv — x|| =1 elde edilir. Eger |[u — f(2)|| <nise |l[v—z|| <n
dir. ||lv — x|| = 1 oldugundan ||x — z|| < n + 1 oldugu gorilir. Boylece ||lu — f(2)|| =

n olup buradan,
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n<llu-f@N = [fe(1- =) - f@ (1- )|

=[lfG)—f@I-11
bulunur. Boylece ||f(x) — f(2)|| = n + 1 dir. Tersi iginde ispat gegerlidir.

Onerme 4.1 : Teorem 4.2 de ki X ve Y reel normlu vektér uzaylarmin boyutunun
birden biiyiilk olma kosulu kaldirilirsa (4.1) esitsizligi saglanmaz (Rassias ve Semrl
1993).

Ispat. f: R — R fonksiyonu

_(x+2 X€EZ
f(x)_{x, x&Z

bi¢iminde tanimlansin. Ozel olarak x = 1.2,y = 2 olsun. Bu durumda; f(x) =
1.2, f(y) = 4 elde edilir|Jx —y| = 0.8 ve |f(x) — f(y)| = 2.8 olup (4.1) esitsizligi

saglanmaz.

Onerme 4.2 : Teorem 4.2 de ki (4.1) esitsizligi keskindir (Rassias ve Semrl 1993).
. 1 ..
Ispat. € € (0, E) ve g.: [0,1] — [0,1] igin

~ ¢, t €[0,1— €]
ge(t) = 11__38 1
Tt+(2—;),t €[1—-¢1]

bi¢giminde tanimlansin. Ayrica h,: R - R ve h.(s) = [s] + g.(s — [s]) tanimlansin.

h, monoton artan bir fonksiyon 6zelliginde oldugundan,

|s—t|l=n (n=12,..) olup ho(s) =a ve h.(t) =a+n elde edilir. Buradan
|h.(s) — he(t)| = n dir. Ayrica,

s —t| <nisen=1,2,.. igin |h(s) — h(t)| <n,

ve

Ihe(s) — he(D)] < ——1s — t]
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elde edilir. C[0,1] , [0,1] de tanimlanan tiim reel degerli siirekli fonksiyonlarin kiimesi
olsun. ¢, : C[0,1] - C[0,1] , (qbg (x))(t) = hg(x(t)) fonksiyonunu tanimlayalim.
@, birebir ve orten dontisiim oldugundan, (q[)g_l(x)) (t) = h,~ ' (x(t)) oldugu goriiliir.
Keyfi x,y € C[0,1] igin |[x — y|| = n ve t, € [0,1] igin, |x(ty,) — y(to)| = n ve tim
t € [0,1] i¢in |x(t) — y(t)| < nise tim t € [0,1] i¢cin |(he(x(ty) —h:(¥(ty))] =n
ve |he(x(t) — he(y(t)] < nolup |[¢p:(x) — p:(¥)|| = n elde edilir. Boéylece ¢; tim n
pozitif tam say1 uzakliklarimi korur. x(t) =1—e¢e € C[0,1] ve y(t) =1 € C[0,1]
alalim. Buradan |[x — y|| = € olup (cpg(x))(t) = (qbg(y))(t) = 1 oldugu goriliir.
Boylece, || (x) — dp.(¥)|| = 1 — € oldugu agiktir. Sonug olarak;

Nl$e(x) =PI = llx = ylll =1 - 2¢
elde edilir. Burada ¢ istenildigi kadar kiiciik se¢ilebileceginden Teorem 4.2 de ki (4.1)
esitsizligi keskindir.

Teorem 4.3 : X ve Y reel normlu vektdr uzaylart ve birinin boyutu birden biiyiik olsun.

Kabul edilsin ki f: X — Y dontisiimii k = 1 i¢in Lipschitz doniisiimii ve V x,y € X i¢in

If () = fFDI < llx =yl

esitsizligini saglansin. Eger f fonksiyonu orten ve (SDOPP) 6zelligini sagliyorsa bu
durumda f bir izometridir. Boylece f lineer izometri ile O6telemenin bileskesidir
(Rassias ve Semrl 1993).

Ispat. Teorem 4.2 ye gore herhangi bir n pozitif tam sayisi i¢in f her iki dogrultuda n
uzaklhigimi korur. x,y € X secgelim ve ||x — y|| < ny olacak bigimde n, pozitif tam

sayis1 bulabiliriz. Kabul edelim ki;

If C) = FODII < llx = yli (4.4)
olsun ve
z=x+ g (=)

vektori secilsin. Buradan,
lz— x|l =novellz—yll =no — lly — ||

oldugu agiktir ve
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1f(2) = fFl =no vellf(2) = FDMIl < no = lly — x|
elde edilir. Diger yandan;
If (@) = FON < If@ = fFWI+IF ) = FOl

<ny—lly = x|l + lly — xIl

=n,
olup, [|f(2) — f(x)I|| = ny olmast ile gelisir. Boylece (4.4) saglanmaz. O halde V x,y €
X igin;

If ) = fFWI = llx =yl
olup f izometridir. Mazur- Ulam teoreminden f bir lineer izometri ile 6telemenin
bileskesidir.
Teorem4.4: f:R - R k =1 i¢in Lipschitz doniisiimii olsun ve V x,y € R ig¢in;

1f () = fFOI < llx =l

olsun ve f fonksiyonu (DOPP) &zelligini saglasin. Bu durumda f lineer izometri ile
Otelemenin bileskesidir ( Rassias ve Xiang 2000).

Ispat. £(0) = 0 almak genelligi bozmaz. Aksi halde f fonksiyonu yerine f(x) — £(0)
fonksiyonu incelenebilir. f fonksiyonu (DOPP) 6zelligini sagladigindan,

lfF(D)-fO)I=1-0]=1
dir. Boylece f(1) = 1 veya f(1) = —1 olur.
(i) f(1) = 1 olmasi halinde oncelikle tiim negatif olmayan tamsayilar i¢in f(n) = n

oldugu tiimevarim yontemi ile gosterilebilir. n; 1 den biiyiik bir tamsayr ve m ise

0 < m < n olacak bi¢imde herhangi bir pozitif tamsay1 olmak iizere f(m) = m olsun.

Burada n, 1 den biiyiik bir pozitif tam sayidir. Ayrica,

f)—fn-D|=lf(m)—-n-D|=1
oldugundan, f(n) = n — 2 veya f(n) = n dir. Kabul edilsin ki;

r= (n-2)+(n-1)

fn)=n—-2 ve .

olsun. f fonksiyonunun contractive 6zelliginden;
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S~ f=- = f(r-1D = fr =D - If )~ f(r—D| =1~
r— (-1l =1

elde edilir. Bu nedenle; |f(r) — f(n — 2)| = % dir. Aymi argliman kullanilarak,

@)= fn =Dl =3

elde edilir. Ayrica, f(n—2) =n—2ve f(n— 1) = n — 1 oldugundan;

= @ZBH @D

oldugu goriiliir. Buradan,

(-1 +n
=

tanimlansin. Benzer sekilde;

(n-2)+(n-1)

f(8) = fln = DI =3, If(s) = fF(m)] =2 ve f(5) = 222

elde edilir. Boylece; |f(r) — f(s)| =0 ve |r—s| =1 olmas: yani fnin (DOPP)

ozelligi ile gelisir. Bu durumda f(n) = n olmak zorundadir.

Benzer bigimde f(—1) = —1 olmak zorundadir. Aksi halde f(—1) =1 ve f (_?1) =

f(5) =3 elde edilir. Bu ise f fonksiyonunun (DOPP) szellii ile gelisir. ¥ n € Z igin
f(n) =ndir. Vx €R igin x € [ngy, ny+ 1] olacak bigimde n, tam sayis1 vardir.

f:R = R, k =1 i¢in Lipschitz doniisiimii oldugundan ve yukaridaki argiimandan ,

|f () = f(no)l = |x —nol ve [f(x) = f(no + )| = |x —no — 1]

yazilabilir. Bu nedenle f(n) = n olmak zorundadir. Boylece f V x € R i¢in f(x) = x

ozelligindedir ve lineer izometridir.

(ii) f(1) = —1 durumunu inceleyelim. vV x € R igin g(x) = —f(x) olsun. g; (DOPP)
ve k = 1igin Lipschitz doniisiimii 6zelligindedir. O halde g, (i) den dolay: bir lineer
izometri ve  Vx € Rigin g(x) = x dir. Bu durumda f(x) = —x olup bir lineer

izometridir.
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Bir uzaklik yerine iki uzaklik koruyan f:X — Y doniisiimleri icin W. Benz ve Berens

asagidaki teoremi ispatladilar.

Teorem 4.5 : X ve Y reel normlu vektor uzaylart olsun. boyX > 2 ve Y Kkesin konveks
olsun. vV x,y € X i¢in f: X — Y doniisimii

o lIx—yll=pisellfx)—fII<p

e |lx—yll=mpisellf(x)—fMI=zmp 1<m €2)

Ozelliklerini saglarsa bu durumda f, lineer izometri ile 6telemenin bileskesidir (Rassias
ve Xiang 2000).

Teorem 4.6 : X ve Y reel normlu vektdr uzaylari olsun. Kabul edelim ki boyX > 2 ,Y
kesin konveks ve f:X — Y doniisimi i¢ uzakligi koruyan doniisiim olsun. Bu
uzakliklar, 1,a,1 + a olsun. Bu durumda f, lineer izometri ile 6telemenin bileskesidir
(Rassias ve Xiang 2000).

Ispat. (i) x,y € Xicin ||x — y|| = 2 + a olsun ve

. 1 - 1+a
f=xt+o—-vex,=x+——y-x)
vektorleri segilsin. Buradan;
Iy = xll =1 [lx; —xzll =a, ly—xll=1+a llx; —x[[=1+a lly—xl =1

dir. Buradan

If () = FOONl =1, MIf Gx0) = fFedll = a, [If ) = fFxDll = 1 + a,
IfCx2) =fll =1+a lIf(y) = flxadll =1

ve
IfCx2) = fFEONl = 1If ) = FOON + If () = fFGDll =1+ a
If ) = fFODI = 1If(x0) = FODN+ ) = fx) =1+ a

elde edilir. Y kesin konveks oldugundan

fx) = f0) + :161 (f(x) = F(O) Ve f(x2) = f(x) + 7= (FO) = F(x0)).

1+a

dir. Boylece,
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1+a 1+a

fO)=Z2f00) —2f(x) Ve f()="f(x) —=f(x)
olup Vx,y € X igin;

lx —yll=2+a iken ||[f(x) —f()Il =2+ a elde edilir. Sonug¢ olarak f,2 +a

uzakligini korur.

(i) V x,y € X olmak iizere ||x — y|| = 2 + 2a olsun ve

1+a 2+a

Xp =X+ o—(y—X) V& X =X +——(y —X)
vektorleri segilsin. Buradan;
lx; —xl[ =1+a,llx; —x:ll =1L lly—xll =1+a, |lx; —x]| =2 +q,

ly = xll = a

dir. f;1,a,1+ave2+a uzakliklari1 korudugundan benzer bigimde ||f(y) —
)|l =2 + 2a dir ve boylece f doniisimii 2 + 2a uzakliklarini da korur. Teorem 4.5

den ispat tamamlanir.

Uyar1 4.1 : Teorem 4.6 da ki 1, a, 1 + a uzakliklari yerine a, b ve a + b uzakliklari da
aliabilir (Rassias ve Xiang 2000).

Teorem 4.7 : X ve Y reel normlu vektdr uzaylari olsun ve Y kesin konveks olsun.
Kabul edilsin ki f: X — Y doéniistimii (DOPP) 6zelligini saglasin ve k = 1 igin

1f () =fFMI < llx = yli
bir Lipschitz doniisiimii olsun. Bu durumda f, lineer izometri ile 6telemenin bileskesidir
(Rassias ve Xiang 2000).

Ispat. x,y € X olmak iizere ||x — y|| = % olsun. z = x + 2(y — x) vektorii segilsin.

Boylece

1
lx =zl =1,1ly -zl =5
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ve

N| =

lx =yl = lf ) = fFDIN=Mf @ —-fFWMI=Ilf @) —f@DI=1-lz—yll =
dir. O halde [|f(x) — f()Il = 5 olmalidir. Benzer sekilde [|f(y) — f(2)Il = 5 ve

If(z) = fOl=1f2)—f)+ Q) — Fl
<If@-fMI+If&)—fl
=1

dir. Ayrica Y kesin konveks oldugundan,

f&) +f(2) 1

fo) === ve IIf0)—f@l =3

1 .
olup boylece f; 1 ve > uzakliklarini korur. Teorem 4.6 da ki benzer yol uygulanirsa f

her iki dogrultuda da pozitif ntamsayr uzakliklarini korur. f contractive doniisiim
oldugundan Teorem 4.5 in ispatindan dolayr f bir izometridir. Sonug olarak f lineer

izometri ile 6telemenin bileskesidir.

Teorem 4.8 : X ve Y reel normlu vektor uzaylari olsun. Kabul edelim ki Y kesin
konveks olsun. f:X - Y donisimi (DOPP) ozelligini saglasin ve |[lx —y| <1

ozelligindeki V x,y € X icin;

1f () = fFOII < llx =yl

saglanirsa f lineer izometri ile 6telemenin bileskesidir (Rassias ve Xiang 2000).

Teorem 49 : n>1,n € Z olmak iizere N > n,, olacak bi¢cimde dyle bir n,, €Z
vardir ki f:R"™ > RN fonksiyonu (DOPP) &zelligini saglar fakat bir izometri degildir
(Rassias ve Xiang 2000).

Teorem 4.10 : X veY iki normlu reel uzay, f:X — Y doniisimii (DOPP) 6zelligini
saglasm. ||x — y|| <1 olacak bigimde x,y € X icin ||[f(x) — fF(WI < llx —y| ve
n >0 icin ||x — y|| = n iken ||f(x) — f(¥)|| = n olsun. O halde f bir izometridir
(Yumei ve Lijun 2012).
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Ispat. Once ||lx —y|l <1 iken ||[f(x) — fF)Il = llx — || oldugu gosterilsin. Kabul
edilsin Ki

If Q) = FDMI < llx =l

olsun.

1
ly—xIl

Z=x+ (y —x)

vektori secilsin. Agik olarak
lz—xl=1velz=yll=1-(lx-yll<1
oldugu goriiliir. (DOPP) 6zelliginden ;
1=lf@-fOI=<If@ = fMI+1fC) = fFMIl
<1-llx=yll+llx =yl
=1
olup, béylece |If(x) — f(¥)|l = |lx — y|l elde edilir. Ikinci olarak herhangi bir

x,y € X igin ||x — y|| > 1 igin &yle bir n tamsayis1 vardirkin < ||x — y|| < n + 1 dir.
n
zZ=x+ ==l (y—x)
vektorii segilsin. f, (DOPP) 6zelligini sagladigindan
lz—xll=nllz-yll = llx-yll-n<1
dir. Buradan
If (@) = fll =n lIf(2) - fWIl =llz=yll
oldugu goriiliir. Boylece
If(2) = fN+f@ - fOIl=n+llx—yll—n=x—yl

olup

I ) = fFOI < llx =yl
elde edilir. Simdi

If C) = FODI = llx = yli
oldugunu gosterelim. Kabul edilsin ki ||f(x) — f(»)|l < |lx — yI| olsun ve

1
ly—xIl

zZi=x+Mn+1) (y —x)

vektorii secilsin. Boylece
lzs —xll=n+1vellz;—yll=(n+D —llx-yll <1

ve
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n+1=|f(z)—fEIN<fz)—fWI+If ) —Fl
<n+1—|lx—=yll+lx-uyl
=n+1
elde edilir. Bu ise bir geliskidir. Yani; V x,y € X icin [|f(x) — f(¥)|| = |lx — y|| olup f

bir izometridir.
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5. HIPERBOLIK GEOMETRIDE BECKMAN-QUARLES TEOREMI

a,b,c,d € C,ad — bc # 0 olmak lizere genellestirilmis kompleks diizlemden kendisi
lizerine tanimli bir M6bius doniisiimii
f: €U {oo} = CU {oo}
az+b
cz+d

z0 f(2) =

bigiminde tanimlidir. Mdbius doniisiimleri bileske islemine gore bir grup olusturur ve
Mobius doniisiimleri ag1 koruyan (konform) dontistimlerdir.

Q = {s € CU {0} | s bir Oklidyen cember ya da genisletilmis Oklidyen dogru}
olmak tizere f bir Mdbius doniisiim olsun. Bu durumda ¢ € Q igin f(c) € Q dir.
Literatiirde ¢emberleri koruyan siirekli bir f doniislimiiniin bir Mobius dontistimii
olduguna dair birgok ispat vardir. Mobius doniistimleriyle ilgili bir baska 6nemli 6zellik
ise ¢ifte oran1 korumasidir. Mobius doniistimleri hiperbolik geometride de énemli bir
yere sahip olup (Yang ve Shihai 2006) da ve (Yang ve Shihai 2011) de Lambart ve
Saccheri dortgenleriyle karakterize edilmistir. Hiperbolik geometride ayrica (Li ve
Wang 2009) de iiggensel bolgelerle, (Demirel 2011) de hiperbolik diizgiin ¢okgenlerle,
(Demirel 2013) de yildiz tipli hiperbolik diizgiin ¢okgenlerle ve (Liu 2006) da ise A
tipinde hiperbolik diizgiin ¢okgenlerle karakterize edilmistir.

D={zeC]lzll <1}
birim diskini kendisine doniistiiren bir M6bius doniisiimi

. Zgt+ Z
z) =e'
f@ 1+ 2z,z

Zot+z

(6 ER, zy €D)

bigiminde tanimlanir. Burada =a@z ile gosterilirse f(z) =e“(a @ 2)

1+Z52
bigiminde gosterilir. Buradaki “@” islemi kompleks birim disk iizerinde tanimli
“Mobius toplami1” olarak adlandirilir.
aBz=a® (—2)

bigiminde tanimli “6&” islemine “Mobius ¢ikarma” islemi denir. z& z=0ve &z =
—z dir. Buradaki @ islemi birlesme 6zelligini saglamadigi igin (ID,@) bir grup degildir
fakat bu ikili bir gyrogruptur.

Tanim5.1 : G # @, @ ise G lizerinde tanimli bir islem olsun. Eger asagidaki dort

ozellik saglantyorsa (G,@) ikilisine bir gyrogrup denir.
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(Gy) Ya€eGigin 0 a = a olacak bicimde 30 € G vardir. (Burada 0 sol birim
elemandir.)
(G,) Va€eGicin b@® a =0 olacak bigimde 3 b € G vardir. (Burada b,a’nin sol
tersidir.)
(G3) Y a,b € G igin a ve b yardimiyla tamimh bir gyr[a, b] gyrootomorfizmasi vardir
Oyleki

a@® (b @ c)=(adb) ® gyrla,b]c
dir. Son esitlige sol gyrobirlesme 6zelligi denir.
(G4) VY a,b € G igin gyr[a, b] = gyr[a @ b, b] dir. (Sol loop 6zelligi)
Tiim bu aksiyomlarla birlikte
(Gs) Va,b € Gigin

(a®b) = gyrla,b](b @ a)

saglaniyorsa (G,) gyrogrubuna gyrodegismeli gyrogrup denir.

(D,) ikilisinin bir gyrodegismeli gyrogrup oldugu agiktir. D diskini R? deki orjin
merkezli birim yarigapl ag¢ik yuvara (R;%)
Cou=u; +iu, = (u;,u,) € R?
Re(w, v) = (u,v)p
lul = [lull
biciminde eslersek R;% de Mdbius toplami

utv (142w v) + IvlPu+ (1 - lJull®)v

uOv =TT 1+ 2(w, v) + T2l

bi¢iminde gosterilir. Ustelik bu Mobius toplam1 R;" de de gecerlidir. (V, +,.) herhangi
bir i¢ carpim uzay1 olmak iizere s —yarigaph

i={zeV|lzl| <s}
acik yuvarinda Mobius toplami

2 RRTNE _M>
(14 Z v + 5z lol?)u+ (1-145) v

uPpv=

2 1
L+ = (wv) + o llull?llv]?

bi¢iminde tanimlanir. Burada s — oo i¢in V; agik yuvar1 V ye genislerken

Iimu@v=u+v

S—00

dir. V; de Mobius skalar ¢carpimi ise r € R igin
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v
vl

biciminde tanimlidir. Bu ¢arpimin asagidaki 6zellikleri saglandigi agiktir.

v
r ® v = stanh (rtanh‘1 ”s_”>

VreRuveV,v+0 ver® 0 = 0 olmak iizere;
PH)nN@Rv=vPvd..0v(n—tane)
P)(n+n)Q@v=rQ@vdnrnQv

(Ps) (nm) Qv=rQ (r, ®v)
PI)TRmMvBrRR®v)=r® " v)DrQ ( ®v)

Ps) lr @ vll = |r| vl

7| Qv v
P)—=—
(Pe) lr®vll — vl

(P7) gyrla, bl(r ® v) = r & gyrla, blv
PH1Quv=v
Tamim5.2 : Uzerinde tanimli @ Mobius toplami ve @ Maébius carpimiyla (V;,D,Q)
ticliisiine bir Mobius gyrovektor uzayi denir.
Bir vektor uzayinda tanimli toplama ve skalarla ¢arpma islemleri sagladigi 6zellikleri
Mobius gyrovektér uzaylarinda €@ Mobius toplami ve @ Mobius ¢arpimi saglar.
Ornegin Oklidyen n —uzayinda A, B noktalarindan gegen bir Oklidyen dogru
a() =A+A(B—-A4A)
= A+ A4B
bigiminde gosterilirken (R;",,®) de A ve B noktalarindan gegen gyrodogru
a)=AD1Q (BOA)

biciminde gosterilir.

Sekil 5.1 : D diskinde p ve u noktalarindan gegen gyrodogru

Geometrik olarak a(21); R;™ de orjin merkezli birim yarigapl yuvar dik kesen ve A ile

B noktalarindan gecen cember yayidir. Bu dogrular ise hiperbolik geometrinin Poincare
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yuvar modelindeki dogrular1 gosterir.

Tamim 5.3 : (V;,@) bir Mobius gyrogrup olmak tizere A, B € D igin A ile B arasindaki
gyrouzaklik
d(4,B) =11A© Bl|
ile gosterilir.
Tanmm 5.4 : (V,,®,Q) bir Mobius gyrovektor uzayr olmak tizere
f: (68.8) - (V,0,8)
fonksiyonu verilsin. vV A, B € V; igin
d(f(A),f(B)) = d(A, B)
esitligi saglaniyorsa f ye bir gyroizometri denir. A.A. Ungar (Ungar 2005) de (R,",&®
,&) dan kendisine tanimli bir gyroizometrinin
p(x) =AD R(Xx)
bi¢giminde yazilabildigini gostermis olup burada p(0) = A, Rise nxn tipinde bir
ortogonal matristir.
Tamm 5.5 : K, L, M, (R;",®,®) Mobius gyrovektdr uzayinda ayn1 gyrodogru iizerinde
olmayan {i¢ nokta olmak {izere bu noktalar1 kose kabul eden ve bu noktalardan gecen

gyrodogrular yardimiyla ¢izilen iggene Mobius gyroiicgen denir.

/

Sekil 5.2 : D diskinde A4, B, C noktalarindan gegen gyrotiggen

a=0LPM a=|lall
b=6OM®K b = ||b]|
c=0K®L c=|cl|

olmak tizere;
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OK®L OKOM

CSCTIeK®LINOK ® M|
g = OLOK OLOM
OPEIeL@KINSL @ M
OMBPK 6SMOEL
cosy =

oM ®KllloMe Ll

dir. Kesisen iki gyrodogru arasindaki agmin 6lgiisii kesisim noktasindaki Oklidyen
tegetler arasindaki acmnin dlgiisiidiir. Hiperbolik iicgenlerin Oklidyen iicgenlere gore
avantajli yani asagidaki teoremdir.

Teorem 5.1 : A KLM, (R;",®,®) de bir Mdbius gyroiicgen olmak iizere K,L, M
koselerindeki gyroagilar @, 8,y olsun. Bu durumda;

_cosa +cos(B +v)

2
IS LM = cosa + cos(f —y)
, _ cosp +cos(a+y)
IS M S K™ = cosp + cos(a —y)
IOK@L|? = cosy +cos(a + )

~ cosy + cos(a — fB)
dir.

Sonu¢ 5.1 : A KLM bir eskenar gyroiiggen olsun. Yani,

loLdMI=IoMOKI=I©KDLl=a
ve
£KLM = £LMK = £MKL =

a=+vV2cosa —1

olsun. Bu durumda;

dir.

Asagidaki sonuglarda f(x) = x' ile P ve Q noktalarindan gegen gyrodogru PQ ile,
koseleri P, Q, R olan gyroliggen A PQR ile, koseleri P,Q, R, S olan gyrodortgen PQRS
ile, P ve Q noktalarindan gegen gyrodogru pargasi [P, Q] ile gosterilecektir.
Lemma5.1: D ={z€C]||z| <1} olmak iizere f: D - D, a € (0,1) gyrouzakligini
korusun. Bu durumda f tek degerlidir (Demirel vd. 2021 ).
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Ispat : Kabul edelim ki f(4) = U, f(4A) =V, U # V olacak bicimde A € I olsun,
yani f tek degerli olmasm. d(4,B) = d(4,C) = d(B,C) = a olacak bi¢imde ABC
gyrotiggenini  olusturalim. f; a — uzakligini korudugu i¢in d(A’,B") =d(4',C") =
d(B',C") = a olup A'B'C’ bir eskenar gyrotiggendir. ZABC := a olsun. Bu durumda
a? = 2cosa — 1 olup buradan cosa = % dir. ABC gyroii¢geni yardimiyla ABCD
eskenar gyrodortgenini olusturalim. Teorem 5.1 yardimiyla

d(A.D) = cos2a + cosa 14 a?—1
| cos2a+1 (a2 +1)2

elde edilir. B’ ve C' noktalarma a birim uzaklikta olan U ve V den baska nokta
olmayacagindan D' = U yada D' = V olmalidir. gg; A noktasina gore d(D, gg(D)) = a
ve 2g9(D)AD = 6 olacak bigimde bir hiperbolik donme fonksiyonu olsun. Daha agik
olarak go(x) = A @ e (O AP x) biciminde bir déniisim olsun. gg(D) = E ile
gosterilsin. d(4,D) = d(A4, E) oldugu agiktir ve Agg(B)E go(C) dortgeni ABCD ye es
olan bir eskenar gyrodortgendir. d(gg(B),A) = a = d(gg(C), A) oldugundan,
d(f(96(B)),U) = d(f(ge(B),V) = a
ve
d(f(96(0)),U) = d(f(ge(C),V) = a
dir. Buradan {f(ge(B)), f(9¢(C))} = {B’,C’} olup buradan E' = U yada E' =V elde

edilir. Boylece d(D',E") € {0, /1 + %} olup d(E, D) = a oldugundan celiski elde

edilir. Kabuliimiiz yanlis olup f tek degerlidir.
Sonu¢ 5.2 : f: D —» D fonksiyonu a € (0,1) uzakligimi1 korusun. Bu durumunda f,

2_

1+ ——— uzakhigm da korur (Demirel vd. 2021).

(a2+1)2
Ispat. Lemma 5.1 deki ABCD ve Agy(B)Ege(C) eskenar gyrodortgenlerini

a?-1
(a?+1)2

olusturalim. d(4,D) = d(4,E) = |1+ olupd(A’,D") =0yadad(4',D") =

az2-1
(a%2+1)2

boylece d(A',E") = d(D',E") = 0 yada d(4',E") = d(D',E") = /1 + % dir.

1+ dir. d(A’,D") = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda A" = D' olup
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d(A,E) = a oldugu icin bu bir ¢eliski olup d(A’,D') = ’1 +(aazz%1)2 olmak

zorundadir.

Y(a) = ’1 + (:22;11)2 fonksiyonu tanimlansin ve Y™ (a) = z/)(lp(...lp(a)) ...) (n-defa)

olsun. a < y(a) vei < j iken Pt(a) < Y’ (a) oldugu aciktir.

Sonu¢ 5.3 : f: D - D fonksiyonu a € (0,1) gyrouzakligin1 korusun. Bu durumda
v n €N igin Y™ (a) uzakliklar1 korunur (Demirel vd. 2021).

Teorem 5.2 : f: D — D fonksiyonu a? € Q olacak bi¢imdeki a € (0,1) gyrouzakligini
korusun. Bu durumda f tiim gyrouzakliklarini korur (Demirel vd. 2021).

Ispat. (1. Adim) f nin a dan kiigiik tim gyrouzakliklar1 korudugunu gosterelim.
d(P,Q) < a olacak bigimdeki P,Q € D secelim. Bu durumda D de d(P,C) =a =
d(Q,C) esitligini saglayacak bigimde bir C noktasi vardir. C merkezli a yarigapli
gyrogemberi S(C, a) ile gosterelim. Bu durumda bu gyrogemberin iistiinde dyle bir R
noktas1 vardir ki d(P,R) = a esitligi saglanir. Kenar gyrouzunluklari a olan PRC
eskenar gyrotiggenini olugturalim ve ZPRC = « olsun. Simdi d(C, 4;) = d(C, Aj;1) =
d(4j, Ajy1) =a, Ay =P, A, = R, £AijCAi,, = a olacak bigimde A;jCAj,, gyroliggen
dizisini olusturalim. (i =1,2,..) Eger a ¢ mQ oldugu gosterilirse bu durumda

A, = Ay, olacak bigimde hicbir k tamsayisinin olmadigini sdyleyebiliriz. Eger A; = Ay

olacak bi¢cimde k tam sayis1 olursa bu durumda ka = 2w olup @ = 27” € nQ olur. [WK]
de p = %n (m,n € Z) olacak bi¢iminde p sayisi ig¢in cosp = Q oluyorsa bu durumda

cosp € {O, i%, il} olmas1 gerektigini gostermistir. a® € Q olacak bi¢imde V a €

a’+1

¢ {O +2 +1} oldugundan dolayr A; = Q olacak bigimde

(0,1) i¢in cosa = i e
Jj € N vardir. f,a gyrouzakligini korudugu icin ve dolayisiyla a gyroagisin1 korudugu
icind(P,Q) = d(P',Q") bulunur.

(2. Adim) f,2Q® a =a @ a gyrouzakligmi korur. K ve L, S(C,a) gyrogcemberi
tizerinde d(K,L) = 2 ® a olacak bi¢imde iki nokta olsun. f,a kenar gyrouzunluguna
sahip tiim eskenar gyroiiggenleri korudugu ve dolayisiyla bu gyrolicgenlerin «
gyroagilarini korudugu i¢in 1. Adimdan d(K',L") = 2 @ a olur. Benzer diisiinceyle f
nn n@a=a@® .0 a gyrouzakhigini da korudugunu gérmek kolaydir. a? € Q

olacak bigcimdeki V a € (0,1) icin n® a € (0,1) ve (n ® a)? € Q dir. Ustelik 1.
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Adimdan

d(A,B) =d(A,C) =d(B,C)=nQ®a
olacak bi¢imde ABC gyrotiggeni i¢in ZABC = B ise cosff € Q ve f & nQ dir.
(3. Adim) f;a dan biiyiik gyrouzakliklart da korur. d(P,Q) > a olacak bigimdeki
P,Q € D secelim. d(P,Q) < k ® a olacak bicimindeki k € Z* secelim. 1. Adimdaki
gibi P ve Q noktalarindan gecen k @ a yaricapli bir gyrogember olusturalim. Bu
gyrogemberlerin merkezini D ile gosterelim. Bu durumda S(D, k @ a ) lizerinde Oyle
bir W noktas1 vardir ki DPW bir eskenar gyroiiggendir. ZDPW = ¢ ile gosterelim. 2.
Adimdan cos¢ € Q oldugundan f; k ® a dan kiicik tim gyrouzakliklari korur.
Boylece f tiim gyrouzakliklari korur.
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