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Bu çalıĢma beĢ bölümden oluĢmaktadır.  

 

Ġlk bölüm giriĢ kısmına ayrılmıĢtır. Ġkinci bölümde, çalıĢmamız için gerekli olan 

temel kavramlar hatırlatılmıĢtır. Üçüncü bölümde, Mazur-Ulam teoremi ve 

ispatı verilmiĢtir. Dördüncü bölümde, birim uzaklık koruyan dönüĢümler ele 

alınmıĢtır. BeĢinci bölümde, Möbius dönüĢüm tanımı ve hiperbolik 

geometrideki  temel tanımlar verilmiĢtir. Daha sonra  ise Beckman - Quarles 

teoreminin hiperbolik geometride ki ispatı verilmiĢtir. 
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 This thesis consists of five chapters.  

 

 The first chapter is devoted to the introduction section. In the second chapter, some    

required preparatory notions recalled. In the third chapter, Mazur- Ulam theorem and 

proof is given. In the fourth chapter, the transformations that maintain the unit distance 

are discussed. Ġn the fifth chapter, the definition of Möbius transformation and basic 

definitions in hyperbolic geometry are given. Then Beckman – Quarles theorem is 

proved that hyperbolic geometry. 
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1. GĠRĠġ 
 

Ġzometriler sadece matematikle değil, matematik dıĢında fizik ve birçok mühendislik 

alanında karĢımıza çıkan metrik uzaylar arasında tanımlanan ve uzaklıkları koruyan 

özel dönüĢümlerdir. Öteleme, dönme, yansıma iyi bilinen izometri örnekleridir. 

Ġzometriler daima birebirlik koĢulunu sağlarken örten olmak zorunda değildirler. 

Ġzometriler birçok matematikçi tarafından ele alınmıĢ olup literatürde çeĢitli 

karakterizasyonları vardır.  

Bunlardan en meĢhuru Beckman ve Quarles tarafından 1953 de verilmiĢtir. Beckman ve 

Quarles    boyutlu            Öklid uzayından kendisine tanımlı bir   

dönüĢümünün     olacak biçimde    uzaklığını koruması durumunda tüm 

uzaklıkları koruduğunu ispatladılar. Özel olarak     alınırsa birim uzaklığı koruyan 

Öklid uzayından kendisine tanımlı bir   dönüĢümü tüm uzaklıkları korur. Beckman –

Quarles teoremi matematikte uzaklık koruyan dönüĢümlerle ilgili birçok yeni teorinin 

ortaya çıkmasına imkan sağlamıĢtır. Örneğin   ve   reel normlu vektör uzayları olmak 

üzere birim uzaklığı koruyan       dönüĢümü için            nin bir 

izometri olup olmayacağı problemi A.D Aleksandrov tarafından 1970 de verilmiĢtir. 

Birim uzaklığı koruyan bir   dönüĢümü için eğer     dönüĢümü de birim uzaklığı 

koruyorsa bu durumda   dönüĢümünün bir izometri olup olmadığına dair de literatürde 

bazı çalıĢmalar mevcuttur. 

Bunun dıĢında literatürde Lipschitz dönüĢümleri, contractive uzaklığa sahip 

dönüĢümler, extensive uzaklığa sahip dönüĢümlerin hangi koĢullar altında izometri 

olacağına dair birçok çalıĢma mevcuttur. Ġzometriler ile afin dönüĢümler arasında da 

yakın bir iliĢki olup bu iliĢki Mazur – Ulam teoremi ile verilmiĢtir. Ġki normlu uzay 

arasında tanımlı birebir  örten bir izometri afin dönüĢümdür. 

Birim uzaklık koruyan dönüĢümler sadece Öklid uzayında değil, son yıllarda Öklid dıĢı 

geometrilerde de karĢımıza çıkmaktadır. Bu tez çalıĢmasında Beckman – Quarles 

teoreminin hiperbolik geometrinin Poincare disk modelindeki karĢılığı ele alınmıĢtır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Tanım 2.1 :    boĢ olmayan bir küme ve   bir cisim olsun. AĢağıdaki önermeler doğru 

ise   kümesi   cismi üstünde bir vektör uzayı denir. 

           kümesinde + ile gösterilen ve adına toplama denilen bir iĢlem vardır ve bu 

iĢlem aĢağıdaki özellikleri sağlar.  

1.                                    için     tanımlıdır ve        

dir. Yani,   kümesi toplama iĢlemine göre kapalıdır.  

2.                                      için                 

dir. Yani,   kümesinde toplama iĢleminin birleĢme özelliği vardır. 

3.                      [              ç n                ] 

dir. Yani,    kümesinde toplama iĢleminin etkisiz (birim) elemanı vardır. Bu etkisiz 

elemanı   simgesi ile gösterdik.  

4.       için   kümesinde    ile gösterilen ve 

                     

eĢitliklerini sağlayan bir    elemanı vardır. Yani,   kümesindeki her bir   elemanının 

toplamaya göre tersi vardır.   elemanının tersi    ile gösterilmiĢtir. 

5.         için         tir. Yani,   kümesinde toplama iĢleminin değiĢme  

özelliği vardır. 

                         biçiminde, adına skalarla çarpma iĢlemi denilen bir 

fonksiyon tanımlanmıĢtır ve bu fonksiyon aĢağıdaki önermeleri doğrular:  

1)               için                

2)               için              . 

3)               için            . 

4)   nın çarpmaya göre birim elemanı 1 olduğuna göre   nin her bir elemanı için 
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dur. 

Tanım 2.2 : Bir vektör uzayının her bir elemanına vektör adı verilir.  

Tanım 2.3 :   boĢ olmayan bir küme olsun.  

        

fonksiyonu 

               ç n          dır                

                   

                          

koĢullarını sağlıyorsa   fonksiyonuna   üzerinde bir metrik denir.       ikilisine ise 

metrik uzay denir. 

Tanım 2.4 :   bir cisim ve   kümesi   cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.  

‖  ‖       

fonksiyonunu aĢağıdaki koĢulları sağlıyorsa ‖  ‖ fonksiyonuna   üzerinde bir norm 

denir. 

            ç n ‖ ‖    ve ‖ ‖       . 

                  ç n ‖  ‖     ‖ ‖ 

              ç n ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

   ‖  ‖  ikilisine de normlu uzay denir. 

Tanım 2.5 :     cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.  

〈  〉        

fonksiyonu aĢağıdaki Ģartları sağlıyorsa bu fonksiyona iç çarpım fonksiyonu denir.  

        ç n   〈   〉    〈   〉        

          ç n  〈   〉  〈   〉 
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            ç n   〈     〉  〈   〉  〈   〉 

         ve      ç n  〈    〉   〈   〉 

   〈  〉  ikilisine iç çarpım uzayı (veya ön- Hilbert uzayı) denir.   

‖ ‖  〈   〉 

biçiminde tanımlanan norma   üzerinde iç-çarpım normu denir. 

       ‖   ‖  √〈       〉 

biçiminde tanımlanan   fonksiyonu   üzerinde bir metriktir. Ġç çarpım yardımıyla 

tanımlanan   metriğine göre   iç çarpım uzayı tam ise   e Hilbert Uzay denir. 

Tanım 2.6 :   ve      üzerinde birer vektör uzayı olmak üzere                  

için; 

      

dönüĢümü aĢağıdaki özellikleri sağladığında   dönüĢümüne lineer dönüĢüm denir. 

1)          ç n                  

2)        ç n                       

Tanım 2.7 :          dönüĢümü                    için aĢağıdaki özellikleri 

sağlıyorsa ortogonaldir denir. 

1)                     , 

2) ω(          ,  

3) 〈   〉  〈         〉 

Tanım 2.8 :   ve   reel normlu vektör uzayları olsun.       dönüĢümü         

ve   [   ] için 

 (         )                  

koĢulunu sağlıyorsa   dönüĢümüne afin dönüĢüm denir.  

Tanım 2.9 :   ve   reel normlu vektör uzayları olsun.       dönüĢümü     ve 
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          için ; 

‖         ‖   ‖   ‖ 

koĢulu sağlanıyorsa bu dönüĢüme Lipschitz dönüĢümü denir.  

Tanım 2.10 :   ve   reel normlu vektör uzayları olsun.  

      

dönüĢümü         için; 

‖         ‖  ‖   ‖ 

koĢulunu sağlıyorsa bir izometri denir.   bir izometri ise,         ters dönüĢümü de 

bir izometridir.   den   ye bir izometri varsa bu uzaylara izometriktir denir. 

Tanım 2.11 :    ‖  ‖ ) normlu uzayında ‖ ‖  ‖ ‖    olacak biçimdeki farklı her 

      için ‖   ‖    oluyorsa bu uzaya strictly konveks uzay denir. Kesin 

konveks uzayda birim küre üstünde alınan farklı iki noktayı birleĢtiren doğru parçası 

küreyi sadece bu iki noktada keser. 

Tanım 2.12 :    ve   reel normlu vektör uzayları olsun. 

      

fonksiyonu  

‖   ‖       ken  ‖         ‖    

özelliğini sağlıyorsa   uzaklığına contractive uzaklık denir. 

Tanım 2.13   ve   reel normlu vektör uzayları olsun. 

      

fonksiyonu  

                                          ‖   ‖      ken ‖         ‖     

özelliğini sağlıyorsa   uzaklığına extensive uzaklık denir. 
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3. MAZUR-ULAM TEOREMĠ 
 

  ve   birer normlu vektör uzayı olmak üzere; 

 

       
 

dönüĢümünün afin olduğunu göstermek için,  

 

                                                                   
 

biçiminde tanımlı 

 

                                                                 
 

fonksiyonunun lineer olduğunu göstermek yeterlidir. Bir izometri afin olmak zorunda 

değildir. Bunu görmek için özel bir örnek seçilsin.     ve      olsun.    de ki 

norm; 

 

‖ ‖                 
 

olarak alınsın.       dönüĢümü         için; 

 

                  
 

olacak biçimde tanımlansın. Özel olarak,           veya          alınabilir. 

 

      

                                                                                    
 

fonksiyonunu  tanımlayalım. Bu bir izometridir. Gerçekten; 

 

‖         ‖  ‖                 ‖ 
 

                        ‖             ‖ 
 

          
olup,   bir izometridir.  

 

                                      (         )  (            (         ))        (3.1) 

ve  

 

                                                                        
 

                                                                   (                          )   (3.2) 

olup   fonksiyonunun afin olması için; 
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 (         )                  
 

olmalıdır.       izometrisinin afin olması için          için 

  

 (
   

 
)   

         

 
 

 

olması gerekir.  

 

Teorem 3.1 :   ve   birer normlu uzay olmak üzere 

                                                                

 birebir , örten dönüĢümü izometri ise afindir  (Mazur ve Ulam 1932). 

 

Ġspat.       seçelim ve   
   

 
 olsun.       biçiminde   ve   noktalarını sabit  

 

bırakan tüm izometriler kümesi    ile gösterilsin.  

 

     {‖      ‖     }   [     
 

‖      ‖  ‖         ‖  ‖   ‖ dır. Böylece; 

 

‖      ‖  ‖          ‖ 
 

                            ‖      ‖  ‖   ‖ 
 

                    ‖   ‖  ‖   ‖ 
 

    ‖   ‖ 
 

olup, bu durumda   sonludur.      de   noktasına göre simetri olsun.     ise, 

 

            
 

olur. Buradan; 

 

                                        
 

olup         dir.         izometri olduğundan,    da izometridir. Bu durumda ; 

 

‖       ‖    
 

olduğu görülür.  

 

 ‖      ‖  ‖          ‖  ‖          ‖ 
 

                                                                        ‖              ‖ 
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                                                 ‖       ‖ 
 

                              
 

olup bu durum ancak     için geçerlidir. Yani,       için        dir.  Böylece; 

 

‖      ‖    
 

dır.        birebir, örten bir dönüĢüm olup         
         

 
 olduğu 

gösterilmelidir.       de    noktasına göre simetri olsun. Bu durumda,   

           olup        dir. Buradan             olup    noktası    altında 

sabit kalan tek nokta olup         bulunur. Yani  , orta noktaları korur ve afindir. 
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4. BĠRĠM UZAKLIĞI KORUYAN DÖNÜġÜMLER 
 

Teorem 4.1 :                  dönüĢümü     için   uzaklığını 

koruyorsa yani          olacak biçimdeki her           için  (         )    

oluyorsa  , tüm uzaklıkları korur. Burada    ile   boyutlu Öklid uzayı gösterilmiĢtir 

(Beckman ve Quarles 1953). 

Ġspat. Teoremi ispatlamak için aĢağıdaki lemmalara ihtiyaç duyulur.      için ispat 

aĢağıdaki biçimindedir.     almak genelliği bozmaz. 

Lemma 4.1 :    tek değerlidir  (Beckman ve Quarles 1953). 

Ġspat.    tek değerli olmasın. O halde öyle bir    noktası vardır ki    noktasının        

ve         gibi en az iki görüntüsü vardır.         birim kenarlı eĢkenar üçgen olacak  

Ģekilde            noktaları seçilsin ve bu noktaların sırasıyla görüntüleri 

            olsun. O halde;       
           

        dörtgeni bir eĢkenar dörtgen 

olup   (        
      )   √  tür.    ,   ,    ve    noktaları; 

                            √                                  

olacak biçimde seçilsin.     noktasının görüntüsü ya        dir ya da         dir. 

            olduğundan; 

 (       
     )  d(       

      )      

dir. Ayrıca             olduğundan; 

 (       
     )  d(       

      )      

dir. Buradan {            }   {           } olduğu görülür. O halde;       

       veya               elde edilir. Ayrıca            olmasına rağmen 

görüntüsü  (           )    ya da  (           )  √   olur. Bu ise bir çeliĢkidir. 

O halde   tek değerlidir. Yani;                 dir. 

Lemma 4.2 : Eğer; 

 

√             √    
 

ise             dir (Beckman ve Quarles 1953). 

 

Ġspat. Birim çemberin görüntüsü birim çember olduğu açıktır.    merkezli     birim 

çemberi ile    merkezli    birim çemberi alınsın.    çemberi üzerinde a ve b noktaları, 

   çemberi üzerinde de bir c olup     ve   noktaları arasındaki uzaklık   birim olacak 
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Ģekilde bir eĢkenar üçgen oluĢturulsun. Eğer             ise bu durumda       

noktalarını köĢe noktası kabul eden üçgenin görüntüsü                merkezli birim 

çember üzerinde olup çeliĢki elde edilir.  

Lemma 4.3 :    √  uzaklıkları korur. Böylece   dönüĢümü tüm uzaklıkları korur 

(Beckman ve Quarles 1953). 

Ġspat. Lemma 4.1 deki eĢkenar dörtgen seçilsin. Lemma 4.2 den    √  uzaklığını 

koruduğu görülür.  

Aynı Ģekilde     uzaklığını da korur. Bir kenar uzunluğu   birim olan düzgün altıgen 

çizilirse bu altıgen 6 tane birim kenarlı eĢkenar üçgen içerir.   dönüĢümü birim 

üçgenleri koruduğu için görüntüleri de aynı özelliktedir. Yani bu üçgenler de bir düzgün 

altıgen tanımlar. KarĢılıklı köĢeler arasındaki uzaklık   br olduğu için görüntüleri 

arasında ki uzaklık da 2 birimdir. Böylece    2 uzaklığını korur. Ayrıca   tüm pozitif 

tamsayı uzaklıkları korur. ġimdi        olmak üzere   altında  
 

   uzaklıklarının da 

korunduğunu gösterelim. Lemma 4.2 den biliyoruz ki    √              

  √     olacak biçimde ki          noktası için           ) dir. Ġki kenarının 

uzunluğu    ve bir kenarı   olan      ikizkenar üçgenini inceleyelim. Bu üçgenin 

köĢe noktaları korunur.   dönüĢümü tamsayı uzunluklarını koruduğu için      

üçgeninin görüntüsü ikizkenar üçgendir. Çapı    ve    olan  iki çember  alalım. Bu 

çemberler iki noktada kesiĢir. Birincisi   ve   noktalarının orta noktasıdır. Bu orta 

nokta    ile gösterilsin. Diğer nokta ise    ile gösterilsin.       olduğu açıktır. 

Görüntü çemberler ise       ve     ) noktalarından geçerler. Yani;    nin orta 

noktası          nin orta noktasına dönüĢür. Böylece  
 

 
  uzaklıkları da korunmuĢ olur. 

 (√   )           
√  

 
    √     olup           ) dir.     

 

   ve 
 

   

uzaklıklarını korur. Pozitif rasyonel sayılar kümesi pozitif reel sayılar kümesinde yoğun 

olduğundan         
 

   olacak biçimde ;  

                                         l m                   ve  l m         

özelliklerini sağlayan {  } dizisi bulunabilir.        ya yakınsadığında    ve   noktaları 

yarıçapı  (
 

  ) olan çember üzerinde kalır. Bu durumda    
  ve    noktaları da (

 

  )  

yarıçaplı çember üzerinde kalır ve bununla birlikte; l m            olup tüm   ler 

için; 
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l m
   

                      

elde edilir.         uzaklıklarını koruduğundan                     dur.  

 

X ve Y  iki reel normlu vektör uzayı olmak üzere;  

                                                                             

dönüĢümü için aĢağıdaki özellikleri göz önünde bulunduralım. 

   ‖   ‖ =  1 olacak biçimdeki            için, 

                                                          ‖         ‖ =  1  

oluyorsa bu özelliğe birim uzaklığı koruyan dönüĢüm denir. Bu özellik kısaca DOPP ile 

gösterilir ( Rassias ve Semrl 1993). 

 ‖   ‖ =  1 olacak biçimdeki            için, 

                                                  ‖         ‖ =  1  

oluyorsa ve      içinde aynı eĢitlik geçerli ise bu özelliğe güçlü birim uzaklığı koruyan 

dönüĢüm denir ve kısaca SDOPP ile gösterilir ( Rassias ve Semrl 1993). 

Problem 4.1 :        (DOPP) koĢulunu sağlayan bir dönüĢüm olsun. (  sürekli 

olmak zorunda değildir.) Bu durumda              bir izometri midir ?  

Problem 4.1 Aleksandrov tarafından 1970 de literatüre sunulmuĢtur (A.D Aleksandrov 

1970). 

Teorem 4.2 : X ve Y  iki reel normlu vektör uzayı olsun ve bunlardan en az birinin 

boyutu birden büyük olsun. Kabul edelim ki  , (SDOPP) özelliğini sağlasın ve örten 

olsun. Bu durumda  , birebir bir dönüĢüm olup          için; 

                                     ‖         ‖   ‖   ‖                                               (4.1) 

sağlanır. Üstelik   her iki doğrultuda      uzaklıklarını korur (Rassias ve Semrl  

1993). 

Ġspat. Her iki uzayında boyutunun birden büyük olduğunu gösterelim. Ġlk önce 

       olduğu kabul edilsin. Bu durumda, 

                                      ‖   ‖ = ‖   ‖ = ‖   ‖ = 1   
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olacak biçimde          vardır.  , (SDOPP) özelliğini sağladığından ve örten 

olduğundan; 

                                     ‖      ‖ = ‖      ‖ = ‖      ‖ = 1  

özelliğinde    ,   ,       vardır. Burada                         alınmıĢtır. 

Bu ise         olduğu anlamına gelir.   nin birebir olduğunu gösterelim. Kabul 

edelim ki   birebir olmasın. Bu durumda       iken           olacak biçimde 

       vardır. 

                                           ‖   ‖   ,  ‖   ‖      

olacak biçimde      vardır. Bu durumda (SDOPP) den dolayı  ‖         ‖    ve 

‖         ‖    dir. Bu ise ‖   ‖    olmasını gerektirir. ‖   ‖     ve 

‖   ‖    olup çeliĢki elde edilir. Bu nedenle    ; birebir ve örten dönüĢüm olup hem 

  hem de     birim uzaklığı koruyan dönüĢümlerdir.  

  ̅      {   ‖   ‖   } 
        {   ‖   ‖   } 
          ]  {     ‖   ‖     } 

 

tanımlansın.     de keyfi bir vektör,   ise pozitif tamsayı ve     olsun.   

 ̅      olsun.        olduğundan; 

                                ‖        ‖    ;              

olacak biçimde, 

                                                   ,   , … ,   =   

dizisi vardır. Sonuç olarak; 

                                 ‖           ‖   ‖         ‖     

olur. Dolayısıyla, 

                                                 ( ̅     )      ̅          

dir.     içinde aynı sonuç elde edilir. O halde ; 

                                     ( ̅     )   ̅                     n    { }   

dir. Bununla birlikte   birebir ve örten olduğundan     n    { } için 
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                                            ]             ]                                             (4.2) 

dir. Sabit bir     ve         ] kümesi seçilsin.  

                                             ‖   ‖          

vektörü seçilsin. Bu durumda           ] tarafından kapsanır. (4.2) den dolayı 

                                                                ]  

elde edilir.  Böylece; 

                                            ‖         ‖                                                           (4.3) 

dir. ġimdi 

                                            ‖         ‖     

olduğu kabul edilsin. Bu durumda; 

‖         ‖  ‖         ‖  ‖         ‖ 

                                                       ‖         ‖    

                                                                  

elde edilir. Bu (4.3) ile çeliĢir. Böylece, 

                                                      ]             ]  

olduğu kanıtlanmıĢ olur. Aynı sonuç     içinde geçerlidir. 

                              ]            ] ve                       

tüm     ler için geçerlidir. Bu eĢitlik (4.2) eĢitliği ile (4.1) eĢitsizliğini gerektirir. 

Ġspatı tamamlamak için her iki yönde tümevarım yöntemi uygulanarak ispatın 

doğruluğu gösterilmelidir.   için önerme sağlansın. Yani, ‖   ‖    iken ‖     

    ‖    olsun. ‖   ‖      iken ‖         ‖      olduğu 

gösterilmelidir.  

       
         

‖         ‖
  

vektörü seçilsin.   örten olduğu için        olacak biçimdeki     vardır. O halde 

 ‖      ‖    den ‖   ‖    elde edilir. Eğer ‖      ‖    ise ‖   ‖    

dir. ‖   ‖    olduğundan ‖   ‖      olduğu görülür. Böylece ‖      ‖  

  olup buradan, 
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     ‖      ‖  ‖    (  
 

‖         ‖
)      (  

 

‖         ‖
)‖ 

                                  ‖         ‖       

bulunur. Böylece ‖         ‖      dir. Tersi içinde ispat geçerlidir. 

Önerme 4.1 : Teorem 4.2 de ki   ve   reel normlu vektör uzaylarının boyutunun 

birden büyük olma koĢulu kaldırılırsa (4.1) eĢitsizliği sağlanmaz (Rassias ve Semrl 

1993). 

Ġspat.       fonksiyonu 

     {
       
                     

 

biçiminde tanımlansın. Özel olarak            olsun. Bu durumda;      

            elde edilir.          ve                 olup (4.1) eĢitsizliği 

sağlanmaz. 

Önerme 4.2 : Teorem 4.2 de ki (4.1) eĢitsizliği keskindir (Rassias ve Semrl 1993). 

Ġspat.   (  
 

 
) ve     [   ]  [   ]  için  

                                     {

 

   
                       [     ]

   

 
  (  

 

 
)    [     ]

 

biçiminde tanımlansın. Ayrıca        ve        ⟦ ⟧       ⟦ ⟧  tanımlansın. 

   monoton artan bir fonksiyon özelliğinde olduğundan, 

        (         ) olup         ve           elde edilir. Buradan 

                dir. Ayrıca, 

        ise          için                 , 

ve 
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elde edilir.  [   ] , [   ] de tanımlanan tüm reel değerli sürekli fonksiyonların kümesi 

olsun.       [   ]    [   ]  , (     )              fonksiyonunu tanımlayalım. 

  , birebir ve örten dönüĢüm olduğundan, (  
     )       

         olduğu görülür. 

Keyfi       [   ]  için ‖   ‖    ve    [   ] için,                 ve tüm 

  [   ]  için               ise tüm   [   ]  için                          

ve                     olup ‖           ‖    elde edilir. Böylece   ; tüm   

pozitif tam sayı uzaklıklarını korur.            [   ] ve         [   ] 

alalım. Buradan ‖   ‖    olup  (     )      (     )      olduğu görülür. 

Böylece, ‖           ‖      olduğu açıktır. Sonuç olarak; 

 ‖           ‖  ‖   ‖       

elde edilir. Burada   istenildiği kadar küçük seçilebileceğinden Teorem 4.2 de ki (4.1) 

eĢitsizliği keskindir. 

Teorem 4.3 :    ve   reel normlu vektör uzayları ve birinin boyutu birden büyük olsun. 

Kabul edilsin ki       dönüĢümü     için Lipschitz dönüĢümü ve          için  

‖         ‖  ‖   ‖  

eĢitsizliğini sağlansın. Eğer   fonksiyonu örten ve (SDOPP) özelliğini sağlıyorsa bu 

durumda   bir izometridir. Böylece   lineer izometri ile ötelemenin bileĢkesidir 

(Rassias ve Semrl 1993). 

Ġspat. Teorem 4.2 ye göre herhangi bir   pozitif tam sayısı için   her iki doğrultuda   

uzaklığını korur.        seçelim ve ‖   ‖     olacak biçimde    pozitif tam 

sayısı bulabiliriz. Kabul edelim ki; 

                                   ‖         ‖  ‖   ‖                                                       (4.4) 

olsun  ve 

                                               
  

‖   ‖
       

vektörü seçilsin. Buradan, 

                                   ‖   ‖     ve ‖   ‖     ‖   ‖  

olduğu açıktır ve 
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                          ‖         ‖     ve ‖         ‖     ‖   ‖  

elde edilir. Diğer yandan; 

‖         ‖  ‖         ‖  ‖         ‖ 

                                                          ‖   ‖  ‖   ‖  

                                                                  

olup, ‖         ‖     olması ile çeliĢir. Böylece (4.4) sağlanmaz. O halde       

  için; 

                                                     ‖         ‖  ‖   ‖  

olup   izometridir. Mazur- Ulam teoreminden    bir lineer izometri ile ötelemenin  

bileĢkesidir. 

Teorem 4.4 :             için Lipschitz dönüĢümü olsun ve           için; 

                                            ‖         ‖  ‖   ‖  

olsun ve   fonksiyonu (DOPP) özelliğini sağlasın. Bu durumda   lineer izometri ile  

ötelemenin bileĢkesidir ( Rassias ve Xiang 2000). 

Ġspat.        almak genelliği bozmaz. Aksi halde   fonksiyonu yerine           

fonksiyonu incelenebilir.   fonksiyonu (DOPP) özelliğini sağladığından, 

                                                                        

dir. Böylece        veya         olur.  

             olması halinde öncelikle tüm negatif olmayan tamsayılar için         

olduğu tümevarım yöntemi ile gösterilebilir.      den büyük bir tamsayı ve   ise  

      olacak biçimde herhangi bir pozitif tamsayı olmak üzere        olsun.  

Burada    1 den büyük bir pozitif tam sayıdır. Ayrıca, 

                             

olduğundan,          veya        dir. Kabul edilsin ki; 

                                             ve      
           

 
   

olsun.   fonksiyonunun contractive özelliğinden; 
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 elde edilir. Bu nedenle;               
 

 
  dir. Aynı argüman kullanılarak, 

              
 

 
  

elde edilir. Ayrıca,            ve            olduğundan; 

      
           

 
          

olduğu görülür. Buradan, 

   
       

 
 

tanımlansın. Benzer Ģekilde; 

                      
 

 
 ,             

 

 
  ve      

           

 
   

elde edilir. Böylece;               ve          olması yani   nin (DOPP) 

özelliği ile çeliĢir. Bu durumda        olmak zorundadır.  

Benzer biçimde          olmak zorundadır. Aksi halde         ve   (
  

 
)  

 (
 

 
)  

 

 
  elde edilir. Bu ise   fonksiyonunun (DOPP) özelliği ile çeliĢir.         için 

       dir.        için     [       ] olacak biçimde    tam sayısı vardır. 

     ,     için Lipschitz dönüĢümü olduğundan ve yukarıdaki argümandan , 

                                                ve                         

yazılabilir. Bu nedenle        olmak zorundadır. Böylece         için        

özelliğindedir ve lineer izometridir.  

(ii)         durumunu inceleyelim.        için            olsun.    (DOPP)   

ve     için Lipschitz dönüĢümü özelliğindedir. O halde    (i) den dolayı bir lineer 

izometri ve         ç n        dir. Bu durumda         olup bir lineer 

izometridir.  
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Bir uzaklık yerine iki uzaklık koruyan        dönüĢümleri için W. Benz ve Berens 

aĢağıdaki teoremi ispatladılar. 

Teorem 4.5 :   ve   reel normlu vektör uzayları olsun.        ve   kesin konveks 

olsun.          için       dönüĢümü 

 ‖   ‖     ise ‖         ‖     

 

 ‖   ‖      ise ‖         ‖               

 

özelliklerini sağlarsa bu durumda    lineer izometri ile ötelemenin bileĢkesidir (Rassias 

ve Xiang 2000). 

Teorem 4.6 :    ve   reel normlu vektör uzayları olsun. Kabul edelim ki        ,   

kesin konveks ve       dönüĢümü üç uzaklığı koruyan dönüĢüm olsun. Bu 

uzaklıklar,         olsun. Bu durumda    lineer izometri ile ötelemenin bileĢkesidir 

(Rassias ve Xiang 2000). 

Ġspat. (i)          ç n ‖   ‖      olsun ve  

     
 

   
      ve      

   

   
       

vektörleri seçilsin. Buradan; 

‖    ‖   , ‖     ‖    , ‖    ‖     , ‖    ‖     , ‖    ‖     

dir. Buradan 

             ‖          ‖   , ‖           ‖    , ‖          ‖     ,  

                                 ‖          ‖     , ‖          ‖     

ve 

                    ‖          ‖  ‖          ‖  ‖           ‖       

                    ‖          ‖  ‖           ‖  ‖          ‖       

elde edilir.   kesin konveks olduğundan  

                         
 

   
             ve             

 

   
            . 

dir. Böylece, 
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         ve          

   

 
      

 

 
      

olup          için; 

‖   ‖      iken ‖         ‖      elde edilir. Sonuç olarak       

uzaklığını korur. 

  (ii)            olmak üzere ‖   ‖       olsun ve  

                              
   

    
       ve       

   

    
       

 vektörleri seçilsin. Buradan; 

 ‖    ‖     , ‖     ‖   , ‖    ‖     , ‖    ‖     ,  

‖    ‖     

dır.           ve     uzaklıklarını koruduğundan benzer biçimde ‖     

    ‖       dır ve böylece   dönüĢümü      uzaklıklarını da korur. Teorem 4.5 

den ispat tamamlanır.  

Uyarı 4.1 : Teorem 4.6 da ki         uzaklıkları yerine     ve     uzaklıkları da 

alınabilir (Rassias ve Xiang 2000). 

Teorem 4.7 :   ve   reel normlu vektör uzayları olsun ve    kesin konveks olsun. 

Kabul edilsin ki       dönüĢümü (DOPP) özelliğini sağlasın ve     için 

‖         ‖  ‖   ‖ 

bir Lipschitz dönüĢümü olsun. Bu durumda    lineer izometri ile ötelemenin bileĢkesidir 

(Rassias ve Xiang 2000). 

Ġspat.       olmak   ere ‖   ‖  
 

 
 ol un             vektörü seçilsin.  

Böylece 

‖   ‖    ‖   ‖  
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ve 

‖   ‖  ‖         ‖  ‖         ‖  ‖         ‖    ‖   ‖  
 

 
 

dir. O halde  ‖         ‖   
 

 
  olmalıdır. Benzer Ģekilde ‖         ‖   

 

 
   ve 

‖         ‖  ‖                   ‖ 

                                                          ‖         ‖  ‖         ‖ 

                                                        = 1 

dir. Ayrıca   kesin konveks olduğundan, 

     
         

 
      ve      ‖         ‖  

 

 
  

olup böylece    1 ve 
 

 
  uzaklıklarını korur. Teorem 4.6 da ki benzer yol uygulanırsa   

her iki doğrultuda da pozitif   tamsayı uzaklıklarını korur.   contractive dönüĢüm 

olduğundan Teorem 4.5 in ispatından dolayı   bir izometridir. Sonuç olarak   lineer 

izometri ile ötelemenin bileĢkesidir. 

Teorem 4.8 :   ve   reel normlu vektör uzayları olsun. Kabul edelim ki     kesin 

konveks olsun.       dönüĢümü (DOPP) özelliğini sağlasın ve ‖   ‖    

özelliğindeki           ç n   

                                                ‖         ‖  ‖   ‖  

sağlanırsa   lineer izometri ile ötelemenin bileĢkesidir (Rassias ve Xiang 2000). 

Teorem 4.9 :          olmak üzere      olacak biçimde öyle bir        

vardır ki         fonksiyonu (DOPP) özelliğini sağlar fakat bir izometri değildir 

(Rassias ve Xiang 2000). 

Teorem 4.10 :   ve   iki normlu reel uzay,        dönüĢümü (DOPP) özelliğini 

sağlasın. ‖   ‖    olacak biçimde       için ‖         ‖  ‖   ‖ ve 

    için ‖   ‖    iken ‖         ‖    olsun. O halde    bir izometridir 

(Yumei ve Lijun 2012).  
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Ġspat. Önce ‖   ‖    iken ‖         ‖  ‖   ‖ olduğu gösterilsin. Kabul 

edilsin ki  

                                                   ‖         ‖  ‖   ‖  

olsun. 

                                                             
 

‖   ‖
      

 vektörü seçilsin. Açık olarak 

                                          ‖   ‖    ve ‖   ‖    ‖   ‖     

olduğu görülür. (DOPP) özelliğinden ; 

  ‖         ‖  ‖         ‖  ‖         ‖ 

                                                              ‖   ‖  ‖   ‖ 

                                                                                                      

olup,   yle e  ‖         ‖  ‖   ‖ elde edilir. Ġkinci olarak herhangi bir 

      için ‖   ‖    için öyle bir   tamsayısı vardır ki   ‖   ‖      dir.  

     
 

‖   ‖
      

 vektörü seçilsin.     (DOPP) özelliğini sağladığından  

                                               ‖   ‖    ‖   ‖   ‖   ‖      

 dir. Buradan 

                                 ‖         ‖    ‖         ‖  ‖   ‖  

olduğu görülür. Böylece 

‖         ‖  ‖         ‖    ‖   ‖    ‖   ‖      

olup 

 

‖         ‖  ‖   ‖ 

 elde edilir.  ġimdi  

                                                  ‖         ‖  ‖   ‖  

olduğunu gösterelim. Kabul edilsin ki   ‖         ‖  ‖   ‖  olsun ve  

 

                                                        
 

‖   ‖
       

vektörü seçilsin. Böylece 

                         ‖    ‖       ve ‖    ‖        ‖   ‖       

ve  
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    ‖          ‖  ‖          ‖  ‖         ‖ 

                                       ‖   ‖  ‖   ‖ 

           

elde edilir.  u ise bir çeliĢkidir. Yani;          ç n ‖         ‖  ‖   ‖ olup   

bir izometridir. 
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5. HĠPERBOLĠK GEOMETRĠDE BECKMAN-QUARLES TEOREMĠ 

 

                  olmak üzere genelleĢtirilmiĢ kompleks düzlemden kendisi 

üzerine tanımlı bir Möbius dönüĢümü 

     { }    { } 

                                      
    

    
 

biçiminde tanımlıdır. Möbius dönüĢümleri bileĢke iĢlemine göre bir grup oluĢturur ve 

Möbius dönüĢümleri açı koruyan (konform) dönüĢümlerdir. 

  {    { }       r  kl dyen çem er ya da gen  let lm    kl dyen doğru} 

olmak üzere   bir Möbius dönüĢüm olsun. Bu durumda     için        dir. 

Literatürde çemberleri koruyan sürekli bir   dönüĢümünün bir Möbius dönüĢümü 

olduğuna dair birçok ispat vardır. Möbius dönüĢümleriyle ilgili bir baĢka önemli özellik 

ise çifte oranı korumasıdır. Möbius dönüĢümleri hiperbolik geometride de önemli bir 

yere sahip olup (Yang ve Shihai 2006) da ve (Yang ve Shihai 2011) de Lambart ve 

Saccheri dörtgenleriyle karakterize edilmiĢtir. Hiperbolik geometride ayrıca (Li ve 

Wang 2009) de üçgensel bölgelerle, (Demirel 2011) de hiperbolik düzgün çokgenlerle, 

(Demirel 2013) de yıldız tipli hiperbolik düzgün çokgenlerle ve (Liu 2006) da ise   

tipinde hiperbolik düzgün çokgenlerle karakterize edilmiĢtir.  

  {      ‖ ‖   } 

birim diskini kendisine dönüĢtüren bir Möbius dönüĢümü 

        
    

    ̅ 
               

biçiminde tanımlanır. Burada 
    

    ̅̅ ̅ 
     ile gösterilirse                 

biçiminde gösterilir. Buradaki “ ”  iĢlemi kompleks birim disk üzerinde tanımlı 

“Möbius toplamı” olarak adlandırılır.  

           

biçiminde tanımlı “ ” iĢlemine “Möbius çıkarma” iĢlemi denir.       ve    

   dir. Buradaki   iĢlemi birleĢme özelliğini sağlamadığı için       bir grup değildir 

fakat bu ikili bir gyrogruptur. 

Tanım5.1 :       ise   üzerinde tanımlı bir iĢlem olsun. Eğer aĢağıdaki dört 

özellik sağlanıyorsa       ikilisine bir gyrogrup denir.  
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           için       olacak biçimde       vardır. (Burada 0 sol birim 

elemandır.) 

           için       olacak biçimde       vardır. (Burada    ‟nın sol 

tersidir.) 

             için   ve   yardımıyla tanımlı bir    [   ] gyrootomorfizması vardır 

öyleki  

                                                       [   ]c 

dır. Son eĢitliğe sol gyrobirleĢme özelliği denir. 

             için    [   ]     [     ] dir. (Sol loop özelliği) 

Tüm bu aksiyomlarla birlikte  

             için 

         [   ]      

sağlanıyorsa        gyrogrubuna gyrodeğiĢmeli gyrogrup denir. 

 

      ikilisinin bir gyrodeğiĢmeli gyrogrup olduğu açıktır.   diskini    deki orjin 

merkezli birim yarıçaplı açık yuvara    
   

                       

             ̅      〈   〉      

               ‖ ‖ 

biçiminde eĢlersek   
  de Möbius toplamı  

    
   

   ̅ 
 

    〈   〉  ‖ ‖       ‖ ‖   

   〈   〉  ‖ ‖ ‖ ‖ 
 

biçiminde gösterilir. Üstelik bu Möbius toplamı   
  de de geçerlidir.         herhangi 

bir iç çarpım uzayı olmak üzere   yarıçaplı  

   {      ‖ ‖   } 

açık yuvarında Möbius toplamı  

    
(  

 
  〈   〉  

 
  ‖ ‖ )   (  

‖ ‖ 

 )  

  
 
  〈   〉  

 
  ‖ ‖ ‖ ‖ 

 

biçiminde tanımlanır. Burada     için    açık yuvarı   ye geniĢlerken  

l m
   

        

dir.    de Möbius skalar çarpımı ise     için  
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         (       
‖ ‖

 
)

 

‖ ‖
 

biçiminde tanımlıdır. Bu çarpımın aĢağıdaki özellikleri sağlandığı açıktır. 

                  ve       olmak üzere;  

(                (  tane) 

(                        

(                       

(                                    

(    ‖   ‖      ‖ ‖ 

(    
     

‖   ‖
 

 

‖ ‖
 

(       [   ]           [   ]  

(          

Tanım5.2 : Üzerinde tanımlı   Möbius toplamı ve   Möbius çarpımıyla           

üçlüsüne bir Möbius gyrovektör uzayı denir. 

Bir vektör uzayında tanımlı toplama ve skalarla çarpma iĢlemleri sağladığı özellikleri 

Möbius gyrovektör uzaylarında   Möbius toplamı ve   Möbius çarpımı sağlar. 

Örneğin Öklidyen   uzayında     noktalarından geçen bir Öklidyen doğru  

              

       ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

biçiminde gösterilirken    
       de   ve   noktalarından geçen gyrodoğru  

               

biçiminde gösterilir. 

                                   

ġekil 5.1 :   diskinde   ve   noktalarından geçen gyrodoğru 

 

Geometrik olarak     ;   
  de orjin merkezli birim yarıçaplı yuvarı dik kesen ve   ile 

  noktalarından geçen çember yayıdır. Bu doğrular ise hiperbolik geometrinin Poincare 
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yuvar modelindeki doğruları gösterir.  

 

Tanım 5.3 :        bir Möbius gyrogrup olmak üzere       için   ile   arasındaki 

gyrouzaklık 

       ‖   ‖ 

ile gösterilir.  

Tanım 5.4 :          bir Möbius gyrovektör uzayı olmak üzere  

                                                                        

fonksiyonu verilsin.          için 

                    

eĢitliği sağlanıyorsa   ye bir gyroizometri denir. A.A. Ungar (Ungar 2005) de    
   

    dan kendisine tanımlı bir gyroizometrinin  

            

biçiminde yazılabildiğini göstermiĢ olup burada            ise     tipinde bir 

ortogonal matristir.  

Tanım 5.5 :           
       Möbius gyrovektör uzayında aynı gyrodoğru üzerinde 

olmayan üç nokta olmak üzere bu noktaları köĢe kabul eden ve bu noktalardan geçen 

gyrodoğrular yardımıyla çizilen üçgene Möbius gyroüçgen denir.  

                                           

 ġekil 5.2 :   diskinde       noktalarından geçen gyroüçgen 

 

 

                                                         ‖ ‖ 

                                                        ‖ ‖ 

                                                          ‖ ‖ 

olmak üzere; 
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‖    ‖

    

‖    ‖
 

 

     
    

‖    ‖

    

‖    ‖
 

 

     
    

‖    ‖

    

‖    ‖
 

dir. KesiĢen iki gyrodoğru arasındaki açının ölçüsü kesiĢim noktasındaki Öklidyen 

teğetler arasındaki açının ölçüsüdür. Hiperbolik üçgenlerin Öklidyen üçgenlere göre 

avantajlı yanı aĢağıdaki teoremdir. 

Teorem 5.1 :     ,    
       de bir Möbius gyroüçgen olmak üzere       

köĢelerindeki gyroaçılar       olsun. Bu durumda; 

‖    ‖  
      o       

      o       
 

 

‖    ‖  
      o       

      o       
 

 

‖    ‖  
      o       

      o       
 

dir.  

 

Sonuç 5.1 :      bir eĢkenar gyroüçgen olsun. Yani, 

‖    ‖  ‖    ‖  ‖    ‖    

ve  

                 
olsun. Bu durumda; 

  √        
dir. 

AĢağıdaki sonuçlarda         ile   ve   noktalarından geçen gyrodoğru    ile, 

köĢeleri       olan gyroüçgen       ile, köĢeleri         olan gyrodörtgen      

ile,   ve   noktalarından geçen gyrodoğru parçası [   ] ile gösterilecektir. 

Lemma 5.1 :   {           } olmak üzere        ,         gyrouzaklığını 

korusun. Bu durumda   tek değerlidir (Demirel vd. 2021 ). 
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Ġspat : Kabul edelim ki                   olacak biçimde      olsun, 

yani   tek değerli olmasın.                        olacak biçimde     

gyroüçgenini oluĢturalım.       uzaklığını koruduğu için                   

           olup        bir eĢkenar gyroüçgendir.         olsun. Bu durumda 

           olup buradan      
    

 
 dir.     gyroüçgeni yardımıyla      

eĢkenar gyrodörtgenini oluĢturalım. Teorem 5.1 yardımıyla  

       √
          

       
 √  

    

       
 

elde edilir.    ve    noktalarına   birim uzaklıkta olan   ve   den baĢka nokta 

olmayacağından      yada      olmalıdır.      noktasına göre              

ve            olacak biçimde bir hiperbolik dönme fonksiyonu olsun. Daha açık 

olarak                   biçiminde bir dönüĢüm olsun.         ile 

gösterilsin.               olduğu açıktır ve              dörtgeni      ye eĢ 

olan bir eĢkenar gyrodörtgendir.                         olduğundan, 

 ( (     )  )                  

ve 

 ( (     )  )                  

dir. Buradan { (     )  (     )}  {     } olup buradan      yada      elde 

edilir. Böylece          {  √  
    

       
} olup          olduğundan çeliĢki elde 

edilir. Kabulümüz yanlıĢ olup   tek değerlidir.  

Sonuç 5.2 :        fonksiyonu         uzaklığını korusun. Bu durumunda    

√  
    

       
  uzaklığını da korur  (Demirel vd. 2021). 

Ġspat. Lemma 5.1 deki      ve              eĢkenar gyrodörtgenlerini 

oluĢturalım.               √  
    

       
   olup            ya da          

√  
    

       
  dir.            olduğunu kabul edelim. Bu durumda       olup 

böylece                     ya da                   √  
    

       
  dir.  
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         olduğu için bu bir çeliĢki olup          √  
    

       
   olmak 

zorundadır. 

     √  
    

       
   fonksiyonu tanımlansın ve          (     )   (n-defa) 

olsun.        ve     iken             olduğu açıktır.  

Sonuç 5.3 :        fonksiyonu         gyrouzaklığını korusun. Bu durumda 

       için       uzaklıkları korunur (Demirel vd. 2021). 

Teorem 5.2 :        fonksiyonu    ℚ olacak biçimdeki         gyrouzaklığını 

korusun. Bu durumda   tüm gyrouzaklıklarını korur (Demirel vd. 2021). 

Ġspat. (1. Adım)   nin   dan küçük tüm gyrouzaklıkları koruduğunu gösterelim. 

          olacak biçimdeki       seçelim. Bu durumda   de          

       eĢitliğini sağlayacak biçimde bir   noktası vardır.   merkezli   yarıçaplı 

gyroçemberi        ile gösterelim. Bu durumda bu gyroçemberin üstünde öyle bir   

noktası vardır ki          eĢitliği sağlanır. Kenar gyrouzunlukları   olan     

eĢkenar gyroüçgenini oluĢturalım ve        olsun. ġimdi                    

                                   olacak biçimde         gyroüçgen 

dizisini oluĢturalım.            Eğer     ℚ olduğu gösterilirse bu durumda 

      olacak biçimde hiçbir   tamsayısının olmadığını söyleyebiliriz. Eğer       

olacak biçimde   tam sayısı olursa bu durumda       olup   
  

 
  ℚ olur. [WK] 

de   
 

 
           olacak biçiminde   sayısı için      ℚ oluyorsa bu durumda 

     {   
 

 
   } olması gerektiğini göstermiĢtir.    ℚ olacak biçimde     

      için      
    

 
   {   

 

 
   } olduğundan dolayı    ℚ olacak biçimde 

    vardır.     gyrouzaklığını koruduğu için ve dolayısıyla   gyroaçısını koruduğu 

için                 bulunur. 

(2. Adım)           gyrouzaklığını korur.   ve  ,        gyroçemberi 

üzerinde            olacak biçimde iki nokta olsun.     kenar gyrouzunluğuna 

sahip tüm eĢkenar gyroüçgenleri koruduğu ve dolayısıyla bu gyroüçgenlerin   

gyroaçılarını koruduğu için 1. Adımdan               olur. Benzer düĢünceyle   

nin           gyrouzaklığını da koruduğunu görmek kolaydır.    ℚ 

olacak biçimdeki           için           ve        ℚ dir. Üstelik 1. 
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Adımdan  

                         

olacak biçimde     gyroüçgeni için        ise      ℚ ve    ℚ dir.  

(3. Adım)     dan büyük gyrouzaklıkları da korur.          olacak biçimdeki 

      seçelim.            olacak biçimindeki      seçelim. 1. Adımdaki 

gibi   ve   noktalarından geçen     yarıçaplı bir gyroçember oluĢturalım. Bu 

gyroçemberlerin merkezini   ile gösterelim. Bu durumda         ) üzerinde öyle 

bir   noktası vardır ki     bir eĢkenar gyroüçgendir.        ile gösterelim. 2. 

Adımdan      ℚ olduğundan  ;     dan küçük tüm gyrouzaklıkları korur. 

Böylece   tüm gyrouzaklıkları korur. 
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