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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
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KORUYAN DONUSUMLER UZERINE

Leyla ASLAN
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Oguzhan DEMIREL

Bu c¢aligma dort boliimden olusmaktadir.

Ik boliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci boliimde, calismamiz igin gerekli olan temel
kavramlar verilmistir. Ugiincii boliimde, birim alanli {icgenleri koruyan doniisiimler ele
almmistir.  Dordiincli boliimde ise, birim ¢evreli tiggenleri koruyan doniisiimler ele

alinmistir.
2021, v + 29 sayfa
Anahtar Kelimeler: Oklidyen uzay, Oklidyen hareket, afin doniisiim, hiperbolik uzay,

alan-koruyan doéniisiimler, ¢evre-koruyan doniisiimler, izometri, reel i¢ garpim uzaylari,

Lineer ortogonal doniigiim.



ABSTRACT
M. Sc. Thesis

ON THE MAPPINGS WHICH
PRESERVING TRIANGLES WITH UNIT
AREA AND UNIT PERIMETER

Leyla ASLAN
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Oguzhan DEMIREL

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction section. In the second chapter, the basic
required concepts for our study are given. In the third chapter we considered the
transformations which preserve the triangles with unit area. In the fourth chapter we

dealed with the transformations preserving triangles with unit perimeter.
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler
R Reel sayilar kiimesi
C Kompleks sayilar kiimesi
E™ n-boyutlu Oklid uzay:
|Axyz| n-boyutlu Oklid uzaymnda Axyz iiggenin gevresi
A(x,y,7) n-boyutlu Oklid uzayinda Axyz iiggenin Alani
2(x,y) n-boyutlu Oklid uzayinda x ve y arasindaki ag1
(x—y) n- boyutlu Oklid uzayinda Xy — kenari
lx — | n-boyutlu Oklid uzayinda x ve y arasindaki uzaklik
xly n-boyutlu Oklid uzayinda x noktasmin y noktasina dikligi
(,) i¢ carpim
I]. I Norm
| | Modiil




1. GIRIS

Afin doniigiimler geometride olduk¢a dnemli yere sahiptir. Afin doniisiimler dogrularin
ve hiperdiizlemlerin, tiggenlerin, paralelkenarlarin, dogru parcalarinin, n-kenarl
cokgenlerin, paralelligin, ayn1 (paralel) dogru {stiindeki dogru pargalarinin
uzunluklarinin oranlarinin ve {iggenlerin alanlarinin oranlarinin korundugu 6zel
dontigiimler olup bu dontisiimler birgok matematik¢i tarafindan ele alinmig ve bu
dontistimler dogrular, hiperdiizlemler, liggenler vb. bir¢ok geometrik objeler yardimiyla
karakterize edilmistir. Ornegin (Jeffers 2000) Oklidyen n — uzaydan kendisine tanimli
birebir-6rten bir f : R™ - R" doniisiimiiniin dogrular1 korumasi durumunda bir afin
dontisiim oldugunu kanitlamistir. (Li ve Wang 2005) birebirlik ya da ortenlik kosulunu
kullanmadan dogrular1 koruyan bir f: R™ - R™ doniisiimiiniin bir afin doniistim
olmast igin gerek ve yeter kosulun f nin non-dejenere olmasi gerektigini (yani f(R™)
nin bir ¢ember tarafindan kapsanmamasi gerektigini) gosterdiler. Li daha sonra bu
sonucu r — hiperdiizlemleri koruyan bir f : R™ — R" donisiimiiniin bir afin doniisiim
olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun f nin non-dejenere olmasi gerektigini gostererek
daha genel bir sonu¢ elde etmistir. (Chubarev ve Pinelis 1999) r — hiperdiizlemleri
koruyan orten bir f: R™ —» R" doniisiimiiniin bir afin donlisiim olmasi gerektigini
gosterdiler. (Li ve Wang 2009) birebir-orten bir f: R™ - R™ doniisiimiiniin afin
doniisiim olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun f nin {iggensel bolge koruyan doniisiim
olmasi gerektigini ispatladilar. Ayni ¢alismada (Li ve Wang) birebir-orten bir f : R" —
R™ donisiimiinin afin donlisiim olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun f nin liggen
koruyan bir doniisim olmasi gerektigini de kanitladilar. Afin doniisimlerle ilgili en
meshur teorem ise afin doniisiimlerin temel teoremi olarak bilinen “Dogrusal olmayan
ic noktay1 dogrusal olmayan {i¢ noktaya esleyen bir ve yalniz bir afin doniisiim vardir”
bicimindeki teoremdir. Bu teorem geometrideki en temel teoremlerin ispatlarinda
kullanilir. Bir afin doniisiim uzakligi korumak zorunda degildir. Literatiirde Martin
teoremi olarak bilinen fakat Lester tarafindan yayinlanan asagidaki teoremler birim
alanli ve birim g¢evreli ii¢genleri koruyan donisiimlerin birer uzaklik koruyan afin
dontisiim olmast gerektigini gostermektedir. Daha agik olarak f: R®™ - R" (1 <n <

o) bi¢iminde tanimli bir f fonksiyonu birim alanli {iggenleri koruyorsa bu durumda f

nin bir uzaklik koruyan afin doniisiim olmas1 gerekmektedir. Bu teoremi (Lester 1985)



de n = 2 igin ispatlarken, (Lester 1986) de ise farkli bir ispat teknigi kullanarak
(2 < n < ) i¢gin ispatlamustir. Lester daha sonra bu teoremdeki “birim alanl tiggenleri
koruyan doéniisiimler” yerine “birim g¢evreli ticgenleri koruyan dontisiimleri” alarak ayni

sonuca ulasmistir. Uzaklik koruyan bir afin doniisiim

fx)=wlx)+t

bi¢iminde yazilip, burada w bir lineer ortogonal doniistim olup t ise 6teleme vektoriidiir.

(Benz 2004) ise sonlu boyutlu olmayan bir i¢ ¢arpim uzayinda

fG)=wx) +t

biciminde yazilmayan fakat birim alanli ii¢genleri koruyan doniisiimlerin varligini
kanitlamistir. Bu ¢alismada Lester’in ispatlamis oldugu “Martin ¢evre teoreminin” hem
n = 2 i¢in hem de 2 < n < oo i¢in gegerli bir ispatin1 verecegiz. Bu ispatta n —boyutlu

donel elipsodin baz1 geometrik 6zelliklerinden yararlanacagiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1 X bir vektor uzayi olsun. x, y € X i¢in asagidaki kosullar1 saglayan
(): XXX->R
(x,y) = (x,y)
fonksiyonuna X tizerinde bir i¢ ¢arpim, (X, (,)) ikilisine ise bir i¢ ¢arpim uzay denir.
i) Vx€eXicin(x,x)=0; (x,x)=0=x=0
i) Vx,y € X igin (x,y) = (y, x)
iii) Vx,y € X vec € R igin (cx,y) = c{x,y) = (x, cy)
iv) Vx,y,z € X igin{x,y + z) = (x,y) + (y,2)

Tanmim 2.2 Uzerinde i¢ ¢carpim fonksiyonu tanimlanan sonlu boyutlu vektdr uzayr Oklid
uzay olarak tanmimlanir ve E™ ile gosterilir. Burada n sayis1 Oklid uzayinin boyutudur.
Tanim 2.3 X bir kiime olmak iizere

i) Herx,y € Xigind(x,y) = 0 dur.
i) Herx,y € Xicind(x,y) = d(y, x) ( Simetri 6zelligi )
iii) Her x,y,z € X icin d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) ( Uggen esitsizligi )

kosullarini saglayan d : X X X - R fonksiyonuna X ftizerinde bir metrik ve (X,d)

ikilisine bir metrik uzay denir.

Tanim 2.4 (X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay olsun. f : X - Y doniisimi uzakliklar

koruyorsa yani V x,y € X igin

d(x,y) = p(f(x), f )
kosulu saglaniyorsa f fonksiyonuna izometri denir.

Tamim 2.5 E? iki boyutlu Oklid uzayr olmak iizere f : E? — E? fonksiyonu verilsin.
Eger her x,y € E2 icin |[x — y| = p iken |f(x) — f(¥)| = p oluyorsa Oklidyen hareket
denir (Lester 1985).



Tamim 2.6 E # @ bir kiime ve X de F cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger bir
Y:EXE->X
doniistimii p, q € E igin

»q) - yY@q EX

seklinde tamimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise E kiimesine X ile

birlestirilmis bir afin uzay denir.

) Vp,q,r € E igin p7 = pq + q
i) Vp EE ve Va €X igin pqg = a olacak bicimde bir tek g € E noktasi

vardir.
pq vektoriinde p noktasina baslangic noktasi Ve g noktasina u¢ noktasi denir.
Tamm 2.7 E bir afin uzay olmak iizere bir
Y: E->E

doniisimiine karsilik gelen 1 doniisiimii herhangi bir p € E noktasi i¢in lineer ise f

donisiimiine afin doniisiim denir.
Afin doniistim ile ilgili bazi1 6zellikler sunlardir

1) Afin doniisiim dogrular arasindaki agilart korumak zorunda degildir.
2) Afin doniigiim paralel dogrulari paralel dogrulara gotiiriir.

3) Afin doniisiim dogrular1 dogrulara gotiiriir.

4) Afin doniistim n-kenarli ¢okgenleri n-kenarli ¢cokgenlere gotiiriir.

5) Afin doniisiim iki paralelkenarin uzunluklari oranlarini korur.

6) Afin doniisiim iki seklin alanlari1 oranini korur.

7) Iki afin déniisiimiin bileskesi bir afin doniisiimdiir.

8) Bir afin doniisiimiin tersi yine bir afin doniisiimdiir.

Teorem 2.8 (Afin doniisiimlerin temel teoremi) Her biri ti¢ noktadan olusan iki kiime
verildiginde, bir kiimeyi digerine esleyen belirli bir siraya gore esleyen tek bir afin
doniisiim vardir.



Sonug 2.9

(1) Verilen herhangi iki liggenin birini digerine gotiiren bir afin doniisiim vardir.
(i1) Verilen herhangi iki paralelkenarin birini digerine gotiiren bir afin doniisiim

vardir.

Teorem 2.10 f: R™ = R™ fonksiyonu birebir, orten olmak iizere f dogrulart dogrulara

gotiirliyorsa afindir (Jeffers 2000).
Tanim 2.11 X reel i¢ carpim uzay1 olmak tizere
w:X->X
x > w(x)

dontigiimii asagidaki kosullar saglarsa w fonksiyonuna X iizerinde ortogonal doniistim

denir.

i) wx +y) =w(x) +w(y)
i) w(cx) = cw(x)

i) (o, y) = (wk),w(y))
ortogonal déniisiimler Oklidyen uzakliklar1 korur.

Tammm 2.12 (Beckman-Quarles Teoremi) f: E™ - E™ (2 <n < o) doniligimii
p > 0 i¢in p-uzakhgini koruyorsa yani |x — y| = p olacak bigimdeki her x,y € E™
icin |f(x) — f(¥)| = p oluyorsa f kendi iizerine o6rten bir Oklidyen harekettir
(Beckman-Quarless 1953).

Tanmim 2.13 E ve F iki kiime olsun. Eger E — F birebir eslemesi (E~F) var ise 0

zaman E ve F ayni kardinaliteye sahiptir denir ve card(E) = card(F) ile gosterilir.

Tamim 2.14 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) (X, (,)) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Vx,y €
X i¢in

[{x, Y? < (x, x )y, y)

esitsizligine Cauchy — Schwarz esitsizligi denir.



3. BIRIM ALANLI UCGENLERI KORUYAN DONUSUMLER

Geometrik ddniisiimler genellikle koruduklari dzellikler ile karakterize edilir. Ornegin
reel invers diizlemde Mobius donlistimleri, ayni ¢ember tistiinde bulunan nokta
dortliilerini koruyan doniisiimler olarak tanimlanabilir (Schwerdtfeger 1979). Klasik bir
ornek daha vermek gerekirse; R? nin dogrusullagi koruyan birebir ve érten doniisiimleri
afin dontisimleri karakterize eder. Bu teorem afin geometrinin temel teoremi olarak
bilinir. Bu teorem R" uzayinda da gegerlidir.

Benzer sekilde Oklid diizleminin déniisiimleri de karakterize edilebilir. Beckman ve
Quarles (Beckman-Quarles 1953) E™ (2 < n < o) uzaymdan kendisine tanimli bir f
dontisimii |x — y| = p olacak bi¢imde Vx,y € E™ igin |f(x) — f(y)| = p kosulunu
sagladigi taktirde bir Oklidyen hareket oldugunu gosterdiler. Bu teorem sabit bir p
uzakligimi  koruyan doniisiimlerin  tim  uzakliklar1  korumasi  gerektirdigini
gostermektedir.

Teorem 3.1 (Martin Teoremi) f : E? - E? bicimindeki birebir ve drten f fonksiyonu

A(x,y,z) =1 iken A(f(x),f(y),f(z)) =1
iliskisini koruyorsa f, es-afindir (Lester 1985).
Asagida G.Martin’in sonucunun kanit1 verilmistir.

f: E*?>E?, Vx,yz€E? olmak iizere f(x) = X birebir ve drten doniisiim olsun.
A(x,y,z) = 1iken A(x,y,2z) = 1 dir. a,b € E? ve a # b olsun. A(a, b, x) = 1 olacak
sekilde x noktalarinin geometrik yeri ab dogrusuna paralel olan dogru ¢iftidir.

Asagidaki Lemma paralel dogru c¢iftlerinin farkli dogrular iizerindeki nokta ciftlerini
karakterize eder.

Lemma 3.2 p; ve g, noktalarindan gegen iki paralel dogru verilsin. p; ve g; noktasinin
farkli dogrular iizerinde olmasi i¢in gerek ve yeter sart i = 1,2,3 ve j = 2,3 olmak iizere
bu dogrular iistiindeki noktalarla tanimli Ap;q;p;, Aqqp;q; biciminde alanlar1 1 birim
olan 12 ti¢genin var olmasidir (Lester 1985).

Ispat.

= pq Ve g4 farkli dogrular lizerinde olsun. p;’ ler ayni dogru tizerinde, q;’ ler ise diger
dogru tizerinde olsun. Bu noktalar

Ip1-p2l = Ip1 —p3l = g1 — q2] = lg1 — @31 = 2671



esitligini saglayacak bi¢cimde olsun. Burada &, iki dogru arasindaki uzakligi
gostermektedir.

Bu durumda alanlar1 1 birim olan 12 {iggen vardir.

&< Simdi p; ve g’ in ayni dogru lizerinde oldugunu kabul edelim. Bu durumda
istenilen ozellikte p,, q,, 3, g3 noktalar1 vardir ve bu noktalar diger dogru tlizerinde olup
buradan

Ip2 — @21 = Ips — @21 = Ip2 — a3l = Ip3 —q3] = 2671
elde edilir, fakat bu miimkiin degildir. [

Buradan paralel dogru ciftlerindeki her bir dogru bir dogruya doniisiir. Bdylece
f(x) = x dontsimi dogrusal noktalar1 dogrusal noktalara gotiiriir. Bununla birlikte
afin geometrinin temel teoreminden f donidsiimi afindir. Ayrica, alan1 1 birim olan
ticgenleri korudugundan, doniisiimiin es afin oldugu kolayca sOylenebilir. Boylece
Teorem 3.1 ispatlanmustir.

Teorem 3.3 (Martin Teoremi) E™ (3 < n < o) kendisi iizerine tanimli Oklid uzay1
olmak tizere birim alanl tiggenleri koruyan f(x) = X birebir doniisiimii verilsin. Bu
durumda f (x) = x doniisiimii bir Oklidyen harekettir (Lester 1986).

Bu teoremi ispatlamak i¢in bazi sonuglara ihtiya¢ duyulur.

Teorem 3.4 Axyz liggeninin alaninin 1 olmasi igin gerek ve yeter kosul
(x—zx—zy—zy-z)—(x—y,y—2)*=4

olmasidir (Lester 1986).

Ispat.

A(x,y,z) = 1 olsun. z = 0 oldugunu kabul edilirse

2 (1 i
4(8057,0)" = 4 (5 v — 2L ly — 2l sin(2 ()

= |x|?|y|? sin?(£(x,¥))

= (%, 2}y, ¥)(1 — cos®*(£(x,¥))

(x, x)y, y) — (x,¥)?

olup

4 = <X,x)<y'Y>—<x'}’>2



elde edilir.

z # 0 oldugu kabul edildiginde ve A(x,y,z) = 1 den
(x—zx—zy—zy-z)—(x—y,y—2z)=4

oldugu kolayca goriiliir. [

Lemma 35 |[x—z|=|y—z|=v2 ve (x—2) L (y—2z) olsun. Bu durumda

asagidaki tiggenlerin alan1 1 olacak sekilde p, q ve r noktalari vardir (Lester 1985).

I) A(Z! X, p)a A(Z) X, CI)! A(Z) X, T'), A(Z' y’q)! A(Z, y' p)! A(Z, Yf 7")
i) Alp,x,q), A(q,x,7), A(p,z,q), A(q, z,7), A(p,y,q), Aq,y,7)

Ispat. z =0 oldugu kabul edilsin. x ve y ye dik olan s vektérii segilsin. (s, s) =§

olsun, ve
1 1 1
P=§(x—J’)+S, q=5(x+y)+s, T=5(y—x)+s

olarak tanimlansin.

Bu durumda (i) ve (ii) deki tiggenlerin alanlar1 1 birimdir. Boylece ispat tamamlanir.

Dikkat edilecek olursa Axyz iggenininde alam 1 dir. Teorem 3.4 de f(x) =X
donlisimi altinda  x,y,z,p,q ve r noktalar1 yardimiyla tanimlanan birim alanlh

ticgenlerin goriintiileri de birim alanlhdir.

Lemma 3.6 x,p,q € E™ noktalan i¢in A(0,x,p), A(0,x,q), A(p,0,q), A(p,x,q)

ticgenleri birim alanli olsun. Bu durumda
p+q=x veya |p—ql|=|x|
dir (Lester 1986).
Ispat. x e ortogonal olan s ve t vektorleri ve w,o skalerleri igin

p = wx + s, q=ox+t



olsun. AOxp ve AOxq tggenlerinin alanlar1 1 oldugundan Teorem 3.4 deki esitlik

kullanilarak
A(x,p,0) =1 = (x,xXp,p) — {x,p)* = 4
= (x, x{wx + s, wx + s) — {(x,wx + s)? = 4
= (x, x)(w?(x, x) + (s,5)) — w*(x,x)* = 4
= (x,x)(s,s) = 4
=(s,s)=4x,x)"1=p>0
bulunur.

AOxq tiggeni icin de Teorem 3.4 deki formiil kullanilarak benzer islemler yapilirsa
(tty=4x,x)"1=p>0
elde edilir. 2 = (t,s) olsun. Bu durumda Cauchy Schwarz esitsizliginden
p? = 12

olur. Buradan p + 1 ve p — A negatif degillerdir.

ApOq ve Apxq Tggenlerinin de alanlar1 1 oldugundan Teorem 3.4 deki esitlik ve
(t,t) = (s,s) = 4(x,x)" ! esitligi

Alp,q,0) =1 =(p,pXq.q) — (p,q)* = 4
= (wx +s,wx +s)¥ox +t,ox +t) — (wx +s,0x +t)? =4
= (w?(x, x) + (s,5))(0%(x, x) + (t, t)) — (wo(x,x) + (s,t))*> = 4
= (p?2 —2%) + 4w? + 402 — 2woA{x, x) = 4 (3.1)
elde edilir. Benzer islemler Apxq ti¢geni icinde yapilirsa
P?*—0)+4(w—-1)2+4(c—-1)?>-2(w—1)(o — DA{x,x) = 4

elde edilir. Elde edilen bu iki denklem once taraf tarafa ¢ikarilirsa



—4(w+o—-1D)+Mx,x)(w+0—-1)=0

bulunur. Son esitlik ﬁ ile ¢arpilirsa

(wW+o—1D(pP-1)=0
elde edilir. Buradan w + o = 1 veya p = A bulunur.
i) p = Aolsun. Budurumda t = s olur. Boylece
p—q=wx+s—ox—t
p—q=(w—0)x
bulunur. Ayrica A{x, x) = 4 oldugundan (3.1) esitliginde yerine yazilirsa
(w—0)*>=1
elde edilir. Buradan
Ip —ql = x|
bulunur.
i) p # +4 olsun. Budurumda w + o = 1 dir. Buradan her iki tarafin karesi alinirsa
w?+02=1-2wo
bulunur ve (3.1) esitliginde kullanilirsa 4 = p(x, x) esitliginden
2wal{x,x)=p— A (3.2)
bulunur. Boylece
p—qg=(w—-0o)x+s—t
olup (3.2) den
Ip —ql* = (0 — 0)*(x,x) + 2(p — )

= (0 + 0)%(x, x)
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= (x,x)
elde edilir. Boylece
lp —al = |x|
elde edilir. =

p=—-A# A durumu incelendiginde s = —t olur ve w+ ¢ =1 dir. Buradan

p + q = x bulunur.

Lemma 3.7 AOxy, AOyq, AOxp ve Apyq tiggenlerinin alanlar1 1 olsun. Bu durumda
p+q=xise y L (y—x) dir (Lester 1986).

Ispat. x ve y ye ortogonal olan s ve t vektorleri, a, B,y ve & skalerleri i¢in
p:i=oax+fy+s ve q:=yx+6y+t
olarak tanimlansin. p + q = x oldugundan
p+g=x= (ax+By+s)+yx+oéy+t)=x

>x(a+y)+yB+6)+s+t=x
olupburadana +y =1, + 6 = 0 ve t = —s olmalidir. O halde

(t,t) = (s,s) = (t,—s)
olur. AOxy ftiggeninin alani 1 oldugundan,

(x, X0y, y) — (x,y)* = 4
olup, AOyp ve AOyq tiggenleri yardimiyla
4(1—a?) = (y,yNs,s) =41 —y?) (3.3)

elde edilir. Boylece a? = y? dir. Buradan a =y =% bulunup (3.3) esitliginde

yazildiginda (y, y)(s,s) = 3 bulunur.

AOxp ve Apyq uggenlerinin alanlari 1 oldugundan
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4(1 - B*) = (x,x)s,s)

ve

4(1 = B?) = (x, x)s,5) + 4(s, sKy, (v — x))

elde edilir. Bu iki denklemin sol taraflar esit oldugundan sag taraflari esitlenirse

4(s,sNy,(y —x)) =0

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin 4 ile béliinmesiyle

(s,sy,y —x)) =0

elde edilir. (y,y)(s,s) = 3 oldugundan (s,s) = 3(y,y)~! olup (s,s) # 0 dir. Bdylece
(y,(y —x)) =0o0lupy L (y —x) dir. -

Lemma3.8x,y,z,p,q,7v € E™ i¢in asagidaki tiggenlerin alanlari 1 olsun.

i) Azxp, Azxq, Azxr, Azyp, Azyq, Azyr
i) Apxq, Agxr, Apzq, Aqzr, Apyq, Aqyr
11)) Axyz

Bu durumda |x — z| = |y — z| dur (Lester 1986).

Ispat. z = 0 olsun. p + g = x oldugunu kabul edelim. O halde p + q # y ve Lemma
3.7dan y 1L (y —x) dir. x, (y —x) ye dik olmadigindan (Lemma 3.7 de x ve y yer
degistirilerek p nin yerine r konularak) g + r # y, boylece |q — r| = |y| dir (Lemma
3.6 de x ve y nin yeri degistirilerck p yerine r konularak). Fakat g +r #a (p =r
degilse) yani |q — r| = |x| dir (Lemma 3.6 de p yerine r konularak). O halde |x| = |y|
olmalidir. Fakat y 1 (y — x) oldugundan bu imkansizdir. Boylece p + q # x dir.

Bu durumda Lemma 3.6 dan |p — q| = |x| olup benzer sekilde |p —q| = |y|, yani
lx| = |y]| dir. [ ]
Simdi Teorem 3.3 iin ispatina gegilebilir. Yani f doniisiimiin bir hareket oldugu

gosterilebilir. Oncelikle |x —z| = |y—z| =v2 ve (x—y) L (y—2) olsun. Bu
durumda Lemma 3.6 nin kosullarim1 saglayacak sekilde p,q,r noktalar1 vardir.
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f(x) = x donistimii altinda bu noktalarin goriintiileri Lemma 3.8 in kosullarini saglar,
yani |x — z| = |y — z| dir.

X1,%X,Z € E™igin |x; — z| = |x, — z| = /2 olsun. Bu durumda |y — z| = V2 olacak
bi¢imde y € E™ noktas1 vardir 6yle ki (y —z) L (x; —z) ve (y—2z) L (x, — 2z) dir.
Boylece |x; —z| = |y — z] = |x; — 2] dir.

Son olarak x,y,z,t € E™ igin |x —y|=|z—t| olsun. E™ de V2 uzunlugundakKi

herhangi iki dogru parcasi u¢ uca eklenmis olan V2 uzunlugunda dogru pargalari ile
birlestirildiginden, |X — y| = |Z — t| dir.

Beckman-Quarles teoreminden yola ¢ikarak f(x) = X donisiimii bir hareketin skaler
carpimidir. Birim alanli tiggenleri korudugundan bu doniisiim bir harekettir. Bu Teorem
3.3 iin kanitin1 tamamlar. |

June Lester asagidaki sonucun ispatini vermistir.
Sonug 3.9 X reel i¢ garpim uzay1 sonlu-boyutlu ise, Vx € X igin f fonksiyonu
fOx)=wx) +t (3.4)

formunda yazilmalidir. Burada w : X — X ortogonal lineer doniisim ve t, X reel i¢
¢arpim uzayinin sabit elemanidir (Lester 1986).

W.Benz ise asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 3.10 X sonsuz-boyutlu reel i¢ garpim uzayi olmak iizere birim alanl tiggenleri

koruyan ve (3.4) formunda yazilamayan f :X — X birebir doniisimii vardir
(Benz 2004).

Ispat. x,y, z € X olmak iizere A(x,y, z) = 0 olarak tanimlansin. Buradan
[(x —y,y = 2)]* ={(x —¥)% (y — 2)*) — 4[A(x, y, 2)]? (3.5)

dir. B; card(B) = X olacak bi¢gimde bir kiime ve X ise {b € B | x(b) # 0} sonlu olacak

bigimdeki tiim
x:B->R

fonksiyonlarin kiimesi olsun. x fonksiyonu

X = Zx(b).b

beB
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formunda yazilabilir. Bu notasyona gore; b € B elemani, B kiimesindeki b’ # b
ozelligindeki tim b’ elemanlar1 i¢in x(b) =1 ve x(b') = 0 olacak bigimde x € X

elemanina esittir.

x,y €EXvedl€R i¢in x +y, Ax, xy verilsin ve

x+yi= ) [x(b) +y®)lb,

beEB

Ax = Z [Ax(b)]b,

bEB

PNEOTOIE

beB

Xy :

olarak tamimlansin. Bu durumda X; boyutu card(B) olan ve taban1 B olan reel i¢ ¢arpim
uzayidir. Farkli elemanlardan olusan {by, ..., b,,} kiimesi, B nin sonlu alt kiimesi ise bu
durumda r; reel olmak iizere (i =1,..,n), rb; + -+ nb, formunda X" =R
elemanlar1 kesin olarak vardir. B nin tiim sonlu alt kiimelerinin kiimesinin kardinalitesi

card(B) oldugundan, B c X den
card(X) < Xcard(B) = card(B) < card(X)

elde edilir. Yani card(X) = card(B). Buradan ¢ : X — B birebir ve orten doniisiimii

vardir. Eger u : B = B, B nin keyfi bir birebir ve 6ten doniisiimii ise bu durumda

(up) : X - B
olacak bigimde X ve B arasinda birebir ve orten doniisiim vardir.

Simdi i : X — B birebir ve orten doniistim olsun ve Vx € X i¢in

2
O % ()

tanimlansin. Buradan (3.5) den tiim farkli x, y,z € X igin

Af(), fO). f(2) =1 (3.6)
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esitligi saglanir. Boylece f birim alanl tiggenleri korur. Fakat (3.4) formunda degildir.

Teorem 3.11 X reel i¢ ¢arpim uzayr olmak iizere f : X — X donilisiimii birim alanl

ticgenleri korusun. Eger
Alx,y,2) = A(f (0, f(0), f(2)) (3.7)

olacak bicimde kenar uzunlugu V2 olan eskenar Axyz iiggeni varsa, bu durumda f
(3.4) formunda olmalidir (Benz 2004).

Ispat. X; boyutu 3’den biiyiik olacak bigimde bir reel i¢ ¢arpim uzayr olmak iizere

f + X — X doniislimii birim alanli tiggenleri korusun. Bu durumda, Vx,y € X i¢in

lx — yll = V2 oldugunda

If Q) =fFMI =k

olacak bi¢cimde k > 0 reel sayisi vardir ( Lester 1985 ).

Simdi (3.7) yi saglayan ve x,y,z € X olmak iizere kenar uzunlugu V2 olan eskenar

tiggen oldugu kabul edilsin. Buradan,

If ) =fDI = If Q) = f@DI = lIf(2) = fOIl =k

ve

3 K
g = Ay, 2) = A(f.fO). f(@) = =

| S

oldugundan k = v/2 bulunur. Béylece f, V2 uzakhigmi korur. Ayrica f, 2 uzakligim da

korur: || y — z |l = 2 olacak bi¢imde y, z € X segilsin.
lx—yll =v2 =[x -z
olacak bicimde x € X alinsin.

t:= |If(y) — f(@)Il olsun. A(x,y,z) =1 oldugundan ve f birim alanli ti¢genleri

korudugundan
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t2

1=A(f(0,fO).f(2) = % LY

elde edilir. Buradan ¢t = 2 dir.

Lemma 3.12 a:=2vV2—+3 ve f:=2V2++3 olmak iizere y,z € X icin

lly — z|| = a olsun. Bu durumda
If ) = f@DI = lly —zll
dir (Benz 2004).
Ispat.
i) x €X olmak tizere ||x —y|| =2 =|ly —z|| alnsm. t:=|f(y) — f(2)Il olsun.

A(x,y,z) = 1 oldugundan

1=A(f(0. fO).f(2) = % 4 ‘t?

elde edilir, yani t € {a, B} dur.

i) x' € X olmak iizere ||x’ — y|| = V2 = ||x" — z|| alinsin. Buradan f, V2 uzakligim

korudugundan

t=IfO) —fF@I<IfO) = FED+If D) = F@I = 22

bulunur. t € {a, B} oldugu gz 6niinde tutulursa t < 2v/2 olup t = a olur. [ |

f doniisiimii « ve 2 uzakligim korur. Ayrica 2 > v/3.a dir. Boylece f, (3.4) formunu
saglar (Rado vd. 1986). [ ]
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4. BIRIM CEVRELI UCGENLERiIi KORUYAN DONUSUMLER

Bu bolimde Oklid uzayinda birim cevreli iicgenleri koruyan doniisiimlerden

bahsedilecektir. Cevre uzunlugu 1 birim olan tiggenler “birim ¢evreli tiggen” olarak
adlandirilacaktir. Bir birim ¢evreli iiggenin herhangi bir kenarinin uzunlugu > den

kiictktiir.

Teorem 4.1 Oklid diizleminden kendisi iizerine taniml1 birim ¢evreli {icgenleri koruyan

doniisiimler Oklidyen harekettir (Lester 1986).

Lemma 4.2 E? Oklid diizlemi olmak iizere x, v,z Ve t noktalar1 tarafindan olusturulan
dort tiggenin tiimii birim ¢evreli tiggenler ise bu durumda x,y,z,t noktalart bir

dikdortgenin kdse noktalaridir (Lester 1985).

Ispat. x,y, z, t noktalari ile olusturulan iiggenler birim gevreli iiggenler ise bu durumda
lx —yl+ly—z|+|x—2z| =1, Ix —z|+|z—-t|+|t—a] =1
Ix=yl+ly—tl+lt—x] =1, ly—tl+lt—zl+|z-yl=1

olur. Buradan |x—y|=|z—t|, |x—t|=]|y—2z| ve |x—z|=]|y—t| bulunur.
Boylece xyzt esit uzunlukta kosegenlere sahip bir paralelkenardir. Yani bir

dikdortgendir. |

Buradan bir birim ¢evreli dik tiggenin kdselerinin goriintlisii bir birim dik tiggenin
koseleridir fakat dik agilarin korunmasi ile ilgili kesin bilgi yoktur. Bu nedenle birim

dik tiggenler daha yakindan incelenmelidir.

Lemma 4.3 E? Oklid uzay olmak iizere |x — y| < % olacak bicimde x,y € E? verilsin.

Eger
i) |x —y| > /2 —1 ise xy kenar1 dort birim ¢evreli dik tiggenin hipoteniisiidiir.
ii) |x — y| = v/2 — 1 ise xy kenar iki birim ¢evreli dik tiggenin hipoteniisiidiir.

iii) |x — y| <2 —1 ise xy kenar1 higbir birim gevreli dik iiggenin hipoteniisii
degildir (Lester 1985).
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Ispat. |[x — z| = a, |y — z| = B olacak bigimde birim gevreli dik Axyz iiggeni segilsin.

Bu durumda

a+f+lx—yl=1
(4.1)

olur. Birim dik iiggende Pisagor teoreminden
a’ + p* = |x - y|? (4.2)
bulunur. (4.1) ve (4.2) denkleminden
[1-(x—yl+ B +p>=Ix—yl
elde edilir. Buradan
2= (= lx=yDp+ (5 lx—yl)=0
denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri incelenirse |x — y| > +/2 — 1 i¢in iki kok,

lx —y| =+v2—1 igin bir kok, aksi taktirde hi¢ kok olmadigi kolayca goriiliir.

Sonug 4.4 VZ—1 < |x —y| <3 ozelligindeki ¥ x,y € E? igin V2 -1 < | — | <~
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir kenar1 xy olacak bi¢cimde sekiz tane birim g¢evreli

dik tiggenin olmasidir (Lester 1985).
Simdi bazi1 birim dik {i¢ggenlerin dik-agilarinin korundugu gosterilebilir.

Lemma 4.5 x,y,z € E? olmak iizere Axyz birim gevreli bir dik {icgen olsun. Bu

liggenin dik acis1 y de ve |y — z| > 2 — 1 olsun. Bu durumda Axyz iicgeni de ¥ de
dik agilidir (Lester 1985).
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ispat. [x —z| > |y —z| >v2—1 oldugundan |x —z| >V2 —1ve [y — 2| >V2 -1
dir. Buradan Axyz, zZ de dik-agili olamaz. Baska bir ifadeyle

x-yl=\lx—zl+ |y -2 >V2(V2 - 1) >~
dir.

AxyZz birim dik tiggeninin X de dik-agili olsun. Merkezi y olan xypq eskenar dortgeni
ele alinsin. Apyz, Apyq ve Axyq birim dik liggen olduklarindan Apyz, Apyq ve Axyq
tiggenleri de birim ¢evreli dik tiggenlerdir. Belirtilen tiggenlerin higbiri z veya q da dik
acili degillerdir. Simdi X veya y de dik acili olmasi1 gereken Axyq dik iicgenini ele
alalim. Eger Axyq ticgeni x de dik-agili ise AxyZ tiggeni ile benzerdir.

Yani |y — q| = |y — z| dir.

¥y —ql+1g-pl+|y—-pl=1=1y—2z| +|p -yl + |z — p]| olup buradan

|p — q| = |p— z| dir. Yani p, gz nin dik agiortayinda bulunur. p # X oldugundan,
oldugunu kabul edelim. Bu durumda q ve Z, Xy kenarinin zit tarafinda bulunurlar.
Baska bir ifadeyle ¢ = t, burada q = t Lemma 4.2 deki gibi x,y,z,t dikdortgeninin
y de dik-agili olamaz. Boylece p de dik a¢ili olmalidir. Simdi ApyZ tiggenini ele alalim.
Bu iiggen z de dik-agili degildir. Apyz ti¢geni y de dik acili ise bu durumda p, xXgq
tizerinde olmalidir ( Xg, zy ye paraleldir). Fakat bu imkansizdir. Ciinkii AXyq ve Apyq
ticgenleri birim ¢evreli liggenlerdir. Boylece ApyZ licgeni p de dik agili olmalidir. Fakat
P, zq dogrusu lizerindedir, boylece Axyq ticgeninin igindedir. Hem Axyg hem de Apyq
ticgenleri birim ¢evreli oldugundan imkansizdir. Bu durumda biitiin olasiliklar
incelenmis olur. Yani AxyZ ti¢geninin X de dik-acili oldugu varsayimi yoktur. Axyz

ticgeni y de dik acilidir. [

Simdi f déniisiimii igin bir hareket oldugu ispatlanabilir. ilk olarak birim cevreli dik

tiggenin kenar uzunluklari (hipoteniis olmayan) a ve [ ise hipoteniis kurali ve birim

19



ozelliginden
at+p+ar+pr=1

denklemini elde ederiz. Buradan
) 2a+28=1+2ap

elde edilir. Bu esitlikten ise
i)  p>VI-1eoa<s(2-V2)
i)  p=2a ise p=:(3-5).

sonuclari elde edilir.
x,y € E? olmak iizere [x — y| < %(2 - \/E) ve m, xy kenarmin orta noktasi olsun. xy

kenarimin dik agiortay1 lizerinde bulunan z noktasi i¢cin Axmz ve Aymz birim tiggenler

ve m de dik-acilidirlar.

1
|a—m|=|b—m|<Z(2—\/§)>\/§—1

oldugundan (ii) deki kosuldan Axmz ve Aymz birim gevreli tiggenlerdir ve m de dik-
acilidirlar ve Lemma 4.5 den m, Xy nin orta noktasidir. Bu tiir {i¢lii noktalar bir araya
getirilerek dontisimiin  herhangi bir dogru par¢asinin orta noktasin1 korudugu

goriilebilir. Herhangi bir dik tiggenin dik-a¢isin1 korudugunu gérmek kolaydir.

Simdi |x —y|=|y—z| = %(3 — \/g) olacak bigimde Axyz dik-ag¢ili ikizkenar tiggeni
verilsin xm ve zn bu liggenin kenarortaylari olsun. Amyx ve Anyz liggenleri birim
cevreli ve y de dik-agili oldugundan Amyx ve Anyz tggenleri de birim gevrelidir ve

y de dik acilidir. Amyx ii¢geni i¢in (i) inci kosuldan
2ly—m|+2|y—x| =1+ |y —z||y — x|
elde edilir. Dolayisiyla 2|y — m| = |y — Z| oldugundan
ly—zl+2ly—xl=1+1y—zl|y — x|

elde edilir. Benzer sekilde AnyZz iiggeninden

20



2ly—zl+ly—xl=1+|y—zlly — x|
elde edilir. Dolayisiyla |y — z| = |y — x| dir. Simdi, Amyx iiggeninden
ly—x|=1y—2z| =2|y —m|
bulunur. Buradan (iii) bagmnts: kullanilarak |y — %| = %(3 —+/5) elde edilir.

x ve y noktalar1 p := %(3 — \/E) uzunlugundan farkli noktalar olabilir. Inceledigimiz

doniisiim E? deki noktalar arasinda ki uzakhigi korur bdylece Beckman-Quarles

teoreminden f bir Oklidyen harekettir. n

Teorem 4.6 E" (3 < n < ) kendisi iizerine tanimli Oklid uzay1 olmak iizere birim
cevreli tiggenleri koruyan f(x) = X birebir doniistimii verilsin. Bu durumda f(x) = X
doniisiimii bir Oklidyen harekettir (Lester 1986).

Lemma 4.7 E™ Oklid uzay1 olmak iizere x, y, z € E™ segilsin. |[x —y| = |y — z| = % ve

cos(2(x—y,z—y)) = —§ olsun. Bu durumda

lx -yl =1y — 2|
dir (Lester 1986).

Ispat. E™ nin 3-boyutlu alt uzayinda p,q,7,s; ve s, noktalar verilsin. p,q,7,s; Ve
p,q,7, S, kose noktalar: olmak {izere kenar uzunluklari % olan diizgiin dortyiizlii verilsin.

Diizgiin dortyiizliinlin tiim yiizeylerinin ¢evresi 1 oldugundan goriintiilerinde de cevre

uzunlugu 1 olur. Yani, 1 = 1,2 igin

p—ql+1q -S| + IS —pl =1, p—7l+ |7 =Sl + 15 —pl=1

g —7l+ |7 =Sl + 1S —ql=1, p—-ql+lg—7rl+Ir—pl=1
olur. Buradan |5, — p| = |g — 7|, k = 1,2 bulunur. Dolayisiyla |57 — p| = |5, — p] dir.

cos(2(x —y,z—y)) = —§ oldugu agiktir. Boylece verilen kosullar1 saglayan x,y, z

noktalar1 boyle bir dortyiizliiniin pargalari olabilir. Buradan
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dir. [

Sonug 4.8 E™ Oklid uzay1 olmak iizere x,y,z € E™ verilsin. |x —y| = |y — z| = g ve

2(x—y,z—y) =60 ise

dir (Lester 1986).

ispat. 6 = cos™ (—3) = 109" dir. 60" + 26 < 360" ve 20 — 60° > 0" oldugundan

1
ly—tl=5 ve 2x-yt-y)=40t-yz-y)

olacak bi¢imde t € E™ vardir. Bu durumda

lx—yl=1t-yl=1y—z|
olur. Boylece ispat tamamlanir. ]

o1 . - 1 .
Sonug olarak kenar uzunlugu 3 olan birim ¢evreli ticgenler korunur, 3 uzunlugu

korudugundan Beckman-Quarles teoreminden, f(x) =X doéniisimii Oklidyen

hareket olmalidir. ]
Simdi Teorem 4.1 in uzayda basit bir ispati verilecektir.

Teorem 4.9 f: E™ - E™ (2 <n < o) fonksiyonu birim g¢evreli iiggenleri koruyan

birebir drten bir doniisiim olsun. Bu durumda f Oklidyen harekettir (Demirel vd. 2020).

Lemma 4.10 E™ uzayinda ¢ > 0 olmak iizere F; = (c, 0,0, ...,0), F, = (=, 0,0, ...,0)
noktalar1 verilsin. Bu iki noktayr kose noktasi kabul eden birim cevreli tim AXF;F,

tiggenleri i¢in X noktalarinin geometrik yeri iki noktast delinmis bir elipsoidtir. Bu

. .y . 1 .
elipsoidin denklemia +c = > ve a? = b% + ¢? olmak iizere
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dir. (Demirel vd. 2020)

Ispat. X = (x4, x5, ..., x,,) noktast AXF;F, {icgeni birim gevreli iiggen olacak bicimde

bir nokta olsun. O halde
|X—Fi| 4+ |X=F,| +2c =1
dir.
|X — F|+|X—F,] =1—2c :=2a olsun. Bu durumda a + ¢ =% dir.
|X—F,| + |X — F,| = 2a

olup buradan

VO =2+ 32 + 4 x,2 +4/(0 + 02 + 3,2 + -+ x,2 = 2a

olur. Boylece

VO =02 + 22 + o+ 2,2 = 2a — /(X1 + €)% + %52+ + x,,2

olup esitligin her iki tarafinin karesi alinirsa

(01 — )2+ x2 + -+ x,2 = 4a? — 4ay (x; + )2 + 2,2 + -+ x,2 + (%1 + €)?

X12 = 2x1C 4 €2 + 21,2 + 0+ x2

=402 —4a\) (X, + )2+ x2 + o+ x,2 + x,2 + 2x1C + 2

elde edilir. Buradan

—2x,¢ = 2x,C + 4a% — 4ay/ (1 + €)% + X% + - + X2

olup her iki tarafin karesi alinirsa

—4x,c —4a? = —4a\/(x1 + )2+ x,2 + - + x,,2

—4(x,;c —a?) = —4a\/(x1 +0)2 4 2,2 + -+ x,2

X124 2x¢c + a* = a?x;? + 2a%x,c + a’c? + a’xy? + -+ a’x,?
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a’(a? — c?) = x;2(a? — c?) + a’x,2 + - + a®x,?
esitligi elde edilir. b? = a? — ¢? oldugundan
a’b? = x,2b? + a’x,% + -+ + a’x,?

dir. Esitligin her iki tarafinin a®b? ile boliinmesiyle

elde edilir.

Bu denklem E™ uzayinda bir elipsoid gosterir. XF;F, birim cevreli liggen
oldugundan X; = (a,0,0, ...,0), X, = (—a,0,0, ...,0) noktalar1 alinmaz. O halde iki

noktasi delinmis bir elipsoid elde edilir. |

Sonu¢ 4.11 E™ uzayinda sabit F,, F, noktalari verilsin. |F; — F,| = 2¢ <% olmak

lizere AXF;F, birim cevreli licgen olacak bicimde tiim X noktalarinin geometrik

yeri iki noktasi delinmis elipsoittir (Demirel vd. 2020).

Sonu¢ 4.12 f: E™ - E™ birim cevreli lg¢genleri koruyan doniisiim olsun.
0<|F,—F| < % olmak tlizere AXF;F, licgeni birim cevreli olacak bicimdeki tiim
X noktalarinin goriintiileri odaklar1 F;, F, olan AXF,F, li¢geni birim cevreli iicgen

olacak bicimde delinmis elipsoid tstiindedir (Demirel vd. 2020)

Lemma 4.13 f: E™ — E™ birim cevreli liggenleri koruyan doniisiim olsun. Bu

durumda f dik agilar1 korur. (Demirel vd. 2020).

ispat. L; ve L, dogrulani F, noktasinda dik kesissin. L, dogrusu iistiinde
0<|F,—F| <2c <% olacak bi¢gimde F, noktasi segilsin. AXF,F, liggeni birim
cevreli licgen olacak bigcimde X noktalarinin geometrik yeri olan iki noktasi delinmis
elipsoidi ¢izelim. Bu elipsoid L; dogrusunu iki noktada keser. Bu noktalar A ve B
ile gosterilsin. Benzer sekilde F, noktasindan gecen L, ye dik ve L, e paralel olan

dogru delinmis elipsoidi iki noktada keser. Bu noktalar C ve D ile gosterilsin. Bu

noktalar AF,F,C ve BDF,F; birer dikdortgen olacak bicimde segilsin. AF;F,C
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dikdortgeni dort tane birim ¢evreli tiggen tanimlar. Hipotez geregi bu dort liggenin
goruntiileri de dort tane birim cevreli licgen olacagindan Lemma 4.2 den dolay:

AF,F,C de bir dikdértgendir. Béylece f(L;) ve f(L,) dik olarak kesisir. n

Lemma 4.14 f: E™ — E™ birim ¢evreli liggenleri koruyan birebir bir déntisim

Juy

1 1 1 . o
olsun.0 < ¢ < " <a< S vea +c= > olacak bicimde a, c € R verilsin.

4

olacak bicimde VA, B € E™ igin f, AB dogru parc¢alarinin orta noktalarini korur.

(Demirel vd. 2020).

ispat. F; ve F, uzayinda 0 < |F; — F,| < % olacak bigimde iki nokta olsun. Bu iki

nokta yardimiyla Lemma 4.10 da insa edilen ( AXF;F, birim ¢evreli licgen olacak

bicimde) iki noktasi delinmis elipsoidi insa edelim. Bu durumda

@1 ={FiF;,F;X1,F,X,,..,F;X,_1} Kkimesi ortogonal olacak bigcimde elipsoid
ustiinde X4, X5, ..., X;,—1 noktalar vardir. 1 <i <n — 1 olacak bicimde her i i¢in

AXF,F, ii¢genleri birim cevrelidir.

f, Lemma 4.12 den dik acilar1 korudugundan ¢; = {FlFZ,Fle,FlXZ, ...,Fan_l}

kiimesi de  ortogonal bir kimedir. FY; =-FX; olmak lzere

P, = {FlFZ,FlYl,FlXZ, ...,Fan_l} kiimesi ortogonal olup hipotezden ve Lemma

4.12 den dolay1 @5 = {FlFZ, FiX;, FiXq o, FIXn—l} kiimesi de ortogonaldir. @7 ve
@, kimelerinin n — 1 tane elemanlar1 ayni oldugundan ve f birebir oldugundan
F.Yi # ;,X; olup F;Y; =—F X, olmak zorundadir. Boylece F;, X; ile Y;

noktalarinin orta noktasi iken F;, X; ile ¥; noktalarinin orta noktasidir. [

Sonuc¢ 4.15 f : E™ - E™ birim g¢evreli tiggenleri koruyan birebir déniisiim olsun.

Bu durumda f dogrulari korur ve boylece f afindir (Demirel vd. 2020).
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Simdi teoremin ispatina gegcilebilir.

AABC kenar uzunluklar % olacak bi¢cimde birim gevreli eskenar bir tiggen olsun. B

noktasindan ¢izilen |A — €| kenarini dik kesen dogru ayn1 zamanda kenarortaydir.
Benzer sekilde A noktasindan cizilen |B — C| kenarini dik kesen dogru pargasi ile C
noktasindan gecen AB kenarini dik kesen dogru parcasi da birer kenarortaydir.
|A—C|,|A — B]|,|B — C| kenarlarinin orta noktalar1 sirasiyla M;, M,, M5 olsun. O
halde |B — M,|,|C — M,|,|A — M3| kenarortaylardir. f, birim cevreli liggenleri
korudugundan, AABC iicgeni de birim cevreli iicgendir. Sonu¢ 4.14 den
|B — M;|,|C — M,|,|A — Ms| dogrular, |B — M,|,|C — M,|,|A— M;| dogrularina
doniisiir. f, orta noktalar1 korudugundan AABC birim cevreli iicgeninin orta

noktalar1 M;, M,, M5 diir. Boylece AABC de bir kenar uzunlugu % birim olan birim

cevreli eskenar licgen olup f altinda % uzunluklar1 korundugundan Beckman-

Quarles teoremi geregince f bir Oklidyen harekettir.
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