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1. GİRİŞ 
 

 

Afin dönüşümler geometride oldukça önemli yere sahiptir. Afin dönüşümler doğruların 

ve hiperdüzlemlerin, üçgenlerin, paralelkenarların, doğru parçalarının, n-kenarlı 

çokgenlerin, paralelliğin, aynı (paralel) doğru üstündeki doğru parçalarının 

uzunluklarının oranlarının ve üçgenlerin alanlarının oranlarının korunduğu özel 

dönüşümler olup bu dönüşümler birçok matematikçi tarafından ele alınmış ve bu 

dönüşümler doğrular, hiperdüzlemler, üçgenler vb. birçok geometrik objeler yardımıyla 

karakterize edilmiştir. Örneğin (Jeffers 2000) Öklidyen    uzaydan kendisine tanımlı 

birebir-örten bir          dönüşümünün doğruları koruması durumunda bir afin 

dönüşüm olduğunu kanıtlamıştır. (Li ve Wang 2005) birebirlik ya da örtenlik koşulunu 

kullanmadan doğruları koruyan bir          dönüşümünün bir afin dönüşüm 

olması için gerek ve yeter koşulun   nin non-dejenere olması gerektiğini (yani       

nin bir çember tarafından kapsanmaması gerektiğini) gösterdiler. Li daha sonra bu 

sonucu    hiperdüzlemleri koruyan bir          dönüşümünün bir afin dönüşüm 

olması için gerek ve yeter koşulun   nin non-dejenere olması gerektiğini göstererek 

daha genel bir sonuç elde etmiştir. (Chubarev ve Pinelis 1999)    hiperdüzlemleri 

koruyan örten bir          dönüşümünün bir afin dönüşüm olması gerektiğini 

gösterdiler. (Li ve Wang 2009) birebir-örten bir          dönüşümünün afin 

dönüşüm olabilmesi için gerek ve yeter koşulun   nin üçgensel bölge koruyan dönüşüm 

olması gerektiğini ispatladılar. Aynı çalışmada (Li ve Wang) birebir-örten bir       

   dönüşümünün afin dönüşüm olabilmesi için gerek ve yeter koşulun   nin üçgen 

koruyan bir dönüşüm olması gerektiğini de kanıtladılar. Afin dönüşümlerle ilgili en 

meşhur teorem ise afin dönüşümlerin temel teoremi olarak bilinen “Doğrusal olmayan 

üç noktayı doğrusal olmayan üç noktaya eşleyen bir ve yalnız bir afin dönüşüm vardır” 

biçimindeki teoremdir. Bu teorem geometrideki en temel teoremlerin ispatlarında 

kullanılır. Bir afin dönüşüm uzaklığı korumak zorunda değildir. Literatürde Martin 

teoremi olarak bilinen fakat Lester tarafından yayınlanan aşağıdaki teoremler birim 

alanlı ve birim çevreli üçgenleri koruyan dönüşümlerin birer uzaklık koruyan afin 

dönüşüm olması gerektiğini göstermektedir. Daha açık olarak                

   biçiminde tanımlı bir   fonksiyonu birim alanlı üçgenleri koruyorsa bu durumda  

nin bir uzaklık koruyan afin dönüşüm olması gerekmektedir. Bu teoremi (Lester 1985) 
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de     için ispatlarken, (Lester 1986) de ise farklı bir ispat tekniği kullanarak 

        için ispatlamıştır. Lester daha sonra bu teoremdeki “birim alanlı üçgenleri 

koruyan dönüşümler” yerine “birim çevreli üçgenleri koruyan dönüşümleri” alarak aynı 

sonuca ulaşmıştır. Uzaklık koruyan bir afin dönüşüm 

  

            

 

biçiminde yazılıp, burada  bir lineer ortogonal dönüşüm olup t ise öteleme vektörüdür.  

(Benz 2004) ise sonlu boyutlu olmayan bir iç çarpım uzayında  

 

            

 

biçiminde yazılmayan fakat birim alanlı üçgenleri koruyan dönüşümlerin varlığını 

kanıtlamıştır. Bu çalışmada Lester‟in ispatlamış olduğu “Martin çevre teoreminin” hem 

    için hem de       için geçerli bir ispatını vereceğiz. Bu ispatta   boyutlu 

dönel elipsodin bazı geometrik özelliklerinden yararlanacağız.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 
 

 

Tanım 2.1    bir vektör uzayı olsun.       için aşağıdaki koşulları sağlayan  

〈 〉        

                     〈   〉 

fonksiyonuna   üzerinde bir iç çarpım,    〈 〉   ikilisine ise bir iç çarpım uzayı denir. 

i)      için 〈   〉       〈   〉        

ii)        için 〈   〉  〈   〉 

iii)         ve       için 〈    〉   〈   〉  〈    〉 

iv)           için 〈     〉  〈   〉  〈   〉 

 

Tanım 2.2 Üzerinde iç çarpım fonksiyonu tanımlanan sonlu boyutlu vektör uzayı Öklid 

uzay olarak tanımlanır ve    ile gösterilir. Burada   sayısı Öklid uzayının boyutudur.                                    

Tanım 2.3   bir küme olmak üzere 

i) Her       için          dır. 

ii) Her       için               ( Simetri özelliği ) 

iii) Her         için                      ( Üçgen eşitsizliği ) 

koşullarını sağlayan         fonksiyonuna   üzerinde bir metrik ve       

ikilisine bir metrik uzay denir.  

Tanım 2.4        ve        iki metrik uzay olsun.       dönüşümü uzaklıkları 

koruyorsa yani          için 

        (         ) 

koşulu sağlanıyorsa   fonksiyonuna izometri denir. 

Tanım 2.5     iki boyutlu Öklid uzayı olmak üzere          fonksiyonu verilsin. 

Eğer her        için         iken               oluyorsa Öklidyen hareket 

denir  (Lester 1985). 
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Tanım 2.6       bir küme ve   de   cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. Eğer bir 

        

dönüşümü       için  

               

şeklinde tanımlanmış ve aşağıdaki iki aksiyomu sağlıyor ise   kümesine   ile 

birleştirilmiş bir afin uzay denir. 

i)          için    ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  

ii)       ve        için    ⃗⃗⃗⃗     olacak biçimde bir tek     noktası 

vardır. 

  ⃗⃗⃗⃗  vektöründe   noktasına başlangıç noktası ve   noktasına uç noktası denir.  

Tanım 2.7    bir afin uzay olmak üzere bir  

       

dönüşümüne karşılık gelen    dönüşümü herhangi bir     noktası için lineer ise   

dönüşümüne afin dönüşüm denir. 

Afin dönüşüm ile ilgili bazı özellikler şunlardır 

1) Afin dönüşüm doğrular arasındaki açıları korumak zorunda değildir. 

2) Afin dönüşüm paralel doğruları paralel doğrulara götürür.  

3) Afin dönüşüm doğruları doğrulara götürür.  

4) Afin dönüşüm n-kenarlı çokgenleri n-kenarlı çokgenlere götürür. 

5) Afin dönüşüm iki paralelkenarın uzunlukları oranlarını korur. 

6) Afin dönüşüm iki şeklin alanları oranını korur. 

7) İki afin dönüşümün bileşkesi bir afin dönüşümdür. 

8) Bir afin dönüşümün tersi yine bir afin dönüşümdür. 

 

Teorem 2.8 (Afin dönüşümlerin temel teoremi) Her biri üç noktadan oluşan iki küme 

verildiğinde, bir kümeyi diğerine eşleyen belirli bir sıraya göre eşleyen tek bir afin 

dönüşüm vardır. 
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Sonuç 2.9  

(i) Verilen herhangi iki üçgenin birini diğerine götüren bir afin dönüşüm vardır. 

(ii) Verilen herhangi iki paralelkenarın birini diğerine götüren bir afin dönüşüm 

vardır. 

Teorem 2.10          fonksiyonu birebir, örten olmak üzere   doğruları doğrulara 

götürüyorsa afindir (Jeffers 2000). 

Tanım 2.11   reel iç çarpım uzayı olmak üzere 

      

                                                                            

dönüşümü aşağıdaki koşulları sağlarsa   fonksiyonuna   üzerinde ortogonal dönüşüm 

denir. 

i)                  

ii)             

iii) 〈   〉  〈         〉 

ortogonal dönüşümler Öklidyen uzaklıkları korur. 

Tanım 2.12 (Beckman-Quarles Teoremi)                  dönüşümü 

    için   -uzaklığını koruyorsa yani         olacak biçimdeki her        

için               oluyorsa   kendi üzerine örten bir Öklidyen harekettir                

(Beckman-Quarless 1953). 

Tanım 2.13   ve   iki küme olsun. Eğer     birebir eşlemesi       var ise o 

zaman   ve   aynı kardinaliteye sahiptir denir ve card    card    ile gösterilir. 

Tanım 2.14 (Cauchy–Schwarz Eşitsizliği)    〈  〉  bir iç çarpım uzayı olsun.      

  için 

 〈   〉   〈   〉〈   〉 

eşitsizliğine Cauchy – Schwarz eşitsizliği denir. 
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3. BİRİM ALANLI ÜÇGENLERİ KORUYAN DÖNÜŞÜMLER 

 

Geometrik dönüşümler genellikle korudukları özellikler ile karakterize edilir. Örneğin  

reel invers düzlemde Möbius dönüşümleri, aynı çember üstünde bulunan nokta 

dörtlülerini koruyan dönüşümler olarak tanımlanabilir (Schwerdtfeger 1979).  Klasik bir 

örnek daha vermek gerekirse;    nin doğrusullağı koruyan birebir ve örten dönüşümleri 

afin dönüşümleri karakterize eder. Bu teorem afin geometrinin temel teoremi olarak 

bilinir. Bu teorem    uzayında da geçerlidir.  

Benzer şekilde Öklid düzleminin dönüşümleri de karakterize edilebilir. Beckman ve 

Quarles (Beckman-Quarles 1953)            uzayından kendisine tanımlı bir   

dönüşümü         olacak biçimde         için               koşulunu 

sağladığı taktirde bir Öklidyen hareket olduğunu gösterdiler. Bu teorem sabit bir   

uzaklığını koruyan dönüşümlerin tüm uzaklıkları koruması gerektirdiğini 

göstermektedir.  

 

Teorem 3.1 (Martin Teoremi)          biçimindeki birebir ve örten   fonksiyonu 

 

                                      iken   (              )    

 

ilişkisini koruyorsa  , eş-afindir (Lester 1985). 

 

Aşağıda G.Martin‟in sonucunun kanıtı verilmiştir. 

 

         ,            olmak üzere       ̅ birebir ve örten dönüşüm olsun. 

           iken    ̅  ̅  ̅    dir.         ve      olsun.            olacak 

şekilde   noktalarının geometrik yeri    doğrusuna paralel olan doğru çiftidir. 

 

Aşağıdaki Lemma paralel doğru çiftlerinin farklı doğrular üzerindeki nokta çiftlerini 

karakterize eder.  

 

Lemma 3.2    ve    noktalarından geçen iki paralel doğru verilsin.    ve    noktasının 

farklı doğrular üzerinde olması için gerek ve yeter şart         ve       olmak üzere 

bu doğrular üstündeki noktalarla tanımlı        ,          biçiminde alanları 1 birim 

olan 12 üçgenin var olmasıdır (Lester 1985). 

 

İspat.  

     ve    farklı doğrular üzerinde olsun.   ‟ ler aynı doğru üzerinde,   ‟ ler ise diğer 

doğru üzerinde olsun. Bu noktalar 
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eşitliğini sağlayacak biçimde olsun. Burada    iki doğru arasındaki uzaklığı 

göstermektedir. 

Bu durumda alanları 1 birim olan 12 üçgen vardır.  

⇐ Şimdi     ve   ‟ in aynı doğru üzerinde olduğunu kabul edelim. Bu durumda 

istenilen özellikte             noktaları vardır ve bu noktalar diğer doğru üzerinde olup 

buradan 

 

                                     

 

elde edilir, fakat bu mümkün değildir.                                                                             ∎ 

 

Buradan paralel doğru çiftlerindeki her bir doğru bir doğruya dönüşür.  Böylece 

      ̅ dönüşümü doğrusal noktaları doğrusal noktalara götürür. Bununla birlikte 

afin geometrinin temel teoreminden   dönüşümü afindir. Ayrıca, alanı 1 birim olan 

üçgenleri koruduğundan, dönüşümün eş afin olduğu kolayca söylenebilir. Böylece 

Teorem 3.1 ispatlanmıştır. 

 

Teorem 3.3 (Martin Teoremi)            kendisi üzerine tanımlı Öklid uzayı 

olmak üzere birim alanlı üçgenleri koruyan       ̅ birebir dönüşümü verilsin. Bu 

durumda       ̅ dönüşümü bir Öklidyen harekettir (Lester 1986). 

Bu teoremi ispatlamak için bazı sonuçlara ihtiyaç duyulur. 

Teorem 3.4      üçgeninin alanının 1 olması için gerek ve yeter koşul 

〈       〉〈       〉  〈       〉    

olmasıdır (Lester 1986). 

İspat.  

            olsun.     olduğunu kabul edilirse 

 (        )
 
  (

 

 
                      )

 

 

                                                             sin          

                                                      〈   〉〈   〉   cos          

                                                      〈   〉〈   〉  〈   〉  

olup 

  〈   〉〈   〉  〈   〉  
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elde edilir. 

     olduğu kabul edildiğinde ve            den 

〈       〉〈       〉  〈       〉    

olduğu kolayca görülür.                                                                                                   ∎ 

Lemma 3.5             √    ve              olsun. Bu durumda 

aşağıdaki üçgenlerin alanı 1 olacak şekilde      ve   noktaları vardır (Lester 1985). 

i)         ,         ,         ,      ,  ,         ,          

ii)         ,         ,         ,         ,         ,          

İspat.     olduğu kabul edilsin.   ve   ye dik olan   vektörü seçilsin. 〈   〉  
 

 
 

olsun, ve  

           
 

 
       ,                   

 

 
       ,                

 

 
          

olarak tanımlansın.  

Bu durumda (i) ve (ii) deki üçgenlerin alanları 1 birimdir. Böylece ispat tamamlanır.                                                                                                

∎ 

Dikkat edilecek olursa        üçgenininde alanı 1 dir. Teorem 3.4 de       ̅ 

dönüşümü altında            ve   noktaları yardımıyla tanımlanan birim alanlı 

üçgenlerin görüntüleri de birim alanlıdır. 

Lemma 3.6           noktaları için         ,          ,          ,            

üçgenleri birim alanlı olsun. Bu durumda 

                                veya              

dir (Lester 1986). 

İspat.   e ortogonal olan   ve   vektörleri ve       skalerleri için 

                                        ,                     



9 

olsun.       ve        üçgenlerinin alanları 1 olduğundan Teorem 3.4 deki eşitlik 

kullanılarak 

                                   〈   〉〈   〉  〈   〉     

                                                 〈   〉〈         〉  〈      〉    

                                                 〈   〉   〈   〉  〈   〉    〈   〉    

                                                 〈   〉〈   〉    

                                                  〈   〉   〈   〉       

bulunur. 

     üçgeni için de Teorem 3.4 deki formül kullanılarak benzer işlemler yapılırsa  

                                                       〈   〉   〈   〉       

elde edilir.    〈   〉  olsun. Bu durumda Cauchy Schwarz eşitsizliğinden  

                                                                 

olur. Buradan       ve       negatif değillerdir. 

      ve        üçgenlerinin de alanları 1 olduğundan Teorem 3.4 deki eşitlik ve 

〈   〉  〈   〉   〈   〉    eşitliği 

                    〈   〉〈   〉  〈   〉    

                                   〈         〉〈         〉  〈         〉    

                                     〈   〉  〈   〉    〈   〉  〈   〉     〈   〉  〈   〉     

                                                      〈   〉                                  

elde edilir. Benzer işlemler       üçgeni içinde yapılırsa 

                                    〈   〉    

elde edilir. Elde edilen bu iki denklem önce taraf tarafa çıkarılırsa 
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           〈   〉          

bulunur. Son eşitlik   
 

〈   〉
  ile çarpılırsa 

               

elde edilir. Buradan        veya      bulunur. 

i)      olsun. Bu durumda      olur. Böylece   

              

                                                             

bulunur. Ayrıca   〈   〉    olduğundan        eşitliğinde yerine yazılırsa 

         

elde edilir. Buradan  

          

bulunur. 

ii)        olsun. Bu durumda        dir. Buradan her iki tarafın karesi alınırsa 

            

bulunur ve         eşitliğinde kullanılırsa    〈   〉  eşitliğinden  

                                                        〈   〉                                                            

bulunur. Böylece  

               

olup         den 

             〈   〉         

                                                             〈   〉 
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                                                       〈   〉  

elde edilir. Böylece  

          

elde edilir.                                                                                                                         ∎ 

        durumu incelendiğinde       olur ve       dir. Buradan  

      bulunur.  

Lemma 3.7     ,     ,      ve      üçgenlerinin alanları 1 olsun. Bu durumda  

      ise          dir (Lester 1986). 

İspat.   ve    ye ortogonal olan   ve   vektörleri,       ve   skalerleri için  

                                          ve              

olarak tanımlansın.       olduğundan  

                                                      

                                                                 

olup buradan              ve      olmalıdır. O halde 

                                            〈   〉  〈   〉  〈    〉  

olur.       üçgeninin alanı 1 olduğundan, 

〈   〉〈   〉  〈   〉    

olup,       ve       üçgenleri yardımıyla 

                                            〈   〉〈   〉                                                                                   

elde edilir. Böylece        dir. Buradan      
 

 
  bulunup         eşitliğinde 

yazıldığında  〈   〉〈   〉    bulunur. 

      ve        üçgenlerinin alanları   olduğundan  
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        〈   〉〈   〉 

ve 

        〈   〉〈   〉   〈   〉〈       〉 

elde edilir. Bu iki denklemin sol tarafları eşit olduğundan sağ tarafları eşitlenirse 

 〈   〉〈       〉    

elde edilir. Bu eşitliğin her iki tarafının   ile bölünmesiyle 

〈   〉〈       〉    

elde edilir. 〈   〉〈   〉    olduğundan 〈   〉   〈   〉   olup 〈   〉    dır. Böylece 

〈       〉    olup          dir.                                                                           ∎ 

Lemma 3.8                 için aşağıdaki üçgenlerin alanları 1 olsun. 

i)                                     

ii)                                    

iii)      

Bu durumda              dur (Lester 1986). 

İspat.     olsun.       olduğunu kabul edelim. O halde        ve Lemma 

3.7 dan          dir.  ,       ye dik olmadığından (Lemma 3.7 de   ve   yer 

değiştirilerek   nin yerine   konularak)      , böylece           dir (Lemma 

3.6 de   ve   nin yeri değiştirilerek   yerine   konularak). Fakat       (    

değilse) yani           dir (Lemma 3.6 de   yerine   konularak). O halde          

olmalıdır. Fakat          olduğundan bu imkansızdır. Böylece       dir.  

Bu durumda Lemma 3.6 dan           olup benzer şekilde            yani 

        dir.                                                                                                                     ∎ 

Şimdi Teorem 3.3 ün ispatına geçilebilir. Yani   dönüşümün bir hareket olduğu 

gösterilebilir. Öncelikle             √   ve              olsun. Bu 

durumda Lemma 3.6 nın koşullarını sağlayacak şekilde       noktaları vardır.      
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      ̅  dönüşümü altında bu noktaların görüntüleri Lemma 3.8 in koşullarını sağlar, 

yani   ̅   ̅    ̅    ̅ dir.  

           için                √   olsun. Bu durumda       √   olacak 

biçimde       noktası vardır öyle ki               ve               dir. 

Böylece     ̅̅̅       ̅   ̅     ̅̅ ̅      dir. 

Son olarak             için              olsun.    de √  uzunluğundaki 

herhangi iki doğru parçası uç uca eklenmiş olan √  uzunluğunda doğru parçaları ile 

birleştirildiğinden,    ̅   ̅    ̅   ̅  dir. 

Beckman-Quarles teoreminden yola çıkarak       ̅ dönüşümü bir hareketin skaler 

çarpımıdır. Birim alanlı üçgenleri koruduğundan bu dönüşüm bir harekettir. Bu Teorem 

3.3 ün kanıtını tamamlar.                                                                                                  ∎ 

June Lester aşağıdaki sonucun ispatını vermiştir. 

Sonuç 3.9   reel iç çarpım uzayı sonlu-boyutlu ise,      için   fonksiyonu  

                                                                                                                         

formunda yazılmalıdır. Burada       ortogonal lineer dönüşüm ve  ,    reel iç 

çarpım uzayının sabit elemanıdır (Lester 1986). 

W.Benz ise aşağıdaki teoremi ispatlamıştır. 

Teorem 3.10   sonsuz-boyutlu reel iç çarpım uzayı olmak üzere birim alanlı üçgenleri 

koruyan ve       formunda yazılamayan       birebir dönüşümü vardır                  

(Benz 2004).  

İspat.         olmak üzere            olarak tanımlansın. Buradan  

                  [〈       〉]  〈             〉   [        ]                         (3.5)        

dir.    card      olacak biçimde bir küme ve   ise {            } sonlu olacak 

biçimdeki tüm  

      

fonksiyonların kümesi olsun.   fonksiyonu 

   ∑      
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formunda yazılabilir. Bu notasyona göre;     elemanı,   kümesindeki      

özelliğindeki tüm    elemanları için        ve         olacak biçimde     

elemanına eşittir. 

      ve       için            verilsin ve 

           ∑[         ]  

   

 

    ∑[     ]  

   

 

         ∑[        ] 

   

 

olarak tanımlansın. Bu durumda  ; boyutu card    olan ve tabanı   olan reel iç çarpım 

uzayıdır. Farklı elemanlardan oluşan {       } kümesi,   nin sonlu alt kümesi ise bu 

durumda    reel olmak üzere          ,             formunda      

elemanları kesin olarak vardır.   nin tüm sonlu alt kümelerinin kümesinin kardinalitesi 

card     olduğundan,     den  

                               card      card     card     card    

elde edilir. Yani card     card   . Buradan       birebir ve örten dönüşümü 

vardır. Eğer      ,   nin keyfi bir birebir ve öten dönüşümü ise bu durumda  

         

olacak biçimde   ve   arasında birebir ve örten dönüşüm vardır. 

Şimdi       birebir ve örten dönüşüm olsun ve      için 

      √
 

√ 
       

tanımlansın. Buradan       den tüm farklı         için 

                                                    (              )                                                   
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eşitliği sağlanır. Böylece   birim alanlı üçgenleri korur. Fakat       formunda değildir.                                                        

∎ 

Teorem 3.11   reel iç çarpım uzayı olmak üzere       dönüşümü birim alanlı 

üçgenleri korusun. Eğer 

                                                   (              )                                             

olacak biçimde kenar uzunluğu √  olan eşkenar      üçgeni varsa, bu durumda   

      formunda olmalıdır (Benz 2004). 

İspat.  ; boyutu 3‟den büyük olacak biçimde bir reel iç çarpım uzayı olmak üzere  

      dönüşümü birim alanlı üçgenleri korusun. Bu durumda,        için 

‖   ‖  √  olduğunda  

‖         ‖     

olacak biçimde     reel sayısı vardır  ( Lester 1985 ). 

Şimdi       yi sağlayan ve         olmak üzere kenar uzunluğu √  olan eşkenar 

üçgen olduğu kabul edilsin. Buradan,  

‖         ‖    ‖         ‖    ‖         ‖       

ve 

√ 

 
           (              )  

  

 

√ 

 
 

olduğundan   √  bulunur. Böylece     √  uzaklığını korur. Ayrıca  ,   uzaklığını da 

korur:          olacak biçimde       seçilsin.  

‖   ‖   √   ‖   ‖ 

olacak biçimde     alınsın. 

    ‖         ‖ olsun.            olduğundan ve   birim alanlı üçgenleri 

koruduğundan 
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   (              )  
 

 
√  

  

 
  

elde edilir. Buradan     dir. 

Lemma 3.12     √  √   ve      √  √   olmak üzere       için         

‖   ‖    olsun. Bu durumda 

‖         ‖  ‖   ‖ 

dir  (Benz 2004). 

İspat. 

 i)     olmak üzere ‖   ‖    ‖   ‖ alınsın.    ‖         ‖ olsun. 

           olduğundan  

   (              )  
 

 
√  

  

 
  

elde edilir, yani   {   } dır. 

ii)      olmak üzere ‖    ‖  √  ‖    ‖ alınsın. Buradan  , √  uzaklığını 

koruduğundan 

  ‖         ‖  ‖          ‖  ‖          ‖   √  

bulunur.   {   } olduğu göz önünde tutulursa     √   olup      olur.                ∎ 

  dönüşümü   ve   uzaklığını korur. Ayrıca   √    dır. Böylece  ,       formunu 

sağlar (Radó vd. 1986).                                                                                                    ∎ 
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4. BİRİM ÇEVRELİ ÜÇGENLERİ KORUYAN DÖNÜŞÜMLER  

Bu bölümde Öklid uzayında birim çevreli üçgenleri koruyan dönüşümlerden 

bahsedilecektir. Çevre uzunluğu 1 birim olan üçgenler “birim çevreli üçgen” olarak 

adlandırılacaktır. Bir birim çevreli üçgenin herhangi bir kenarının uzunluğu  
 

 
  den 

küçüktür. 

Teorem 4.1 Öklid düzleminden kendisi üzerine tanımlı birim çevreli üçgenleri koruyan 

dönüşümler Öklidyen harekettir (Lester 1986). 

Lemma 4.2    Öklid düzlemi olmak üzere       ve   noktaları tarafından oluşturulan 

dört üçgenin tümü birim çevreli üçgenler ise bu durumda         noktaları bir 

dikdörtgenin köşe noktalarıdır (Lester 1985). 

İspat.         noktaları ile oluşturulan üçgenler birim çevreli üçgenler ise bu durumda  

                                ,                             

                               ,                             

olur. Buradan            ,             ve             bulunur. 

Böylece      eşit uzunlukta köşegenlere sahip bir paralelkenardır. Yani bir  

dikdörtgendir.                                                                                                                   ∎ 

Buradan bir birim çevreli dik üçgenin köşelerinin görüntüsü bir birim dik üçgenin 

köşeleridir fakat dik açıların korunması ile ilgili kesin bilgi yoktur. Bu nedenle birim 

dik üçgenler daha yakından incelenmelidir. 

Lemma 4.3    Öklid uzay olmak üzere       
 

 
 olacak biçimde        verilsin. 

Eğer 

i        √     ise    kenarı dört birim çevreli dik üçgenin hipotenüsüdür. 

ii        √    ise    kenarı iki birim çevreli dik üçgenin hipotenüsüdür. 

iii        √    ise    kenarı hiçbir birim çevreli dik üçgenin hipotenüsü 

değildir (Lester 1985). 
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İspat.                 olacak biçimde birim çevreli dik      üçgeni seçilsin. 

Bu durumda 

 

                                                                                                                   

      

 

olur. Birim dik üçgende Pisagor teoreminden 

 

                                                                                                                      

 

bulunur.        ve         denkleminden  

 

                                          [           ]            

 

elde edilir. Buradan 

 

                                                       (
 

 
      )    

 

denklemi elde edilir. Bu denklemin kökleri incelenirse       √    için iki kök, 

      √    için bir kök, aksi taktirde hiç kök olmadığı kolayca görülür.                                                                                                                               

∎ 

 

Sonuç 4.4  √          
 

 
  özelliğindeki           için √      ̅   ̅  

 

 
  

olması için gerek ve yeter koşul bir kenarı    olacak biçimde sekiz tane birim çevreli 

dik üçgenin olmasıdır (Lester 1985). 

 

Şimdi bazı birim dik üçgenlerin dik-açılarının korunduğu gösterilebilir. 

 

Lemma 4.5          olmak üzere      birim çevreli bir dik üçgen olsun. Bu 

üçgenin dik açısı   de ve       √    olsun. Bu durumda   ̅ ̅ ̅  üçgeni de  ̅ de 

dik açılıdır (Lester 1985). 
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İspat.             √    olduğundan   ̅   ̅  √    ve   ̅   ̅  √    

dir. Buradan   ̅ ̅ ̅,   ̅ de dik-açılı olamaz. Başka bir ifadeyle 

 

                                       ̅   ̅  √  ̅   ̅    ̅   ̅  √ (√   )  
 

 
 

 

dir. 

 

  ̅ ̅ ̅  birim dik üçgeninin  ̅ de dik-açılı olsun. Merkezi   olan      eşkenar dörtgeni 

ele alınsın.           ve      birim dik üçgen olduklarından   ̅ ̅ ̅   ̅ ̅ ̅ ve   ̅ ̅ ̅ 

üçgenleri de birim çevreli dik üçgenlerdir. Belirtilen üçgenlerin hiçbiri  ̅ veya  ̅ da dik 

açılı değillerdir. Şimdi  ̅ veya  ̅ de dik açılı olması gereken   ̅ ̅ ̅ dik üçgenini ele 

alalım. Eğer   ̅ ̅ ̅ üçgeni  ̅ de dik-açılı ise   ̅ ̅ ̅ üçgeni ile benzerdir.  

Yani   ̅   ̅    ̅   ̅  dir. 

  ̅   ̅    ̅   ̅    ̅   ̅      ̅   ̅    ̅   ̅    ̅   ̅  olup buradan  

  ̅   ̅    ̅   ̅  dir. Yani  ̅,  ̅ ̅ nin dik açıortayında bulunur.  ̅   ̅ olduğundan, 

  ̅ ̅  ̅dik-açılı değildir, yani bir çelişki elde edilir. Şimdi   ̅ ̅ ̅ üçgeninin  ̅ de dik-açılı 

olduğunu kabul edelim. Bu durumda  ̅ ve  ̅,  ̅ ̅ kenarının zıt tarafında bulunurlar. 

Başka bir ifadeyle  ̅   ,̅ burada     Lemma 4.2 deki gibi         dikdörtgeninin 

noktalarıdır.   ̅   ̅ olduğundan ve   ̅ ̅ ̅ üçgeni geniş-açılı olmadığından,   ̅ ̅ ̅ üçgeni 

 ̅ de dik-açılı olamaz. Böylece  ̅ de dik açılı olmalıdır. Şimdi   ̅ ̅  ̅üçgenini ele alalım. 

Bu üçgen  ̅ de dik-açılı değildir.   ̅ ̅  ̅ üçgeni  ̅ de dik açılı ise bu durumda  ̅,  ̅ ̅ 

üzerinde olmalıdır (  ̅ ̅,  ̅ ̅ ye paraleldir). Fakat bu imkansızdır. Çünkü   ̅ ̅ ̅ ve   ̅ ̅ ̅ 

üçgenleri birim çevreli üçgenlerdir. Böylece   ̅ ̅ ̅ üçgeni  ̅ de dik açılı olmalıdır. Fakat  

 ̅,  ̅ ̅ doğrusu üzerindedir, böylece   ̅ ̅ ̅ üçgeninin içindedir. Hem   ̅ ̅ ̅ hem de   ̅ ̅ ̅ 

üçgenleri birim çevreli olduğundan imkansızdır. Bu durumda bütün olasılıklar 

incelenmiş olur. Yani   ̅ ̅ ̅ üçgeninin  ̅ de dik-açılı olduğu varsayımı yoktur.   ̅ ̅ ̅ 

üçgeni  ̅ de dik açılıdır.                                                                                                    ∎ 

 

Şimdi   dönüşümü için bir hareket olduğu ispatlanabilir. İlk olarak birim çevreli dik 

üçgenin kenar uzunlukları (hipotenüs olmayan)   ve   ise hipotenüs kuralı ve birim 
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özelliğinden  

 

    √        

 

 

denklemini elde ederiz. Buradan 

 

i)             
 

elde edilir. Bu eşitlikten ise  

 

ii)   √        
 

 
(  √ )  

 

iii)          ise     
 

 
(  √ ).   

 

sonuçları elde edilir. 

       olmak üzere       
 

 
(  √ ) ve m,    kenarının orta noktası olsun.    

kenarının dik açıortayı üzerinde bulunan   noktası için      ve      birim üçgenler 

ve   de dik-açılıdırlar.  

            
 

 
(  √ )  √    

olduğundan (ii) deki koşuldan    ̅ ̅  ̅ve   ̅ ̅  ̅birim çevreli üçgenlerdir ve  ̅ de dik-

açılıdırlar ve Lemma 4.5 den   ̅,  ̅ ̅ nin orta noktasıdır. Bu tür üçlü noktalar bir araya 

getirilerek dönüşümün herhangi bir doğru parçasının orta noktasını koruduğu 

görülebilir. Herhangi bir dik üçgenin dik-açısını koruduğunu görmek kolaydır.  

Şimdi             
 

 
(  √ ) olacak biçimde       dik-açılı ikizkenar üçgeni 

verilsin    ve    bu üçgenin kenarortayları olsun.      ve      üçgenleri birim 

çevreli ve   de dik-açılı olduğundan    ̅ ̅ ̅  ve    ̅ ̅  ̅ üçgenleri de birim çevrelidir ve 

 ̅ de dik açılıdır.   ̅ ̅ ̅ üçgeni için (i) inci koşuldan 

                                              ̅   ̅     ̅   ̅      ̅   ̅   ̅   ̅    

elde edilir. Dolayısıyla    ̅   ̅    ̅   ̅   olduğundan   

  ̅   ̅     ̅   ̅      ̅   ̅   ̅   ̅  

elde edilir. Benzer şekilde   ̅ ̅  ̅üçgeninden  
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   ̅   ̅    ̅   ̅      ̅   ̅   ̅   ̅  

elde edilir. Dolayısıyla   ̅   ̅    ̅   ̅  dir. Şimdi,   ̅ ̅ ̅ üçgeninden  

                                                    ̅   ̅    ̅   ̅     ̅   ̅  

bulunur. Buradan (iii) bağıntısı kullanılarak   ̅   ̅  
 

 
(  √ ) elde edilir.  

  ve   noktaları     
 

 
(  √ ) uzunluğundan farklı noktalar olabilir. İncelediğimiz 

dönüşüm    deki noktalar arasında ki uzaklığı korur böylece Beckman-Quarles 

teoreminden   bir Öklidyen harekettir.                                                                            ∎ 

Teorem 4.6       n     kendisi üzerine tanımlı Öklid uzayı olmak üzere birim 

çevreli üçgenleri koruyan       ̅  birebir dönüşümü verilsin. Bu durumda       ̅  

dönüşümü bir Öklidyen harekettir (Lester 1986). 

Lemma 4.7    Öklid uzayı olmak üzere          seçilsin.             
 

 
  ve  

cos(          )   
 

 
  olsun. Bu durumda 

                                                         ̅   ̅    ̅   ̅  

dir (Lester 1986).  

İspat.     nin 3-boyutlu alt uzayında          ve    noktaları verilsin.          ve 

         köşe noktaları olmak üzere kenar uzunlukları 
 

 
 olan düzgün dörtyüzlü verilsin. 

Düzgün dörtyüzlünün tüm yüzeylerinin çevresi   olduğundan görüntülerinde de çevre 

uzunluğu 1 olur. Yani,       için 

            ̅   ̅    ̅    ̅     ̅   ̅                   ̅   ̅    ̅    ̅     ̅   ̅    

            ̅   ̅    ̅    ̅     ̅   ̅                    ̅   ̅    ̅   ̅    ̅   ̅    

olur. Buradan    ̅   ̅    ̅   ̅ ,       bulunur. Dolayısıyla    ̅   ̅     ̅   ̅  dir. 

 cos(          )   
 

 
  olduğu açıktır. Böylece verilen koşulları sağlayan       

noktaları böyle bir dörtyüzlünün parçaları olabilir. Buradan 
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                                                          ̅   ̅    ̅   ̅  

dir.                                                                                                                                    ∎ 

Sonuç 4.8    Öklid uzayı olmak üzere          verilsin.             
 

 
  ve 

               ise   

  ̅   ̅    ̅   ̅  

dir (Lester 1986). 

İspat.    cos  ( 
 

 
)        dir.               ve 2         olduğundan 

                                    
 

 
      ve                           

olacak biçimde      vardır. Bu durumda  

  ̅   ̅    ̅   ̅    ̅   ̅  

olur. Böylece ispat tamamlanır.                                                                                        ∎ 

Sonuç olarak kenar uzunluğu   
 

 
  olan birim çevreli üçgenler korunur    

 

 
  uzunluğu 

koruduğundan Beckman-Quarles teoreminden,       ̅ dönüşümü Öklidyen 

hareket olmalıdır                                                                                                            ∎ 

Şimdi Teorem     in uzayda basit bir ispatı verilecektir   

Teorem 4.9                  fonksiyonu birim çevreli üçgenleri koruyan 

birebir örten bir dönüşüm olsun. Bu durumda   Öklidyen harekettir (Demirel vd. 2020). 

Lemma 4.10     uzayında     olmak üzere               ,                 

noktaları verilsin. Bu iki noktayı köşe noktası kabul eden birim çevreli tüm        

üçgenleri için   noktalarının geometrik yeri iki noktası delinmiş bir elipsoidtir. Bu 

elipsoidin denklemi     
 

 
   ve           olmak üzere   
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dir. (Demirel vd. 2020) 

İspat.                 noktası         üçgeni birim çevreli üçgen olacak biçimde 

bir nokta olsun. O halde  

                   

dir. 

                        olsun. Bu durumda      
 

 
  dir. 

                 

olup buradan  

√          
      

  √          
      

     

olur. Böylece 

√          
      

     √          
      

  

olup eşitliğin her iki tarafının karesi alınırsa  

          
      

        √          
      

          

  
            

      
 

       √          
      

        
          

elde edilir. Buradan  

                 √          
      

  

olup her iki tarafın karesi alınırsa 

             √          
      

  

              √          
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eşitliği elde edilir            olduğundan  

       
        

        
  

dir   şitliğin her iki tarafının       ile bölünmesiyle 

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

  
   

  
 

  
   

elde edilir. 

Bu denklem     uzayında bir elipsoid gösterir        birim çevreli üçgen 

olduğundan               ,                 noktaları alınmaz  O halde iki 

noktası delinmiş bir elipsoid elde edilir                                                                                 ∎ 

Sonuç          uzayında sabit        noktaları verilsin             
 

 
  olmak 

üzere         birim çevreli üçgen olacak biçimde tüm   noktalarının geometrik 

yeri iki noktası delinmiş elipsoittir  (Demirel vd. 2020). 

Sonuç 4.12          birim çevreli üçgenleri koruyan dönüşüm olsun   

          
 

 
  olmak üzere         üçgeni birim çevreli olacak biçimdeki tüm 

  noktalarının görüntüleri odakları    ̅   
̅̅̅  olan    ̅  ̅  

̅̅̅  üçgeni birim çevreli üçgen 

olacak biçimde delinmiş elipsoid üstündedir (Demirel vd. 2020) 

Lemma 4.13           birim çevreli üçgenleri koruyan dönüşüm olsun  Bu 

durumda   dik açıları korur   (Demirel vd. 2020). 

İspat      ve    doğruları     noktasında dik kesişsin      doğrusu üstünde                      

             
 

 
  olacak biçimde     noktası seçilsin.        üçgeni birim 

çevreli üçgen olacak biçimde   noktalarının geometrik yeri olan iki noktası delinmiş 

elipsoidi çizelim. Bu elipsoid      doğrusunu iki noktada keser  Bu noktalar   ve   

ile gösterilsin  Benzer şekilde    noktasından geçen    ye dik ve    e paralel olan 

doğru delinmiş elipsoidi iki noktada keser  Bu noktalar   ve   ile gösterilsin  Bu 

noktalar         ve         birer dikdörtgen olacak biçimde seçilsin          
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dikdörtgeni dört tane birim çevreli üçgen tanımlar  Hipotez gereği bu dört üçgenin 

görüntüleri de dört tane birim çevreli üçgen olacağından Lemma     den dolayı 

 ̅  ̅  
̅̅̅ ̅ de bir dikdörtgendir  Böylece       ve       dik olarak kesişir                     ∎ 

Lemma 4.14           birim çevreli üçgenleri koruyan birebir bir dönüşüm 

olsun.     
 

 
 

 

 
   

 

 
  ve     

 

 
  olacak biçimde        verilsin. 

      
   

 
   

 

 
 

olacak biçimde         için  ,    doğru parçalarının orta noktalarını korur  

(Demirel vd. 2020). 

İspat      ve     uzayında           
 

 
   olacak biçimde iki nokta olsun  Bu iki 

nokta yardımıyla Lemma      da inşa edilen          birim çevreli üçgen olacak 

biçimde  iki noktası delinmiş elipsoidi inşa edelim  Bu durumda                            

   {    
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗     
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗         

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  }  kümesi ortogonal olacak biçimde elipsoid 

üstünde               noktaları vardır           olacak biçimde her   için 

  ̅  ̅  
̅̅̅  üçgenleri birim çevrelidir   

 , Lemma 4.12 den dik açıları koruduğundan     ̅̅̅̅  {    
̅̅ ̅̅ ̅̅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       

̅̅ ̅̅ ̅̅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗     
̅̅ ̅̅ ̅̅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗         

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  }  

kümesi de ortogonal bir kümedir      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ olmak üzere 

   {    
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗         
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  }  kümesi ortogonal olup hipotezden ve Lemma 

4.12 den dolayı   ̅̅̅̅  {    
̅̅ ̅̅ ̅̅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       

̅̅ ̅̅ ̅̅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗     
̅̅ ̅̅ ̅̅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗         

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  } kümesi de ortogonaldir.    ̅̅̅̅     ve  

  ̅̅̅̅   kümelerinin      tane elemanları aynı olduğundan ve   birebir olduğundan   

    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  olup      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ olmak zorundadır  Böylece       ile     

noktalarının orta noktası iken    ̅   
̅̅ ̅  ile    ̅  noktalarının orta noktasıdır                ∎ 

Sonuç 4.15          birim çevreli üçgenleri koruyan birebir dönüşüm olsun  

Bu durumda   doğruları korur ve böylece   afindir (Demirel vd. 2020). 
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Şimdi teoremin ispatına geçilebilir  

      kenar uzunlukları  
 

 
  olacak biçimde birim çevreli eşkenar bir üçgen olsun.   

noktasından çizilen       kenarını dik kesen doğru aynı zamanda kenarortaydır  

Benzer şekilde   noktasından çizilen       kenarını dik kesen doğru parçası ile   

noktasından geçen    kenarını dik kesen doğru parçası da birer kenarortaydır  

                  kenarlarının orta noktaları sırasıyla          olsun. O 

halde                      kenarortaylardır   , birim çevreli üçgenleri 

koruduğundan    ̅ ̅ ̅ üçgeni de birim çevreli üçgendir  Sonuç      den 

                     doğruları    ̅    
̅̅ ̅̅     ̅    

̅̅ ̅̅     ̅    
̅̅ ̅̅   doğrularına 

dönüşür     orta noktaları koruduğundan   ̅ ̅ ̅ birim çevreli üçgeninin orta 

noktaları   
̅̅ ̅̅    

̅̅ ̅̅    
̅̅ ̅̅  dür  Böylece   ̅ ̅ ̅  de bir kenar uzunluğu  

 

 
 birim olan birim 

çevreli eşkenar üçgen olup   altında 
 

 
 uzunlukları korunduğundan Beckman-

Quarles teoremi gereğince   bir Öklidyen harekettir   
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