NEREDEYSE PARCALANAN
DIZILER UZERINE
YUKSEK LISANS TEZI

Ozge ERDOGAN

Danigman

Dr. Ogr. Uyesi Fatma KAYNARCA
MATEMATIK ANABILIM DALI
TEMMUZ 2021



AFYON KOCATEPE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LISANS TEZI

NEREDEYSE PARCALANAN
DIZILER UZERINE

Ozge ERDOGAN

Danisman

Dr. Ogr. Uyesi Fatma KAYNARCA

MATEMATIK ANABILIM DALI

Temmuz 2021



OZET
Yiksek Lisans Tezi

NEREDEYSE PARCALANAN DIZILER UZERINE

Ozge ERDOGAN
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Fatma KAYNARCA

Bu tez, artin cebirlerinin temsil teorisinde 6nemli rol oynayan ve kisa tam dizilerin
ozel bir tipi olan neredeyse parcalanan diziler lizerine yapilan caligmalara dayanmak-
tadir. Bu diziler ilk olarak 1974’te M. Auslander ve I. Reiten tarafindan tanimlanmag
ve ayni yazarlar tarafindan 1977’de yapilan ii¢ makaleden olugsan bir makale serisinde
baz1 ozellikleri incelenmigtir.

Uc boliimden olusan tezin girig boliimiinde tez konusunun tarihsel geligimine dair
bilgiler verilmistir. Ikinci boliim, tez calismas: icin gerekli kavramlarm tammlarim
ve baz1 temel 6zellikleri icermektedir. Ucgiineii boliimde; sonlu boyutlu bir cebir
tizerindeki modiil kategorisinin radikalinin 6zellikleri ifade edilmistir. Daha sonra
neredeyse parcalanan morfizm ve minimal morfizm kavramlar1 verilmis ve bun-
larm indirgenmez morfizmlerle iligkileri incelenmistir. Uciincii kisimda neredeyse
parcalanan dizilerin tanimi ve baz karakterizasyonlar1 verilmistir. Son olarak nere-
deyse parcalanan dizilerin varligi, Auslander-Reiten teorinin orijinal ruhuna yakin

olarak, funktorsal bir yaklagimla ispatlanmistir.

2019, v+89 sayfa

Anahtar Kelimeler: Ayristirilamaz modiil, radikal morfizm, neredeyse parcalanan
morfizm, minimal morfizm, indirgenmez morfizm, neredeyse
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ON ALMOST SPLIT SEQUENCES
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This thesis is based on studies on almost split sequences, a special type of short
exact sequences that play an important role in the representation theory of artin
algebras. These sequences were first defined by M. Auslander and I. Reiten in 1974,
and some of their properties were examined in a series of three articles by the same
authors in 1977.

In the introduction part of the thesis, which consists of three parts, information
about the historical development of the thesis subject is given. The second chapter
includes the definitions of the necessary concepts and some basic features for the
thesis work. In the third part; the properties of the radical of the module category
on a finite-dimensional algebra are expressed. Then, the concepts of almost split
morphism and minimal morphism are given and their relationship with irreducible
morphisms are examined. In the third part, the definition and some characteriza-
tions of the almost split sequences are given. Finally, the existence of almost split
sequences over finite dimensional algebras is proved by a functorial approach, close
to the original spirit of the Auslander-Reiten theory.

2019, v+4-89 pages
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TESEKKUR

Tez caligmanin gerceklestirilmesinde, degerli bilgilerini benimle paylasan, giiler yiizii-
nii ve samimiyetini benden esirgemeyen ve gelecekteki mesleki hayatimda da bana
verdigi degerli bilgilerden her zaman faydalanacagimi diigiindiigiim kiymetli danigman
hocam Saym Dr. Ogr. Uyesi Fatma KAYNARCA’ya, bilgilerini ve tecriibelerini
paylagsarak bana yol gosteren Saym Prof. Dr. Derya KESKIN TUTUNCU’ye

tegekkiirii bir borg bilirim.
Hayatimin her alaninda oldugu gibi tez ¢aligmam siiresince de hep benim yanimda

olan, bana her zaman sevgi, sabir ve iyi niyetle yaklagan, bugiinlere gelmeme destek

olan ve bana giivenen sevgili anne ve babama tegekkiirlerimi sunarim.

Ozge ERDOGAN

AFYONKARAHISAR, 2021
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SIMGELER DiZINI

Simgeler

- Altkiime

< Altmodiil

< Oz altmodiil

= [zomorfizm

ker f f'nin ¢ekirdegi

coker f f'nin escekirdegi

imf f'nin goriintiisi

M Sag R-modiil

M/N Bolim modiili

< Biiyiik altmodiil

< Kiigiik altmodiil

C Herhangi bir kategori

ObC Bir C kategorisinin nesneler sinifi

Home (M, N) Bir C kategorisinde M’den N’ye giden morfizmlerin kiimesi
Mod-R Sag R-modiillerin kategorisi

k Herhangi bir cisim

k[z] k cismi tizerindeki polinomlar halkas:

M e M M ve M’ modiillerinin dik toplami

SocM M’nin sokulu

RadM M’nin radikali

A Sonlu boyutlu k-cebir

modA Sonlu iiretilmig sag A-modiillerin kategorisi
rada (M, N) modA’da M’den N'ye giden radikal morfizmlerin kiimesi
End M M’nin endomorfizmlerinin kiimesi

mod-k Sonlu boyutlu k-vektor uzaylarinin kategorisi
F Herhangi bir funktor




1. GIRIS

Bu ¢aligmada, modiillerin kisa tam dizilerinin 6zel bir tipi olan ve genel olarak artin
cebirlerinin temsil teorisinde temel rol oyanayan neredeyse parcalanan dizi kavrami
tanmitilacaktir.  Aymi zamanda Auslander-Reiten dizileri olarak da adlandirilan
neredeyse parcalanan diziler, Auslander cebirleri iizerindeki basit modiillerin pro-
jektif temsillerinin belirlenmesiyle baglantili olarak sonlu temsil tipli artin cebir-
leri igin ilk olarak 1971’de gozlemlenmig bir kavramdir. Keyfi artin cebirleri igin,
(Ringel, 1984) tarafindan batak (sink) ve kaynak (source) déniigiimler olarak ta ad-
landirilan, sag ve sol neredeyse pargalanan morfizmlerin varligi iki farkli yaklagimla
ispatlanmigtir. Bunlardan biri, (Auslander, 1966) tarafindan ispatlanan keyfi A artin
cebirleri i¢in, A tizerine kurulan modiillerin mod-A kategorisinden abelyen gruplarin
kategorisine giden basit funktorlarin sonlu temsil edilmis (finitely presented) ol-
masidir. Diger yaklagim ise, (Auslander, 1974) tarafindan ispatlanmig olup, sadece
neredeyse parcalanan morfizmleri vermeyip neredeyse parcalan dizilerin varligim
da ortaya koyan, Ext} (C, DTrC)nin homolojik cebir hesaplamalariyla DEnd,(C)
olarak belirlenmesini de igeren ve bir neredeyse pargalanan 0 — A — B — C
dizisinin ilk ve son terimleri tizerindeki baglantinin A = DTrC' bi¢giminde oldugudur.
Daha sonra M. Auslander ve 1. Reiten tarafindan 1977°de yazilan {i¢ makale serisinde
neredeyse parcalanan dizilerle ilgili 6zellikler ayrtili bir bi¢imde incelenmistir. Ozel
olarak funktorlarin radikal serileriyle bir baglantisini igeren indirgenmez morfizmler

de tamitilmigtir (Auslander vd. 1997).

Neredeyse parcalanan diziler artin cebirlerinin temsil teorisinde temel bir rol oy-
nasa da onemlerinin takdir edilmeye baglamasindan 6nce birkag yil ge¢migtir. On-
larin 6nemini ortaya koyan, tiim sag ve sol parcalanan morfizmlerin ayni anda ince-
lenmesine olanak saglayan, Auslander-Reiten kuiver kavramidir. Ornegin (Ringel,
1978) ve (Riedtmann, 1980)’e gore kalitsal (hereditary) cebirler ve sonlu temsil tipli
selfinjektif cebirler iizerine yapilan ilk caligmalarin ¢ogu, onlarin Auslander-Reiten
kuiverleri ya da buna denk olarak onlarin neredeyse parcalanan dizileri tizerine

olmugtur. Neredeyse parcalanan dizilerin varhg ile ilgili teoremler (Auslander and



Smalo, 1981) tarafindan bir A artin cebiri tizerindeki modiillerin mod-A kategorisinin

baz altkategorilerinde ve artin cebirleri diginda da ispatlanmigtir.

Neredeyse parcalanan dizi kavraminin; grup temsilleri, siralama teorisi, cebirsel
tekillik teorisi ve modiillerin model teorisi gibi farkli alanlarda faydali oldugu kanitlan-
migtir. Ortadaki terimi ayrigtirilamaz olan bir neredeyse pargalanan dizinin sonlu
temsil tipli cebirler i¢in her zaman var oldugu (Auslander and Reiten, 1977) tarafin-
dan, genel durumda varhg ise (Martinez-Villa, 1980) tarafindan ispatlanmigtir (Aus-

lander vd. 1997).

Sonlu boyutlu bir cebir iizerine kurulan modiillerin kategorisinde ayrigtirilamaz
modiilleri ve bunlarin arasindaki morfizmleri belirlemek i¢in indirgenmez morfizm ve
neredeyse parcalanan dizi kavramlarina ihtiya¢ vardir. Bunlar sayesinde,
ayrigtirilamaz modiiller tiim modiiller i¢in birer yapi tasi, indirgenmez morfizmler de
bu modiiller arasindaki tiim morfizmler i¢in birer yap1 tag1 gorevi gorecegi i¢in modiil
kategorisinin tamami belirlenmis olur. Neredeyse parcalanan morfizmler, indirgen-
mez morfizmlerin diginda, dual iki kavram olan, sol neredeyse pargalanan morfizmler
ve sag neredeyse parcalanan morfizmler kullanilarak ta tanimlanir. Bu kavramlar;
sadece neredeyse parcalanan dizileri tanimlamakla kalmaz, ayn1 zamanda indirgen-

mez morfizmlerle de iligkilidirler.

A bir sonlu boyutlu k-cebir olmak iizere A {izerine kurulan sag A-modiillerin mod-
A kategorisinin radikalinin elemanlarina radikal morfizm (radical morphism) denir.
Bagka radikal morfizmler iizerinden faktorlenen morfizmler ise neredeyse parcalanan
morfizm (almost split morphism) olarak adlandirilir. Bunlar ayni zamanda minimal
neredeyse parcalanan ve indirgenmez morfizmlerdir. Bu morfizmlerin tanim ve deger
kiimeleri ayristirilamaz oldugu i¢in modiil kategorisinin radikaline ait fakat radikalin
karesine ait degildirler. Bundan dolayr modiil kategorisinde yeterli sayida minimal
neredeyse parcalanan morfizm var midir sorusu dogal olarak ortaya ¢ikmigtir. N

ayrigtirilamaz projektif olmayan bir A-modiil, ya da buna denk olarak, L ayrigtirila-



maz injektif olmayan bir A-modiil olmak iizere
0O0—=L—-+M—=N=0

bi¢iminde bir neredeyse parcalanan dizisi vardir. Bunun bir sonucu olarak modiil
kategorisinde minimal neredeyse parcalanan morfizmler yeterince vardir. Yani; her
ayrigtirilamaz L modiilii i¢in, bir sol minimal neredeyse parcalanan L — M mor-
fizmi ve benzer olarak, her ayrigtirilamaz N modiilii i¢in, bir sag minimal neredeyse

parcalanan M — N morfizmi vardir.

Uc boliimden olugan bu tez ¢alismasinda temel amag; bu alanda calismak isteyen
aragtirmacilara, neredeyse parcalanan dizi kavramini ayrintili bigimde tanitmaktir.
Ik bolim giris kismima ayrilmgtir. Ikinei boliimde modiiller, cebirler, tam diziler,
kategoriler ve funktorlar ile ilgili tez ¢alismas icin gerekli olan bazi temel tanim ve
ozellikler verilmistir. Neredeyse parcalanan diziler bir modiil kategorisinin radikalinde
bulunan morfizmlerin yapisi incelenirken ortaya ¢ikan bir kavram oldugu i¢in, tigiincii
boliimde ilk olarak sonlu boyutlu bir cebir itizerine kurulan modiil kategorisinin
radikalinin 6zellikleri ve bazi karakterizasyonlar: tanitilmistir. Daha sonra indirgen-
mez morfizm kavrami 6rneklerle agiklanmig ve bazi 6zellikleri ifade edilmistir. Ayrica
parcalanan morfizm ve minimal morfizm kavramlarinin tanimlar1 verilmis ve bun-
larm indirgenmez morfizmlerle iliskileri incelenmistir. Ucgiincii kisimda neredeyse
parcalanan dizilerin tanimi ve bazi karakterizasyonlar:1 verilmistir. Son olarak nere-
deyse parcgalanan dizilerin varliginin ispati, bununla ilgili farkl ispatlar bulunmasina
kargin, Auslander-Reiten teorinin pek ¢ok sonucunun orijinal ispatina ve orijinal
ruhuna yakin olan, funktorsal bir yaklagimla sunulmustur. Uciincii boliimde (As-
sem and Coelho, 2020) temel kaynak olarak kullanilmig olup, neredeyse pargalanan
dizilerin sagladig1 temel ozellikler ayrintili bigimde ispatlanarak ele alinmigtir. Bu
kaynakta dual olarak verilen ispatlar, tez caligmasinda detayl bir sekilde ince-
lendiginden, bu tez; bu alanda ¢aligmak isteyen aragtirmacilar igin Tiirkge bir kaynak

olmas: bakimindan onemlidir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez calismasi icin gerekli olan bazi temel kavramlar tanitilarak kul-
lanilacak olan bazi oOzellikler ifade edilecektir. Bu bolimde kullanilan temel kay-
naklar (Anderson and Fuller, 1974), (Pancar ve Alizade, 2016), (Assem and Coelho,
2020), (Rotman, 2009)’dur.

2.1. Modiuller

Tanim 2.1.1 Bostan farkl bir R kiimesi iizerinde
+:RxR—R; (a,b)~a+b

ve

:RxR—R; (a,b)— ab

ikili iglemleri tanimlansim. Asagidaki ozellikler saglanirsa (R, +, -) sistemi bir halka

(ring) olarak adlandirhr.
(i) (R,+) bir abel grup,
(ii) Her a,b,c € R i¢in (ab)c = a(be),
(iii) Her a,b,c € R icin a(b+ ¢) = ab+ ac ve (a + b)c = ac + be.

Bir R halkasinda her a,b € R icin ab = ba oluyorsa R’ye degismeli (commutative),
her a € R igin al = la = a olacak sekilde 0 # 1 € R varsa R’ye birimli (with unity)
halka denir. Birimli bir R halkasinda sifirdan farkli her eleman tersinir ise, yani; her
0 # a € Ricin ad’ = d’a = 1 olacak gekilde o’ € R varsa, R'ye egik cisim (skew
field) ya da bolimli halka (division ring) denir. Degismeli olan bir egik cisim ise
cisim (field) olarak adlandirilir. Tez galigmasinda aksi belirtilmedikge R herhangi

bir birimli halka olacaktir.

Tanim 2.1.2 R birimli bir halka ve M toplamsal bir abel grup olsun. = € M ve
a € R olmak iizere (z,a) — za ile bir - : M x R — M skaler garpma iglemi
tammlansin. Agagidaki ézellikler saglanirsa M’ye bir sag R-modil (right R-module)

denir ve Mp ile gosterilir: Her a,b € R, z,y € M igin:
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(i) (z +y)a = za+ ya;
(ii) z(a+0b) = za+ xb;
(iii) z(ab) = (va)b;
(iv) 21 = z;

Benzer olarak sol R-modiil tanimlanir ve M ile gosterilir. Tez calismasinda, aksi

belirtilmedikge tiim modiiller sag modiil olarak alinacaktir.

Tanim 2.1.3 R herhangi bir halka olsun. R'nin karsit halkas: (opposite ring);
R’nin elemanlar1 ile ayni elemanlara sahip, toplama iglemi R’deki ile ayni, carpma
islemi a,b € R igin a X,, b = ba (ba, R'de b ile a'min ¢arpimi) olarak tanimlanan bir

halkadir ve R ile gosterilir.
Tiim sag R-modiillerin ayni zamanda sol R°’-modiil oldugu aciktir.

Tanim 2.1.4 M bir R-modiil ve N, M nin bostan farkl bir altkiimesi olsun. Her
z,y € N ve her a € Rigin x4+ y € N ve xza € N oluyorsa N’ye M'nin bir R-
altmodili (R-submodule) denir ve N < M ile gosterilir. M’nin 0 = {0/} sifir
altmodiilliine trivial altmodiil denir. M ’nin kendisinden farkli bir /N altmodiiliine

6z altmodiil (proper submodule) denir ve N < M ile gosterilir.

Tanim 2.1.5 Kendisinden ve sifirdan bagka altmodiilii bulunmayan sifirdan farklh

bir modiile basit (simple) modil denir.

Tanim 2.1.6 M; ve M, bir M R-modiiliintin altmodiilleri olsun. Eger M = M, +
M, ve My N My = 0 oluyorsa, M’ye M, ile My'nin i¢ direkt toplama (internal direct
sum) denir ve M = M; @ M, ile gosterilir ve bu yazihig M nin bir dik ayrigyma (direct
decomposition) olarak adlandirihr. Bu durumda her m € M elemani; my; € M; ve
msy € My olmak tlizere m = my + mo big¢iminde tek tirli olarak yazilir. Burada
M, ve My'ye M'nin dik toplananlary (direct summand) denir. Eger M;; M’nin bir
dik toplanani ise M = M; & M, olacak sekilde M’nin bir My altmodiilii vardir.
Sifirdan farkli bir M modiilii sifirdan farkli altmodiillerinin bir dik toplami olarak
yazilamiyorsa ayristirilamaz (indecomposable) olarak adlandirihr. M nin M = M &0

bi¢iminde agikar bir dik toplam ayrigimi her zaman vardir.

>



Krull-Schmidt Teoremi olarak bilinen agagidaki teorem; sifirdan farkli sonlu uzun-
luklu bir modiiliin izomorfizm farkiyla bir tek ayrigtirilamaz ayrigima sahip oldugunu

ifade eder.

Teorem 2.1.7 M sonlu uzunluklu sifirdan farkli bir modul olsun. Bu durumda

(i) Her M; aynigtirllamaz olacak sekilde bir M = @, M, dik toplam ayrigim

vardir.

(i) Bu ayrigim izomorfizm farkiyla birtektir. Yani; her bir M;, N, ayrigtirilamaz
olmak tizere M = @& M; = @®_;N; ise, m = n’dir ve her 7 i¢in M; = Ny

olacak gekilde {1,...,m} kiimesinin bir ¢ permiitasyonu vardir.

Tanim 2.1.8 M ve N birer R-modiil olsun. Her x,y € M ve her a € R i¢in
(i) flz+y) = fl2)+ f(y)
(i) f(za) = f(z)a

ozelliklerini saglayan bir f : M — N fonksiyonuna R-lineer doniigim (R-linear map)
ya da bir R-modil morfizmi (morphism of R-module) denir. f: M — N birebir ise
f'ye monomorfizm, f : M — N orten ise f’ye epimofizm, f : M — N hem birebir
hem de orten ise f’ye wzomorfizm denir. f : M — M morfizmi bir endomorfizm,

f M — M izomorfizmi bir otomorfizm olarak adlandirilir.

M’den N'ye giden tiim R-modiil morfizmlerinin kiimesi Homg (M, N) ile gosterilir.
Ozel olarak N = M ise, bu uzay EndzM ile gosterilir ve M nin endomorfizm (en-

domorphism) kiimesi olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.9 M bir R-modiil ve N; M nin bir altmodiilii olsun. Her m, my, ms € M
ve her a € R icin
(mi+N)+ (mag+ N) =my +my+ N;
(m+ N)a=ma+ N

ile tanimh iglemlerle bir R-modiil yapisina sahip olan M/N = {m + N|m € M}

kiimesine M'nin N ile bolim modili (factor module) denir.



Tanim 2.1.10 f: M — N bir R-modil morfizmi olsun.

(i) f'nin cekirdegi (kernel); kerf ={m € M | f(m) = 0},

(i) f'nin gorintisi (image); imf = {f(m) | m e M},

(iii) f'nin egcgekirdegi (cokernel); cokerf = N/imf = {n+imf | n € N}
ile tanimlanir.

Lemma 2.1.11 f: M - Nve f/: N > M

olacak sekilde morfizmler olsun. Bu durumda f bir epimorfizm, f’ bir monomorfizm

ve

M =kerf @ imf’
dir. (Anderson and Fuller, 1974)
Uyar: 2.1.12 Eger bir f: M — N morfizmi f = gh bi¢ciminde yaziliyorsa, f; g ve
h dizerinden ¢arpanlanir veya faktorlenir (factor through g and h) denir. Asagidaki

Carpan Teoremi (Factor Theorem) bir morfizmin ¢arpanlanmasinin bir karakterizas-

yonunu ifade eder.

Teorem 2.1.13 M, M', N ve N’ birer R-modil ve f : M — N bir R-modiil

morfizmi olsun.

(1) kerg C kerf olacak sekilde bir g : M — M’ epimorfizmi varsa

M

diyagramim degismeli yapan, yani; f = hg olacak sekilde, bir tek A : M’ — N
morfizmi vardir. Ayrica kerh = g(kerf) ve imh = imf ve buradan h birebirdir

< kerg = ker f ve h ortendir < f ortendir.



2) imf C img olacak sekilde bir ¢ : N — N monomorfizmi varsa
( g $ g

diyagramini degismeli yapan, yani; f = gh olacak sekilde, bir tek h : M —
N’ morfizmi vardir. Ayrica kerh = kerf ve imh = g~!(imf), ve buradan h
birebirdir < f birebirdir ve h ortendir < img = imf’dir. (Anderson and
Fuller, 1974)

Tanim 2.1.14 M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. Her bir ¢ icin, kompozisyon
carpana (composition factor) olarak adlandirilan, M, /M, béliim modiilii basit ola-

cak sekilde M 'nin altmodiillerinin bir sonlu
M=My>M >My>...>M, =0

dizisine M’ nin n uzunluklu kompozisyon serisi (composition series of length n) denir.
Jordan-Holder Teoremi geregince; bir M modiilii bir kompozisyon serisine sahipse
M’nin kompozisyon serilerinin her ¢ifti izomorf olup, bunun bir sonucu olarak, bir
kompozisyon serisine sahip olan herhangi bir modiiliin tiim kompozisyon serilerinin
uzunluklar1 aymdir. Bu sayiya M modiiliiniin uzunlugu (length) denir ve (M) ile
gosterilir. M’nin hig¢ kompozisyon serisi yoksa, bu durum [(M) := oo ile ifade edilir.

Ayrica (M) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul M = 0 olmasidir.

Tanim 2.1.15 M bir R-modiil ve K < M olsun. K N L = 0 olacak sekildeki her
L < M igin L = 0 oluyorsa K’ya biiyiik (essential, large) altmodiil denir ve K <M

ile gosterilir.

Tanim 2.1.16 Bir f : L — M R-modiil monomorfizmi i¢in im f <M ise, f’ye buyuk
monomorfizm (essential monomorphism) denir. Bir f : L — M biiyiikk monomor-
fizmi ve hf monomorfizm olacak sekilde bir h morfizmi verilmig ise h monomor-

fizmdir.

Tanim 2.1.17 M bir R-modiil ve K < M olsun. K + L = M olacak gekildeki
her L < M igin L = M oluyorsa K'ya kii¢iik (superfluous, small) altmodiil denir ve
K < M ile gosterilir.



Tanim 2.1.18 Bir g : M — N R-modiil epimorfizmi icin kerg < M ise, g’ye kiiciik
epimorfizm (superflouos epimorphism) denir. Bir g : M — N kii¢iik epimorfizmi ve

gk epimorfizm olacak sekilde bir k& morfizmi verilmis ise k epimorfizmdir.

Tanim 2.1.19 M bir R-modiil ve N; M’nin sifirdan farkl bir altmodiilii olmak
izere herhangi bir L < M icin L < N iken L = 0 veya L = N oluyorsa N’ye M nin
bir minimal altmodiilii denir. Basit ve minimal modiillerin ¢akigik oldugu aciktir.
M’nin tiim minimal (yani basit) altmodiillerinin toplamima M ’nin sokulu (socle)

denir ve socM ile gosterilir. Yani
socM = Z {K; | K;, M'nin basit (minimal) altmodilii}
olup (Anderson and Fuller, 1974) geregince
socM = () {E; | E;, M’nin bityiik altmodiilii}
ile tanmimhidir. M’nin hi¢ minimal altmodiilii yoksa socM = 0 yazilir.

Tanim 2.1.20 M bir R-modiil ve N; M’nin bir 6z altmodiilii olmak iizere herhangi
bir L < M i¢in N < L iken L = N veya L = M oluyorsa N’ye M nin bir maksimal
altmodiilii denir. M’nin tiim maksimal altmodiillerinin arakesitine M nin radikali

(radical) denir ve radM ile gosterilir. Yani
radM = ﬂ {N; | N;, M’nin maksimal altmodiilii}
olup (Anderson and Fuller, 1974) geregince
radM = {S; | 5;, M'nin kiigiik altmodiilii}
ile tanimlidir. M nin hi¢ maksimal altmodiilii yoksa radM = M yazilir.

Tanim 2.1.21 P bir R-modiil olsun. Her f: B — C' R-modiil epimorfizmi i¢in

P
//
//
h//// g
-
-
g f
B > ' > 0

diagramini degigmeli yapan, yani g = fh olacak sekilde, bir h : P — B R-modiil

morfizmi varsa P’ye projektif (projective) modiil denir.
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Tanim 2.1.22 [ bir R-modil olsun. Her f : A — B R-modiil monomorfizmi i¢in

0 s A ! s B

diagramini degismeli yapan, yani ¢ = hf olacak sekilde, bir h : B — I R-modiil

morfizmi varsa ['ya injektif (injective) modiil denir.

Tanim 2.1.23 Bir P projektif R-modiiliine, f : P — M kiigiik epimofizmi ile bir-
likte M modiiliiniin projektif ortisii (projective cover) denir. Bir modiiliin projektif

ortiisii varsa izomorfizm farkiyla tektir.

Tanim 2.1.24 Bir [ injektif R-modiline, f : M — I biiyik monomorfizmi ile
birlikte M modiiliiniin injektif birimi (injective envelope) denir. Bir modiiliin

injektif biiriimii her zaman vardir ve izomorfizm farkiyla tektir.

2.2. Cebirler

Tanim 2.2.1 k bir cisim olsun. Asagidaki denk kosullardan biri saglanirsa k’ya

bir cebirsel kapali cisim (algebraically closed field) denir.
(i) der(p) > 1 olacak sekildeki her p € k[z] polinomunun k’da bir kokii vardir.
(ii) k tizerindeki her indirgenmez polinomun derecesi 1 dir.
(iii) der(p) > 1 olacak gekildeki her p € k[z] polinomu ¢, ¢y, - -+ , ¢, € k olmak tizere
p=clzr—c1)(x—co) - (x—cp)
bigiminde yazilir.
Tez calismasinda, aksi belirtilmedikce k cebirsel kapali bir cisim olarak alinacaktir.

Tanim 2.2.2 k bir cisim olsun. A birimli bir halka ve ayn1 zamanda bir k-vektor

uzay1 olmak tizere her a,b € A ve her A € k i¢in
A(ab) = (Aa)b = a(Ab) = (ab)A

10



oluyorsa A’ya bir k-cebir (k-algebra) denir. Burada A birimli halkasinin toplamsal
yapisi ile A k-vektor uzayinin toplamsal yapisi birbiriyle uyumludur. A bir k-vektor
uzay1 olarak sonlu boyutlu, yani dimgA sonlu ise, A’ya bir sonlu boyutlu k-cebir

(finite dimensional k-algebra) denir.

Tanim 2.2.3 A ve B birer k-cebir olsun.
(i) ¢ bir halka homomorfizmast,
(ii) ¢ bir k-lineer doniigiim

ozelliklerini saglayan bir ¢ : A — B fonksiyonuna bir k-cebir morfizmi (k-algebra
morphism) denir. Bijektif (birebir ve 6rten) bir k-cebir morfizmi bir k-cebir izomor-

fizmi (k-algebra isomorphism) olarak adlandirilir.

Uyar: 2.2.4 Tanim 2.1.2’de herhangi bir R halkasi yerine A k-cebiri alinarak sag
A-modiil tanimlanir ve My ile gosterilir. Benzer olarak sol A-modiil tanimlanir ve

AM ile gosterilir.

Tamm 2.2.5 M bir A-modiil olsun. Bir d € N sayis1 ve f : A% — M epimorfizmi
varsa M sonlu iiretilmis (finitely generated) olarak adlandirihr. Boylece A%nin
standart tabanindaki vektorlerin f altindaki goriintiilerinin kiimesi M i¢in bir sonlu

tirete¢c kumesi olur.

Tez calismasinda, aksi belirtilmedikge A bir sonlu boyutlu k-cebir ve tiim modiiller

sonlu iiretilmis sag A-modiil olarak alinacaktir.

Lemma 2.2.6 Bir A-modiiliiniin sonlu iiretilmig olmasi icin gerek ve yeter kogul

o modiiliin altinda yatan k-vektor uzaymnin sonlu boyutlu olmasidir. (Assem and

Coelho, 2020)

Ispat (=) M sonlu iiretilmis bir A-modiil olsun. Bu durumda bir A% — M epi-
morfizmi vardir. A; k-vektor uzay1 olarak sonlu boyutlu oldugundan dim;A? < oo
ve buradan dim; M < oo olup ispat tamamlanir.

(<) M k-vektor uzayr olarak sonlu boyutlu olsun. Bu durumda M’nin sonlu

iiretilmis oldugu aciktir.
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Lemma 2.2.7 M bir (sonlu iiretilmig) A-modiil ve f € EndM olsun. f birebir ya
da orten ise, f bijektiftir. (Assem and Coelho, 2020)

Bir modiiliin radikalinin taniminda R halkasi yerine A k-cebiri alinarak ve her
halkanin kendisi iizerindeki modiil yapisi kullanilarak cebirin Jacobson radikalinin

asagidaki karakterizasyonlar: verilebilir.

Uyar: 2.2.8 A, modiiliiniin radikali tiim maksimal sag altmodiillerinin arakesiti
olarak tamimlanir ve radA ile gosterilir. Ayni zamanda radA, A’min bir ideali olup

asagida verilen iki kiime ile karakterize edilir.

{a € A| her bir x € A igin 1 — ax sag tersinirdir}

{a € A| her bir z € A igin 1 — za sol tersinirdir}
Asgagida sonlu boyutlu cebirler iizerinde gecerli olan bir sonug verilmistir.

Teorem 2.2.9 A bir sonlu boyutlu k-cebir olsun. Bu durumda radA; asagidaki
ozellikleri saglayan A’'nin iki yanh bir tek [ idealidir:

(i) I nil idealdir (yani; I'nin her bir elemani nilpotenttir);

(ii) A/I bir yaribasit cebirdir.

Tanim 2.2.10 Bir tek maksimal sag (sol) ideali bulunan bir cebir yerel (local)

olarak adlandirilir.

Her cebir; temelde bir halka yapisina sahip oldugundan, asagida herhangi bir R
halkasinin yerel olmasi i¢in verilen karakterizasyonlar, sonlu boyutlu cebirler i¢in de

gecerlidir.

Onerme 2.2.11 J(R) = rad(zR) olmak iizere herhagi bir R halkas icin agagidaki

ifadeler birbirine denktir:
(i) R bir yerel halkadr;

(ii) R bir tek maksimal sol ideale sahiptir;

12



(iii) J(R) bir maksimal sol idealdir;

(iv) R'nin (sol) tersi var olmayan elemanlarimim kiimesi toplama iglemi altinda

kapalidir;

(v) J(R) ={z € R| Rz # R};

(vi) R/J(R) bir boliimli halkadur;

(vii) J(R) = {z € R | x tersinir degil};
(viii) = € R ise, x veya 1 — z tersinirdir.
(Anderson and Fuller, 1974)
Yerel cebirlerin tez ¢aligmasinda kullanilacak olan bazi ozellikleri agagida listelenmistir.
Uyar: 2.2.12

(i) A bir yerel cebir ise, A'nin tiim tersinir olmayan elemanlarindan olugan ideali

A'nin radikalidir.
(ii) Sonlu boyutlu bir yerel cebirin her eleman: ya nilpotenttir ya da tersinirdir.
(iii) M sonlu uzunluklu ayrigtirilamaz bir modiil ise, EndM yereldir.

2.3. Tam Diziler

Tanim 2.3.1 R-modil morfizmlerinin bir sonsuz - - - Ji y A fi+1> A %

dizisine, i € Z icin im fi=kerf;;, olmasi durumunda tam (ezact) denir. Ozel olarak

0 >Lf>Mg>N

e}

formundaki bir tam diziye kisa tam dizi (short eract sequence) denir. Burada f

birebir, im f = kerg ve g o¢rtendir.

Tanim 2.3.2 f : L — M bir R-modil morfizmi olsun. hf = 1, olacak sekilde
h : M — L varsa f’ye bir kesit (section) morfizmi denir. f bir kesit morfizmi ise,

f'nin birebir oldugu aciktar.
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Tanim 2.3.3 ¢ : M — N bir R-modiil morfizmi olsun. gk = 1y olacak sekilde
k: N — M varsa g’ye bir biizme (retraction) morfizmi denir. g bir biizme morfizmi

ise, g'nin orten oldugu aciktir.

Teorem 2.3.4 0 > A s B2 C > 0 kisa tam dizisi i¢in asagidaki
kosullar denktir:

(i) f bir kesit morfizmidir;

(i) g bir blizme morfizmidir;

(iii) imf; B’nin bir dik toplanamdir. Ayrica B = A® C' dir.

Tanim 2.3.5 Teorem 2.3.4'teki denk kosullardan biri ger¢eklendiginde

2\
]

0 v A-lsp 2y
kisa tam dizisine parc¢alanan (split) dizi denir.

Lemma 2.3.6 (Kisa 5-Lemma) Asagidaki diyagram tam satirlara sahip ve degigmeli

olacak gekilde A-modiil morfizmlerinden olugsun.

0 v AL B _9,¢ s 0
FT
0 y D s B —2 5 F s 0

Bu durumda agagidaki ifadeler saglanir.
(i) o ve v monomorfizm ise, f monomorfizmdir.
(ii) « ve v epimorfizm ise, f epimorfizmdir.
(iii) « ve 7y izomorfizm ise, [ izomorfizmdir.

Tanim 2.3.7 M bir A-modil olsun. Herhangi j > 0 icin P;’ler projektif olmak

tizere modA’da bir

<
°
B
Sy
>
o

14



tam dizisi vardir. fy: Py — M epimorfizmi ile birlikte projektif A-modiillerin

39
*
e
s
o

tam dizisine M nin projektif ¢oziicisi (projective resolution) denir. Herhangi bir M
modiiliiniin modA’da bir projektif ¢oziisii her zaman vardir. F, P M ve her
j > licin P; —— imf; birer projektif ortii ise yukaridaki tam dizi M nin bir

minimal projektif ¢ozicist (minimal projective resolution) olarak adlandirlir.

Tamim 2.3.8 M bir A-modiil olsun. Herhangi i > 0 icin I*’ler injektif olmak iizere
modA’da bir

1
A e EE

<+
Q
<+
~
()
Q
<+
~
—
N2

0

0
tam dizisi vardir. M —~— I° monomorfizmi ile birlikte injektif A-modiillerin

1 m—+

1
0 y 0 2 4 It y [ Iy pmtl

~

tam dizisine M nin injektif ¢ézicisi (injective resolution) denir. Herhangi bir M
modiiliiniin modA’da bir injektif ¢oziisii her zaman vardir. M —2— 19 ve her
i > 1icin img® —— I' birer injektif biiriim ise yukaridaki tam dizi M nin bir
minimal injektif ¢éziicisi (minimal injective resolution) olarak adlandirhr.

2.4. Kategoriler ve Funktorlar

Bu boliimde baz1 kategorik kavramlarin tanimlarina ve ozelliklerine yer verilecektir.
Tanmim 2.4.1 Bir C kategorisi (category):
(i) Nesnelerin (objects) olugturdugu bir ObC sinift;

(i) (A,B) # (C,D) iken Hom¢(A, B) N Home(C, D) = 0 olacak sekildeki her
(A,B) mesne cifti i¢in morfizmlerin  (morphisms) olugturdugu bir

Hom¢ (A, B) kiimesi ile;
(iii) Her bir f € Hom¢ (A, B) ve g € Home(B, C) igin

(1) Birlesme Ozelligi: Her A, B,C € Ob(C) ve her f € Hom¢(A, B),g €
Home (B, C) ve h € Home(C, D) igin ho (go f) = (hog)o f .

15



(2) Birim Eleman Ozelligi: Her A € ObC objesinin; her f € Hom¢ (A, B)
ve g € Home(B,A) igin foly = f ve 1409 = g olacak sekilde bir

14 € Home(A, A) birim morfizmi vardir.

ozelliklerini saglayan (g, f) — g o f ile tammmh o : Home(B,C) x Home(A, B) —

Home (A, C) bileske (composition) isleminin olugturdugu bir sistemdir.
Tez caligmasinda kullanilacak bazi kategori ornekleri agagida verilmistir.

Ornek 2.4.2
(i) R birimli bir halka olmak tizere;

e nesneleri; sag R-modiiller,
e morfizmleri; R-modiil morfizmleri,
e bileske islemi; bilinen bilegke

ile tanimh kategoriye sag R-modiillerin kategorisi denir ve ModR ile gosterilir.

Sol R-modiillerin kategorisi RMod ile gosterilir.
(ii) A bir sonlu boyutlu k-cebir olmak iizere;

e nesneleri; sonlu tretilmis sag A-modiiller,

e morfizmleri; A-modiil morfizmleri,

e bilegke islemi; bilinen bilegke
ile tanimli kategoriye sonlu tretilmis sag A-modiillerin kategorisi denir ve
modA ile gosterilir. Sonlu iiretilmis sol A-modiillerin kategorisi Amod ile

gosterilir. Ozel olarak ayrstirilamaz sonlu iiretilmis sag A-modiillerin kate-

gorisi ind A ile gosterilir.
(iii) k bir cisim olmak {lizere;
e nesneleri; sonlu boyutlu k-vektor uzaylari,

e morfizmleri; k-lineer dontigiimler,

e bileske islemi; bilinen bilegke
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ile taniml kategoriye sonlu boyutlu k-vektor uzaylarinin kategorisi denir ve

modk ile gosterilir.

Tanim 2.4.3 C ve D iki kategori olsun. C’nin her A nesnesine D’nin bir F'(A) nes-
nesini, C'deki her f € Hom(A, B) morfizmine D’deki bir F/(f) € Hom(F'(A), F(B))
morfizmini karsilik getiren ve agagidaki kogullari saglayan F': C — D fonksiyonuna

bir kovaryant funktor (covariant functor) denir, dyle ki:

(i) f € Home(A, B), g € Home(B,C) i¢in F(gf) = F(g)F(f) dir.
(ii) Her A € ObC i¢in F(14) = 1p(ay dur.

Tanim 2.4.4 C ve D iki kategori olsun. C’nin her A nesnesine D’nin bir F'(A) nes-
nesini, C’deki her f € Hom(A, B) morfizmine D’deki bir F/(f) € Hom(F(B), F(A))
morfizmini karsilik getiren ve agagidaki kosullari saglayan F': C — D fonksiyonuna

bir kontravaryant funktor (contravariant functor) denir, dyle ki:

(i) f € Home(A, B), g € Home(B,C) icin F(gf) = F(f)F(g) dir.
(ii) Her A € ObC icin F(14) = 1p(a) dir.

Herhangi bir C kategorisinde A keyfi bir nesne olmak iizere sirasiyla kovaryant ve
kontravaryant olan Hom(A, —) ve Hom(—, A) ile gosterilen iki 6nemli funktor vardir.

Bu funktorlar asagidaki bicimde tanimlanir.
Tanim 2.4.5
(i) Hom(A, —) funktoru; bir C kategorisinden k-vektor uzaylarmin modk kate-
gorisine giden bir kovaryant funktordur, 6yle ki:
(1) C’de bir B nesnesini A’dan B’ye giden tiim morfizmlerin kiimesi olan
Hom(A, B)’ye gotiiriir.

(2) C’de bir f : B — C morfizmini agagidaki diyagrami degismeli yapacak
sekilde f.(g) = fogile tamimh Hom(A, f) = f. : Hom(A, B) — Hom(A, C)

A
gk ~Jos
\\J
B

— C

morfizmine gotiriir.
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Burada f,; f'nin ileri itmesi (push forward) olarak adlandirilir.

(i) Hom(—, A) funktoru; bir C kategorisinden k-vektor uzaylarimin modk kate-

gorisine giden bir kontravaryant funktordur, oyle ki:

(1) C’de bir B nesnesini B’den A’ya giden tiim morfizmlerin kiimesi olan
Hom(B, A)’ya gotiiriir.

(2) C’de bir f : B — C morfizmini agagidaki diyagrami degigmeli yapacak
sekilde f*(g) = gof ile tanimh Hom(f, A)=f*: Hom(C, A) — Hom(B, A)

morfizmine gotiriir.

f
B————C
\\\ g
gof <
\\A
A

Burada f*; f'min geri ¢ekmesi (pull back) olarak adlandirlilir.

Tanim 2.4.6 Asagidaki 6zelliklere sahip bir C kategorisi toplamsal (additive) olarak

adlandirilir.

(i) Her A, B € ObC igin Hom¢ (A, B) kiimesinin bir toplamsal abel grup yapis

vardir;

(ii) Her f,g: A — Bile h,k : B — C morfizmleri i¢in ho (f +g) =ho f+hog
ve (h+g)o f=ho f+ ko f dagilma ozellikleri saglanir;

(iii) C kategorisinin, hem basglangi¢ (initial) hem de bitig (terminal) nesnesi olan,

bir sifir nesnesi vardir;

(iv) C kategorisinde sonlu garpimlar (products) ve sonlu egcarpimlar (coproducts)

vardir.

Tanim 2.4.7 C ve C’' toplamsal kategoriler olmak tizere, her f,g : A — B mor-
fizmleri i¢in F(f + g) = F(f) + F(g) 0zelligine sahip bir F' : C — C’ funktoruna
toplamsal (additive) funktor denir. Yani Home (A, B) — Home/ (F' A, F B) fonksiyo-

nu f +— F(f) ile tanimli bir abelyen grup homomorfizmdir.
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Tanim 2.4.8

(a) F': ModR — Ab bir kovaryant funktor olsun.

Her --- Al p 2y » .- tam dizisi i¢in
s P 2D ey P9 poy s

dizisi tamsa, F’ ye tam funktor (exact functor) denir.

(i) Her 0 v A—L5 B2 C tam dizisi icin
0 —— F(A) 2 pgy 29 peoy

dizisi tamsa, F’ ye soldan tam funktor (left exact functor) denir.

(i) Her A —1» B —%5C —— 0 tam dizisi icin
Py 225 pgy 29 poy —— 0

dizisi tamsa, F” ye sagdan tam funktor (right exact functor) denir.

(b) T': ModR — Ab bir kontravaryant funktor olsun.

Her --- AL p 2y > .-+ tam dizisi i¢in
1) 2 By B ) s

dizisi tamsa, 17" ye tam funktor (exact functor) denir.

(i) Hee A 15 B—%5C —— 0 tam dizisi icin

0 —— 7(C) 22 7(B) 2L 74

dizisi tamsa, T"ye soldan tam funktor (left exact functor) denir.

f

(ii) Her 0 y A » B —2— C tam dizisi i¢in

T(g) (f)
— —

T(0) T(B) T(A) —— 0

dizisi tamsa, T ye sagdan tam funktor (right exact functor) denir.
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Ornek 2.4.9 Hom(4,—) ve Hom(—, A) funktorlar soldan tamdur.

Agagidaki ispatsiz olarak verilen 6énerme, homoloji cebirde temel bir 6zellik olup

(Alizade ve Pancar, 1999)’da da yer almaktadir.
Onerme 2.4.10 Her M R-modiilii icin Homp(R, M) modiilii M’ye izomorftur.

Uyar1 2.4.11 Toplamsal bir kategoride objelerin dik toplamlar1 arasindaki mor-
fizmler gosterilirken matris notasyonu kullanilir. Yani, : =1,2...nigin f; : X; = Y
ve ¢g; 1 Y — Z; morfizmleri verildiginde ¢; : X; —— X1 @ Xo @ --- @ X,, icerim
vep,: LW DLy ®d-- DL, —— Z; izdiisim doniigtimleri olmak iizere dik toplam

tanimi geregince

X . y Xy @8 X,
\ /////

y

//’// gi
K N
Zl @ T @ Zn - > Zz
f; = fu; olacak sekilde
f:<f1 f2 fn>:X1@"'@Xn—>Y

morfizmi tek tiirli tanimhdir. ¢g; = p;g olacak sekilde ve

51
g2
g= _ Y —— 210D 2,

n

morfizmi tek turli tanimhdir.
Ayrica X = X106 Xo®-- - X, ve Z = 21D 2B - - DB Z,, olmak tizere bir h : X — 7

morfizmi

Ltj h y23
X, — X A s 7,

ve h;j = p;he; € Hom(X;, Z;) olmak {izere
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hll h12 e hln
h21 h22 e h2n

hml hm2 hmn

biciminde ifade edilir.

Tanim 2.4.12 Herhangi bir C kategorisinde f : B — A ve g : C' — A morfizmleri
verilsin. f ve ¢’ nin geri ¢ekmesi (pullback, fibered product) ga = f [ olacak gekildeki
a: D — Cvefp: D — B morfizmleri ile birlikte (D, «, 8) tiglisiidiir, 6yle ki:
ga! = f[' olacak sekildeki her (X, o/, ') ticliisii igin agagidaki tiggensel diyagramlar:
degismeli yapan, yani o/ = af ve ' = 36 olacak sekilde bir tek 6 : X — D morfizmi

vardir.

Geri ¢ekmeler var oldugu durumda uygun kategorilerdeki her bitig objesi i¢in izomor-
fizm farkiyla tek tirli tamimhdirlar. Agagidaki onermede sag R-modiillerin kate-

gorisinde geri ¢ekmelerin var oldugu gosterilmistir.

Onerme 2.4.13 ModR'de f: B — A ve g : C' — A morfizmlerinin geri ¢ekmesi

vardir.

ispat
D={(b,c)e B&C|f(b)=g(c)}

olmak iizere o : D — C; (b,¢) — a(b,c) =cve f: D — B; (bc) — B(b,c) =b
izdligiim morfizmleri ile birlikte go = f 3 olacak sekildeki (D, «, B) ticliisii f ve ¢g’'nin
geri ¢ekmesidir, dyle ki: bagka bir (X, o/, ') tiglisii go/ = f/3’ esitligini saglarsa

0:X —D
71— 0(2) = (8'(x), o/())
olacak sekilde bir tek 6 tanimlanir.
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Tanim 2.4.14 Herhangi bir C kategorisinde f : A — B ve g : A — C morfizmleri
verilsin. f ile g'nin ileri itmesi (pushout, fibered sum) Sg = af olacak gekildeki
a: B — Dvef:C — D morfizmleri ile birlikte (D, a, ) tgliusidiir, dyle ki
f'g = o f olacak sekildeki her (Y, o/, f) ticliisii i¢in asagidaki iiggensel diyagramlar:
degismeli yapan, yani ' = 0 ve o/ = O« olacak sekilde bir tek 6 : D — Y morfizmi

vardir.
A2

;

Tleri itmeler var oldugu durumda uygun kategorilerdeki her baslangic objesi icin
izomorfizm farkiyla tek tiirlii tanimhdirlar. Asagidaki onermede sag R-modiillerin

kategorisinde ileri itmelerin var oldugu gosterilmistir.

Onerme 2.4.15 ModR'de f : A — B ve g : A — C morfizmlerinin ileri itmesi

vardir.

ispat
5 ={(f(a),—g(a)) e B&C | a € A}

ile tanimli, B @ C'nin S altmodiiliine gore boliim modiilii, D = (B & C)/S olmak
tizere  : B — D; b— a(b) = (b,0)+ S ve f:C — D; c— B(c) = (0,¢) + S ile
tanimli igerim morfizmleri ile birlikte Sg = af olacak sekildeki (D, «, 3) tiglisi f

ile g'nin ileri itmesidir. f'g = o/ f olacak sekilde bagka bir (Y, o/, ') ticliisti varsa
0:D—=Y

(b,c) + S 0((b,c) +S) = (b) + F(c)

olacak sekilde bir tek 6 tanimhidir.

Tanim 2.4.16 Asagidaki ozellikleri saglayan bir C kategorisine k-kategori (k-

category) denir.
1. C’deki nesnelerin her XY c¢ifti i¢cin Home (X, Y') kiimesi bir abel gruptur;
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2. Morfizmlerin bilegkesi k-bilineerdir. Yani; her f, fi,fo : X — Y ve her

9,91, 92 - Y — Z morfizmleri ve Ai, Ay, i1, po € k skalerleri igin

go (Afi+Aaf2) = Ai(go fi) + Aag o f2)
(191 + pagz) o f = (g1 o f) + pa(gz2 0 f).

Tanim 2.4.17 C ve D birer k-kategori olsun. C’deki her bir f,g: X — Y morfizmi

ve her bir A\, u € k skaleri i¢in

F\f +ug) = AF(f) + pF(g)

ozelligini saglayan (kovaryant veya kontravaryant) bir F' : C — D funktoru bir

k-funktor (k-functor) olarak adlandirilir.

Tanim 2.4.18 C bir k-kategori olsun. C’deki nesnelerin her sonlu ailesi bir dik
toplam ve dik garpima sahip ise, C'ye k-lineer (k-linear) denir. modA kategorisi

k-lineerdir.

Tanim 2.4.19 A bir kiime ve (Cy)xea k-lineer kategorilerin bir ailesi olsun. Cy’larm
dik toplama (direct sum); en fazla sonlu sayida A € A diginda X, = 0 olacak sekildeki
tiim (X)ea nesneleri ve bunlarin arasindaki agikar morfizmlerden olugan [ [, Cy'nin
D, Cy dolu altkategorisi olarak tanimlanir. K; k’y1 kapsayan bir egik cisim olmak
tizere, bir k-lineer C kategorisi modK formundaki kategorilerin bir dik toplamina

denk oluyorsa C kategorisi yaribasit (semisimple) olarak adlandirilir.

Tanim 2.4.20 C toplamsal k-kategori olsun. Asagidaki o6zellikleri saglayan C’'nin

morfizmlerinin bir Z smifi C’de bir iki yanl (two sided) ideal olarak adlandirilir:
(a) Her bir X € ObC igin, 0, : X — X sifir morfizmi Z’ya aittir.
(b) f,g: X — Y, Zda morfizmler ve A\, u € k olmak tizere \f + pug € Z dur.
(¢) f €T veg; filesoldan bilegkeye girebilen C’de bir morfizm ise g o f € Z dur.

(d) f €Z ve h; f ile sagdan bilegkeye girebilen C’de bir morfizm ise foh € Z dir.
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Tanim 2.4.21 Bir C k-kategorisinde bir Z ideali verildiginde C/Z béliim kategorisi

(quotient category);

e nesneleri; C’deki nesnelerin siifi ile ayna,

e morfizmleri; Home,z(X,Y) = % ile tanimli,

e morfizmlerin bilinen bilegkesi

ile tanimhdar.

Tanim 2.4.22 C ve D birer kategori olmak iizere F,G : C — D kontravaryant

funktorlar olsun. C’deki her bir f : X — Y morfizmi igin;

Fy) 2% pex)

Ty Tx

ay) 2% qix)

diyagramini degismeli yapan, yani Tx F'(f) = G(f)Ty olacak sekildeki T’x funktor-
larinin olugturdugu 7' = (Tx) : F' — G fonksiyonuna bir funktorsal morfizm (functo-
rial morphism) denir. T lerin birebir olmasi durumunda T”ye funktorsal monomor-
fizm (functorial monomorphism), Tx lerin 6rten olmasi durumda 7’ye funktorsal
epimorfizm (functorial epimorphism) denir. Kovaryant funktorlar i¢in de benzer

tanmimlar yapilir.

Tanim 2.4.23 C ve D k-kategoriler ve F,G : C — D k-funktorlar olsun. Bir
¢ : F' — G funktorsal monomorfizmi varsa F’ye G'nin bir altfunktoru (subfunctor)
denir ve F' C G ile gosterilir. Bir funktorun kendisinden farkli bir altfunktoruna
0z altfunktor (proper subfunctor) denir. F'; bir G funktorunun bir 6z altfunktoru
olsun. F' C F’ olacak gekilde G'nin bir F’ altfunktoru var iken F’ = F' oluyorsa,

F’ye maksimal (mazimal) altfunktor denir.
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3. NEREDEYSE PARCALANAN DIZILER

Neredeyse parcalanan diziler bir modiil kategorisinin radikalinde bulunan morfizm-
lerin yapisi incelenirken, Maurice Auslander ve Idun Reiten tarafindan tanimlanan
ve geligtirilen bir kavramdir. Neredeyse parcalanan diziler parcalanan olmayan kisa
tam dizilerin minimalidir. modA kategorisinde tiim neredeyse pargalanan morfizm-
lerin belirlenmesi, izomorfizm farkiyla tiim ayrigtirilamaz A-modiillerin ve bunlarin
arasindaki indirgenmez morfizmlerin bulunmasi bakimindan énemlidir. Bu diziler
yardimiyla bir cebirin Auslander-Reiten kuiveri denilen yeni bir kuiver olugturulur

ve bu sayede modiil kategorisi hakkinda tam bilgi elde edilir.

Bu boliimde ilk olarak sonlu boyutlu bir A-cebir tizerine kurulan modiillerin kate-
gorisinin radikalinin yapisi incelenerek bazi karakterizasyonlar: verilmistir. Daha
sonra indirgenmez morfizm kavrami tanitilarak baz o6zellikleri incelenmistir. Bunu
takiben neredeyse parcalanan ve minimal morfizm kavramlar: verilerek, bazi ¢zellikle-
ri ve indirgenmez morfizmlerle iligkileri ifade edilmistir. Sonraki boliimde neredeyse
parcalanan diziler tanitilarak sahip olduklari 6zellikler verilmistir. Son olarak nere-

deyse parcalanan dizilerin varligi funktorsal bir yaklagimla ele alinarak ispatlanmisgtir.

Bu boliimde kullanilan temel kaynak (Assem ve Coelho, 2020)’dir.

3.1. modA’nin Radikali

Ik olarak, ayrgtirilamaz A-modiillerin indA kategorisinde radikal tammmi verip
daha sonra bu tanimi tiim modA’ya genisletecegiz. Bir cebirin radikalinde oldugu
gibi modiil kategorisinin radikalinin de bir ideal oldugunu gosterecegiz. Boylece her
bir ayrigtirilamaz M ve N A-modiilleri i¢in, keyfi morfizmlerle sagdan ya da soldan
bilegkeye girdiginde yine Hom 4 (M, N)'nin rad4 (M, N) altuzaymda kalan morfizm-

lerin kiimesini belirlemis olacagiz.
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Eger M = N ise, rads(M, N) radikali ile M’'nin EndM endomorfizm cebirinin
radEnd s M radikali ayni olmahdir. M’yi ayrigtirilamaz kabul ettigimiz icin End M
bir yerel cebir olur. Dolayisiyla End4M cebirinin radikali M’den M’ye giden tiim
tersinir (yani izomorfizm) olmayan morfizmlerden olusur. M ’nin N’ye esit olmadig:
durumda da bu gézlem dikkate alimirsa rad 4(M, N') uzayr M’den N’ye giden izomor-

fizm olmayan morfizmlerden olusur.

Modiil kategorisinde radikalin tanimini dogrulayan asagidaki lemmay1 vererek basla-

yalim.

Lemma 3.1.1 M ve N A-modiiller olsun. Her ¢ : M’ — M kesit morfizmi ve her
p: N — N’ blizme morfizmi i¢in pfq : M’ — N’ izomorfizm olmayacak gekilde tiim

f+ M — N morfizmlerinin kiimesi modA'nin bir tek idealidir ve rady ile gosterilir.

Ispat Oncelikle M’ ve N' A-modiillerinin ayristirilamaz olarak kabul edilebilecegini

gosterelim. Yani;

(x) f:M — Nerada(M,N) < M ve N ayrigtirilamaz olmak iizere her
q: M' — M kesit morfizmi ve p: N — N’
biizme morfizmi icin pfq : M’ — N’ bir

izomorfizm degildir.

ifadesini ispatlayalim.

(<) rads'mn tammindan agiktir.

(=) f: M — N € rads(M,N) olsun. Kabul edelim ki g = pfqg : M' — N’ bir
izomorfizm olacak sekilde bir ¢ : M’ — M kesit morfizmi ve bir p : N — N’ biizme
morfizmi var olsun. Bu durumda g~'g = g7 'pfq = 1,y olacak sekilde g=! : N — M’
vardir. M’ aynigtirilabilir olsaydi, yani; X; M’ niin bir aynistirilamaz dik toplanam
olsaydi; bu durumda

X 5 M 2y
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igerim ve izdiigim morfizmleri i¢in uv = 1x olurdu. Buradan

Iy =uv = ulyv

= u(g~'g)v

= u(g~'pfo)v

= (ug™'p)f(qv)
olup ug~'p : N - N’ — M’ — X bir biizme morfizmi, qv : X < M’ < M bir
kesit morfizmi ve X ayrigtirilamaz olmak tizere (ug~'p) f(qv) nin izomorfizm olmas
f: M — N €rads(M, N) olmast ile geligirdi. Boylece M’ ayrigtirilamaz olmalidir.
N"niin ayrigtirilamaz olmasi gerektigi benzer sekilde gosterilir. M ve N verildiginde,
(%) ifadesi Hom (M, N)’ nin bir rad (M, N) altkiimesini tek tiirlii tanimlar. Simdi
bu altkiimenin bir ideal oldugunu gosterelim. f,g € rada(M, N) ve A\, u € k olsun.
M' ve N’ ayristirllamaz olmak tizere her ¢ : M’ — M Kkesit ve her p : N — N’
biizme morfizmi igin

[.Durum: M’ % N’ ise;

p(\f + ng)g = Mpfq) + n(pgq)

izomorfizm degildir. Yani rad4(M, N) toplama ve skaler carpmaya gore kapali olur.
II.Durum: M’ = N’ ise; yukaridaki lineer bilegsim Hom4(M’, N') = End s M"ye ait-
tir. M’ ayristirilamaz oldugundan End 4 M’ yerel olup tersinir olmayan iki elemanin
toplam1 yine tersinir degildir. Boylece rad (M, N); Hom (M, N)’'nin bir altuzay:
bulunur.

Simdi rad 4 (M, N)'nin bir ideal oldugunu gésterelim. Bunun i¢in f € rada(M, N)
ve g € Homy(L, M) alalim. fg € rads(L, N) oldugunu iddia ediyoruz. Kabul
edelim ki fg ¢ rads(L, N) olsun. Bu durumda L' ve N’ ayristirilamaz olmak iizere
p(fg)g : L' — N’ bir izomorfizm olacak sekilde bir ¢ : L' — L kesit morfizmi
ve bir p : N — N’ biizme morfizmi vardir. Bu durum f € rads(M, N) olmasi
ile celigir. Boylece fg € rada(L, N) elde edilir. Benzer olarak f € rada(M, N)
ve h € Homyu (N, L) igin hf € rads(M, L) bulunur. Sonug olarak rad(M, N);
Hom 4 (M, N)’nin bir idealidir.

Tanim 3.1.2 M ve N A-modiiller olmak iizere “her g : M’ — M kesit morfizmi ve

her p : N — N’ bilizme morfizmi i¢in pfq : M’ — N’ bir izomorfizm degil” 6zelligini
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saglayan tiim f : M — N morfizmlerinin rad 4 (M, N) kiimesine mod A’ nin radikali

(radical) denir ve
rady(M,N)={f:M — N | pfq: M — N’ izomorfizm degildir}

kiimesine ait olan bir ve f morfizmi radikal morfizm (radical morphism) olarak

adlandirilir.
Bu tanimdan asagidaki sonuglar elde edilir.

Uyar1 3.1.3 M ve N ayrigtirilamaz A-modiiller olsun.
(i) M 2 N ise, bu durumda rad (M, N) = Homy (M, N) dir.

(i) M = N ise, bu durumda rad (M, N) = radEnd4 M kiimesi tiim izomorfizm

olmayan morfizmlerden, yani nilpotent endomorfizmlerden, olusur.

Ispat (i) M % N olsun. Tammdan rad (M, N) € Homyu (M, N) oldugu agiktur.
f € Homy (M, N) alahm. Kabulden f bir izomorfizm degildir. O halde

f

1Nf1M:Mf1M>M s N 2

var olup f € rads(M, N) bulunur. Sonug olarak rad (M, N) = Homa(M, N) elde
edilir.

(ii) M = N olsun. Bu durumda Homu (M, N) = EndsM olur. M ayrigtirilamaz
oldugundan End M yerel olup Uyar: 2.2.12(ii) geregince ispat agiktir.

Ayrica;

n

rad 4 (é M;, é} Nj> = é @B rada(M;, N;)
i=1 Jj=1

i=1 j=1

oldugu kolayca goriilebilir.

Sonuc 3.1.4 M ve N A-modiiller olsun. f : M — N’nin bir radikal morfizm olmasi
icin gerek ve yeter kogul her ayrigtirilamaz X modili veu: X — M vev: N — X

morfizmleri i¢in v fu bilegkesinin bir izomorfizm olmamasidir.
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Ispat (=) f € rads(M,N) olsun. Kabul edelim ki X aynstirlamaz bir modiil
olmak tizere u : X — M vev : N — X morfizmleri i¢in v fu bir izomorfizm olsun. Bu
durumda v bir blizme morfizmi ve u bir kesit morfizmi olur. Bu ise f € rada (M, N)
olmasi ile geligir. O halde v fu bilegkesi bir izomorfizm degildir.

(<) Agktar.

Agagidaki sonucta da goriilecegi gibi M ve N A-modiillerinden birinin ayrigtirilamaz

olmasit durumunda rad4 (M, N) kolayca belirlenir.

Sonuc 3.1.5 f: M — N bir A-modiil morfizmi olsun.
(i) M aynigtirlamaz ise, f radikal morfizmdir < f bir kesit morfizmi degildir.

(ii) N ayngtirilamaz ise, f radikal morfizmdir < f bir biizme morfizmi degildir.

Ispat (i) M ayrigtirlamaz olsun. Kabul edelim ki f bir kesit morfizmi olsun. Bu
durumda f’f = 1, olacak sekilde bir f': N — M morfizmi vardir. f’f izomorfizm
oldugundan f ¢ rada(M, N) olup ispat tamamlanir. Tersine f bir kesit morfizmi
olmasi. Kabul edelim ki f ¢ rada (M, N) olsun. Bu durumda pfq : M — N’ bir
izomorfizm olacak sekilde bir ¢ : M’ — M kesit morfizmi ve bir p : N — N’ biizme
morfizmi vardir. Bu durumda ¢'q = 1,; olacak sekilde ¢’ : M — M’ morfizmi var
olup Lemma 2.1.11 geregince M = imqg @ kerq’ yazilir. M ayrigtirilamaz oldugundan
img = M olup ¢ ortendir. Ayni zamanda ¢ bir kesit morfizmi oldugundan bire-
bir olup ¢ bir izomorfizmdir. (pf)q izomorfizm ve ¢ izomorfizm oldugundan pf bir
izomorfizm olur. Boylece f'nin bir kesit morfizmi oldugu elde edilir. Bu durum
kabul ile geligir. Sonug olarak f bir radikal morfizmdir.

(ii) N aynstirilamaz olsun. Kabul edelim ki f bir biizme morfizmi olsun. Bu du-
rumda ff’ = 1y olacak sekilde bir f' : N — M morfizmi vardir. ff’ izomorfizm
oldugundan f ¢ rada(M, N) olup ispat tamamlanir. Tersine f bir biizme morfizmi
olmasi. Kabul edelim ki f ¢ rada (M, N) olsun. Bu durumda pfq : M — N’ bir
izomorfizm olacak sekilde bir g : M’ — M kesit morfizmi ve bir p : N — N’ biizme
morfizmi vardir. Bu durumda pp’ = 15+ olacak sekilde p’ : N' — N morfizmi var
olup Lemma 2.1.11 geregince N = kerp @ imp’ yazilir. N ayrigtirilamaz oldugundan

kerp = 0 olup p birebirdir. Ayn zamanda p bir biizme morfizmi oldugundan orten
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olup p bir izomorfizmdir. p(fq) izomorfizm ve p izomorfizm oldugundan fq bir
izomorfizmdir. Bdylece f'nin bir biizme morfizmi oldugu elde edilir. Bu durum

kabul ile celigir. Sonug olarak f bir radikal morfizmdir.

Teorem 2.2.9’deki ifadeye benzer olarak modA’nin radikali i¢in de agagidaki sonug

verilebilir.
Sonuc 3.1.6 A bir cebir olmak tizere modA/rad A kategorisi yaribasittir.

Uyar1 2.2.8 gozoniine alindiginda bir cebirin radikalinin farkh karakterizasyonlar:
sozkonusudur. Modiil kategorisinin radikali i¢in de benzer karakterizasyonlar vardir.
Oncelikle modA’nin radikali yardimiyla; N bir sabit A-modiil olmak iizere kont-

ravaryant Hom4(—, V) funktorunun rads(—, N) altfunktoru su sekilde tanimlanir:
e Her M nesnesini rad (M, N) uzayma;

e Her f: M — M morfizmini
rada(—, N)(f) =rada(f, N) : rada(M, N) — rad4(M', N)

rada(f,N)(v) =vf

ile tanimlanan morfizme gotiiriir. Benzer olarak sabit bir M modiilii i¢in kovaryant

Homy (M, —) funktorunun rad (M, —) altfunktoru su sekilde tanimlanir:
e Her N nesnesini rad4 (M, N) uzayma;

e Her f: N — N’ morfizmini
rada (M, —)(f) =rada(M, f) = Homa (M, f) : rada(M, N) — rada (M, N')
rada(M, f)(u) = fu
ile tanimlanan morfizme gotiiriir.

Lemma 3.1.7 C bir lineer kategori ve X; C’nin bir nesnesi olsun.

(i) EndeX’in maksimal sag idealleri ile Home(—, X)’in maksimal altfunktorlar:

arasinda birebir egleme vardir.
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(ii) EndeX’in maksimal sol idealleri ile Home (X, —)’in maksimal altfunktorlari

arasinda birebir egleme vardir.

Ispat (i) I, End¢X’in bir maksimal sag ideali olmak iizere Home(—, X)’in bir

maksimal altfunktoru F; : C — modA su sekilde tanimlanir: C’nin bir Y nesnesini;
Fi(Y)={f € Homa(Y,X) | herg: X —» Y i¢in fg € I'}

ile tanimlanan Hom 4 (Y, X)’in bir altuzayina,

C'nin bir v : Y" — Y morfizmini; Fr(u)(f) = Homa(u, X)(f) = fu ile tammh
F[(U) : F](Y) — F](Y/)

morfizmine gotirtir. f € Fj(Y) olsun. Herhangi bir ¢ : X — Y’ morfizmi igin
ug : X — Y olup (fu)g = f(ug) € I oldugundan Fy(u)(f) = fu € F;(Y’) bulunur.
Béylece Fr(u) iyi tanmimhidir.

Fi(Y) C Homy(Y, X) ve Fr(u) = Homy (u, X)
bigiminde tanimlandigindan Fy, Home(—, X)'in bir altfunktorudur. Ayrica
Fi(X)={f€EndsX | herg: X - X igin fge I} =1

olur. §imdi F;'nin maksimal altfunktor oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki F; C
F C Home(—, X) olacak sekilde Home(—, X)’in bir F funktoru var olsun. Ozel
olarak C'nin her X nesnesi i¢in = F;(X) C F(X) C Ende¢X kapsamalar: vardir.
F(X); End¢X'de bir ideal olup her u : X — X morfizmi i¢in;

FX —— Home(X, X)

lF(U) lHomc (u,X)

FX —— Home(X, X)

diyagrami degigmeli olur. [ maksimal oldugundan asagidaki iki durumdan biri
sozkonusudur.

[LDurum: F(X) = End¢X ise; her f:Y — X i¢in

FX —— Ende X
lF(f) lHomc( £,.X)

FY — 5 Home(Y, X)
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diyagraminin degigmeliliginden F\(f)(1x) = 1xf = f € F(Y) olur ki buradan her Y’
nesnesi i¢in Home (Y, X) = F(Y) elde edilir. Boylece F' ve Home(—, X) funktorlar
esit olur.

[I.Durum: F(X) = F;(X)=11ise; f € F(Y) ve g: X — Y morfizmi i¢in agagidaki

degismeli diyagram gozontline alinirsa;

FY — % Home(Y, X)
lF(Q) lHomc(g,X)

FX ——  EndeX

F(g)(f) = fg € F(X) =1 olup f € Fi(Y) olur. Boylece F(Y) C F;(Y) olup
F' = F; bulunur. Sonug olarak F; maksimal altfunktordur.

Tersine F'; Home(—, X)’in bir maksimal altfunktoru olsun. Bu durumda F = F}
olacak sekilde EndeX’in bir tek maksimal I idealinin var oldugunu iddia ediyoruz.
F(X) = I alahm. [; EndeX’in bir altuzayidir. Dolayisiyla I'nin sag ideal olmasi
F’nin bir altfunktor olmasimi gerektirir. Bu durumda I'nin maksimal oldugunu
gostermek yeterlidir. I C J olacak sekilde EndeX’in bir sag ideali var olsun. f &€
F(Y)veg:Y — X olsun. Budurumda F(g)(f) = fg € F(X) = I C J oldugundan
f € F;(Y) bulunur. F(X)=1C J=F;(X) oldugundan F' C F elde edilir. F'nin
maksimalliginden F' = Fj ve buradan [ = F(X) = F;(X) = J bulunur. Bu da
I'nin maksimal oldugunu gosterir.

(ii) (i)’ye benzer olarak ispatlanir.

Sonuc 3.1.8 C bir lineer kategori ve f : X — Y; C’de bir morfizm olsun.

(a) Home(—,Y ) 'nin her maksimal F' altfunktoru igin f € F(X) olmas i¢in gerek

ve yeter kosul her g : Y — X morfizmi i¢in 1y — fg’nin tersinir olmasidir.

(b) Home (X, —)’in her maksimal F altfunktoru igin f € F(Y') olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul her g : Y — X morfizmi i¢in 1x — ¢gf'nin tersinir olmasidir.

Ispat (a) (=) Lemma 3.1.7 geregince; Home(—, Y)’nin her maksimal F altfunktoru
icin f € F(X) olmasi igin gerek ve yeter kogul EndcY 'nin her maksimal I ideali ve
her g : Y — X morfizmi i¢in fg € I olmasi ve bunun i¢in gerek ve yeter kosul her

g Y — X morfizmi i¢in fg € rad EndcY olmasidir. Boylece 1y — fg tersinirdir.
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(<) g: Y — X morfizmi igin 1y — fg tersinir olsun. h € EndcY alalhim. Kabulden
gh Y — X igin 1y — f(gh) = 1y — fg(h) tersinir oldugundan fg € rad EndcY
elde edilir.

(b) (a) sikkina benzer olarak ispatlanir.

Lemma 3.1.9 C bir lineer kategori ve f : X — Y'; C’de bir morfizm olsun.

(i) Her ¢ : Y — X morfizmi i¢in 1y — fg tersinirdir < Her ¢ : Y — X morfizmi

igin 1y — fg sag tersinirdir.

(ii) Her ¢ : Y — X morfizmi i¢gin 1x — ¢f tersinirdir < Her ¢ : Y — X morfizmi

icin 1x — g f sol tersinirdir.

Ispat (i) (=)Aqktr.

(<) 1y — fg sag tersinir olsun. Bu durumda (1y — fg)h = 1y olacak sekilde h sag
tersi vardir. Buradan h = 1y — (f(—gh)) olup kabulden h sag tersinir olur. Béylece
hl = 1y olacak sekilde [ sag tersi vardir. 1y = hl = (1y + fgh)l = [+ fg ve buradan
[ =1— fgolup h; aym1 zamanda 1 — fg'nin sol tersi bulunur. Sonug olarak 1 — fg
tersinirdir.

(ii) (i)’ye benzer olarak ispatlanir.

Lemma 3.1.10 C bir lineer kategori ve f : X — Y; C’de bir morfizm olsun. Bu
durumda; her ¢ : Y — X morfizmi i¢in 1x — ¢gf tersinirdir < her g : ¥ — X

morfizmi i¢in 1y — fg tersinirdir.

Ispat (=) 1x — gf tersinir olsun. Bu durumda h(1x — gf) = 1x olacak sekilde h
vardir. Buradan 1x — h + hgf = 0 olur.

(Iy + fgh)(ly — fg) = 1y — fg+ fhg— fhyfg
= ly — f(g—hg+hgfg)
= 1y — f(lx —h+hgf)g

= 1y
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elde edilir. Kabulden (1x — ¢gf)h = 1x olup buradan

(Iy — f9)(ly + fgh) = 1y + fgh— fg— fgfhg
= ly — f(9—hg+gfhg)
= 1y — f(lx —h+gfh)g

= 1y

elde edilir. Sonug olarak 1y — fg tersinirdir.

(<) Benzer olarak ispatlanir.

Agagidaki teoremde modiil kategorisinin radikalinin bazi1 karakterizasyonlar1 ifade

edilmigtir.

Teorem 3.1.11 f : M — N bir A-modiil morfizmi olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

(a) ferada(M,N);

(b) Hom4(—, N)’'nin her maksimal F funktoru i¢in f € F(M);
(¢c) Hom (M, —)nin her maksimal F' funktoru i¢in f € F(N);
(d) Her g : N — M igin 1y — fg tersinirdir;

(e) Her g : N — M igin 1), — gf tersinirdir;

(f) Her g: N — M i¢in 1 — fg sag tersinirdir;

(g) Her g : N — M igin 1y, — gf sol tersinirdir.

Ispat (d) < (e) Lemma 3.1.10'dan, (d) < (f) ve (¢) < (¢) Lemma 3.1.9'dan acik
olup (d) & (e) & (f) < (g) denklikleri saglanir. Ayrica Sonug 3.1.8'den (b) < (d)
ve (¢) < (e) denklikleri agik olup (b) < (¢) < (d) < (e) denklikleri vardir. Simdi

(a) ile (f) denkligini kanitlamak igin agagidaki kiimeyi tanimlayalim:
R(M,N)={f € Hom(M,N) | herg: N — M i¢in 1y — fg sag tersinir}

olsun.

(i) Oncelikle M ve N ayristirilamaz iken R(M, N) = rad4(M, N) oldugu gosterelim.
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f € R(M, N) alahm. Bu durumda f bir izomorfizm olamaz. Ciinkii f bir izomorfizm
olsaydi ff~! = 1y olacak sekilde f~! sag tersi var olurdu. Buradan 1y — ff~' =0
olmasi f € R(M,N) olmasi ile geligirdi. Béylece R(M, N) C rads(M,N) elde
edilir. f € rada(M,N) alahm. Bu durumda f : M — N bir izomorfizm degildir.
Her g : N — M icin fg : N — N bilegkesi de bir izomorfizm degildir. Cilinkii fg
bir izomorfizm olsaydi (fg)g’ = 1y olacak sekilde ¢’ var olurdu ve buradan f bir
biizme morfizmi ve boylece orten olurdu. Diger yandan M ayrigtirilamaz oldugundan
kerf = 0 olup f birebirdir. f’nin hem birebir hem de 6rten olmasi f’nin izomorfizm
olmamasi ile gelisirdi. N ayrigtirilamaz oldugundan EndN yerel olup fg tersinir
olmadigindan 1 — fg sag tersinir elde edilir. Bundan dolay1 f € R(M, N) olur.
Boylece rad4 (M, N) C R(M, N) elde edilir. Sonug olarak rad (M, N) = R(M, N)
bulunur.

(1) Simdi R(M, N)’nin Hom(M, N)’nin altuzay: oldugunu gosterelim. 0 € R(M, N)
oldugundan R(M,N) bogtan farkhh ve R(M,N) C Hom(M,N) oldugu agktir.
fi, f2 € R(M, N) alahm. Bu durumda 1y — fig sag tersinir olup (1x — fig)hy = 1y
olacak gekilde hy : N — N vardir ve 1y — foghy sag tersinir olup (1y— foghi)hs = 1y
olacak sekilde hy : N — N vardir. hihg; 1 — (f1 + f2)g’'nin sag tersidir. Gergekten;
(In—fig)ht = Iy = hi — 1y = fighi ve (1n — faghi)he = 1y = ho— 1y = faghihs

oldugu kullanilarak;

[In — (f1 + fo)glhihe = hihe — fighihe — faghihs
- hlhg - (hl - 1N)h2 - (hQ - 1N)
= hihy — hiho + ho — ho + 1N

= 1y

bulunur. Boylece f; + fo € R(M,N) elde edilir. Ek olarak f € R(M,N) ve
A€ kigin Af € R(M, N) oldugu agiktir. Sonug olarak R(M, N), Hom(M, N)'nin
bir altuzayidir. Simdi R(M, N)’'nin modA’'nin bir ideali oldugunu gosterelim. f €
R(M,N) ve u € Hom(L, M) olsun. Her g : N — L morfizmi i¢in ug : N — M’ dir
ve 1 — (fu)g = 1 — f(ug) sag tersinirdir. Boylece fu € R(L,N) elde edilir. f €
R(M,N) vev € Hom(N, L) olsun. Her g : L — M morfizmi i¢in gv : N — M’dir ve
f € R(M, N) oldugundan 1 — fgv'nin sag tersinirdir. Bu durumda (1 — fgv)h = 1y
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olacak sekilde h : N — N vardir. h — 15 = fgvh olur. Boylece

(Ip —vfg)(lp +vhfg) = 1p+vhfg—vfg—vfguhfg

= lp+ohfg—vfg—v(h—1n)fg

= 1p+vhfg—vfg—vhfg+uvfg
= 1
oldugundan 1 —wvfg sag tersinir olup vf € R(M, L) elde edilir. R(M, N), modA’'nin
bir idealidir.
(iii) M ve N keyfi modiiller olsun. “f € R(M,N) < M’ ve N’ ayrigtirilamaz
olmak tizere her p : M’ — M kesit morfizmi ve her ¢ : N — N’ biizme morfizmi i¢in
pfq € R(M’, N')dir.” ifadesini ispatlayalim.
(=) f € R(M,N) olsun. (ii) stkkindan R(M, N) ideal oldugu i¢in pf € R(M, N)
ve pfq € R(M', N') oldugu agiktir.
(<) M; ve N; aynstinlamaz olmak tizere M = &%) M; ve N = @_| N; bi¢iminde
yazlsin. p; : M — M ile p); : N — Nj izdiigim déntigiimleri ve ¢; : M; — M ile
q; : Nj — N igerim doniisiimleri olsun. Kabulden her bir (7, j) ifti igin p’fq; €
R(M;, N;) oldugundan

J=1Influ = <Z q;p;-) f (Z Qipi> = Z%(P;f%)pi € R(M,N)

i 1,J

olup ispat tamamlanir.

Sonuc 3.1.12 f: M — N bir A-modiil morfizmi olsun.Asagidaki ifadeler denktir:
(a) ferada(M,N)
(b) Her g : N — M i¢in gf nilpotenttir.
(c) Her g : N — M i¢in fg nilpotenttir.

Ispat (a) = (b) f € rad4(M, N) olsun. Bu durumda Teorem 3.1.11 geregince, her
g: N — M igin 1;; — gf tersinirdir. Boylece gf € rad EndM olup gf nilpotenttir.
(b) = (a) Her g : N — M morfizmi igin g f nilpotent olsun. Bu durumda (gf)" =0
fakat (gf)""! # 0 olacak sekilde bir n > 0 vardur.

(I —gf) (e + (gf) + -+ (gf)" ) =1u
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olacak gekilde 1), — gf sag tersinirdir. Boylece f € rad4(M, N) olur.

(a) = (c) ve (¢) = (a) gerektirmeleri benzer sekilde ispatlanir.

3.2. indirgenmez Morfizmler

modA kategorisi hakkinda bilgi almak (en azindan ayrigtirilamaz modiilleri belir-
lemek) igin bu kategorinin radikali incelenmelidir. Dolayisiyla hangi morfizmlerin
tiim radikal morfizmleri ardigik bilegkelerle ve lineer bilegimlerle iirettigi sorusu soru-
labilir. Aciktir ki bu morfizmler, diger radikal morfizmlerin bilegkelerinin toplamlar:
olarak daha fazla ¢arpanlara ayrilamayan, ayrigtirilamaz modiiller arasindaki radikal
morfizmlerdir. Bu morfizmleri incelemeye baglamadan once modiil kategorisinin
radikalinin karesini tanimlayalim.

f:L — Mveg: M — N radikal morfizmler olsun. Bu durumda ¢f bilegkesi

rad?’dedir. L ve N modiilleri verildiginde;
rad® (L, N) = {Sg;f; | f; € rada(L, M;), g; € rada(M;, N)}
ile, eger M = @;_, M; bi¢iminde yazilirsa;
rad% (L, N) = {gf | f €rads(L,M),g € rads(M,N), M € modA}
ile tanimlanir. Bundan sonraki boliimlerde radikalde olan fakat radikalin karesinde

olmayan morfizmlerle ilgilenecegiz. Bu morfizmlerin ayrigtirilamaz modiiller arasinda

olmasi kogulu kaldirilirsa agagidaki tanim verilebilir.

Tanim 3.2.1 L ve M (ayrigtirilamaz olmasi gerekmeyen) birer A-modiil olsun.
Agagidaki 6zellikleri saglayan f : L — M morfizmi indirgenmez (irreducible) olarak

adlandirlir:

(i) f ne bir kesit morfizmi, ne de bir biizme morfizmidir,

(ii) f herhangi bir N modiilii iizerinden faktorlendiginde, yani agagidaki diyagrami
degismeli yapacak, yani; f = f;fs olacak, sekilde fi : N - M ve fo: L - N
morfizmleri var oldugunda; ya f; bir blizme morfizmidir ya da f, bir kesit

morfizmidir.

L ! s M
N
N
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Bu notasyon yar1 dualdir. Yani; f : L — M’nin modA’da indirgenmez olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul Df : DM — DL’nin modA°’ta indirgenmez olmasidir. L’'nin
veya M’nin ya da her ikisinin de ayrigtirilamaz oldugu goz oniine alinirsa agagidaki

sonug elde edilir.

Lemma 3.2.2 f: L — M modA’da bir morfizm olsun.

(i) L veya M ayrigtirilamaz modiiller olsun. f: L — M indirgenmez morfizm ise,

f radikal morfizmdir.

(ii) L ve M aynigtirlamaz modiiller olsun. f : L — M indirgenmez morfizm olmasi

icin gerek ve yeter kosul f € rada(L, M) \ rad’(L, M) olmasidir.

Ispat (i) L'nin ayrigtirlamaz oldugunu kabul edelim. f indirgenmez olsun. Bu
durumda f bir kesit morfizmi degildir. Sonug¢ 3.1.5’ten f bir radikal morfizmdir.
Benzer olarak M’nin ayrigtirilamaz oldugu kabul edilirse f’nin bir biizme morfizmi

olmadig1 kullanilarak Sonug 3.1.5'ten f’nin bir radikal morfizm oldugu goriiliir.

(ii) L ve M’nin her ikisi de ayrigtirilamaz olsun.

(=) f’nin indirgenmez oldugunu kabul edelim. Bu durumda f bir kesit ve biizme
morfizmi degildir. Sonuc 3.1.5 geregince f € radu(L, M) dir. f ¢ rad*(M,N)
oldugunu géstermeliyiz. Kabul edelim ki f € rad®(L, M) olsun. Bu durumda f = gh
olacak gekilde h € rads(L, N) ve g € rada (N, M) vardir. Boylece

L ! s M
N
N

f, N tizerinden faktorlenir. f indirgenmez oldugundan h bir kesit morfizmi ya da

g bir blizme morfizmi olmalhdir. Buradan Sonug 3.1.5'ten h ¢ rada(L,N) ve g ¢
rad 4 (N, M) olmaldir ki bu celigki olur. Sonug olarak f € rad (L, M)\ rad’ (L, M)
dir.

(<) f € radua(L, M) \ rad% (L, M) olsun. Bu durumda f € rad4(L, M) olup L ve

M’nin her ikisi de ayrigtirilamaz oldugundan Sonug 3.1.5 geregince f bir kesit ve bir
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biizme morfizmi degildir. f = gh olacak sekilde f’nin N iizerinden faktorlendigini

kabul edelim.

L E—
N
f ¢ rad®(L, M) oldugundan ya h ¢ rad4(L, N) yada g ¢ rad (N, M) olur. Buradan

Sonug 3.1.5 geregince h bir kesit morfizmi ya da g bir biizme morfizmi olup ispat

tamamlanir.
Indirgenmez morfizmlerin diger bir ézelligi asagidaki lemmada verilmistir.
Lemma 3.2.3 Her indirgenmez morfizm; bir monomorfizm veya bir epimorfizmdir.

ispat Kabul edelim ki f : L — M indirgenmez morfizm olsun. f'nin goriintisii

tizerinden agagidaki agikar faktorizasyonunu gézontine alalim.

L f s M
Imf

f = jp olacak sekilde 7 : imf — M icerim morfizmi ve p : L — imf izdiigim

morfizmi vardir. f indirgenmez oldugundan j bir blizme morfizmi veya p bir kesit
morfizmi olur. j biizme morfizmi ise 6rten olup Teorem 2.1.13(1) geregince f bir
epimorfizmdir. p bir kesit morfizmi ise birebir olup Teorem 2.1.13(2) geregince f bir

monomorfizmdir.

Uyar1 3.2.4 Bir M modiiliinden kendisine giden bir indirgenmez morfizm yoktur.
Eger bir indirgenmez f : M — M morfizminin var oldugu kabul edilirse Lemma
3.2.3’ten f bir monomorfizm veya f bir epimorfizm olur. Lemma 2.2.7 geregince f

bir izomorfizm olur ki bu durum f’nin indirgenmez olusu ile ¢elisir.

Ornek 3.2.5 (1) P bir ayrigtirilamaz projektif A-modiil olsun. j : radP < P igerim
morfizmi indirgenmezdir.

Gergeten; j bir kesit ve blizme morfizmi degildir.

rad P J s P

N

X
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diyagramini degismeli yapacak, yani j = gh olacak, sekilde ¢ : X — P ve h :
radP — X morfizmleri var olsun. g’nin biizme morfizmi olmadigini varsayalim. P
projektif oldugundan g orten degildir. Eger g orten olsaydi;

P

h, l1p
k/

X s P > 0

g

gh = 1p olacak sekilde h var olurdu ki bu ¢g'nin biizme morfizmi olmamasi ile

gelisirdi. Bu durumda, img C rad P olur.

X g s P

radP

Yani g = jg' olacak sekilde ¢’ : X — radP vardir. j = gh = (jg')h = j(g'h) ve
j bir monomorfizm oldugundan ¢’h = 1,,qp olmahdir. Bdylece h'nin sol tersi var

oldugundan h bir kesit morfizmi olup j indirgenmezdir.

(2) I bir ayrigtirilamaz injektif A-modil olsun. p : I — [I/socl izdiigim morfizmi
indirgenmezdir.

Gergekten; p bir kesit ve blizme morfizmi degildir.

I £ > 1 /socl
\N /
Y
diyagramini degismeli yapacak, yani p = gh olacak, sekilde g : Y — I/socl ve

h : I — Y morfizmleri var olsun. A’nin kesit morfizmi olmadigini varsayalim. [

injektif oldugundan h birebir degildir. Eger h birebir olsaydi;

0 v ] sy

h'h = 1; olacak sekilde A’ varolurdu. Bu da A’nin kesit morfizmi olmamasi ile

gelisirdi. Bu durumda, socl C kerh’ dir.




Yani h = ¢'p olacak sekilde ¢’ : I/socl — Y vardir. p = gh = g(¢'p) = (99")p;
ve p bir epimorfizm oldugundan gg’ = 1;/scr olmaldir. Béylece g'nin sag tersi var

oldugundan g bir biizme morfizmi olup p indirgenmezdir.

Agagidaki 6rnek; Lemma 3.2.2(i7)’deki L ve M’nin her ikisinin de ayrigtirilamaz
olma sart1 kaldirildiginda ifadenin dogru olmadigini gosterir. Burada tanim kiimesi
ayrigtirilabilir olmak tizere radikalin karesinde bulunmayan bir indirgenmez olmayan

radikal morfizmin var oldugunu gosterecegiz.

Ornek 3.2.6 L; ve M’nin her ikisi de ayrigtirilamaz olmak tizere f : Ly — M bir
indirgenmez morfizm olsun. Ls; ne L;’e ne de M’ye izomorf olan rad(EndLy) # 0
olacak sekilde bir ayrstirilamaz modiil olsun. Bu durumda 30 # u € rad(EndLy)
vardir. v : Ly — Lo keyfi (sifir da olabilir) bir morfizm olsun. (f,0): Ly & Ly — M
bir indirgenmez morfizm degildir. Gergekten; f indirgenmez morfizm oldugundan

(f,0) ne bir kesit ne de bir biizme morfizmidir. Kabul edelim ki;

L ® L, (:0) . M

1, O (f,0)
(") L

diyagrami degismeli olsun. Yani; (f,0) = (f,0) (151 2) bi¢iminde yazilsin. (f,0) bir

kesit morfizmi olmadigindan (151 2) bir biizme morfizmi olmalidir. Bu durumda

1, O g h -1
v u g N = el

olacak sekilde sag tersi var olur. Buradan;

g h . 1z, 0
vg +ug’  vh+uh' 0 1z,

olup g = 1z,, h = 0 ve vh + uh/ = 17, bulunur. Bdéylece uh’ = 1, olup u bir
biizme morfizmi elde edilir ki bu durum u € rad(EndL,) olmas ile geligir. Sonug
olarak (f,0) bir indirgenmez morfizm degildir. Diger yandan f € rada(Li, M)\
rad? (L, M) oldugundan (f,0) € rad(L, ® Lo, M) ve (f,0) ¢ rad*(L; ® Lo, M) elde

edilir.
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Agagidaki Ornek; Lemma 3.2.2(i)’deki L ya da M’nin ayrigtirilamaz olma sart:
kaldirihirsa ifadenin saglanmadigini gosterir. Bunun ig¢in ayrigtirilabilir modiiller

arasinda radikal morfizm olmayan bir indirgenmez morfizmin var oldugunu gosterece-
giz.

Ornek 3.2.7 L ve M’nin her ikisi de ayrigtirilamaz olmak iizere f : L — M bir
indirgenmez morfizm olsun. Hom4 (L, N) = 0, Hom (N, L) = 0, Hom4 (M, N) = 0,
Hom (N, M) = 0 6zelliklerini saglayan aynigtirilamaz bir N modiilii alahm. Iddia

ediyoruz ki,

(f 0 ):L@N%M@N

0 1y
morfizmi indirgenmezdir. Gergekten; (5 1?V) bir kesit morfizmi degildir. Aksi tak-

tirde kesit morfizmi olsaydi;

u v f 0 . 1r, 0

u v 0 ix /) \ 0 1x
olacak gekilde sol tersi var olurdu. Bu durumda uf = 1, ve buradan f bir kesit
morfizmi olurdu ki bu bir geligkidir. ({; 1?V) bir blizme morfizmi de degildir. Aksi

taktirde blizme morfizmi olsaydz;

f 0 g h - 1r 0
0 1y g )\ 0o 1x
olacak sekilde sag tersi var olurdu. Bu durumda fg = 1, ve buradan f bir biizme

morfizmi olurdu ki bu bir celigkidir. Simdi (g 1?v )’'nin agagidaki bigimde bir faktori-

zasyonunun var oldugunu kabul edelim.

f o
L& N G Ma&N

)
<\ (+)

X

diyagrami degismeli, yani; (Of 1(1)\7) = (%)(w o) olacak gsekilde (3): X — M & N
ve (v o) : L@® N — X morfizmleri var olsun. Kabulden wu' : L — M, uv' :
N — M olup wv' =0, vu/ : L — N olup vv/ = 0, vv' : L — M oldugu goz

oniine alinarak;



olup f = wu’ ve vv' = 1y bulunur. Buradan v bir blizme morfizmi ve v" bir kesit
morfizmi olur. Ayrica f indirgenmez oldugundan u bir biizme morfizmi ve v’ bir
kesit morfizmi bulunur. Simdi bu durumlari ayr1 ayri ele alalim.

I Durum: w bir biizme morfizmi ise; uu” = 1,; olacak sekilde u” : M — X sag tersi
vardir. Bu durumda wv’ : N — M olup uv’ = 0 ve vu” : M — N olup vu” = 0

oldugu gozoniine alinarak;

(u)(u” U/):<uu” uv’):<1M 0 )

v vu oo 0 1y

bulunur. Boylece (uw” ) : M & N — X sag tersi var oldugundan () bir biizme
morfizmi elde edilir.

II. Durum: v’ bir kesit morfizmi ise u”u’ = 1, olacak sekilde u” : X — L sol tersi

vardir. Bu durumda u”v" : N — L olup /v = 0 ve v/ : L — N olup vu’ = 0

oldugu gozoniine alinarak;

bulunur. Boylece (¥') : X — L @ N sol tersi var oldugundan (' +) bir kesit

morfizmi elde edilir. Sonug olarak (Of 1[1)\;) : L& N — M @& N bir indirgenmez

ot ) (1)

0 ) bir radikal morfizm degildir.

morfizmdir. Fakat

oldugundan ( g W
Yukarida verilen 6rnekler, indirgenmez morfizmlerin; radikalin karesinde bulunmayan
radikal morfizmlerin 6z genellemeleri oldugunu gosterir. Ilerleyen boliimlerde tanim
kiimesi veya deger kiimesi (ya da her ikisi de) ayrigtirilamaz olan morfizmlerle il-

gilenecegiz. Ozel olarak f ve/veya ¢ indirgenmez olmak {izere

0 s L s M —2 s N s 0

kisa tam dizileri tizerinde galigacagiz. Bir indirgenmez monomorfizmin (ya da epi-
morfizmin) eggekirdeginin (ya da ¢ekirdeginin) ayrigtirilamaz olmasi gerektigini is-
patlayacagiz. Oncelikle agagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.2.8 0 oL s M 2N > 0 modA’da parcalanan ol-

mayan bir kisa tam dizi olsun.
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(a) f : L — M morfizminin indirgenmez olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her
v : V. — N morfizmi i¢in v = gv; olacak sekilde vy : V' — M vardir ya da

g = vy olacak sekilde vy : M — V' vardir.

\\\K\\\vl T”
vy RSN V
(b) g : M — N morfizminin indirgenmez olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her

w : L — U morfizmi i¢in © = wu; f olacak sekilde u; : M — U vardir ya da

f = usu olacak sekilde ug : U — M vardir.

Ispat  (a) (=) f indirgenmez bir morfizm olsun. Herhangi bir v : V — N

morfizmini alalim.

v

lv
M—25 N

morfizmlerinin geri ¢cekmesi F olmak iizere tam satirlara sahip degismeli bir

0 N A BN Vi > 0
" lu T
0 N AN ) SN Y s 0

diyagrami vardir. Birinci diyagramin degigmeli olmasindan f = wf’ olup f indirgen-
mez oldugundan u bir biizme morfizmi veya f’ bir kesit morfizmi olmahdir.

L. Durum: f' kesit morfizmi ise Teorem 2.3.4 geregince ¢’ biizme morfizmi olur. Yani
g'q" = 1y olacak sekilde ¢” : V — FE sag tersi vardir. Boylece gv; = g(ug”) =
(gu)g”" = (vg")g" = v(d'¢g") = vly = v olacak gekilde v; = ug” : V' — M aranilan
dontigiimdiir.

II. Durum: wu biizme morfizmi ise uu’ = 1,; olacak sekilde bir v’ : M — E bir sag

tersi vardir. vy = g'u’ : M — V olarak alinirsa ikinci diyagramin degigmeliligi kul-

lanilarak vy = v(g'v') = (v )u' = (gu)u’ = g(uu') = gly = g elde edilir ve ispat
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tamamlanir.
(<) Verilen ifadeler saglansin. f’nin indirgenmez oldugunu gosterelim. Verilen dizi

parcalanan olmadigindan f bir kesit ve blizme morfizmi degildir. Kabul edelim ki

L f s M
N
X

f = fife olacak sekilde f; : X — M ve fy : L — X morfizmleri var olsun. Dizi tam

oldugundan f birebir olup f5 de birebirdir ve V' = coker f; olarak alinirsa

0 > L f2 y X 1 » cokerfy —— 0
//\(/
1z fll 112//// l’u
/Z// v1
O 7 L f 7 M g 7 N 7 0

tam satirlara sahip ve degismeli diyagrami vardir. Kabulden;
v = gv; olacak sekilde v; : cokerfy, — M veya g = vv, olacak gekilde vy : M —
coker fy morfizmleri vardir. vy ve v, morfizmlerinin var olmasini ayr1 ayri inceleyelim.

Ustteki dizinin parcalanan oldugunu iddia ediyoruz. Gercekten;

cokerfy !
X

X —"— cokerf,
v lfl lu
M —— N
v = gu; olacak sekilde vy varsa; vm = gf; olup geri cekmenin evrensellik 6zelliginden
wh = 1 olacak gekilde 7'nin sag tersi var oldugundan = bir biizme morfizmi olup

Teorem 2.3.4 geregince fy bir kesit morfizmi bulunur.

M
NN
X —— cokerf,
tar lfl lv
M—2 5 N
g = vvg olacak sekilde vy : M — V varsa vm = g f; olup geri ¢ekmenin evrensellik

ozelliginden fi1k = 1;; olacak sekilde f;’in sag tersi var oldugundan f; biizme mor-

fizmidir. Sonug olarak f indirgenmezdir.
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(b) (=) g: M — N indirgenmez olsun. Herhangi bir w : L — U morfizmini alalim.

L1 m
‘|
U

morfizlerinin ileri itmesi P olmak iizere tam satirlara sahip degismeli bir

0 oL —L s M 2 N > 0
ul lv HlN
0——U Loy LN 0

diyagrami vardir. Ikinci diyagramin degigsmeli olmasindan g = ¢g’v olup ¢ indirgen-
mez oldugundan ¢’ bir blizme morfizmi veya v bir kesit morfizmi olmalidir.
I.Durum: ¢' biizme morfizmi ise Teorem 2.3.4 geregince f’ bir kesit morfizmi olur.
Yani f”f' = 1y olacak sekilde f”: Y — U sol tersi vardir. Boylece uy f = (f"v)f =
f"wf) = f"(f'u) = (f"f)u = wu olacak sekilde uy = f"v : M — U aramlan
dontigiimdiir.

II. Durum: v kesit morfizmi ise v'v = 1,; olacak sekilde v' : Y — M sol tersi vardir.
Boylece ugu = (v'f)u = o'(f'u) = v'(vf) = (V'v)f = 1y f = f olacak sekilde
us = v f': U — M aranilan dontigtimdiir.

(«=) Verilen ifadeler saglansin. ¢g'nin indirgenmez oldugunu gosterelim. Verilen dizi

parcalanan olmadigindan g bir kesit ve biizme morfizmi degildir. Kabul edelim ki

M g > N
Y

g = g19> olacak sekilde g1 : Y — N ve g5 : M — Y morfizmleri var olsun. Dizi tam

oldugundan g orten olup g; de ortendir. U = kerg; olarak alinirsa

f g
0 > L > > N > 0
uyr 7 x
u ////// v 1N
kK 2" ug ,
- g
0 —— kergy —— P > N > 0

tam satirlara sahip degismeli diyagrami vardir. Kabulden;

u = uy f olacak sekilde uy : M — kerg;, veya f = usu olacak sekilde uy : kergy — M
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morfizmleri vardir. u; ve uy morfizmlerinin var olmasini ayri ayri inceleyelim. Alttaki
dizinin pargalanan oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten;

L— v

A N

kergg —— Y
NS
et kerg,
u = uy f olacak sekilde uy varsa; go f = tu olup ileri itmenin evrensellik 6zelliginden
ht = lxerg, olacak sekilde h : Y — kerg; sol tersi var oldugundan ¢ bir kesit morfizmi

olup Teorem 2.3.4 geregince g; bir blizme morfizmi olur.

L—1 o m

f = uou olacak sekilde uy varsa; go f = tu olup ileri itmenin evrensellik 6zelliginden
kgs = 1,7 olacak sekilde k : Y — M sol tersi var oldugundan g bir kesit morfizmi

bulunur. Sanug olarak ¢ indirgenmezdir.

Sonuc 3.2.9

(a) Bir indirgenmez monomorfizmin eggekirdegi ayrigtirilamazdir.
(b) Bir indirgenmez epimorfizmin ¢ekirdegi ayrigtirilamazdir.

Ispat (a) f : L — M bir indirgenmez monomorfizm olmak iizere cokerf = N
ve g : M — N epimorfizm olsun. Kabul edelim ki N ayristirilabilir olsun. Bu
durumda N = N; @ N, olacak sekilde 0 # Ny, Ny altmodiilleri vardir. ¢ = 1,2 i¢in
q1: N1 <= N ve qo : Ny — N 0z icerim monomorfizmleridir. Lemma 3.2.8 geregince

f indirgenmez oldugundan

f g f g
0 > L s M > N 0 > L s M > N
V1 < U2
K\ \\\ ]\ql ® N N ]\QQ
o AN ol SN
1 N 2 ~
N1 N2

47



g = qv; olacak sekilde v; : M — N; morfizmi ve ¢ = ¢uuy olacak sekilde
vy : M — Ny morfizmi vardir. ¢ orten oldugundan ¢, ve ¢ orten olup geligki
bulunur. Bundan dolay1r Lemma 3.2.8’den ¢; = gv] olacak sekilde v} : Ny — M ve

g2 = gvh olacak sekilde v} : Ny — M morfizmleri vardir.

v=_(v o ):N=N®Ny— M

ile tanimli v morfizmi igin,
g(vll vé):<9”i 9”5):((11 42):11\/

oldugundan, ( A ); g’nin sag tersidir. Boylece g bir biizme morfizmi ve buradan
f bir kesit morfizmi olur ki bu durum f'nin indirgenmez olmasi ile geligir. Sonug
olarak N ayrigtirilamazdir.

(b) g : M — N bir indirgenmez epimorfizm olmak iizere kerg = L ve f : L — M
monomorfizm olsun. Kabul edelim ki L ayristirilabilir olsun. Bu durumda L =
L1 @ Ly olacak sekilde 0 # Ly, Ly altmodiilleri vardir. ¢ = 1,2 i¢in p; : L — Ly ve

p2 : L — Ly 0z izdiigim epimorfizmleridir. Lemma 3.2.8 geregince g indirgenmez

oldugundan
f g f g
L p— M > N > 0 L p— M > N > 0
l ul ///>( l ’LL2 ///Z
p1 ///// p2 ,////
L</ 7 ul l<// u2
Ly Ly

f = wuip; olacak sekilde wy : L; — M morfizmi ve f = wuspy olacak sekilde
ug : Ly — M morfizmi vardir. f birebir oldugundan p; ve ps birebir olup ¢eligki
bulunur. Bundan dolay1 Lemma 3.2.8’den p; = ) f olacak sekilde u} : M — Ly ve

pe = ul f olacak sekilde uf, : M — Lo morfizmleri vardir.

u:(“:l):M—w:Ll@Lg

Ug

ile tanimli v dontigiimii i¢in,
uf ul f D1
p—y p— p—t 1
(us>f <u'zf) <> !

oldugundan, ( ul1 ); f'nin sol tersidir. Boylece f bir kesit morfizmi ve buradan g
Ua
bir blizme morfizmi olur ki bu durum ¢'nin indirgenmez olmasi ile gelisir. Sonug

olarak L ayrigtirilamazdir.
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3.3. Neredeyse Parcalanan ve Minimal Morfizmler

Indirgenmez morfizmler; radikal morfizmler i¢in yapitaglari belirleme ihtiyacindan
ortaya cikmigtir. indirgenmez morfizmler kullanilarak ardigik bilegske alma ve lineer
birlesimlerle diger radikal morfizmler belirlenebilir. Bu nedenle bu béliimde radikal

morfizmlerin diger radikal morfizmlerle nasil faktorlendigini inceleyecegiz.

Tanim 3.3.1

(a) L ayngtirllamaz olmak tizere f : L — M bir radikal morfizm olsun. Her
u : L — U radikal morfizmi icin «'f = wu olacak sekilde v’ : M — U varsa, f

sol neredeyse parc¢alanan (left almost split) olarak adlandirilir.

L— M

(b) N ayrnigtirilamaz olmak tizere g : M — N bir radikal morfizm olsun. Her
v : V — N radikal morfizmi icin gv’ = v olacak sekilde v' : V' — M varsa, ¢

sag neredeyse parcalanan (right almost split) olarak adlandirilir.

v

-
/ e
v
e lv
e
k

Bu kavramlar birbirinin dualidir. Yani f : L — M’nin sol neredeyse parcalanan
olmasi icin gerek ve yeter kosul Df : DM — DL’nin sag neredeyse parcalanan

olmasidir.

Uyar: 3.3.2 Tamm 3.3.1(a)’dan L ayrigtirilamaz olmak iizere u : L — U bir radikal
morfizm ise, Sonug 3.1.5(1) geregince u bir kesit morfizmi degildir. Buna ek olarak
U ayngtirilamaz ise, u bir izomorfizm degildir. Benzer olarak Tanim 3.3.1(b)’den
N aynigtirlamaz olmak {izere v : V. — N bir radikal morfizm ise Sonug 3.1.5(ii)
geregince v bir biizme morfizmi degildir. Buna ek olarak V ayrigtirilamaz ise, v bir
izomorfizm degildir. Asagidaki lemmada verilen neredeyse parcalanan morfizmlerin

karakterizasyonu onlarin orijinal tanimi olarak ta kullanilir.
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Lemma 3.3.3

(a) Bir f : L — M morfizminin sol neredeyse parcalanan olmasi igin gerek ve
yeter kosgul
(i) f’nin bir kesit morfizmi olmamasi ve

(ii) Kesit morfizmi olmayan her u : L — U morfizmi i¢in

L —— M

diyagramini degismeli yapan, yani «'f = u olacak sekilde, bir v/ : M — U

morfizminin var olmasidir.

(b) Bir ¢ : M — N morfizminin sag neredeyse pargalanan olmasi i¢in gerek ve

yeter kosgul

(i) g'nin bir biizme morfizmi olmamas ve

(ii) Biizme morfizmi olmayan her v : V' — N morfizmi i¢in

diyagramini degismeli yapan, yani gv’ = v olacak sekilde, birv' : V. — M

morfizminin var olmasidir.

Ispat (a) (<) (i) ve (ii) saglansin. L’nin ayrigtinlamaz oldugu gosterilirse ispat
tamamlanir. Kabul edelim ki L ayrigtirilamaz olmasin. Bu durumda L = L; & Lo
olacak sekilde 0 # Ly, Ly altmodiilleri vardir. p; : L — Ly ve py : L — Loy izdiigim
epimorfizmleri (birebir olmadiklar: igin) kesit morfizmi degillerdir. (ii) kabuliinden;

f f

LM L m

pll //// P2l ////
P kP

Ly Lo

p1 = pLf ve po = phf olacak sekilde p} : M — Ly ve pl, : M — Lo morfizmleri vardir.

P} ot [ ) _
()= ()= ()=
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olup f kesit morfizmi bulunur. Bu durum (i) kabulii ile geligir. Sonug olarak L
ayrigtirilamazdir.

(=) f : L - M morfizmi sol neredeyse pargalanan morfizm olsun. Tanimdan
(ii) agiktir. Ayrica Sonug 3.1.5(i) geregince f bir kesit morfizmi olmadig: igin (i)
saglanir.

(b) (<) (i) ve (ii) saglansin. N'nin ayrigtirilamaz oldugu gosterilirse ispat tamam-
lanir. Kabul edelim ki N ayristirilamaz olmasin. Bu durumda N = Ny & Ns
olacak sekilde 0 # Nj, Ny altmodiilleri vardir. ¢y : Ny — N ve 13 : Ny — N

icerim monomorfizmleri (6rten olmadiklar: i¢in) biizme morfizmi degillerdir. (ii)

kabuliinden;
M—25 N M—25 N
K\ K\
S Tu S TLQ
AN th TN
Ny Ny

11 = gty ve 1o = gty olacak sekilde ¢} : Ny — M ve i}, : Nj, — M morfizmleri vardir.

g(dl L’2>=<gb'1 gL'2>=<L1 L2>:1N

olup ¢ biizme morfizmi bulunur. Bu durum (i) kabulii ile ¢eligir. Sonug olarak N
ayrigtirilamazdir.

(=) g : M — N morfizmi sag neredeyse parcalanan morfizm olsun. Tanimdan
(ii) agiktir. Ayrica Sonug 3.1.5(ii) geregince g bir biizme morfizmi olmadigr igin (i)

saglanir.

Ornek 3.3.4 (i) P bir ayristirilamaz projektif modiil olsun. j : radP < P icerim
morfizmi sag neredeyse parcalanandir. Gercekten; v : V' — P bir radikal morfizm
olsun. Sonuc¢ 3.1.5'ten v bir biizme morfizmi degildir. Aym zamanda v orten de

degildir. Ciinkii v 6rten olsaydi P projektif oldugundan

vk = 1p olacak sekilde k sag tersi var olurdu. Buradan v bir biizme morfizmi

olup celigki elde edilirdi. Bundan dolay1 v orten degildir ve imv C radP olur.
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v = jv’ olacak sekilde v’ : V' — rad P morfizmi vardir. Sonug olarak j sag neredeyse
parcalanan morfizmdir.

(i) I bir ayrigtirlamaz injektif modil olsun. p : I — I/socl izdiigim morfizmi sol
neredeyse parcalanandir. Gercekten; u : I — U bir radikal morfizm olsun. Sonug
3.1.5’ten u bir kesit morfizmi degildir. Ayni1 zamanda u birebir de degildir. Ciinkii
u birebir olsaydi I injektif oldugundan

hu = 1; olacak sekilde h sol tersi var olurdu. Buradan u bir kesit morfizmi olup
geligki elde edilirdi. Bundan dolayr u birebir degildir ve keru # 0 olup buradan
socl C keru olur. Boylece I/socI — I/keru doniiglimii tanimlanabilir. Diger yan-

dan I/keru = imu oldugundan

I —2— 1/Socl

u = u'p olacak sekilde v’ : I /soc] — U morfizmi vardir. Sonug olarak p sol neredeyse

parcalanan morfizmdir.

Asgagidaki ornekte bir neredeyse parcalanan morfizm yardimiyla bagka neredeyse

parcalanan morfizmlerin bulunabilecegi gosterilmistir.

Ornek 3.3.5 f : L — M bir sol neredeyse parcalanan morfizm ve f' : L — M’
f

bir radikal morfizm olsun. Bu durumda : L = M @ M’ morfizmi de sol

neredeyse pargalanan morfizmdir. Gergekten f ve f’ kesit morfizmi olmadigindan
( f/ ) bir kesit morfizmi degildir. « : L — U bir radikal morfizm olsun. f sol
neredeyse parcalanan morfizm oldugundan u = o'f olacak sekilde v’ : M — U
morfizmi vardir. Boylece h< j:, ) = (v 0) ( ]{/ ) = u'f = wu olacak gekilde
h=(u« 0):M@M — U var olup ispat tamamlanir.

Benzer olarak g : M — N bir sag neredeyse parcalanan morfizm ve ¢’ : M’ — N bir

radikal morfizm iken ( ¢ ¢ ) : M & M’ — N morfizminin sag neredeyse par¢alanan

oldugu gosterilir.
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Yukaridaki 6rnekten hareketle, bir sol neredeyse pargalanan morfizmin deger kiimesi-
nin, bir sag neredeyse parcalanan morfizmin de tanim kiimesinin minimalliginden

soz edilebilir. Bundan dolay1 agagida minimal morfizm tanimlarini verelim.

Tanim 3.3.6

(a) f: L — M bir morfizm olsun. hf = f olacak sekildeki her h € EndM bir

otomorfizm ise, f’ye sol minimal,

(b) g : M — N bir morfizm olsun. gk = ¢ olacak sekildeki her £ € EndM bir

otomorfizm ise, g’ye sag minimal

denir.

Bu kavramlar birbirinin dualidir, yani; f : L — M morfizminin sol minimal olmas1

i¢cin gerek ve yeter kosul Df : DM — DL morfizminin sag minimal olmasidir.

Ornek 3.3.7 Her epimorfizmin sol minimal ve her monomorfizmin de sag minimal
oldugu aciktir. Ek olarak, P bir ayristirilamaz projektif modil ise j : radP — P
icerim morfizmi sag minimaldir. Benzer olarak I bir ayrigtirilamaz injektif modiil

ise, p: I — I/socl izdiigiim morfizmi sol minimaldir.

Ornek 3.3.8 Her biiyiikk monomorfizm sol minimaldir. Gercekten; f : L — M bir
biiytik monomorfizm olsun. Kabul edelim ki hf = f olacak sekilde h : M — M
var olsun. f monomorfizm oldugundan Af de bir monomorfizmdir. Boylece h bir
monomorfizm olur. Fakat M sonlu uzunluklu oldugundan, Lemma 2.2.7 geregince h
bir epimorfizm olup A bir izomorfizm bulunur. Benzer olarak her kiiciik epimorfizm

sag minimaldir.

Asgagidaki lemmada indirgenmez morfizmler ve minimal morfizmler arasindaki iligki

verilmistir.
Lemma 3.3.9 Her indirgenmez morfizm hem sol hem de sag minimaldir.

Ispat f:L — M bir indirgenmez morfizm olsun. hf = f olacak sekilde h € EndM

alalim. f indirgenemez oldugundan f bir kesit morfizmi veya h bir blizme morfizmi
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olmahdir. f kesit morfizmi olmadigindan h biizme morfizmi olup bir epimorfizmdir.
M sonlu uzunluklu oldugundan Lemma 2.2.7 geregince h bir otomorfizm olup f sol
minimaldir. Benzer gekilde f'nin sag minimal oldugu gosterelim. fk = f olacak
sekilde £ € EndM alalim. f indirgenmez oldugundan f bir blizme morfizmi veya
k bir kesit morfizmi olmalidir. f bilizme morfizmi olmadigindan k bir kesit mor-
fizmi olup birebirdir. M sonlu uzunluklu oldugundan Lemma 2.2.7 geregince k bir

otomorfizm olup f sag minimaldir.

Ornek 3.3.10 Yukaridaki lemmanin bir sonucu olarak; P bir ayrigtirilamaz projek-
tif modiil olmak tizere j : rad P — P igerim morfizmi ve I bir ayristirilamaz injektif
modiil olmak iizere I — [ /socl izdiigim morfizmi Ornek 3.2.5 geregince hem sag

hem de sol minimaldir.

Simdi neredeyse parcalanan morfizmler i¢in minimallik kavramini verebiliriz. Bir sol
neredeyse parcalanan f : L — M morfizminin sol minimal olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul tanim kiimesi L olan sol neredeyse parcalanan morfizmlerin deger kiimeleri
arasinda en kiiciik [( M) kompozisyon uzunluguna sahip kiimenin M olmasidir. Yani;
f': L — M’ bagka bir sol neredeyse pargalanan bir morfizm ise [(M) < [(M’)’dir.
Benzer olarak; bir sag neredeyse parcalanan g : M — N morfizminin sag minimal
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul deger kiimesi N olan sag neredeyse parcalanan
morfizmlerin tanim kiimeleri arasinda en kiigiik /(M) kompozisyon uzunluguna sahip
kiimenin M olmasidir. Yani; ¢’ : M’ — N bagka bir sag neredeyse parcalanan bir

morfizm ise [(M) < [(M') diir.
Onerme 3.3.11

(a) f: L — M sol neredeyse pargalanan bir morfizm olsun. f’nin sol minimal
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul tanim kiimesi L olan sol neredeyse parcalanan
morfizmlerin deger kiimeleri arasinda M’nin en kii¢ik uzunluga sahip ol-

masidir. Ek olarak, bu ozellik f’yi izomorfizm farkiyla tek tiirlii tanimlar.

(b) g : M — N sag neredeyse parcalanan bir morfizm olsun. ¢’nin sag minimal
olmasi i¢in gerek ve yeterkosul deger kiimesi /V olan sag neredeyse parcalanan
morfizmlerin tanim kiimeleri arasinda M nin en kii¢iik uzunluga sahip ol-

masidir. Ek olarak, bu 6zellik ¢’yi izomorfizm farkiyla tek tiirli tanimlar.
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Ispat (a) («=) Tanmm kiimesi L olan sol neredeyse pargalanan morfizmlerin deger
kiimelerinin uzunluklar1 arasinda (M) minimal olmak iizere f : L — M bir sol
neredeyse pargalanan morfizm olsun. f’'nin sol minimal oldugunu gosterelim. hf =
f olacak gekilde h € EndM alalim. h’nin imh = M’ {izerinden agagidaki bi¢imde

agikar faktorizasyonu h = jp olsun.

L LNV h s M

N A

M/

pf : L — M’ bir sol neredeyse pargalanan morfizmdir. Gergekten; p ve f kesit
morfizmi olmadigindan pf de kesit morfizmi degildir. L ayrigtirilamaz oldugundan
Sonug 3.1.5 geregince pf bir radikal morfizmdir. w : L. — U herhangi bir radikal

morfizm olmak tizere f sol neredeyse parcalanan oldugundan

LM L
’U,l //// ul ////

i’ o L’/ u’j
U U

u = u'f olacak sekilde v’ : M — U var olup buradan
u=u'f =u'(hf) =u'(jp)f =uj(pf)

olacak sgekilde u'j : M' — U var oldugundan pf sol neredeyse pargalanandir. Ka-
bulden (M) < [(M') dir. Diger yandan M’ C M oldugundan [(M') < (M)
olmalidir. Boylece [(M) = [(M') olup h értendir. Lemma 2.2.7 geregince h otomor-
fizm olup f sol minimal bulunur.

(=) f: L = M sol neredeyse parcalanan morfizminin sol minimal oldugunu kabul

edelim. f': L — M’ baska bir sol neredeyse parcalanan morfizm olsun.

L—L L

' h N
M’ M

f sol neredeyse parcalanan oldugundan f’ = hf olacak sekilde h : M — M’ morfizmi
ve f’ sol neredeyse parcalanan oldugundan f = h’f’ olacak sekilde b’ : M’ — M
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morfizmi vardir.

L—m

| b

L —— M

|, b

L5 M
Birinci esitlik ikinci de yerine yazlirsa f = h'(hf) = (R'h)f olup f’nin sol mini-
malliginden h'h bir otomorfizma elde edilir. Bundan dolay1 h birebir olup (M) <
[(M') bulunur.
Simdi tanim kiimesi L olan bir tek sol minimal morfizmin var oldugunu gosterelim.
Bunun igin (M) en kiigiik olacak sekilde f : L — M ve f' : L — M’ sol mini-
mal neredeyse parcalanan morfizmlerini alalm. f’ ve f’nin sol parcalanan morfizm

oldugu kullanilarak

L—1 LI

o h N
M’ M

diyagramlarini degismeli yapan, yani; f' = hf ve f = h'f’ olacak sekilde h ve
h' morfizmleri vardir. Bu iki esitlik aym1 anda gozoniine alinarak f’nin sol mini-
malliginden hh’ bir otomorfizm ve f"’niin sol minimalliginden h’'h bir otomorfizm
bulunur. Boylece h ve A’ birer izomorfizm olur ve M = M’ bulunur.

(b) (<) Deger kiimesi N olan sag neredeyse parcalanan morfizmlerin tamm kiimeleri-
nin uzunluklar arasimda /(M) minimal olmak tizere g : M — N bir sag neredeyse
parcalanan morfizm olsun. g¢’nin sag minimal oldugunu gosterelim. gk = g olacak
sekilde £ € EndM alalhm. k'min M /kerk iizerinden agikar faktorizasyonu k = am

olsun.
g
s N

M k / M
M /kerk

Iddia ediyoruz ki ga : M /kerk — N sag neredeyse pargalanan morfizmdir. Gergekten
g ve a blizme morfizmi olmadigindan ga biizme morfizmi degildir. N ayrigtirilamaz

oldugundan Sonug 3.1.5 geregince ga bir radikal morfizmdir. v : V' — N herhangi
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bir radikal morfizm olmak tizere g sag neredeyse parcalanan morfizm oldugundan

M2+ N M/kerk —*~ N
] ]
v %

v = gv’ olacak gekilde v’ : V' — M morfizmi var olup buradan
v=gv = gkv' = g(ar)v' = (ga)m’

olacak gekilde v’ : V' — M /kerk var oldugundan ga sag neredeyse parcalanan
morfizmdir. Kabulden {(M) < (M /kerk) olur. Diger yandan M /kerk = imk < M
oldugundan I(M /kerk) < [(M) bulunur. Boylece [(M) = I(M /kerk) olup kerk =
0 elde edilir. Buradan Lemma 2.2.7’den k orten olup k& bir otomorfizm bulunur.
Boylece g sag minimaldir.

(=) g : M — N sag neredeyse pargalanan morfizminin sag minimal oldugunu kabul

edelim. ¢’ : M’ — N baska bir sag neredeyse parcalanan morfizm olsun.

/
M—2 3 N M -2 3 N
" Tg/ . T
KN ANY
M’ M

g’ sag neredeyse parcalanan oldugundan ¢’ = gk’ olacak sekilde k' : M’ — M mor-
fizmi ve ¢ sag neredeyse parcalanan oldugundan ¢ = ¢’k olacak sekilde
k : M — M' morfizmi vardir. Buradan

M2 N

Lo

M -2 N

|

M —5 N
g = gk = (gk')k = g(K'k) olup ¢’nin sag minimalliginden k’'k bir otomorfizm olur.
Bundan dolay1 k birebir olup I{((M) < I(M') elde edilir.
Simdi deger kiimesi NV olan bir tek sag minimal morfizmin var oldugunu gosterelim.
Bunun ig¢in /(M) en kiigiik olacak sekilde g : M — N ve ¢’ : M’ — N sag mini-

mal neredeyse parcalanan morfizmlerini alahm. ¢ ve ¢’’niin sag parcalanan oldugu
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kullanilarak

g g’

M —— N M —— N
e Tg, r\\ 9
KOs kL

M’ M

diyagramlarimi degismeli yapan, yani; ¢ = gk’ ve ¢ = ¢’k olacak sekilde k ve £’
morfizmleri vardir. Bu iki esitlik ayni anda gozoniine alinarak g¢'nin sag mini-
malliginden £’k bir otomorfizm ve ¢’niin sag minimalliginden kk’ bir otomorfizm

bulunur. Boylece k ve k' birer izomorfizm olup M = M’ bulunur.

Simdi minimal morfizm ile neredeyse pargalanan morfizm kavramlarini birlegtirerek

asagidaki tanimlar1 verebiliriz.

3.4. Minimal Neredeyse Parcalanan Morfizmler

(a) Bir sol neredeyse pargalanan morfizm ayni zamanda sol minimal ise sol mini-
mal neredeyse par¢alanan morfizm (left minimal almost split morphism) olarak

adlandirilir.

(b) Bir sag neredeyse parcalanan morfizm ayni zamanda sag minimal ise sag min-
imal neredeyse parcalanan morfizm (right minimal almost split morphism)

olarak adlandirilir.

Onerme 3.3.11’in bir sonucu olarak bir ayristirilamaz L modiilii verildiginde; tanim
kiimesi L olan bir sol neredeyse parcalanan morfizm varsa, tanim kiimesi L olan bir
sol minimal neredeyse pargalanan morfizm vardir. Benzer olarak bir ayrigtirilamaz
N modiili verildiginde deger kiimesi N olan bir sag neredeyse pargalanan mor-
fizmin varligi, deger kiimesi /N olan bir sag minimal neredeyse pargalanan morfizmin

varlhigini gerektirir.

Ornek 3.4.1 Ornek 3.3.4 ve Ornek 3.3.7 geregince her ayrigtirllamaz projektif P
modiilii i¢in 7 : rad P < P icerim morfizmi sag minimal neredeyse parcalanandir ve
her ayrigtirlamaz injektif I modiilii igin I — I/socl izdiigiim morfizmi sol minimal

neredeyse parcalanandir.
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Sonuc 3.4.2

(a) f": L — M’ sol neredeyse pargalanan morfizm olsun. f: L — M sol minimal

neredeyse parcalanan morfizm olmak iizere M’ = M @& X ayrisim vardir ve

= ( é > bi¢iminde yazilr.

(b) ¢ : M" — N sag neredeyse pargalanan morfizm olsun. ¢ : M — N sag
minimal neredeyse parcalanan morfizm olmak tlizere M’ = M @ Y ayrigimi

vardir ve ¢ = ( g 0 ) biciminde yazilir.

Ispat (a) f/ : L — M’ sol neredeyse parcalanan morfizm olsun. Onerme 3.3.11
geregince tanmim kiimesi L olan bir sol minimal neredeyse parcalanan f : L — M
morfizmi vardir ve [(M) < [(M')’diir. Bu durumda f ve f’ sol neredeyse parcalanan
morfizm oldugundan " = hf ve f = I/ f’ olacak sekilde h : M — M've h' : M — M
morfizmleri vardir.

f=nf=Whf)=Nh)f
olup f’nin sol minimalliginden A'h bir otomorfizm olur. Bu durumda h bir kesit
morfizmi ve b’ bir blizme morfizmi olur. Boylece Lemma 2.1.11 geregince M = imh
ve X = kerh’ olmak iizere M’ = M & X bulunur. Bunun sonucu olarak f’ = < g )
bi¢iminde yazilir.
(b) ¢ : M’ — N sag neredeyse parcalanan morfizm olsun. Onerme 3.3.11 geregince
deger kiimesi N olan bir sag minimal neredeyse parcalanan g : M — N morfizmi
vardir ve [(M) < [(M')’ diir. Bu durumda g ve ¢’ sag neredeyse parcalanan morfizm
oldugundan g = ¢’k ve ¢’ = gk’ olacak sekilde k : M — M’ ve k' : M' — M
morfizmleri vardir.

9 =9k = (gk)k = g(kk)
olup ¢’nin sag minimalliginden £’k bir otomorfizm bulunur. Bu durumda k' bir
biizme morfizmi ve k bir kesit morfizmi olur. Boylece Lemma 2.1.11 geregince M =
imk ve Y = kerk’ olmak tizere M’ = M &Y olur. Bunun sonucu olarak ¢’ = ( g 0 )

bi¢iminde yazilir.

Asgagidaki lemma; Lemma 3.3.9’un karsitinin "neredeyse parcalanan” olma kogulu

altinda saglandigini gosterir.
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Lemma 3.4.3 Her sag ya da sol minimal neredeyse parcalanan morfizm indirgen-

mezdir.

Ispat f: L — M sol minimal neredeyse parcalanan morfizm olsun. Bu durumda
f bir radikal morfizm ve L ayrigtirilamazdir. Sonug 3.1.5 geregince f kesit morfizmi
degildir. f blizme morfizmi de degidir. Aksi halde biizme morfizmi olsaydi orten
olacagindan Lemma 2.2.7 geregince f’nin izomorfizm olmasi gerekir ve bu da f’nin

radikal morfizm olmasi ile ¢eligirdi. Kabul edelim ki

L ! y M
N
X

diyagrami degismeli, yani f = fifs, olacak sekilde f; : X — M ve fo : L — X

morfizmleri var olsun. Bu durumda f>'nin bir kesit morfizmi veya f;’in bir biizme
morfizmi oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki f; kesit morfizmi olmasin. Bu
durumda f sol neredeyse pargalanan morfizm oldugundan f; = f;f olacak sekilde
f5 M — X vardir. Buradan f = fifo = fi(fof) = (fifs)f olup f sol minimal
oldugundan f; f bir otomorfizm olur. Boylece f; biizme morfizmi olur. Sonug olarak
f indirgenmezdir.

g : M — N sag minimal neredeyse parcalanan morfizm olsun. Bu durumda ¢ bir
radikal morfizm ve N ayrigtirilamazdir. Sonug 3.1.5 geregince g blizme morfizmi
degildir. ¢ kesit morfizmi de degildir. Aksi halde kesit morfizmi olsaydi birebir
olacagindan Lemma 2.2.7 geregince g'nin izomorfizm olmasi gerekir ve bu da g'nin

radikal morfizm olmasi ile ¢eligirdi. Kabul edelim ki

diyagrami degismeli, yani g = ¢1¢g» olacak sekilde g1 : Y — N ve go : M — Y
morfizmleri var olsun. Bu durumda gs’nin bir kesit morfizmi veya g¢;’in bir biizme
morfizmi oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki g; blizme morfizmi olmasin. Bu
durumda ¢ sag neredeyse parcalanan morfizm oldugundan g; = ggj olacak sekilde

g; Y — M vardir. Buradan ¢ = g192 = (99})92 = 9(gig2) olup ¢ sag minimal
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oldugundan gjg> bir otomorfizm olur. Boylece g, kesit morfizmi bulunur. Sonug

olarak g indirgenmezdir.

Asagidaki teorem, ayrigtirilamaz tanim (ya da deger) kiimesiyle verilen indirgen-
mez morfizmlerin, ayni tamim (ya da deger) kiimesine sahip bir minimal neredeyse

parcalanan morfizm ile tamamlanabilecegini ifade eder.

Teorem 3.4.4

(a) f: L — M sol minimal neredeyse parcalanan morfizm olsun. Bir f": L — M’
morfizminin indirgenmez olmasi i¢in gerek ve yeter kogul M’ # 0 olmasi ve

M=MaMief=["

"

: L — M sol minimal neredeyse parcalanan

morfizm olacak sekilde f” : L — M"” morfizminin var olmasidir.

(b) g : M — N sag minimal neredeyse pargalanan morfizm olsun. Bir ¢’ : M’ — N
morfizminin indirgenmez olmasi i¢in gerek ve yeter kogul M’ # 0 olmasi ve
M=M & M"ile g = ( g g ) : M — N sag minimal neredeyse parcalanan

morfizm olacak sekilde ¢” : M"” — N morfizminin var olmasidir.

ispat (a) f: L — M sol minimal neredeyse pargalanan morfizm olsun.
(=) f': L — M’ indirgenmez olsun. M’ # 0 oldugu agiktir. Ciinki M’ = 0 olsayd
f' = 0 sifir morfizm olup fniin indirgenmez olmas ile ¢geligirdi. f sol neredeyse

parcalanan morfizm oldugundan;

f" = hf olacak sekilde h : M — M’ morfizmi vardir. [’ indirgenmez ve f kesit
morfizmi olmadigi i¢in A biizme morfizmi olmahdir. Sonug 3.4.2 geregince kerh = M’
ve imh' = M" olmak iizere M = M’ & M" bigiminde yazilir ve f = ( ;:I/ ) L—-M
sol minimal neredeyse parcgalanan olacak sekilde f” =0: L — M” morfizmi vardir.
(<) f= ( ]]:, : L — M sol minimal neredeyse parcalanan morfizm olacak sekilde
M’ # 0 olmak tizere M = M' & M" ayrnigmm ile ' : L — M' ve f" : L — M"

morfizmleri var olsun. f”’niin indirgenmez oldugunu gosterelim. f’ kesit morfizmi
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degildir. Ciinkii f" bir kesit morfizmi olsaydi, hf’ = 1, olacak sekilde h : M’ — L

var olurdu. Buradan

()= (5) () -

olmasi f'nin kesit morfizmi olmamasi ile celigirdi. f’ bilizme morfizmi degildir.
Ciinkii f" bir blizme olsaydi, Lemma 2.1.11’dan ker f’; L’nin dik toplanani olurdu.
Oysa L ayrigtirilamaz oldugundan ker f* = 0 olup f’ birebir olurdu. Lemma 2.2.7’den
f! bir izomorfizm olup kesit morfizmi olmamasi ile geligki bulunurdu. Sonug olarak

f! bir kesit ve biizme morfizmi degildir. f' = f; fs olacak sekilde;

L ' . M
N
X

fi: X = M ve fy: L — X morfizmleri var olsun. Kabul edelim ki f5 kesit morfizmi

olmasin. f sol neredeyse parcalanan morfizm oldugundan

f

L— M
Rl
Q)lfk/(h'h”>

diyagrami degismeli, yani; fo = (h/ " ) f olacak sekilde (h’ ' ) M —- X

morfizmi vardir. Bu durumda

f ( f f
f//
M/ @ M/I X @ M// M/ @ M//

h '’ fi o
0 1 0 Ly

degismeli diyagrami elde edilir. Buradan

. fl 0 h/ h//
f(o 1M,,)<0 1M,,)f

olup f’nin sol minimal oldugu kullanilarak ( J;I 0 ) ( e ) = ( AR S )

1]\/1// 0 1M// 0 1M//
bir otomorfizm ve buradan fih’ izomorfizm bulunur. Béylece f; biizme morfizmidir.

Sonug olarak f’ indirgenmezdir.
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(b) g : M — N sag minimal neredeyse pargalanan morfizm olsun.
(=) Kabul edelim ki ¢’ : M’ — N indirgenmez olsun. Bu durumda M’ # 0 oldugu
agiktir. Ciinkit M’ = 0 olsaydi ¢’ = 0 sifir morfizmi olurdu ve bu da ¢’’niin indirgen-

mez olmasi ile celigirdi. g sag neredeyse parcalanan morfizm oldugundan;
M —— N
K\];\\\\ Tg/
M
diyagrami degismeli, yani ¢’ = gk, olacak sekilde k : M’ — M vardir. ¢’ indirgen-
mez oldugundan £ bir kesit morfizmi ya da g bir biizme morfizmidir. Kabulden g
blizme morfizmi olmadig1 i¢in k kesit morfizmi olmalidir. Bu durumda k'k = 1,
olacak sekilde k' : M — M’ sol tersi vardir. Boylece Lemma 2.1.11’dan imk = M’ ve
kerk’ = M" olmak tizere M = M' & M" ayrigimi ve g = ( g g ) M e M — N
sag minimal neredeyse parcalanan morfizm olacak sekilde ¢” = 0 : M” — N mor-
fizmi vardir.
(«<=) M' # 0 olmak tizere M = M’ & M" ve g = ( g g ) : M — N sag mini-
mal neredeyse parcalanan morfizm olacak sekilde ¢’ : M — N ve ¢" : M" — N
morfizmleri var olsun. ¢’ niin indirgenmez oldugunu gosterelim. ¢’ bir biizme mor-
fizmi degildir. Gergekten; ¢’ bilizme morfizmi olsaydi ¢'k’ = 1, olacak sgekilde

k' : N — M’ sag tersi var olurdu. Bu durumda;

(g’ g”)(lg):g/k/:l]\f

olup ( g g )’niin sag tersi var olup celigki elde edilirdi. ¢’ kesit morfizmi de degildir.
Ciinki ¢’ bir kesit morfizmi olsaydi img’; N’nin bir dik toplanani ve N ayrigtirilamaz
oldugundan ¢’ bir epimorfizm olurdu. Lemma 2.2.7’den ¢’ bir izomorfizm olup biizme
morfizmi olmamasi ile geligki bulunurdu. Sonug olarak ¢’ bir kesit ve biizme morfizmi

degildir.

M N
Y

g = 9192 olacak sekilde g1 : Y — N ve g3 : M’ — Y morfizmleri var olsun. Kabul

edelim ki g; blizme morfizmi olmasin. Bu durumda g : M — N sag neredeyse
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parcalanan morfizm oldugundan

diyagrami degismeli, yani g = g( :/ ), olacak sekilde < i ) Y — M vardir.

’
1 h//

Bu durumda

g g
( g1 9"

M/ D M// Y D M// M/ D M//
Koo g2 O
o) )

degismeli diyagrami elde edilir. Buradan

L h' 0 g2 0
g g h// 1A/I// 0 1M//

olup ¢ sag minimal oldugundan ( Z,,, ’ > < #o0 ) = < Mo 0 > otomor-

IIVI” 0 1M" h”gg lM”
fizm olup h'gy izomorfizm ve buradan go bir kesit morfizmi olur. Sonug olarak ¢’

indirgenmezdir.

Sonuc 3.4.5

(a) f: L — M bir sol minimal neredeyse parcalanan morfizm ve p : M — M’ bir

biizme morfizmi olsun. Bu durumda pf indirgenmezdir.

(b) g : M — N bir sag minimal neredeyse pargalanan morfizm ve j : M — M bir

kesit morfizmi olsun. Bu durumda ¢j indirgenmezdir.
Ispat Sonug 3.4.4'te f/ yerine pf ve ¢’ yerine gj almrsa ispat aciktir.

Onerme 3.3.11°e benzer olarak ispatlanan asagidaki onermede, tanim kiimesi ayni
olan sol minimal neredeyse parcalanan morfizmlerin deger kiimelerinin izomorf oldugu,
deger kiimesi ayni olan sag minimal neredeyse parcalanan morfizmlerin tanim kiimele-

rinin izomorf oldugu gosterilmistir. (Assem vd., 2006).
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énerme 3.4.6

(a) f: L — M ve f' : L - M’ A-modiill morfizmleri sol minimal neredeyse
parcalanan ise, agagidaki diyagrami degismeli yapan yani f’ = hf olacak sekide

bir h : M — M’ izomorfizmi vardir.

(b)y g: M — N veg : M — N A-modill morfizmleri sag minimal neredeyse
parcalanan ise, agagidaki diyagrami degismeli yapan yani ¢’ = gk olacak sekide

bir k : M’ — M izomorfizmi vardir.

M —2= N
K\l;\\\\ Tg'
M
Sonug 3.2.9’da indirgenmez morfizmlerin ¢ekirdek ve escekirdeklerinin ayrigtirilamaz
oldugu gosterilmisti. Buna benzer olarak neredeyse parcalanan morfizmler de ayrigtiri-
lamaz modiillerle yakindan iligkilidir. Agagidaki sonucta bir sol neredeyse parcalanan
morfizmin tanim kiimesinin ve bir sag neredeyse parcalanan morfizmin deger kiimesi-

nin ayrigtirilamaz oldugu ispatlanmigtir.
Lemma 3.4.7

(i) f: L — M bir sol neredeyse parcalanan morfizm ise, L ayrigtirilamazdir.

(ii) g : M — N bir sag neredeyse pargalanan morfizm ise, N ayrigtirilamazdir.

Ispat (i) f: L — M bir sol neredeyse parcalanan morfizm olsun. Kabul edelim
ki L ayrigtirilamaz olmasin. Bu durumda L=L; & L, olacak sekilde 0 # Ly, Ly < L
vardir. Buradan ¢ = 1,2 olmak tizere p; : L — L; izdiigim morfizmleri (birebir
olmadiklar1 i¢in) kesit morfizmi degillerdir. Buradan f : L — M sol neredeyse

parcalanan morfizm oldugundan
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diyagrami degismeli yani, p; = u;f olacak sekilde u; : M — L; morfizmleri vardir.

u(m) = (ug(m), ug(m)) ile tammh
Uy
u = M —— L
Uz

u doniigimi f'nin sol tersidir. Gergekten; her (a,b) € L = Ly & Lo igin,

(uf)(a,b) = u(f(a,b))

= (wu(f(a,b),u2(f(a,b))

= ((uf)(a,b), (uzf)(a,b))

= (pi(a,b),p2(a,b))

= (a,b)

= 1z(a,b)
olup bu durum f’nin kesit morfizmi olmamasi ile ¢elisir. O halde L ayristirilamazdir.
(ii) g : M — N bir sag neredeyse parcalanan morfizm olsun. Kabul edelim ki NV
ayrigtirilabilir olsun. Bu durumda N=N; & N, olacak sekilde 0 # Ni, N, < N
vardir. ¢ = 1,2 olmak tizere ¢; : N — N; icerim morfizmleri (6rten olmadiklar: i¢in)
biizme morfizmi degillerdir. Buradan g : M — N sag neredeyse pargalanan morfizm

oldugundan
M2 N

diyagrami degismeli yani, ¢; = gv; olacak sekilde v; : N; — M morfizmleri vardir.
v((a,b)) = v1(a) + vy(b) ile tammh
v:(vl 02>; N——M
v dontigimii ¢g'nin sag tersidir. Gergekten; her (a,b) € N = N; & Ny igin,
(gv)(a,b) = g(v(a,b))
= g(vi(a) + (b))
= gui(a) + gva(b)
= 11(a) + 12(b)
= (a,0)+(0,b)
= ((I, b)
= 1N(CL, b)
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olup bu durum ¢’'nin biizme morfizmi olmamasi ile geligir. O halde N ayrigtirilamazdir.

3.5. Neredeyse Parcgalanan Diziler

Onceki boliimde, bagka radikal morfizmler {izerinden faktérlenen radikal morfizm-
ler yani neredeyse pargalanan morfizmleri inceledik. Sonug 3.4.2 geregince minimal
neredeyse parcalanan morfizmlerin varligini bilinmektedir. Lemma 3.4.3’te minimal
neredeyse parcalanan morfizmlerin indirgenmez oldugu gosterilmistir. Bdylece bu
morfizmlerin hem tanim kiimesi hem de deger kiimesi ayrigtirilamaz olup bu mor-
fizmler modiil kategorisindeki radikaldedir fakat radikalin karesinde degildir. Bun-
dan dolayr modiil kategorisinde yeterli sayida minimal neredeyse parcalanan mor-
fizm var midir sorusu ortaya cikar. Bu boéliimde bu sorunun tizerinde durulacak
ve bilegskeye alinabilen indirgenmez morfizmlerden minimal neredeyse parcalanan

morfizmlerin elde edilebilecegi gosterilecektir.

Tanim 3.5.1

0 > L f>M 9 4 N > 0

kisa tam dizisinde f ve g indirgenmez ise, bu dizi neredeyse par¢alanan dizi (almost

split sequence) olarak adlandirilir.

Uyar1 3.5.2

(i) Bu kavram self-dualdir. Yani;

0 >Lf>Mg>N

o

kisa tam dizisinin modA’da neredeyse parcalanan dizi olmasi icin gerek ve
yeter kosul

0—— DN -2 pv 2L pr— 5 0

kisa tam dizisinin mod A°?’ta neredeyse pargalanan dizi olmasidir.

(ii) Tndirgenemez morfizmler parcalanan olmadig i¢in neredeyse parcalanan diziler

de hicbir zaman parcalanan degildir.
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(iii) © > L y M 2 N > 0 neredeyse parcalanan bir dizi olsun.
Bu durumda bu dizi kisa tamdir ve f ile g indirgenmezdir. Sonug¢ 3.2.9’dan
f'nin indirgenmezligi N'nin ayrigtirilamazligini, ¢'nin indirgenmezligi de L'nin
ayrigtirilamazhiginmi gerektirir. Boylece neredeyse pargalanan dizilerin ilk ve son

terimleri daima ayrigtirilamazdir.

(iv) Lemma 3.3.9’dan f ve g indirgenmez morfizmleri hem sag hem de sol mini-

maldir.

Ornek 3.5.3 A = k[t]/(t?) = {ao + a1t + (t?) | a; € k} yerel cebiri gozéniine
alinirsa izomorfizm farkiyla bir tek A4 ayristirilamaz projektif modili vardir. A’nin
radikali radA = S = (¢)/{t*) = {at + (t?) | a € k} bi¢iminde olup basit modiildiir.
Ornek 3.2.5 geregince j : S — A icerim morfizmi ve (t ile carpma doniigiimii olarak
tanimlanan) bunun eggekirdegi olan p : A — S izdiigim morfizmi indirgenmezdir.

Sonug olarak bir neredeyse parcalanan

0 NS A R S

)

dizisi vardir.

Bu boliimde neredeyse parcalanan dizilerin ayni zamanda minimal neredeyse parcala-
nan morfizmler yardimiyla da tamimlanabilecegi gosterilecektir. Oncelikle agagidaki

lemmay1 verelim.

Lemma 3.5.4

(i) N ayrigtirilamaz olmak {izere pargalanan olmayan tam satirlara sahip agagidaki

degismeli diyagrami goz oniine alalim.

ol

0 s L s M —2 s N

<

o

Bu durumda u ve v birer otomorfizmdir.
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(ii) L aynstirilamaz olmak {izere parcalanan olmayan tam satirlara sahip agagidaki

degismeli diyagrami goz oniine alalim.

0 s L L s M 2 N
L
s L s M —2

Bu durumda u ve v birer otomorfizmdir.

o

~

0

ispat (i) N aynigtirilamaz olmak tizere verilen diyagrami goz oniine alalim. Kabul
edelim ki v bir otomorfizm olmasin. N ayrigtirilamaz oldugundan EndN yerel olup
v € EndN nilpotenttir. Bu durumda v™ = 0 olacak sekilde m > 0 vardir. Buradan

v™g = 0 olup ikinci diyagramin degismeliliginden gu™ = 0 bulunur. Boylece

gf =0 ve gu™ = 0 olacak sekilde baska bir v : M — M morfizmi var oldugundan
cekirdegin evrensellik ozelliginden fh = u™ olacak sekilde h : M — L morfizmi
vardir. Ayrica birinci diyagramin degismeliliginden f = uf olup bu iki esitlik aym
anda gozontine alimirsa u™ f = fhf = f ve buradan f birebir oldugundan hf = 1,
bulunur. Boylece f bir kesit morfizmi olur ki bu dizinin parcalanan olmamasi ile

gelisir. Sonug olarak v bir otomorfizmdir. Lemma 2.3.6 geregince u otomorfizm olur.

(ii) L aynistirilamaz olmak tizere verilen diyagrami goz 6niine alalim. Kabul edelim ki
u bir otomorfizma olmasin. L ayrigtirilamaz oldugundan EndL yerel olup u € EndL
nilpotenttir. Bu durumda u™ = 0 olacak sekilde n > 0 vardir. Buradan fu" = 0
olup birinci diyagramin degigmeliliginden fu = vf oldugundan v"f = 0 bulunur.

Boylece

gf =0 ve v"f = 0 olacak gekilde baska bir v" : M — M morfizmi var oldugundan
esgekirdegin evrensellik 6zelliginen kg = v™ olacak sekilde bir k£ : N — M morfizmi

vardir. Ayrica ikinci diyagramin degismeliliginden g = gv olup bu iki egitlik aym

69



anda gozoniine alimirsa gv” = gkg = ¢ ve buradan g orten oldugundan gk = 1y
bulunur. Boylece g bir biizme morfizmi olur ki bu dizinin parcalanan olmamasi ile
gelisir. Sonug olarak w bir otomorfizmdir. Lemma 2.3.6 geregince v bir otomorfizm

olur.

Bu lemmanin bir sonucu olarak, pargalanan olmayan bir kisa tam dizinin ilk ve son
terimlerin ayrigtirilamazliginin morfizmlerin minimalligini gerektirdigi agsagida ifade

edilmigtir.

Sonuc 3.5.5
0 s L s M —2 s N s 0

parcalanan olmayan bir kisa tam dizi olsun. Bu durumda
(a) N aynstirilamaz ise, f sol minimaldir.

(b) L ayrigtirilamaz ise, g sag minimaldir.

Ispat (a) Verilen kisa tam dizi par¢alanan olmasin. N’nin ayrigtirilamaz oldugunu
kabul edelim. f’'nin sol minimal oldugunu gostermek icin Af = f olacak sekilde

h € EndM alalim. Lemma 3.5.4(i) geregince

0 s L s M —2 s N s 0

bl

0 s L s M —2 s N s 0

degismeli diyagraminda h ve A’ bir otomorfizm olur. Bdylece f sol minimaldir.

(b) Verilen kisa tam dizi pargalanan olmasin. L’nin ayrigtirilamaz oldugunu kabul
edelim. ¢’ nin sag minimal oldugunu gostermek icin gk = g olacak sekilde k£ € End M

alahm. Lemma 3.5.4(ii) geregince

0 s L s ML N s 0
IO O
0 v LT s M N s 0

degismeli diyagraminda k ve k' bir otomorfizm olur. Boylece ¢ sag minimaldir.
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Asagidaki teorem bir neredeyse parcalanan dizinin sifirdan farkl iki morfizmin her-

hangi biriyle karakterize edilebildigini gosterir.

Teorem 3.5.6

0 > L » M —2— N > 0
bir kisa tam dizi olsun. Agagidaki ifadeler birbirine denktir:
(a) Dizi neredeyse parcalanandir.
(b) f sol minimal neredeyse parcalanan morfizmdir.

(¢) g sag minimal neredeyse pargalanan morfizmdir..

Ispat (a) = (b) 0 v L1 M 25 N > 0 dizisi neredeyse pargala-

nan olsun. Bu durumda f ve ¢ indirgenmezdir. Lemma 3.3.9 geregince f sol
minimaldir. Simdi f’'nin sol neredeyse parcalanan morfizm oldugunu gosterelim.
Sonug 3.2.9’dan L ayristirilamazdir. f indirgenmez ve L ayrigtirilamaz oldugundan,
Lemma 3.2.2’den f bir radikal morfizmdir. u : L — U herhangi bir radikal mor-
fizm olsun. U’yu ayrigtirlamaz olarak kabul edebiliriz. (Bu durumda u izomorfizm

degildir.) ¢ indirgenmez oldugundan Lemma 3.2.8(b) geregince

0 v L s M2y N s 0

-
ur 7=
u PP
v
K7 u2
-

u = uyf olacak sekilde uy : M — U var ise f sol neredeyse pargalanan mor-

fizm olup ispat tamamlanir. Diger yandan; f = wsu olacak gekilde uy : U — M
vardir. f indirgenmez oldugundan u bir kesit morfizmi ya da us bir biizme mor-
fizmi olmahdir. u radikal morfizm oldugundan kesit morfizmi degildir. O halde wuy
biizme morfizmidir. U ayrigtirilamaz oldugundan wus bir izomorfizm olur. Boylece
uy ' f = uy H(ugu) = (uy tug)u = u olacak sekilde u; ' : M — U var oldugundan f sol

neredeyse parcalanan morfizmdir olup ispat tamamlanir.

(b) = (c) f sol minimal neredeyse parcalanan morfizm olsun. Bu durumda f bir kesit

morfizmi  degildir. Buna denk olarak ¢ bir biizme morfizmi degildir.
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v : V — N herhangi bir radikal morfizm olsun. Lemma 3.4.3 geregince f sol min-
imal neredeyse parcalanan morfizm oldugundan indirgenmezdir. Sonug¢ 3.2.9’dan
coker f = N ayrnigtirilamazdir. v bir radikal morfizm ve N ayrigtirilamaz oldugundan

Sonug 3.1.5(b)’den v bir biizme morfizmi degildir.

V

|

morfizmlerinin geri ¢ekmesi E olmak tizere tam satirlara sahip asagidaki degismeli

diyagram vardir.
0 A £ 0

FE >y V
N
M —25 N

0 > L
Iddia ediyoruz ki tistteki dizi parcalanandir. Yani & bir biizme morfizmidir. Eger

~

s
?

f\ \0
7 ?

k bir biizme morfizmi olmasaydi A bir kesit morfizmi olmazdi. Bu durumda f sol

neredeyse parcalanan oldugundan

Escekirdek tanimindan; gf = 0 ve (ku')f = kh = 0 olacak sekilde baska bir morfizm

oldugundan ku' = v'g olacak sekilde v’ : N — V vardir. Simdi

M -2 N

/|

E

morfizmlerinin ileri itmesi V' olmak {izere tam satirlara sahip daha genis olan agagidaki
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degismeli diyagrami gozoniine alalim.

0 N AN § SN Y > 0
TR

0 > L >y B > V > 0
R

0 > L s M —2 5 N > 0

f kesit morfizmi olmadigindan en alttaki ve en iistteki dizi parcalanan degildir.
Ayrica N ayrigtirilamaz oldugundan Lemma 3.5.4’ten vv’ ve uw’ birer otomorfizm
olur. Bundan dolay1 v bir biizme morfizmi olur ki bu bir celigkidir. Sonuc olarak k
bir blizme morfizmidir. O halde kk’ = 1y olacak gekilde &' : V' — FE sag tersi vardir.

Boylece
M2 N

K\
’U,/k \\\\ T’U
V
diyagramini degismeli yapan, yani g(u'k) = (gu)k’ = (vk)k’ = v(kk’) = v olacak
sekilde u'k : V' — M morfizmi var oldugundan ¢ sag neredeyse parcalanandir. Diger

yandan Sonug 3.5.5(b) geregince g'nin sag minimal oldugu agiktir.

(¢) = (b) g sag minimal neredeyse pargalanan morfizm olsun. Bu durumda g bir
biizme morfizmi degildir. Buna denk olarak f bir kesit morfizmi degildir.
u : L — U herhangi bir radikal morfizm olsun. Lemma 3.4.3’den g sag minimal
neredeyse pargalanan oldugundan ¢ indirgenmezdir. Sonug 3.2.9(b)’den kerg = L
ayrigtirilamaz ve u bir radikal morfizm oldugundan Sonug 3.1.5(a) geregince u bir

kesit morfizmi degildir.

L}M

h

S
——

S

morfizmlerinin ileri itmesi F' olmak tizere tam satirlara sahip agagidaki degismeli

diyagrami gozoniine alalim.

0 > L f>M Y v N > 0
[
0 y U s P —F 3 N > 0
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Iddia ediyoruz ki alttaki dizi parcalanandir. Yani h bir kesit morfizmidir. Eger h
bir kesit morfizmi olmasaydi £ bir blizme morfizmi olamazdi. Bu durumda g sag

neredeyse pargalanan morfizm oldugundan

M -2 N

diyagrami degismeli, yani k = gv’ olacak sekilde v' : F' — M var olurdu.

Cekirdek tanmmindan; gf = 0 ve g(v'h) = kh = 0 olacak sekilde bagka bir morfizm
oldugundan v'h = fu' olacak sekilde v’ : U — L vardir. Simdi

F

morfizmlerinin geri ¢ekmesi U olmak tlizere tam satirlara sahip daha genis olan

agsagidaki degigmeli diyagrami gozoniine alalim.

f

0 s L s M s N > 0

hlkH
F—— N
l

» U
[~ H

0 > L > > N > 0

2\
)

S

g blizme morfizmi olmadig: i¢in en tstteki ve en alttaki dizi parcalanan degildir.
L ayngtirilamaz oldugundan Lemma 3.5.4(a)’dan v'v ve w'u birer otomorfizm olur.
Bundan dolay1 u bir kesit morfizmi olur ki bu bir ¢eligkidir. Sonug olarak h bir kesit
morfizmidir. O halde h’h = 1y olacak sekilde b’ : F' — U sol tersi vardir. Boylece

L—>M

1A
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diyagramini degismeli yapan, yani (hv')f = h'(vf) = h'(hu) = (h'h)u = wu olacak
sekilde hW'v : M — U morfizmi var oldugundan f sol neredeyse parcalanan mor-

fizmdir. Diger yandan Sonug 3.5.5(a) geregince f’nin sol minimal oldugu aciktir.

(b) + (¢) = (a) Lemma 3.4.3’ten minimal neredeyse pargalanan morfizmler daima

indirgenmez oldugundan dizinin neredeyse parcalanan oldugu aciktir.

Sonuc 3.5.7
f

0 > L s M —2—» N > 0
neredeyse parcalanan dizisi L (ya da N) ile izomorfizm farkiyla tek tiirlii tanimhdir.

ispat

0— L -T2y N_—10

2\
~

0 S f>M’ 9 o N’ s 0

neredeyse parcalanan dizilerini alahm. L = L’ oldugunu kabul edelim. Diziler
neredeyse parcalanan oldugundan Teorem 3.5.6” den f ve f’ sol minimal neredeyse
parcalanandir. Lemma 3.3.11 geregince L’ de baslayan bir tek sol minimal neredeyse
parcalanan morfizm var oldugundan M = M’ olur. f sol minimal neredeyse parcala-
nan oldugundan hf = f’ olacak sekilde h : M — M’ izomorfizmi vardir. Escekirdegin
evrensellik ozelliginden gf = 0 ve (¢'h)f = ¢'(hf) = ¢ f' = 0 olacak sekilde bagka
bir ¢'h : M — N’ var oldugundan ¢’h = h'g olacak sekilde b’ : N — N’ morfizmi

vardir. Lemma 3.5.4 geregince N = N’ elde edilir.

0 oL — s M2 N s 0
H lh .
0 N AN Y/ N N s 0

Sonug olarak L’de baglayan iki neredeyse parcalanan dizi birbirine izomorftur.

N’de biten iki neredeyse parcalanan dizinin izomorf oldugu benzer sekilde gosterilir.

Sonuc 3.5.8

f

0 s L s M —2 s N s 0

bir kisa tam dizi olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
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(a) Dizi neredeyse parcalanandir.
(b) N ayrnigtirilamaz ve f sol neredeyse parcalanandir.

(c) L ayrigtirilamaz ve g sag neredeyse pargalanandir.

Ispat (a) = (b) ve (a) = (c) Dizi neredeyse parcalanan olsun. Bu durumda f ve g
indirgenmezdir. Sonug 3.2.9’dan L ve N ayristirilamazdir. Ayrica Teorem 3.5.6’dan
f sol neredeyse parcalanan ve g sag neredeyse parcalanandir.

(b) = (a) N ayrngtirilamaz olsun. Sonug 3.5.5(a) geregince f sol minimaldir.
Teorem 3.5.6’dan f sol minimal neredeyse parcalanan oldugundan dizi neredeyse
parcalanandir.

(¢) = (a) L ayngtirllamaz olsun. Sonug 3.5.5(b) geregince g sag minimaldir.
Teorem 3.5.6’dan ¢ sag minimal neredeyse parcalanan oldugundan dizi neredeyse
parcalanandir.

(b) = (¢) N aynigtinnlamaz ve f sol neredeyse pargalanan morfizm olsun. Bu du-
rumda L'nin ayrigtirilamaz oldugu aciktir. Sonug 3.5.5(a)’dan f sol minimaldir.
Teorem 3.5.6(b)’den f sol minimal neredeyse pargalanan morfizm oldugundan g sag
neredeyse parcalanan morfizmdir. Boylece ¢g sag neredeyse pargalanan olur.

(¢c) = (b) L aynigtirlamaz ve g sag neredeyse pargalanan morfizm olsun. Bu du-
rumda N'nin ayrigtirilamaz oldugu agiktir. Sonug 3.5.5(b)’den ¢g sag minimaldir.
Teorem 3.5.6(c)’den g sag minimal neredeyse pargalanan morfizm oldugundan f sol

neredeyse parcalanan morfizmdir. Boylece f sol neredeyse parcalanan olur.

3.6. Neredeyse Parcalanan Dizilerin Varhigi

Bu béliimde, Auslander ve Reiten’e gore neredeyse parcalanan diziler icin varlik
teoremini ispatlayacagiz. Bu teorem sunu ifade eder: A bir sonlu boyutlu k-cebir,
N bir ayrigtirilamaz projektif olmayan A-modil ya da L bir ayristirilamaz injektif

olmayan A-modiil olmak tizere bir neredeyse parcalanan

dizisi vardir.
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Bu teoremin bir sonucu olarak, modiil kategorisinde minimal neredeyse parcalanan
morfizmler yeterince vardir. Yani her ayrigtirilamaz L modiilii igin bir sol minimal
neredeyse parcalanan L — M morfizmi ve her ayrigtirilamaz N modiili igin bir
sag minimal neredeyse parcalanan M — N morfizmi vardir. Neredeyse parcalanan
dizilerin varlik teoreminin pek ¢ok ispati vardir. Bu boliimde neredeyse parcalanan
dizilerin varligi, Auslander-Reiten teorinin pek ¢ok sonucunun orijinal ispatina ve
ruhuna daha yakin olan, funktorsal bir yaklagimla ispatlanacaktir. Bu boliimde,
kontravaryant k-funktorlar kullanilarak ispat verilecektir. Benzer olarak kovaryant
funktorlar kullanilarak ta varhk teoremi ispatlamir. Oncelikle kontravaryant k-

funktorlarin olugturdugu kategoriyi tanimlayalim:

e nesneleri; modA’dan modk’ya giden kontravaryant k-funktorlar,
e morfizmleri; funktorsal morfizmler,
e bileske iglemi; bilinen bilegke

ile tanimh kategori FunA olsun. FunA kategorisi k-lineer ve abelyandir. Modiillerle
ilgili ifadelerin funktorlarla ilgili ifadelere doniistiiriillmesinde ya da funktorlarla il-
gili ifadelerin modiillerle ilgili ifadelere dontigtiiriilmesinde en etkili ara¢ Yonedanin
Lemmasidir. Yonedanin Lemmasi, Cayley teoreminin grup teoriden kategori teoriye

onemli bir genellemesidir.

Teorem 3.6.1 (Yoneda'nin Lemmasi) C bir k-lineer kategori, F' : C — modk bir
kontravaryant k-funktor ve X € ObC olsun. Bu durumda () = px(1x) ile tammh
bir

e : Hom(Home(—, X), F') — F(X)

vektor uzay1 izomorfizmi vardir.

Ispat  Her ¢ : Home(—, X) — F funktorsal morfizmi ve her X mnesnesi igin
e(¢) = vx(lx) € F(X) oldugundan ¢ iyi tanimhdir. Simdi €'nun bir izomorfizm
oldugunu gostermek i¢in o tersini tammlayalim. x € F(X) olsun ve C’nin herhangi
bir Y nesnesini alahm. f : Y — X iken F(f) : F(X) — F(Y) oldugundan
f € Home (Y, X) igin

o: F(X)— Hom(Hom¢(—, X), F)
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dontisimil o(z)y(f) = F(f)(z) ile tanimlansin. imdi € ve o’'nin birbirinin tersi

oldugunu gésterelim. = € F(X) olsun.

eo(r) = o(x)x

olup eo = 1 bulunur. Diger yandan her ¢ : Home(—, X) — F' funktorsal morfizmi
ve C'deki her Y nesnesi i¢in oe(p)y = ¢y oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin

f € Home(Y, X) alalim.

Home(X, X) 22U Home(Y, X)
(P'e PY
F(X) ) . F(Y)

diyagraminin degismeliliginden

oe(p)y(f) = F(f)ele)y)
= F(f)ex(1x)
= pyHome(f, X)(1x)
= ¢v(lxof)
= ov(f)

olup ge = 1 elde edilir. Son olarak enun bir k-vektor uzayr morfizmi oldugu

goriilebilir.

Kontravaryant funktorlar yerine kovaryant funktorlar kullanilarak ta Yoneda'nin
Lemmasi ifade ve ispat edilebilir. Yoneda'nin Lemmasinda sadece € ve o dontigiimleri-
nin varligina ihtiyacimiz yoktur ayni zamanda bunlarin nasil tanimlandigina da
ihtiyacimiz vardir. Simdi C kategorisi yerine 6zel olarak modA alinirsa asagidaki

sonucu verebiliriz.

Sonuc 3.6.2 M ve N birer modiil ve F'; Hom¢(—, N)’nin bir altfunktoru olsun. Bu

durumda k-vektor uzaylarinin f — Homy(—, f) ile tammh bir
e : Hom(Homy(—, M), F) — F(M)
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izomorfizmi vardir. Ozel olarak F' = Hom(—, N) ise
Hom(Homy(—, M), Homa(—, N)) = Homa (M, N)
olur.

Ispat f € F(M) olsun. Yonedanm lemmasmndaki o izomorfizmi f’ye uygu-
landiginda o(f) : Homa(—, M) — F funktorsal morfizmi, F' C Hom4(—, N) oldugu
gozontine aliarak, su sekilde tanimlanir: Her X nesnesi ve g : X — M morfizmi
i¢in

o(f)x(g) = Homa(g, N)(f) = fg = Homa(X, f)(g)
ile tammhidir. Boylece her X nesnesi i¢in o(f)y = Homy (X, f) elde edilir. Sonug
olarak o(f) = Homa(—, f) olur.

Tanim 3.6.3 H, FunA’da bir nesne olsun. Her ¢ : F' — G funktorsal epimorfizmi

ve her n: H — G funktorsal morfizmi i¢in

< o

F 225G
diyagramini degismeli yapan, yani n = ¢ olacak sekilde, bir £ : H — F' funktorsal

morfizmi varsa H’ye projektif (projective) denir.
Sonuc 3.6.4 M bir A-modiil olmak tizere Hom4(—, M) projektiftir.

Ispat ¢ : F'— G bir funktorsal epimorfizm ve 1 : Hom4(—, M) — G bir funktorsal

morfizm olsun.
HOHIA(—, M)

e=1 -~ l"
F< ¢ ,q
diyagramini degismeli yapan, yani n = ¢ olacak gekilde, bir ¢ funktorsal mor-

fizminin var oldugunu gosterelim. ¢ yardimiyla; her ¢ : Homs(—, M) — F funktor-

sal morfizmi icin,

¢* : Hom(HomA(—, M), F') = Hom(Hom4(—, M), G)

79



morfizmini p*(¢)) = ¢y olarak tammlayalim. Yoneda’nin lemmasinda F ve G funk-

torlarina karsilik gelen e izomorfizmleri;

r: Hom(Homu(—, M), F) — F(M)

e¢ » Hom(Homu(—, M), G) — G(M)
olmak tizere

Hom(Hom(—, M), F) — Hom(Homa(—, M), G)

lsp lsc

F(M) o » G(M)

diyagrami vardir. Her ¢ : Hom4(—, M) — F bir funktorsal morfizmi igin

emer(¥) = eutu(lm)

= (e¥)m(Ln)

= ea(p)

= eqp*(¥)

oldugundan eq¢* = @pep olup bu diyagram degigmelidir. @), orten oldugundan
¢ yardimiyla tanimlanan ¢* értendir. Boylece her n € Hom(Homy(—, M), G) igin
©* (&) = p& = n olacak sekilde ¢ € Hom(Homa(—, M), F') var olup Homa(—, M)
projektif olur.

Yoneda'nin Lemmasi ve onun sonuglar: keyfi modiillerle ilgili baz1 sorular1 projektif
funktorlarla ilgili sorulara indirgeyebilir. Projektif nesnelerle galigmak, keyfi nes-
nelerle caligmaktan her zaman daha kolaydir. Bu bakimdan modA kategorisinden

FunA kategorisine neden gecildigi kismi olarak agiklanmig olur.

Tanim 3.6.5 F herhangi bir funktor olmak tizere sonlu tiretilmig bir M A-modiili

ve bir

Hom4(—, M) > F > 0

funktorsal epimorfizmi varsa, F' funktoru sonlu dretilmis (finitely generated) olarak

adlandirilir.
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Asgagidaki lemmada, FunA’daki sonlu firetilmis projektif nesnelerin tam olarak

Homy(—, M) formunda funktorlar oldugu gosterilecektir.

Lemma 3.6.6 FunA’da bir F' nesnesinin sonlu iiretilmis projektif olmasi icin gerek
ve yeter kogul F' = Homy(—, M) olacak sekilde bir M A-modiiliiniin var olmasidir.
Ayrica F'nin ayristirilamaz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M’nin ayrigtirilamaz

olmasidir.

Ispat (=) F sonlu iiretilmig projektif olsun. F sonlu iiretilmig oldugundan bir
¢ Homy(—, M) — F funktorsal epimorfizmi vardir. Aym zamanda F' projektif

oldugundan;

Homu(—, M) —— F > 0

diyagrami degismeli, yani 1) = 1 olacak sekilde, bir ¢ : F — Homu(—, M) sag
tersi var olup ¢ bir biizme morfizmi olur. (Yp)* = e = Yy oldugundan Yy :
Homa(—, M) — Homyu(—, M) bir idempotent funktorsal endomorfizmdir. Sonug
3.6.2 geregince 1 = Homa(—, f) olacak sekilde f : M — M endomorfizmi vardir.
e idempotent oldugundan f de idempotenttir. Homyu(—, M’); Homa(—, f) =
p’nin gorlintiisii olacak gekilde M’ = imf, M’nin bir dik toplanamdir. Bu ise
F = Homy(—, M) oldugunu gosterir.

(<) Agiktir.

Agagidaki lemmada; ayrigstirilamaz sonlu tiretilmis projektif A-modiillerde oldugu
gibi, FunA’daki her ayristirilamaz sonlu tiretilmis projektif nesnenin bir tek maksi-

mal altnesnesinin var ve bunun radikal oldugu gosterilecektir.

Lemma 3.6.7 M aynstirilamaz bir modiil olsun. rad4(—, M), Hom(—, M) nin

bir tek maksimal altfunktorudur.

Ispat M ayristirilamaz olmak tizere rad4(—, M) C F olacak sekilde Hom 4 (—, M)’
nin bir F' 6z altfunktorunu alalim. Her ayristirilamaz L modiili i¢in F(L) C
rada(L, M) oldugunu asagidaki iki durumu gézoniine alarak gosterelim.

L 2 M ise; Homy(—, M) = rad (L, M) olup ispat aciktir.

81



L= M ise; f: M — M olmak iizere f € F(M) alahm. Sonug 3.6.2’den ve Yoneda
bijeksiyonundan

Homy(—, f) : Homy(—, M) — F
funktorsal morfizmi vardir. Diger yandan
F — Homyu(—, M)
0z icerim morfizmi var oldugundan izomorfizm olmayan bir
Homa(—, f) : Homa(—, M) — Homyu(—, M)

morfizmi vardir. Béylece f bir izomorfizm degildir ve f € rads(M, M) olup ispat

tamamlanair.

Tanim 3.6.8 FunA’da bir sifirdan farkli bir nesnenin kendisinden ve sifirdan farkh

bir altnesnesi yoksa basit (simple) olarak adlandirilir.
Lemma 3.6.7’den her ayrigtirilamaz M modiilii icin
SM = HOII]A(—, M)/radA(L, M)

funktoru basittir. M aynstirilamaz oldugundan EndM yerel olup Onerme 2.2.11
geregince Sy (M) bir bolumli halkadir. Yonedanin Lemmas1 yardimiyla

Hom(Homy(—, M), Syr) bir boliimlii halka olur. Boylece Sy, basit oldugundan bir
0 7é ™ HOIIlA(—,M) — SM

epimorfizmi vardir. Sonuc¢ olarak FunA’da bir basit funktorun ve sifirdan farkh
bir 7y, morfizminin var oldugu goriiliir. Karsit olarak FunA’daki her basit nesnenin
ayrigtirilamaz bir M modiilii i¢in S}, bigiminde oldugunu ve 7, nin bir projektif ortii
olmas1 gerektigini gosterecegiz. Fakat oncelikle FunA’da projektif ortii kavramini

tanimlayalim.

Tanim 3.6.9 H bir projektif funktor ve ¢ : H — F bir epimorfizm olsun. H’
projektif olmak tizere ¢’ : H' — F bir baska epimorfizm ise,
Hl

e l@/
L

H—*5F
|
0
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diyagramin degismeli yapan, yani; ¢’ = ¢n olacak sekilde bir n : H' — H epimor-
fizmi varsa ¢ : H — F ile birlikte H’ye F'nin projektif ortisi (projective cover)

denir. Ozel olarak 71 bir blizme morfizmi ise, H; H''niin bir dik toplananidir.

Lemma 3.6.10 S, FunA’da bir basit funktor olsun. Bu durumda S(M) # 0 olacak
sekilde izomorfizm farkiyla bir tek ayrigtirilamaz M modiili vardir ve S = Sy, olur.

Ek olarak 7y : Homa(—, M) — Sy funktorsal morfizmi bir projektif értiidiir.

ispat Yonedanin Lemmasindan her X modiilii igin S(X) # 0 olmasi i¢in gerek
ve yeter kogul bir Hom4(—, X) — S funktorsal morfizminin var olmasidir. S basit
oldugundan bu bir epimorfizmdir. S sifirdan farkli oldugundan S(M) # 0 olacak
sekilde en az bir ayrigtirilamaz M modili vardir. S(X) # 0 olacak gekilde bir X
modiiliini alalm. Sonug 3.6.4 geregince Hom4(—, M) ve Hom4(—, X)’in projektif

olmas: kullanilarak

Hom(—, M) ™ 5 S » 0

HOWZA(*,U)\L H

Hom(—, X) w58 > 0

HOmA(*,U)l H

Homu(—, M) ™, S > 0

diyagramini degismeli yapan v : M — X ve v : X — M morfizmleri Sonug 3.6.2
geregince vardir. M ayrigtirilamaz oldugundan End M yerel olup Uyari 2.2.12 geregin-
ce vu € EndM morfizmi ya tersinirdir ya nilpotenttir.

vu nilpotent olsaydi; (vu)™ = 0 olacak sekilde m > 0 var olurdu. Yukaridaki diyag-

ramin degismeliliginden
myr = Ty Homa(—, v)Homy (—, u) = mpyHoma(—, (vu))

olup 7y = myrHomy (—, (vu)™) = 0 bulunurdu. Bu ise my; # 0 olmas ile geligirdi. O
halde vu tersinir olup buradan v : X — M bir biizme morfizmi bulunur. Boylece
M, X’in bir dik toplanamdir. Ozel olarak ayristirnlamaz M modiilii izomorfizm
farkiyla tektir. Burada Hom4(—, X) yerine projektif F' funktoru alinirsa 7, 'nin
projektif orti oldugu goriiliir. Ayrica S basit oldugundan ve Lemma 3.6.7 geregince

rada(—, M), Hom4(—, M)’nin bir tek maksimal altfunktoru oldugundan
S = HOIIlA(—, M)/radA(—, M) = SM
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elde edilir.

Sonuc 3.6.11 M aynigtirlamaz olmak tizere M ve N A-modiilleri i¢in Sy (V) # 0

olmasi i¢in gerek ve yeter sart M’nin N’'nin bir dik toplananina izomorf olmasidir.

Lemma 3.6.12 C bir abelyan kategori olmak iizere f; : My — M ve fo: My — M
morfizmlerinin geri ¢ekmesi (P, p1, p2) olsun. K; = imf; ve Ky = impy olmak iizere
f1 ve po’nin fi = j1g1 ve pa = Jjaqo asikar faktorizasyonlarini gozontine alalim. Bu

durumda agagidaki ifadeler saglanir.
(a) j1f = fajo olacak sekilde bir tek f: Ky — K; vardir.
(b) (P,p1,p2); 1 : M — K; ve f: Ky — K; morfizmlerinin geri ¢ekmesidir.

(c) kerf; = kerpy'dir.

Lemma 3.6.13 N bir ayrigtirilamaz A-modiil olsun. N’nin projektif olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul Sy basit funktorunun

o

0 —— Homyu(—, M) —— Homyu(—, N) > SN
formunda bir projektif ¢oziiciisiiniin var olmasidir.

Ispat (=) N projektif olsun. Lemma 3.6.7’den rads(—, N) — Homyu(—, N)
funktorsal monomorfizmi ve Tanim 3.6.8’in altindaki ifadeden 75, : Homa(—, M) —

Sy funktorsal epimorfizmi vardir. Bu durumda
0 —— rada(—, N) —— Homy(—,N) —— Sy —— 0

kisa tam dizisi vardir. Her X modiilii i¢in rad 4(—, M) vektor uzay1, Sonug 3.1.5'ten
X’ten Y'ye giden biizme olmayan morfizmlerden olusur. Ayrica N projektif oldugun-
dan bu morfizmler érten degildir. N ayristirilamaz oldugundan rad N; N’de mak-
simal olup imf C radN bulunur. Boéylece rad, (X, N) = Homyu(X,radN) olup

yukaridaki dizi

0 —— Homy(—,radN) —— Homyu(—, N) > Sy > 0
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formunda yazilir.

(<) Sy’nin

o

0 —— Homyu(—, M) —— Homu(—, N) > SN

formunda bir projektif ¢oziiciisii var olsun. Bu funktor dizisinin A4 modiiliinde

aldig1 deger goz oniine alimrak Onerme 2.4.10’dan

0 > M > N > Sn(A) —— 0

kisa tam dizisi vardir. Kabul edelim ki N projektif olmasin. Bu durumda Sonug 3.6.11
geregince Sy (A) = 0 olur. Ayrica M = N oldugundan Hom4(—, M) = Homu(—, N)
olup Sy = 0 bulunur ki bu celigkidir. Sonug olarak N projektiftir.

Asagida; neredeyse parcalanan dizilerin varlik teoreminin ispatinda kullanilacak

temel bir sonuc ispatsiz olarak verilmistir.
Teorem 3.6.14 N ayristirilamaz A-modiil olsun. Sy basit funktorunun
0 —— Homy(—, L) —— Homu(—, M) —— Homu(—, N) —— 0

formunda bir minimal projektif ¢oziictisii vardir. N projektif ise, L = 0 olur. Aksi

halde L ayrigtirilamazdir.

Onerme 3.6.15 N ayrigtirilamaz ve projektif olmayan bir A-modiil ve

Hom 4 (—.f) Hom 4(—,9)
- A EEE—

0 —— Homyu(—, L) Homy(—, M) Homyu(—, N) > SN

Sn’'nin minimal projektif ¢oziiciisii olsun. Bu durumda neredeyse pargalanan bir

0 v L s ML N

o

tam dizisi vardir.

ispat Bu funktor dizisinin A4 aldigi deger goz oniine almirsa Onerme 2.4.10

geregince
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tam dizisi vardir. Diger yandan N projektif olmadig icin Sonug 3.6.11 geregince
Sy (A) = 0 olup Teorem 3.6.14’ten L ayrigtirilamaz olmak tizere

f

0 s L s M —2 s N s 0

kisa tam dizisi vardir. Sonu¢ 3.5.8’den g¢’nin sag neredeyse parcalanan oldugu
gosteri-lirse ispat tamamlamr. Ik olarak ¢’nin bir radikal morfizm olmadigim varsayalim.
Bu durumda ¢ bir biizme morfizmidir ve g¢’ = 1y olacak sekilde ¢’ vardir. Her

h € EndsN igin;
h = gg'h = Homa(N, g)(¢'h) € im Homu(N, g) = kermy

ve buradan h € radEnds N olup bu durum Sy(N) = 0 olmasim gerektirir. Bu bir
geligkidir. Dolayisiyla g bir radikal morfizmdir. V' bir A-modiil ve v € rada(V, N)
olsun. Teorem 3.6.14’den rad4(V, N) = imHom(V, ¢) oldugundan

v =Homu(V, g)(v") = g’
olacak gekilde v' : V' — M morfizmi var olup g sag neredeyse pargalanan elde edilir.
Agagidaki teorem neredeyse parcalanan diziler i¢in varlik teoremidir.

Teorem 3.6.16 N ayristirilamaz projektif olmayan bir A-modiil ya da L ayristirila-
maz injektif olmayan bir A-modiil olsun. Bu durumda

f

0 s L s M —2 s N s 0

neredeyse parcalanan dizisi vardir. Ek olarak bu dizi L ya da N ile izomorfizm

farkiyla tek tiirli belirlidir.

Ispat N ayristirilamaz ve projektif olmayan bir A-modiil olsun. Dizinin varhig
Teorem 3.6.14 ve Onerme 3.6.15’in bir direkt sonucudur. Eger L ayristirilamaz ve
injektif olmayan bir sag A-modiil ise, DL ayristirilamaz projektif olmayan bir sol

A°P-modiildiir. Bu nedenle modA°P’ta neredeyse parcalanan

0 s N’ s M’ s DL —— 0

dizisi vardir. D dualite funktoru bu diziye uygulanirsa, mod A’da neredeyse pargalanan
bir dizi var olur. Son olarak dizinin ilk ve son terimleri bakimindan tek tiirli var

olmas1 Sonug 3.5.7’den acgiktir.
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Sonuc 3.6.17

(a) N aynstirilamaz bir A-modil ise, bir ¢ : M — N sag minimal neredeyse

parcalanan morfizmi vardir.

(b) L ayngtirilamaz bir A-modiil ise, bir f : L — M sol minimal neredeyse

parcalanan morfizmi vardir.

ispat

(a) Ayrstinlamaz N A-modiilii projektif ise, Ornek 3.4.1 geregince N’de biten
radN < N igerim morfizmi sag minimal neredeyse parcalanandir. N projek-
tif degilse, Teorem 3.6.16 geregince g'nin sag minimal neredeyse parcalanan
oldugu bir

0 > L > M > N

o

neredeyse parcalanan dizisi vardir.

(b) (a)’ya benzer olarak gosterilir.
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