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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

ÇİFT İNDİSLİ DİZİLERDE ASİMPTOTİK

İDEAL İNVARYANT DENKLİK TİPLERİ

Hasan YENİSARI

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman : Doç. Dr. Erdinç DÜNDAR

Bu tez çalışması altı bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölümde, tez çalışmasında ele alınan konunun tarihi gelişimi anlatılmıştır.

İkinci bölümde, tez çalışmasında yararlanılacak olan bazı temel tanım ve kavramlar

verilmiştir. Üçüncü bölümde, hem tek diziler ve hem de çift diziler için asimp-

totik invaryant yakınsaklık ile invaryant denklik tipleri ve özellikleri not edilmiştir.

Dördüncü bölümde, küme dizileri için asimptotik I-invaryant denklik ve I∗-invaryant

denklik kavramları tanıtılarak bu kavramların bazı önemli özellikleri ve bu kavram-

lar arasındaki ilişkileri inceleyen teoremler ispatlarıyla verilmiştir. Beşinci bölümde,

çift diziler için asimptotik I2-invaryant denklik ve p-kuvvetli I2-invaryant denklik

kavramları tanıtılarak bunların bazı önemli özellikleri ve bu kavramlar arasındaki

ilişkiler teoremlerle açıklanmıştır.

Son bölüm olan altıncı bölümde ise, tez çalışmasında yararlanılan literatürdeki kay-

naklar listelenmiştir.

2021, v + 37 sayfa

Anahtar Kelimeler : Asimptotik denklik, Çift indisli dizi, İdeal yakınsaklık,

İnvaryant yakınsaklık, Wijsman yakınsaklık.

i



ABSTRACT

M.Sc. Thesis

ASYMPTOTICALLY IDEAL INVARIANT

EQUAIVALENCE TYPES IN DOUBLE SEQUENCES

Hasan YENİSARI

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Erdinç DÜNDAR

This thesis study consists of six chapters.

In the first chapter, the historical development of the subject addressed in the thesis

has been explained. In the second chapter, some basic definitions and concepts that

will be used in the thesis are given. In the third chapter, asymptotic invariant con-

vergence and invariant equivalence types and properties are noted for both single

and double sequences. In the fourth chapter, the concepts of asymptotic I-invariant

equivalence and I∗-invariant equivalence for set sequences are introduced and some

important properties of these concepts and the theorems that examine the relations

between these concepts are given with their proofs. In the fifth chapter, the con-

cepts of asymptotic I2-invariant equivalence and p-strong I2-invariant equivalence

for even sequences are introduced and some important properties of them and the

relationships between these concepts are explained with theorems.

In the sixth section, which is the last section, the sources in the literature used in

the thesis are listed.

2021, v + 37 pages

Keywords : Asymptotic equivalence, Double sequences, Ideal convergence,

Invariant convergence, Wijsman convergence.
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ

Simgeler

N Doğal sayılar kümesi

R Reel sayılar kümesi

C Kompleks sayılar kümesi

(X, d) Metrik uzay

(an) Reel sayı dizisi

(amn) çift indisli dizi

lim an an dizisinin limiti

a ∼ b a = (an) ve b = (bn) dizilerinin denkliği

ℓ∞ Tüm sınırlı dizilerin uzayı

{Ci} Küme dizisi

|A| A kümesinin eleman sayısı

δ(K) K kümesinin doğal yoğunluğu

st− lim an (an) dizisinin istatistiksel limiti

[Vσ] Tüm kuvvetli invaryant yakınsak dizilerin kümesi

[Vσ]p p-kuvvetli invaryant yakınsak dizilerin kümesi

Sσ − lim an (an) dizisinin invaryant istatistiksel limiti

2N N nin kuvvet kümesi

I 2N üzerinde tanımlı ideal

2N×N N× N nin kuvvet kümesi

I2 2N×N üzerinde tanımlı ideal

Ci
WSσ∼ Di {Ci} ve {Di} dizilerinin L katlı Wijsman asimptotik

invaryant istatistiksel denkliği

Ci

WL
Iσ→ Di {Ci} ve {Di} dizilerinin L katlı Wijsman asimptotik

I-invariant denkliği

a
Iσ
2∼ b a = (akl) ve b = (bkl) dizilerinin asimptotik Iσ

2 -denkliği

Kısaltmalar

h.h.n hemen hemen her n

v



1. GİRİŞ

Matematik anabilim dalında uzaklık kavramı yardımıyla tanımlanan yakınsaklık ve

limit kavramları analiz ve fonksiyonlar teorisi bilim dalı toplanabilme teorisinin

temel kavramlarındandır. Doğal sayılar kümesi olan N nin altkümelerinin doğal

yoğunluğuyla tanımlanan Fast (1951) ve Steinhaus (1951) un birbirlerinden bağımsız

olarak tanımladığı yakınsaklık kavramının bir genelleştirmesi olan istatistiksel yakın-

saklık kavramı ise bu bilim dalındaki toplanabilme teorisinin önemli konularından

biridir. İstatistiksel yakınsaklık kavramının tanımlanmasından sonra bu kavram ve

bir çok özelliği üzerine Fridy (1985) başta olmak üzere birçok bilim insanı tarafından

önemli çalışmalar yapılmıştır.

Yakın geçmişte Kostyrko vd. (2000) tarafından doğal sayılar kümesiN nin altkümele-

rinin bir sınıfı olan ideal kavramı yardımıyla istatistiksel yakınsaklığın bir genelleştir-

mesi olarak tanımlanan I-yakınsaklık kavramı toplanabilme teorisine bir yenilik

getirmiştir. Bu kavram ve bazı özellikleri üzerine Kostyrko vd. (2005), Kumar

(2007) ve Dündar (2010) gibi araştırmacılar çalışmalar yapmışlardır. Ayrıca, Das

vd. (2008) çift dizilerde I2-yakınsaklık ve I∗
2 -yakınsaklık kavramlarını tanıtmışlardır.

Küme dizilerinde yakınsaklık kavramı ile ilgili çalışmalar başta Beer (1985,1994)

ve Wijsman (1964) olmak üzere birçok araştırmacı tarafından yapılmıştır. Nuray

ve Rhoades (2012) tarafından yapılan bir çalışmada küme dizileri için Wijsman

istatistiksel yakınsaklık, Kuratowski istatistiksel yakınsaklık ve Hausdoff istatis-

tiksel yakınsaklık kavramları tanımlanmış ve bu kavramlar arasındaki ilişkilerden

bahsedilmiştir.

İnvaryant kavramı ve bu kavramın bazı özellikleri son yıllarda bir çok araştırmacı

tarafından incelenmiştir. Raimi (1963) toplanabilme teorisinde invaryant ortalama,

invaryant yakınsaklık ve invaryant matris metodlarını tanıtmıştır. Schafer (1972),

Mursaleen (1979,1983), Savaş (1989, 1989), Nuray ve Savaş (1994), Mursaleen ve

Edely (2009), Ulusu (2018), Ulusu vd. (2018), Pancaroğlu Akın vd. (2019) ve daha

birçok araştırmacı çalışmalar yapmıştır.
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Marouf (1993) asimptotik denklik kavramı ile asimptotik regüler matrisler için bazı

temel kavramlar ve bu kavramların bazı önemli özelliklerini vermiştir. Son yıllarda

Patterson (2003), Patterson ve Savaş (2006), Ulusu ve Nuray (2013), Kişi ve Nuray

(2013), Savaş (2013), Yamancı ve Gürdal (2015) ve Hazarika (2015) gibi birçok

araştırmacı asimptotik denklik kavramı ile ilgili önemli çalışmalar yapmışlardır.

Asimptotik istatistiksel denklik ile ilgili kavramlar Patterson (2003) tarafından tanım-

lanmıştır. Daha sonra asimptotik lacunary istatistiksel denklik kavramı ve özellikleri

Patterson ve Savaş (2006) tarafından tanıtılmıştır.

Bu tez çalışmasının ikinci ve üçüncü bölümlerinde, dizi uzayları ve toplanabilme

alanında önemli olan bazı temel kavramlar ve tanımlar verilmiştir.

Bu tez çalışmasının dördüncü bölümünde, Ulusu ve Gülle (2019) tarafından tek in-

disli küme dizileri için verilen tanım ve teoremler ispatlarıyla birlikte not edilmiştir.

Wijsman asimptotik I-invaryant denklik tanımı verilerek, Wijsman asimptotik in-

varyant denklik ile ilişkisi incelenmiş, Wijsman asimptotik kuvvetli p-invaryant denk-

lik tanımı verilip, Wijsman asimptotik I-invaryant denklik ile ilişkisini inceleyen teo-

remler ispatlarıyla verilmiştir. Daha sonra Wijsman asimptotik I-invaryant denklik

ile Wijsman asimptotik istatistiksel invaryant denklik arasındaki çift taraflı gerek-

tirme ve Wijsman asimptotik I∗-invaryant denklik tanımı verilip, Wijsman asimp-

totik I-invaryant denklik ile çift taraflı gerektirme ilişkisi not edilmiştir.

Bu tez çalışmasının beşinci bölümünde, çift indisli diziler için Dündar vd. (2020)

tarafından verilen tanım ve teoremler ispatlarıyla birlikte not edilmiştir. Asimptotik

invaryant denklik ve asimptotik Iσ
2 -denklik tanımları verilerek, aralarındaki ilişki

incelenmiş, kuvvetli asimptotik invaryant denklik ve p-kuvvetli asimptotik invaryant

denklik tanımları tanıtılıp, p-kuvvetli asimptotik invaryant denklik ile asimptotik Iσ
2 -

denklik arasındaki çift taraflı gerektirme ilişkisi verilmiştir. Son olarak asimptotik

Sσ
2 -denklik ile asimptotik Iσ

2 -denklik arasındaki ilişki incelenmiştir.

Son bölüm olan altıncı bölümde ise, çalışma süresince yararlanılan literatürdeki

kaynaklar listelenmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez çalışmasının daha anlaşılır olması için gerekli olan bazı temel

kavramlar ve tanımlar verilecektir. İlk olarak metrik uzay, dizi, dizinin yakınsaklığı,

asimptotik denklik, küme dizilerinin yakınsaklığı gibi temel kavramlardan bahsedile-

cektir.

2.1. Temel Kavramlar ve Tanımlar

Tanım 2.1.1 V boştan farklı bir küme ve

d : V × V → R

bir fonksiyon olsun. Bu durumda, her a, b, c ∈ V için

(M1) d(a, a) = 0,

(M2) d(a, b) = d(b, a),

(M3) d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c)

şartları sağlanırsa, d fonksiyonuna V üzerinde yarı metrik fonksiyonu ve (V, d) ikil-

isine de yarı metrik uzay denir.

(M1) d(a, a) = 0 şartı yerine

(M1)
′
d(a, b) = 0 ⇔ a = b

şartını alırsak, d fonksiyonuna metrik fonksiyonu ve (V, d) ikilisine bir metrik uzay

denir (Maddox 1970).

Bu tez çalışmasında, R reel uzay üzerinde

d(a, b) = |a− b|

biçiminde tanımlanan mutlak değer metriği gözönüne alınacaktır. Burada R yerine

C kompleks sayıların cismi de alınabilir.

Tanım 2.1.2 Tanım kümesi doğal sayılar kümesi olan fonksiyona dizi denir. Eğer

dizinin değer kümesi reel sayılar kümesi (R) ise, diziye reel terimli dizi veya reel

sayı dizisi ya da reel dizi denir. Yani reel terimli dizi h : N → R biçiminde bir

fonksiyondur (Balcı 2016).
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Genel terimi an olan dizi (an) = (a1, a2, ..., an, ...) biçiminde gösterilir.

Tanım 2.1.3 (an) bir reel terimli dizi ve a ∈ R olsun. Eğer her ε > 0 için n > k0

olduğunda

|an − a| < ε

olacak şekilde ε a bağlı bir k0 = k0(ε) ∈ N sayısı varsa, (an) dizisi a ya yakınsaktır

denir ve

lim an = a veya an → a

biçiminde gösterilir (Balcı 2016).

Tanım 2.1.4 Negatif olmayan a = (an) ve b = (bn) dizileri için eğer

lim
n

an
bn

= 1

limiti mevcut ise, bu durumda a ve b dizilerine asimptotik denk diziler denir ve a ∼ b

ile gösterilir (Marouf 1993).

Tanım 2.1.5 (V, d) bir metrik uzay olsun. Herhangi v ∈ V noktası ve V nin boş

olmayan bir C alt kümesi için v ile C arasındaki uzaklık

ρ(v, C) = inf
c∈C

d(v, c)

olarak tanımlanır (Nuray ve Rhoades 2012).

Bu çalışma boyunca (V, d) bir metrik uzay ve C, Ci, Di V nin boş olmayan kapalı

alt kümleri olarak alınacaktır.

Tanım 2.1.6 Eğer her bir v ∈ V için

lim
i→∞

ρ(v, Ci) = ρ(v, C)

limiti mevcut ise, {Ci} dizisi C ye Wijsman yakınsaktır denir (Nuray ve Rhoades

2012).
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2.2. Çift Dizi

Bu kısımda, çift dizi, çift dizinin alt dizisi, çift dizi uzayları ile çift dizilerdeki

yakınsaklık kavramları verilecektir.

Tanım 2.2.1 V boş olmayan herhangi bir küme olmak üzere,

h : N× N → V, (m,n) → h(m,n) = amn

şeklinde tanımlanan h fonksiyonuna çift indisli dizi denir. Bundan sonraki kısımlarda

çift indisli dizi yerine kısaca çift dizi veya sadece dizi ifadesi kullanılacaktır. Her-

hangi bir a = (amn) çift dizisinin amn elemanlarını,

a00 a01 a02 . . . a0n . . .

a10 a11 a12 . . . a1n . . .

a20 a21 a22 . . . a2n . . .
...

...
...

...

am0 am1 am2 . . . amn . . .
...

...
...

...


şekline bir tablo olarak düşünebiliriz. Ω ile kompleks veya reel tanımlı bütün çift

dizilerin kümesini göstereceğiz. Buna göre;

Ω = {a = (amn) : ∀m,n ∈ N için amn ∈ C}

olup, bu küme her β ∈ C ve a, b ∈ Ω için, a + b = (amn + bmn) ve βa = (βamn)

işlemleri altında lineer uzaydır (Altay 2002).

Tanım 2.2.2 Bir a = (amn) çift dizisi için sup
m,n≥0

|amn| < ∞ oluyorsa, a dizisine

sınırlıdır denir. Bütün sınırlı çift dizilerin kümesi

Mu =

{
a = (amn) ∈ Ω : ∥a∥∞ = sup

m,n∈N
|amn| < ∞

}
şeklinde olup, bu uzay ∥ · ∥∞ normu ile bir Banach uzayı teşkil eder (Altay 2002).

Tanım 2.2.3 a = (amn) bir çift dizi ve l ∈ C olsun. Her ε > 0 için m,n > k0

olduğunda, |amn − l| < ε olacak şekilde bir k0 = k0(ε) doğal sayısı bulunabiliyorsa,

5



a = (amn) dizisi l sayısına Pringsheim anlamında yakınsak ve l değerine de a dizisinin

Pringsheim limiti denir. Pringsheim anlamında yakınsak bir a = (amn) dizisine

kısaca P -yakınsak dizi diyeceğiz ve limitini de P − lim amn = l ile göstereceğiz

(Altay 2002).

Tanım 2.2.4

h : N× N −→ V, (m,n) −→ h(m,n) = amn

dizisi verilmiş olsun.

i : N −→ N, m −→ i(m) = im ve j : N −→ N, n −→ j(n) = jn

artan fonksiyonlar (diziler) olmak üzere,

g : N× N −→ N× N, (m,n) −→ g(m,n) = (im, jn)

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda,

h ◦ g : N× N −→ V, (m,n) −→ h ◦ g(m,n) = aimjn

bileşke fonksiyonuna (amn) dizisinin bir alt dizisi denir (Altay 2002).

2.3. İstatistiksel ve İdeal Yakınsaklık

Bu kısımda, öncelikle doğal yoğunluk, istatistiksel yakınsaklık kavramları ile istatis-

tiksel yakınsaklığın genelleştirmesi olan ideal yakınsaklık ve bazı önemli özellikleri

verilecektir.

Tanım 2.3.1 P ⊂ N ve Pn = {i ∈ P : i ≤ n} olsun. Bu durumda P kümesinin

doğal yoğunluğu,

δ(P ) = lim
n→∞

|Pn|
n

= lim
n→∞

1

n

∣∣∣{i ≤ n : i ∈ P
}∣∣∣

biçiminde tanımlanır (Freedman ve Sember 1981).

Burada |Pn| ifadesi, Pn kümesinin eleman sayısını göstermektedir.
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Tanım 2.3.2 (ak) bir reel terimli dizi ve L ∈ R olsun. Eğer her ε > 0 için{
k ∈ N : |ak − L| ≥ ε

}
kümesinin doğal yoğunluğu sıfır, yani her ε > 0 için

lim
n→∞

1

n

∣∣∣{k ≤ n : |ak − L| ≥ ε
}∣∣∣ = 0

ise, (ak) dizisi L ye istatistiksel yakınsaktır denir ve st − lim ak = L biçiminde

gösterilir (Fridy 1985).

Yakınsak her dizi aynı zamanda istatistiksel yakınsaktır. Fakat bunun tersi daima

doğru değildir. Bu durum aşağıda verilen örnekle açıklanabilir:

Genel terimi

ak =

 3 , k = n3 (n ∈ N)

0 , diğer durumlarda

olan

(ak) = (3, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 3, 0, 0, 0, ...)

dizisi alındığında; her ε > 0 için Pε = {k ∈ N : |ak − 0| ≥ ε} kümesinin doğal

yoğunluğu sıfır olduğundan, st − lim ak = 0 dır. Yani bu dizi istatistiksel yakınsak

olduğu halde yakınsak değildir.

Tanım 2.3.3 Bir I ⊂ 2N ailesi için eğer

i. ∅ ∈ I,

ii. Her P,R ∈ I için P ∪R ∈ I,

iii. Her P ∈ I ve R ⊂ P için R ∈ I

şartları sağlanıyorsa, I sınıfına N de bir ideal denir (Kostyrko vd. 2000).

Eğer N ̸∈ I ise, I ya bir gerçek ideal denir. Ayrıca, I bir gerçek ideal olmak üzere

her n ∈ N için {n} ∈ I şartı sağlanıyorsa, I idealine uygun ideal denir (Kostyrko

vd. 2000).

Bu tez çalışması boyunca aksi belirtilmedikçe I ⊂ 2N ideali bir uygun ideal olarak

ele alınacaktır.
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Tanım 2.3.4 X ̸= ∅ olsun. ∅ ̸= F ⊂ 2X sınıfı

i) ∅ ̸∈ F

ii) P,R ∈ F ise P ∩R ∈ F

iii) P ∈ F ve P ⊂ R için R ∈ F

şartlarını sağlarsa, F ye X üzerinde bir süzgeçtir (filtre), denir (Kostyrko vd. 2000).

I, X üzerinde bir gerçek ideal ise,

F(I) = {M ⊂ X : ∃A ∈ I,M = X\A}

sınıfı X üzerinde bir süzgeç olup, F(I) süzgecine I idealine karşılık gelen süzgeç

denir (Kostyrko vd. 2000).

Tanım 2.3.5 (an) bir reel terimli dizi ve L ∈ R olsun. Eğer her ε > 0 için

A(ε) = {n ∈ N : |an − L| ≥ ε} ∈ I

şartı sağlanıyorsa, bu durumda (an) dizisi L ye I-yakınsaktır denir ve I− lim an = L

biçiminde gösterilir (Kostyrko vd. 2000).

Açık olarak eğer I = Iδ olarak alınırsa, Iδ, N de bir uygun idealdir ve bu durumda

I-yakınsaklık ile istatistiksel yakınsaklık kavramı çakışır.

Tanım 2.3.6 I ⊂ 2N bir uygun ideal olsun. I idealine ait karşılıklı ayrık ve

sayılabilir her {Pn}n∈N kümeler ailesi için, Pn△Rn (n ∈ N) sonlu küme ve

R =
∞∪
n=1

Rn ∈ I

şartlarını sağlayan sayılabilir {Rn}n∈N kümeler ailesi varsa, I ideali (AP ) şartını

sağlar denir (Kostyrko vd. 2000).

Şimdi, çift dizilerde ideal yakınsaklık ile ilgili temel kavramlar ve tanımlar verilecek-

tir. Çift dizilerde çalışacağı için, N üzerindeki I ideali ile karıştırılmaması amacıyla

N× N üzerindeki bir ideal I2 ile gösterilecektir.

Tanım 2.3.7 I2, N× N üzerinde bir gerçek ideal olsun. Eğer her bir k, l ∈ N için

{k, l} ∈ I2 oluyorsa, I2 idealine bir uygun ideal, {k} × N ∈ I2 ve N × {k} ∈ I2

oluyorsa, I2 idealine bir kuvvetli uygun ideal denir. Bir kuvvetli uygun ideal aynı

zamanda bir uygun idealdir (Das vd. 2008).
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Bu tez çalışması boyunca I2 ideali N × N üzerinde bir kuvvetli uygun ideal olarak

ele alınacaktır.

N× N üzerinde

I0
2 = {A ∈ N× N : (∃m(A) ∈ N)(k, l ≥ m(A) ⇒ (k, l) ̸∈ A)}

ideali bir kuvvetli uygun idealdir.

Bir I2 idealinin kuvvetli uygun ideal olması için gerek ve yeter şart I0
2 ⊂ I2 kap-

samasının geçerli bulunmasıdır (Das vd. 2008).

Tanım 2.3.8 (V, d) bir metrik uzay ve a = (amn), X uzayında bir çift dizi olsun.

Eğer her ε > 0 için

A(ε) = {(m,n) ∈ N× N : d(amn, L) ≥ ε} ∈ I2

önermesi sağlanıyorsa a = (amn) çift dizisi L ∈ X noktasına I2-yakınsaktır denir ve

I2 − lim
m,n→∞

amn = L

ile gösterilir. Eğer I2 ideali I0
2 alınırsa, açık olarak ideal yakınsaklık Pringsheim

anlamında yakınsaklık ile çakışır (Das vd. 2008).
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3. İNVARYANT YAKISAKLIK ve İNVARYANT DENKLİK TİPLERİ

Bu kısımda, öncelikle tek indisli dizilerde invaryant limit, invaryant yakınsaklık ve

asimptotik invaryant denklik tanımları ile bazı özellikleri verilecektir.

3.1. Tek Dizilerde İnvaryant Yakınsaklık ve İnvaryant Denklik Tipleri

Tanım 3.1.1 L, ℓ∞ sınırlı diziler uzayı üzerinde tanımlı lineer bir fonksiyonel olsun.

Eğer L lineer fonksiyoneli aşağıdaki özelliklere sahip ise bir Banach limiti adını alır.

(i) n = 1, 2, ... için an ≥ 0 ⇒ L(an) ≥ 0,

(ii) L(e) = 1, e = (1, 1, . . . ),

(iii) L(Tan) = L(an).

Burada T operatörü (Tan) = an+1 şeklinde tanımlanmış olan kaydırma operatörüdür

(Lorentz 1948).

Tanım 3.1.2 (İnvaryant Limit) σ : N → N dönüşümü herm,n pozitif tamsayıları

için σm(n) ̸= n olacak şekilde birebir bir dönüşüm olsun. Sürekli bir

ϕ : ℓ∞ → R

lineer fonksiyoneline aşağıdaki özellikleri sağlaması halinde invaryant limit veya σ-

limit denir.

(i) n = 1, 2, ... için (an) ≥ 0 ⇒ ϕ(an) ≥ 0,

(ii) ϕ(e) = 1, e = (1, 1, . . . ),

(iii) Her (an) ∈ ℓ∞ için ϕ(aσ(n)) = ϕ(an).

Özel olarak σ(n) = n+ 1 olması halinde, ϕ bir Banach limiti olur (Schaefer 1972).

Tanım 3.1.3 İnvaryant limitleri eşit olan sınırlı diziye invaryant yakınsak veya

σ-yakınsak dizi denir. σ-yakınsak dizilerin kümesi Vσ ile gösterilir (Schaefer 1972).

İnvaryant yakınsaklığın başka bir tanımı aşağıdaki gibi verilir.

Tanım 3.1.4 a = (ak) dizisi için m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

aσk(m) = L
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olacak şekilde bir L sayısı varsa, a = (ak) dizisi L sayısına invaryant yakınsaktır

denir (Schaefer 1972).

Tanım 3.1.5 a = (ak) dizisi için m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|aσk(m) − L| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, a = (ak) dizisi L sayısına kuvvetli invaryant

yakınsaktır denir (Mursaleen 1983).

Tanım 3.1.6 a = (ak) bir dizi ve 0 < p < ∞ olsun. Eğer m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|aσk(m) − L|p = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, a = (ak) dizisi L sayısına kuvvetli p-invaryant

yakınsaktır denir (Mursaleen ve Edely 2009).

Tanım 3.1.7 K ⊆ N olmak üzere

sk = min
n

|K ∩ {σ(n), σ2(n), ..., σk(n)}|

ve

Sk = max
n

|K ∩ {σ(n), σ2(n), ..., σk(n)}|

olsun. Eğer

V(K) = lim
k→∞

sk
k

ve V(K) = lim
k→∞

Sk

k

limitleri mevcut ise, bu limitlere sırasıyla K kümesinin alt σ-düzgün yoğunluğu ve

üst σ-düzgün yoğunluğu denir.

Eğer

V(K) = V(K)

eşitliği mevcut ise, bu durumda

V(K) = V(K) = V(K)

olup, K kümesinin σ-düzgün yoğunluğu olarak adlandırılır.

V(K) = 0 şartını sağlayan tüm K ⊆ N kümelerinin sınıfı Iσ ile gösterilir (Nuray

vd. 2011).
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Tanım 3.1.8 Her β > 0 için

Bβ = {n : |an − L| ≥ β} ∈ Iσ

yani, V(Bβ) = 0 ise, a = (an) dizisi L ye Iσ-yakınsaktır denir ve Iσ − lim an = L ile

gösterilir (Nuray vd. 2011).

Şimdi tek indisli küme dizileri için invaryant yakınsaklık ve invaryant denklik tipleri

not edilecektir.

Tanım 3.1.9 Eğer her bir v ∈ V için m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

ρ(v, Cσi(m)) = ρ(v, C)

limiti mevcut ise, {Ci} dizisi C ye Wijsman invaryant yakınsaktır denir (Pancaroğlu

ve Nuray 2013).

Tanım 3.1.10 0 < p < ∞ alalım. Eğer her bir v ∈ V için m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

∣∣ρ(v, Cσi(m))− ρ(v, C)
∣∣ = 0

limiti mevcut ise, {Ci} dizisi C ye Wijsman kuvvetli invaryant yakınsaktır denir

(Pancaroğlu ve Nuray 2013).

Tanım 3.1.11 Eğer her β > 0 ve her bir v ∈ V için m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

∣∣{i ≤ n : |ρ(v, Cσi(m))− ρ(v, C)| ≥ β}
∣∣ = 0,

limiti mevcut ise, bir {Ci} dizisi C ye Wijsman invaryant istatistiksel yakınsaktır

denir (Pancaroğlu ve Nuray 2013).

Tanım 3.1.12 Her bir v ∈ V için

ρ(v, Ci) > 0 ve ρ(v,Di) > 0

olacak şekilde boştan farklı kapalı Ci, Di ⊆ X alt kümelerini alalım. Eğer her bir

v ∈ V için

lim
i→∞

ρ(v, Ci)

ρ(v,Di)
= 1
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limiti mevcut ise, {Ci} ve {Di} dizilerine Wijsman asimptotik denk diziler denir ve

Ci ∼ Di

ile gösterilir (Ulusu ve Nuray 2013).

Tanım 3.1.13 ρ(v;Ci, Di) terimi aşağıdaki gibi tanımlansın.

ρ(v;Ci, Di) =


ρ(v, Ci)

ρ(v,Di)
, v /∈ Ci ∪Di

L, v ∈ Ci ∪Di.

(Ulusu ve Gülle 2019).

Tanım 3.1.14 Eğer her bir v ∈ V için m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

ρ(v;Cσi(m), Dσi(m)) = L

limiti mevcut ise, bu durumda {Ci} ve {Di} dizilerine L katlı Wijsman asimptotik

invaryant denk diziler denir ve

Ci
WV L

σ∼ Di

ile gösterilir (Pancaroğlu vd. 2013).

Tanım 3.1.15 Her β > 0 ve her v ∈ V için m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

∣∣{i ≤ n : |ρ(v;Cσi(m), Dσi(m))− L| ≥ β}
∣∣ = 0

limiti mevcut ise, bu durumda {Ci} ve {Di} dizilerine L katlı Wijsman asimptotik

invaryant istatistiksel denk diziler denir ve

Ci
WSL

σ∼ Di

biçiminde gösterilir (Pancaroğlu vd. 2013).

3.2. Çift Dizilerde İnvaryant Yakınsaklık ve İnvaryant Denklik Tipleri

Bu kısımda çift indisli dizilerde invaryant limit, invaryant yakınsaklık ve asimptotik

invaryant denklik tanımları ile bazı özellikleri verilecektir.
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Tanım 3.2.1 K ⊆ N× N ve

smn = min
k,j

|K ∩ {(σ(k), σ(j)), (σ2(k), σ2(j)), ..., (σm(k), σn(j))}|

ve

Smn = max
k,j

|K ∩ {(σ(k), σ(j)), (σ2(k), σ2(j)), ..., (σm(k), σn(j))}|

olsun. Eğer

V2(K) = lim
m,n→∞

smn

mn
ve V2(K) = lim

m,n→∞

Smn

mn

limitleri mevcut ise, bu limitlere K kümesinin sırasıyla bir alt ve üst σ-düzgün

yoğunluğu denir. Eğer V2(K)=V2(K) eşitliği varsa, bu durumda

V2(K) = V2(K) = V2(K)

ifadesine K kümesinin σ-düzgün yoğunluğu denir.

V2(K) = 0 eşitliğini sağlayan tüm K ⊆ N × N kümelerinin sınıfı Iσ
2 ile gösterilir

(Tortop ve Dündar 2018).

Tanım 3.2.2 Eğer her ε > 0 için

K(ε) = {(m,n) ∈ N× N : |amn − L| ≥ ε} ∈ Iσ
2 ,

yani

V2(K(ε)) = 0

oluyorsa, bu durumda a = (amn) çift dizisi L ye I2-invaryant yakınsak veya Iσ
2 -

yakınsaktır denir. Bu yakınsaklık

Iσ
2 − lim

m,n→∞
amn = L veya amn → L(Iσ

2 )

biçiminde gösterilir.

Bütün I2-invaryant yakınsak çift dizilerin kümesi Iσ
2 ile gösterilir (Dündar vd. 2018).

Tanım 3.2.3 Eğer s, t ye göre düzgün olarak

lim
m,n→∞

1

mn

m,n∑
k,j=1,1

|aσk(s),σj(t) − L| = 0
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limiti mevcut ise, bu durumda a = (akj) çift dizisi L ye kuvvetli invaryant yakınsaktır

denir ve

akj → L([V 2
σ ])

biçiminde gösterilir (Dündar vd. 2018).

Tanım 3.2.4 0 < p < ∞ olmak üzere, eğer s, t ye göre düzgün olarak

lim
m,n→∞

1

mn

m,n∑
k,j=1,1

|aσk(s),σj(t) − L|p = 0,

limiti mevcut ise, bu durumda a = (akj) çift dizisi L ye p-kuvvetli invaryant yakınsaktır

denir ve

akj → L([V 2
σ ]p)

biçiminde gösterilir.

Tüm p-kuvvetli invaryant yakınsak çift dizilerin kümesi [V 2
σ ]p ile gösterilir (Dündar

vd. 2018).

Tanım 3.2.5 a = (akl) ve b = (bkl) negatif olmayan çift dizileri için eğer

P − lim
k,l

akl
bkl

= 1

limiti mevcut ise, bu dizilere P -asimptotik denk diziler denir ve

a ∼P b

ile gösterilir (Hazarika ve Kumar 2013).

Tanım 3.2.6 a = (akl) ve b = (bkl) negatif olmayan çift dizi olsun. Eğer her ε > 0

için

P − lim
m,n

1

mn

∣∣∣∣{k ≤ m, l ≤ n :

∣∣∣∣aklbkl
− L

∣∣∣∣}∣∣∣∣ = 0

şartı sağlanıyorsa, bu dizilere L katlı asimptotik istatistiksel denk diziler denir ve

a ∼SL

b

ile gösterilir.

Eğer L = 1 eşitliği varsa, bu durumda a = (akl) ve b = (bkl) dizilerine kısaca

asimptotik istatistiksel denk diziler denir (Hazarika ve Kumar 2013).
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Tanım 3.2.7 a = (akl) ve b = (bkl) negatif olmayan çift dizi olsun. Eğer her ε > 0

için {
(k, l) ∈ N× N :

∣∣∣∣aklbkl
− L

∣∣∣∣ > ε

}
∈ I2

şartı sağlanıyorsa bu dizilere L katlı asimptotik I2-denk diziler denir ve

a ∼IL
2 b

ile gösterilir.

Eğer L = 1 eşitliği varsa, bu durumda a = (akl) ve b = (bkl) dizilerine kısaca

asimptotik I2-denk diziler denir (Ulusu ve Dündar 2018).
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4. KÜME DİZİLERİNİN ASİMPTOTİK Iσ-DENKLİĞİ

Bu bölümde, Ulusu ve Gülle (2019) tarafından yapılan makalede tek indisli küme

dizileri için verilen tanım, teorem ve lemmaları ispatlarıyla birlikte not edeceğiz. Bu

bağlamda, öncelikle Wijsman asimptotik I-invaryant denklik tanımı verilerek, Wijs-

man asimptotik invaryant denklik ile ilişkisi incelenecektir. Sonra Wijsman asimp-

totik kuvvetli p-invaryant denklik tanımı verilip, Wijsman asimptotik I-invaryant

denklik ile ilişkisini inceleyen teoremler ispatlarıyla verilecektir. Daha sonra Wijs-

man asimptotik I-invaryant denklik ile Wijsman asimptotik istatistiksel invaryant

denklik arasındaki çift taraflı gerektirme verilecektir. Son olarak, Wijsman asimp-

totik I∗-invaryant denklik tanımı verilip, Wijsman asimptotik I-invaryant denklik

ile çift taraflı gerektirme ilişkisi not edilecektir.

4.1. Küme Dizilerinde Asimptotik İdeal İnvaryant Denklik ve Özellikleri

Çalışma boyunca (V, d) bir metrik uzay ve C,Ci, Di, V nin boştan farklı kapalı alt

kümeleri olarak alınacaktır. Ayrıca, ρ(v, C), ρ(v, Ci) ve ρ(v;Ci, Di) yerine kısaca

sırasıyla ρv(C), ρv(Ci) ve ρv(Ci, Di) alınacaktır.

Tanım 4.1.1 {Ci} ve {Di} dizilerini alalım. Eğer her γ > 0 ve her bir v ∈ V için

B∼
γ,v = {i : |ρv(Ci, Di)− L| ≥ γ}

kümesi Iσ ya ait yani,

V(B∼
γ,v) = 0

ise, bu durumda {Ci} ve {Di} dizilerine L katlı Wijsman asimptotik I-invaryant

denk veya Wijsman asimptotik Iσ-denktir denir. Bu durum

Ci

WL
Iσ→ Di

biçiminde gösterilir.

Eğer L = 1 ise, {Ci} ve {Di} dizilerine kısaca Wijsman asimptotik I-invaryant

denktir denir.

17



Tüm Wijsman asimptotik Iσ-denk dizilerin kümesi WL
Iσ ile gösterilir.

Teorem 4.1.2 {Ci} ve {Di} dizileri için

ρv(Ci) = O(ρv(Di))

olsun. Eğer

Ci

WL
Iσ→ Di

ise bu durumda

Ci
WV L

σ→ Di

dir.

İspat: Keyfi m,n ∈ N olsun ve γ > 0 verilsin. Şimdi

Tv(m,n) =

∣∣∣∣∣ 1m
m∑
i=1

ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L

∣∣∣∣∣
alınsın. Bu durumda, her bir v ∈ V için

T 1
v (m,n) =

1

m

m∑
i=1

|ρv(Cσi(n),Dσi(n))−L|≥γ

|ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L|

ve

T 2
v (m,n) =

1

m

m∑
i=1

|ρv(Cσi(n),Dσi(n))−L|<γ

|ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L|

olmak üzere

Tv(m,n) ≤ T 1
v (m,n) + T 2

v (m,n)

elde edilir. Her bir v ∈ V ve her n = 1, 2, ... için

T 2
v (m,n) < γ

olduğu açıktır. Ayrıca

ρv(Ci) = O(ρv(Di))

olduğundan, bir R > 0 vardır öyleki her bir v ∈ V için

|ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L| ≤ R, (i = 1, 2, ...;n = 1, 2, ...)
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olur. Buradan

T 1
v (m,n) ≤ R

m
|{1 ≤ i ≤ m : |ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L| ≥ γ}|

≤ R
max

n
|1 ≤ i ≤ m : |ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L| ≥ γ|

m

= R
Sm

m

olup, böylece hipotezimizden dolayı

Ci
WV L

σ→ Di

elde edilir.

Tanım 4.1.3 0 < p < ∞ alalım. Her bir v ∈ V için n ye göre düzgün olarak

lim
m→∞

1

m

m∑
i=1

|ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L|p = 0

sağlanıyorsa {Ci} ve {Di} dizilerine L katlı Wijsman asimptotik kuvvetli p-invaryant

denktir denir. Bu durumda

Ci
[WV L

σ ]p→ Di

yazılır.

Eğer L = 1 ise, {Ci} ve {Di} dizilerine kısaca Wijsman asimptotik kuvvetli p-

invaryant denktir denir.

Teorem 4.1.4 {Ci} ve {Di} dizileri için eğer

Ci
[WV L

σ ]p→ Di

ise, bu durumda

Ci

WL
Iσ→ Di

olur.
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İspat: {Ci} ve {Di} dizileri için

Ci
[WV L

σ ]p→ Di

olsun ve γ > 0 verilsin. Her bir v ∈ V için

m∑
i=1

|ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L|p ≥
m∑
i=1

|ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L|p

≥ γp|{1 ≤ i ≤ m : |ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L| ≥ γ}|

≥ γpmax
n

|{1 ≤ i ≤ m : |ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L| ≥ γ}|

yazıbilir ve böylece tüm n ler için

1

m

m∑
i=1

|ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L|p ≥ γp
max

n
|1 ≤ i ≤ m : |ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L| ≥ γ|

m

= γpSm

m
,

elde edilir. Bu ise

lim
m→∞

Sm

m
= 0

olmasını sağlar ve sonuç olarak

Ci

WL
Iσ→ Di

elde edilir.

Teorem 4.1.5 {Ci} ve {Di} dizileri için

ρv(Ci) = O(ρv(Di))

olsun. Eğer

Ci

WL
Iσ→ Di

ise, bu durumda

Ci
[WV L

σ ]p→ Di

olur.
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İspat: {Ci} ve {Di} dizileri için

ρv(Ci) = O(ρv(Di))

ve γ > 0 verilsin. Ayrıca kabul edelim ki

Ci

WL
Iσ→ Di

olsun. Bu durumda, kabulümüzden

V(B∼
γ,v) = 0

olduğu açıktır. Ayrıca

ρv(Ci) = O(ρv(Di))

olduğundan bir R > 0 vardır öyleki her bir v ∈ V için

|ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L| ≤ R, (i = 1, 2, ...;n = 1, 2, ...)

elde edilir. Bu durumda, her bir v ∈ V ve tüm n ler için

1

m

m∑
i=1

|ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L|p =
1

m

m∑
i=1

|ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L|p

+
1

m

m∑
i=1

|ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L|p

≤ R
max

n
|1 ≤ i ≤ m : |ρz(Cσi(n), Dσi(n))− L| ≥ γ|

m

+γp

≤ R
Sm

m
+ γp

elde edilir. Böylece her bir v ∈ V için

lim
m→∞

1

m

m∑
i=1

|ρv(Cσi(n), Dσi(n))− L|p = 0

olur ki bu da ispatı tamamlar.

Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5 ü birlikte düşünülürse aşağıdaki sonuç veribilir:
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Sonuc. 4.1.6 {Ci} ve {Di} dizileri için

ρv(Ci) = O(ρv(Di))

olsun. Bu durumda,

Ci

WL
Iσ→ Di

olması için gerek ve yeter şart

Ci
[WV L

σ ]p→ Di

olmasıdır.

Şimdi WL
Iσ ile WSL

σ arasındaki ilişkiyi veren teoremi ispatsız vereceğiz.

Teorem 4.1.7 {Ci} ve {Di} dizileri için

Ci

WL
Iσ→ Di

olması için gerek ve yeter şart

Ci
WSL

σ→ Di

olmasıdır.

Tanım 4.1.8 {Ci} ve {Di} dizilerine L katlı Wijsman asimptotik I∗-invaryant

denk veya Wijsman asimptotik I∗
σ-denktir denir gerek ve yeter şart bir

M = {m1 < m2 < ... < mi < ...} ∈ F(Iσ)

kümesi vardır öyleki her bir v ∈ V için

lim
i→∞

ρv(Cmi
, Dmi

) = L

olmasıdır. Bu durum

Ci

WL
I∗
σ→ Di

biçiminde gösterilir.

Eğer L = 1 ise, {Ci} ve {Di} dizilerine kısaca Wijsman asimptotik I∗
σ-denktir denir.
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Teorem 4.1.9 {Ci} ve {Di} dizileri için eğer

Ci

WL
I∗
σ→ Di

ise, bu durumda

Ci

WL
Iσ→ Di

dir.

İspat: {Ci} ve {Di} dizileri için

Ci

WL
I∗
σ→ Di

olsun. Bu durumda bir H ∈ Iσ kümesi vardır öyleki

M = N\H = {m1 < m2 < ... < mi < ...}

ve her v ∈ V için

lim
i→∞

ρv(Cmi
, Dmi

) = L (4.1)

dir. γ > 0 verilsin. (4.1) eşitliğinden, bir i0 ∈ N vardır öyleki her i > i0 için

|ρv(Cmi
, Dmi

)− L| < γ

sağlanır. Böylece, her γ > 0 ve her bir v ∈ V için

{i ∈ N : |ρv(Cmi
, Dmi

)− L| ≥ γ} ⊂ H ∪ {m1 < m2 < ... < mi0} (4.2)

olduğu açıktır. Iσ uygun ideal olduğundan (4.2) nin sağ tarafındaki küme Iσ aittir.

Buradan da

Ci

WL
Iσ→ Di

olduğu anlaşılır. Bu da ispatı tamamlar.

Eğer Iσ, (AP ) özelliğine sahip ise, Teorem 4.1.9 in tersi de sağlanır.

Teorem 4.1.10 Iσ ideali (AP ) özelliğine sahip olsun. {Ci} ve {Di} dizileri için

eğer

Ci

WL
Iσ→ Di
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ise, bu durumda

Ci

WL
I∗
σ→ Di

dir.

İspat: Kabul edelim ki Iσ ideali (AP ) özelliğini sağlasın ve

Ci

WL
Iσ→ Di

olsun. Bu durumda, γ > 0 ve her v ∈ V için

{i : |ρv(Ci, Di)− L| ≥ γ} ∈ Iσ

olur. Şimdi

X1 = {i : |ρv(Ci, Di)− L| ≥ 1}

ve her n ≥ 2 için (n ∈ N)

Xn =

{
i :

1

n
≤ |ρv(Ci, Di)− L| < 1

n− 1

}
alalım. Açık olarak her v ∈ V ve i ̸= j için

Xi ∩Xj = ∅

dir. (AP ) şartına göre bir {Yn}n∈N dizisi vardır öyleki sonlu j ∈ N için Xj∆Yj sonlu

kümelerdir ve

Y =

(
∞∪
i=1

Yj

)
∈ Iσ

dir. İspat için G = N\Y ve her v ∈ V için

lim
i→∞

ρv(Ci, Di) = L (4.3)

olduğunu göstermek yeterlidir. δ > 0 alalım.
1

n+ 1
< δ olacak şekilde n ∈ N

seçelim. Böylece her v ∈ V için

{i : |ρv(Ci, Di)− L| ≥ δ} ⊂
n+1∪
j=1

Xj

elde edilir. Xi ∩ Xj (j = 1, 2, ..., n + 1) sonlu kümeler olduğundan, i0 ∈ N vardır

öyleki (
n+1∪
j=1

Yj

)
∩ {i : i > i0} =

(
n+1∪
j=1

Xj

)
∩ {i : i > i0} (4.4)
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eşitliği geçerlidir. Eğer i > i0 ve i /∈ Y ise, bu durumda

i /∈
n+1∪
j=1

Yj

ve (4.4) gereğince

i /∈
n+1∪
j=1

Xj

elde edilir. Böylece her bir v ∈ V için

|ρv(Ci, Di)− L| < 1

n+ 1
< δ

ve böylece (4.3) sağlanır. Sonuç olarak

Ci

WL
I∗
σ→ Di

elde edilir.
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5. ÇİFT DİZİLERİN ASİMPTOTİK İDEAL İNVARYANT DENKLİĞİ

Bu bölümde, Dündar vd. (2021) tarafından yapılan makalede çift indisli diziler

için verilen tanım, teorem ve lemmaları ispatlarıyla birlikte not edeceğiz. Bu an-

lamda, öncelikle asimptotik invaryant denklik ve asimptotik Iσ
2 -denklik tanımları

verilerek, bu iki kavram arasındaki ilişki incelenecektir. Daha sonra kuvvetli asimp-

totik invaryant denklik ve p-kuvvetli asimptotik invaryant denklik tanımları tanıtılıp,

p-kuvvetli asimptotik invaryant denklik ile asimptotik Iσ
2 -denklik arasındaki çift

taraflı gerektirme ilişkisi verilecektir. Son olarak asimptotik Sσ
2 -denklik tanımı veri-

lip, asimptotik Iσ
2 -denklik arasındaki ilişki incelenecektir.

5.1. Çift Dizilerde Asimptotik İdeal İnvaryant Denklik ve Özellikleri

Tanım 5.1.1 a = (akl) ve b = (bkl) negatif olmayan çift dizilerini alalım. Eğer s ve

t ye göre düzgün olarak

lim
m,n→∞

1

mn

m,n∑
k,l=1,1

aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

= L

limiti mevcut ise, a ve b çift dizilerine L katlı asimptotik invaryant denk veya asimp-

totik σ2-denktir denir. Bu denklik

a
V σ
2(L)∼ b

ile gösterilir.

Eğer L = 1 ise, a = (akl) ve b = (bkl) çift dizilerine kısaca asimptotik σ2-denktir

denir.

Tanım 5.1.2 a = (akl) ve b = (bkl) negatif olmayan çift dizilerini alalım. Eğer her

ε > 0 için

Aε =

{
(k, l) ∈ N× N :

∣∣∣∣aklbkl
− L

∣∣∣∣ > ε

}
∈ Iσ

2 ,

yani,

V2(Aε) = 0
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sağlanıyorsa, a ve b çift dizilerine L katlı asimptotik Iσ
2 -denktir denir. Bu denklik

a
Iσ
2(L)∼ b

ile gösterilir.

Eğer L = 1 ise a = (akl) ve b = (bkl) çift dizilerine kısaca asimptotik Iσ
2 -denktir

denir.

Tüm L katlı asimptotik Iσ
2 -denk dizilerin kümesi Iσ

2(L) ile gösterilir.

Teorem 5.1.3 a = (akl) ve b = (bkl) çift dizileri sınırlı olsun. Eğer a ve b çift

dizileri L katlı asimptotik Iσ
2 -denk diziler ise, bu durumda a ve b çift dizileri L katlı

σ2-asimptotik denk dizilerdir.

İspat: Keyfi m,n, s, t ∈ N ve ε > 0 alalım. Şimdi

u(m,n, s, t) =

∣∣∣∣∣ 1

mn

m,n∑
k,l=1,1

aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣∣
olduğunu gösterelim.

u(1)(m,n, s, t) =
1

mn

m,n∑
k,l=1,1∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

b
σk(s),σl(t)

−L

∣∣∣∣≥ε

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣
ve

u(2)(m,n, s, t) =
1

mn

m,n∑
k,l=1,1∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

b
σk(s),σl(t)

−L

∣∣∣∣<ε

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣

olmak üzere

u(m,n, s, t) ≤ u(1)(m,n, s, t) + u(2)(m,n, s, t)

olduğu açıktır. Bu durumda, her s, t = 1, 2, ... için

u(2)(m,n, s, t) < ε
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elde edilir. a = (akl) ve b = (bkl) sınırlı diziler olduğundan öyle bir M > 0 vardır

öyleki k, l = 1, 2, ... ve s, t = 1, 2, ... için∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣ ≤ M

eşitsizliği geçerlidir. Bu durumda, bu eşitsizlik

u(1)(m,n, s, t) ≤ M

mn

∣∣∣∣{1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ n :

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣ ≥ ε

}∣∣∣∣
≤ M

max
s,t

∣∣∣{1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ n :
∣∣∣aσk(s),σl(t)

b
σk(s),σl(t)

− L
∣∣∣ ≥ ε

}∣∣∣
mn

= M
Smn

mn
,

olmasını gerektirir. Böylece, a ve b çift dizileri L katlı σ2-asimptotik denk dizilerdir.

Teorem 5.1.3 ün tersi sağlanmaz. Örneğin a ve b çift dizileri aşağıdaki gibi tanımlansın:

akl =


2 , k + l bir çift sayı ise

0 , k + l bir tek sayı ise .

bkl = 1.

σ(m) = m + 1 ve σ(n) = n + 1 olduğunda bu diziler asimptotik σ2-denk fakat

asimptotik Iσ
2 -denk değildir.

Tanım 5.1.4 a = (akl) ve b = (bkl) negatif olmayan çift dizileri için eğer s ve t ye

göre düzgün olarak

lim
m,n→∞

1

mn

m,n∑
k,l=1,1

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣ = 0

ise, a ve b çift dizilerine L katlı kuvvetli asimptotik invaryant denk veya kuvvetli

asimptotik σ2-denktir denir. Bu denklik

a
[V σ

2(L)
]

∼ b

ile gösterilir.

Eğer L = 1 ise, a ve b çift dizilerine kısaca kuvvetli asimptotik σ2-denktir denir.
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Tanım 5.1.5 0 < p < ∞ olsun. a = (akl) ve b = (bkl) negatif olmayan çift dizileri

için eğer s ve t ye göre düzgün olarak

lim
m,n→∞

1

mn

m,n∑
k,l=1,1

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣p = 0

ise, a ve b çift dizilerine L katlı p-kuvvetli asimptotik invaryant denk veya p-kuvvetli

asimptotik σ2-denktir denir. Bu denklik

a
[V σ

2(L)
]p

∼ b

ile gösterilir.

Eğer L = 1 ise, a ve b çift dizilerine kısaca p-kuvvetli asimptotik σ2-denktir denir.

Tüm L katlı p-kuvvetli asimptotik σ2-denk dizilerinin kümesi [Vσ
2(L)]p ile gösterilir.

Teorem 5.1.6 0 < p < ∞ olsun. a = (akl) ve b = (bkl) negatif olmayan çift dizileri

için eğer

a
[V σ

2(L)
]p

∼ b

ise, bu durumda

a
Iσ
2(L)∼ b

dir.

İspat: 0 < p < ∞, ε > 0 ve

a
[V σ

2(L)
]p

∼ b

olsun. Bu durumda, her s, t ∈ N için

m,n∑
k,l=1,1

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣p ≥
m,n∑

k,l=1,1∣∣∣∣aσk(s),σl(t)
b
σk(s),σl(t)

−L

∣∣∣∣≥ε

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣

≥ εp
∣∣∣∣{1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ n :

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣ ≥ ε

}∣∣∣∣
≥ εpmax

s,t

∣∣∣∣{1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ n :

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣ ≥ ε

}∣∣∣∣
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ve her s, t = 1, 2.... için

1

mn

m,n∑
k,l=1,1

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣p ≥ εp
max
s,t

∣∣∣{1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ n :
∣∣∣aσk(s),σl(t)

b
σk(s),σl(t)

− L
∣∣∣ ≥ ε

}∣∣∣
mn

= εp
Smn

mn

elde edilir. Bu ise

lim
m→∞

Smn

mn
= 0

olmasını gerektirir ki ve böylece

a
Iσ
2(L)∼ b

elde edilir.

Teorem 5.1.7 a = (akl) ve b = (bkl) negatif olmayan çift dizileri için a, b ∈ Mu ve

0 < p < ∞ olsun. Eğer

a
Iσ
2(L)∼ b

ise, bu durumda

a
[V σ

2(L)
]p

∼ b

dir.

İspat: Kabul edelim ki a, b ∈ Mu ve a
Iσ
2(L)∼ b olsun. ε > 0 alalım. Kabulümüzden

V2(Aε) = 0

olduğu açıktır. a ve b nin sınırlılığından bir M > 0 vardır öyleki k, l = 1, 2, .... ve

s, t = 1, 2, .... için ∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣ ≤ M
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eşitsizliği sağlanır. Bu durumda her s, t ∈ N için

1

mn

m,n∑
k,l=1,1

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣p =
1

mn

m,n∑
k,l=1,1∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

b
σk(s),σl(t)

−L

∣∣∣∣≥ε

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣p

+
1

mn

m,n∑
k,l=1,1∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

b
σk(s),σl(t)

−L

∣∣∣∣<ε

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣p

≤ M
max
s,t

∣∣∣{1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ n :
∣∣∣aσk(s),σl(t)

b
σk(s),σl(t)

− L
∣∣∣ ≥ ε

}∣∣∣
mn

+εp

≤ M
Smn

mn
+ εp

elde edilir. Böylece s ve t ye göre düzgün olarak

lim
m,n→∞

1

mn

m,n∑
k,l=1,1

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣p = 0

olduğu anlaşılır ki bu da ispatı tamamlar.

Teorem 5.1.8 0 < p < ∞ için

Iσ
2(L) ∩Mu = [Vσ

2(L)]p ∩Mu

dir.

İspat: Bu teorem Teorem 5.1.6 ve Teorem 5.1.7 nin bir sonucudur.

Şimdi çift diziler için asimptotik Sσ
2 -denklik tanımı ve asimptotik Iσ

2 -denklik ile

asimptotik Sσ
2 -denklik arasındaki ilişkiyi inceleyen teorem ispatsız olarak verilecek-

tir.

Tanım 5.1.9 a = (akl) ve b = (bkl) negatif olmayan çift diziler için eğer her ε > 0

için s, t = 1, 2, ... ye göre düzgün olarak

lim
m,n→∞

1

mn

∣∣∣∣{k ≤ m, l ≤ n :

∣∣∣∣aσk(s),σl(t)

bσk(s),σl(t)

− L

∣∣∣∣ ≥ ε

}∣∣∣∣ = 0
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limiti mevcut ise, a ve b çift dizilerine L katlı asimptotik Sσ
2 -denktir denir. Bu

denklik

a
Sσ
2(L)∼ b

biçiminde gösterilir.

Eğer L = 1 ise, a = (akl) ve b = (bkl) çift dizilerine kısaca asimptotik Sσ
2 -denktir

denir.

Teorem 5.1.10 a = (akl) ve b = (bkl) çift dizileri L katlı asimptotik Iσ
2 -denktir

gerek ve yeter şart bu diziler L katlı asimptotik Sσ
2 -denktir.
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Nuray F, Savaş E, 1994, Invariant statistical convergence and A-invariant

statistical convergence, Indian Journal of Pure and Applied Mathematics,

25(3), 267–274.
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Pancaroğlu Akın N, Dündar E, Nuray F, 2019, Wisjman I-invariant convergence

of sequences of sets, Bulletion of Mathematical Analysis and Applications,

11(1), 1-9.

Patterson R. F, 2003, On asymptotically statistically equivalent sequences,

Demostratio Mathematica, 36(1), 149–153.
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İletişim (Tel/e-posta) : 05445695924 / hasanyenisari@gmail.com
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