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Bu tez caligmas alti1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tez caligmasinda ele alinan konunun tarihi geligimi anlatilmigtir.
Ikinci boliimde, tez cahgmasimda yararlamlacak olan bazi temel tanim ve kavramlar
verilmigtir. Uclincii boliimde, hem tek diziler ve hem de cift diziler icin asimp-
totik invaryant yakinsaklik ile invaryant denklik tipleri ve ozellikleri not edilmistir.
Dordiincti boliimde, kiime dizileri i¢in asimptotik Z-invaryant denklik ve Z*-invaryant
denklik kavramlar: tanitilarak bu kavramlarin bazi onemli 6zellikleri ve bu kavram-
lar arasindaki iligkileri inceleyen teoremler ispatlariyla verilmistir. Besinci boliimde,
c¢ift diziler i¢in asimptotik Zs-invaryant denklik ve p-kuvvetli Zo-invaryant denklik
kavramlar: tanitilarak bunlarin bazi onemli o6zellikleri ve bu kavramlar arasindaki

iligkiler teoremlerle agiklanmigtir.

Son boliim olan altinci boliimde ise, tez caligmasinda yararlanilan literatiirdeki kay-

naklar listelenmigtir.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

ASYMPTOTICALLY IDEAL INVARIANT
EQUAIVALENCE TYPES IN DOUBLE SEQUENCES
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Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Erding DUNDAR
This thesis study consists of six chapters.

In the first chapter, the historical development of the subject addressed in the thesis
has been explained. In the second chapter, some basic definitions and concepts that
will be used in the thesis are given. In the third chapter, asymptotic invariant con-
vergence and invariant equivalence types and properties are noted for both single
and double sequences. In the fourth chapter, the concepts of asymptotic Z-invariant
equivalence and Z*-invariant equivalence for set sequences are introduced and some
important properties of these concepts and the theorems that examine the relations
between these concepts are given with their proofs. In the fifth chapter, the con-
cepts of asymptotic Zy-invariant equivalence and p-strong Zs-invariant equivalence
for even sequences are introduced and some important properties of them and the

relationships between these concepts are explained with theorems.

In the sixth section, which is the last section, the sources in the literature used in

the thesis are listed.
2021, v + 37 pages
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI

Simgeler

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

(X,d) Metrik uzay

(an) Reel say1 dizisi

(@) cift indisli dizi

lim a,, a,, dizisinin limiti

a~b a = (a,) ve b = (by,) dizilerinin denkligi

loo Tim sinirh dizilerin uzayi

{Ci} Kiime dizisi

| Al A kiimesinin eleman sayisi

I(K) K kiimesinin dogal yogunlugu

st — lima, (a,) dizisinin istatistiksel limiti

Vs] Tim kuvvetli invaryant yakimsak dizilerin kiimesi
Valp p-kuvvetli invaryant yakinsak dizilerin kiimesi

(a,) dizisinin invaryant istatistiksel limiti

N nin kuvvet kiimesi
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1. GIRIS

Matematik anabilim dalinda uzaklik kavrami yardimiyla tanimlanan yakinsaklik ve
limit kavramlar1 analiz ve fonksiyonlar teorisi bilim dali toplanabilme teorisinin
temel kavramlarindandir. Dogal sayilar kiimesi olan N nin altkiimelerinin dogal
yogunluguyla tanimlanan Fast (1951) ve Steinhaus (1951) un birbirlerinden bagimsiz
olarak tanimladigr yakinsaklik kavraminin bir genellegtirmesi olan istatistiksel yakin-
saklik kavrami ise bu bilim dalindaki toplanabilme teorisinin énemli konularindan
biridir. Istatistiksel yakmsakhk kavrammin tanimlanmasindan sonra bu kavram ve
bir ¢ok 6zelligi iizerine Fridy (1985) basta olmak {izere bir¢ok bilim insani tarafindan

onemli caligmalar yapilmigtir.

Yakin gegmigte Kostyrko vd. (2000) tarafindan dogal sayilar kiimesi N nin altkiimele-
rinin bir sinifi olan ideal kavrami yardimiyla istatistiksel yakinsakligin bir genellegtir-
mesi olarak tanimlanan Z-yakinsaklik kavrami toplanabilme teorisine bir yenilik
getirmigtir. Bu kavram ve bazi ozellikleri {izerine Kostyrko vd. (2005), Kumar
(2007) ve Diindar (2010) gibi aragtirmacilar ¢alismalar yapmiglardir. Ayrica, Das

vd. (2008) ¢ift dizilerde Zo-yakimsaklik ve Z;-yakinsaklik kavramlarimi tanitnmglardir.

Kiime dizilerinde yakinsaklik kavramu ile ilgili ¢aligmalar basta Beer (1985,1994)
ve Wijsman (1964) olmak iizere birgok aragtirmaci tarafindan yapilmigtir. Nuray
ve Rhoades (2012) tarafindan yapilan bir ¢aligmada kiime dizileri i¢in Wijsman
istatistiksel yakinsaklik, Kuratowski istatistiksel yakinsaklik ve Hausdoff istatis-
tiksel yakinsaklik kavramlari tanimlanmig ve bu kavramlar arasindaki iligkilerden

bahsedilmigtir.

Invaryant kavrami ve bu kavramm baz ozellikleri son yillarda bir ¢ok arastirmac
tarafindan incelenmigtir. Raimi (1963) toplanabilme teorisinde invaryant ortalama,
invaryant yakinsaklik ve invaryant matris metodlarim tamitmigtir. Schafer (1972),
Mursaleen (1979,1983), Savas (1989, 1989), Nuray ve Savag (1994), Mursaleen ve
Edely (2009), Ulusu (2018), Ulusu vd. (2018), Pancaroglu Akin vd. (2019) ve daha

bir¢ok aragtirmaci ¢aligmalar yapmigtir.



Marouf (1993) asimptotik denklik kavrami ile asimptotik regiiler matrisler igin bazi
temel kavramlar ve bu kavramlarin bazi onemli 6zelliklerini vermistir. Son yillarda
Patterson (2003), Patterson ve Savag (2006), Ulusu ve Nuray (2013), Kisi ve Nuray
(2013), Savag (2013), Yamanc1 ve Giirdal (2015) ve Hazarika (2015) gibi bir¢ok
aragtirmaci asimptotik denklik kavrami ile ilgili 6nemli caligmalar yapmiglardir.
Asimptotik istatistiksel denklik ile ilgili kavramlar Patterson (2003) tarafindan tanim-
lanmigtir. Daha sonra asimptotik lacunary istatistiksel denklik kavrami ve ozellikleri

Patterson ve Savag (2006) tarafindan tanitilmigtir.

Bu tez ¢aligmasinin ikinci ve tliglincii boliimlerinde, dizi uzaylari ve toplanabilme

alaninda onemli olan bazi temel kavramlar ve tanimlar verilmigtir.

Bu tez ¢aligmasimin dérdiincii boliimiinde, Ulusu ve Giille (2019) tarafindan tek in-
disli kiime dizileri i¢in verilen tanim ve teoremler ispatlariyla birlikte not edilmistir.
Wijsman asimptotik Z-invaryant denklik tanimi verilerek, Wijsman asimptotik in-
varyant denklik ile iligkisi incelenmig, Wijsman asimptotik kuvvetli p-invaryant denk-
lik tanimi verilip, Wijsman asimptotik Z-invaryant denklik ile iligkisini inceleyen teo-
remler ispatlariyla verilmistir. Daha sonra Wijsman asimptotik Z-invaryant denklik
ile Wijsman asimptotik istatistiksel invaryant denklik arasindaki ¢ift tarafli gerek-
tirme ve Wijsman asimptotik Z*-invaryant denklik tanimi verilip, Wijsman asimp-

totik Z-invaryant denklik ile ¢ift tarafli gerektirme iligkisi not edilmistir.

Bu tez galigmasinin beginci boliimiinde, ¢ift indisli diziler igin Diindar vd. (2020)
tarafindan verilen tanim ve teoremler ispatlariyla birlikte not edilmigtir. Asimptotik
invaryant denklik ve asimptotik Z§-denklik tanimlar1 verilerek, aralarindaki iligki
incelenmisg, kuvvetli asimptotik invaryant denklik ve p-kuvvetli asimptotik invaryant
denklik tanimlar1 tanitilip, p-kuvvetli asimptotik invaryant denklik ile asimptotik Z¢-
denklik arasindaki ¢ift tarafli gerektirme iligkisi verilmigtir. Son olarak asimptotik

S9-denklik ile asimptotik Z7-denklik arasindaki iligki incelenmistir.

Son bolim olan altinct boliimde ise, caligma siiresince yararlanilan literatiirdeki

kaynaklar listelenmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolumde, tez caligmasinin daha anlagihir olmasi i¢in gerekli olan bazi temel
kavramlar ve tammlar verilecektir. Ilk olarak metrik uzay, dizi, dizinin yakimsakhgi,
asimptotik denklik, kiime dizilerinin yakinsakligi gibi temel kavramlardan bahsedile-

cektir.

2.1. Temel Kavramlar ve Tanimlar

Tanim 2.1.1 V bogtan farkl bir kiime ve
d:VxV =R

bir fonksiyon olsun. Bu durumda, her a,b,c € V igin
(M1) d(a,a) =0,
(M2) d(a,b) = d(b,a),
(M3) d(a,c) < d(a,b) + d(b,c)
sartlar saglanirsa, d fonksiyonuna V' tizerinde yart metrik fonksiyonu ve (V,d) ikil-
isine de yary metrik uzay denir.
(M1) d(a,a) = 0 sart1 yerine
(M1)" d(a,b) =0<a=10
sartin1 alirsak, d fonksiyonuna metrik fonksiyonu ve (V,d) ikilisine bir metrik uzay

denir (Maddox 1970).

Bu tez caligmasinda, R reel uzay tizerinde
d(a,b) = |a —b|

bi¢iminde tanimlanan mutlak deger metrigi gozoniine alinacaktir. Burada R yerine

C kompleks sayilarin cismi de alinabilir.

Tanim 2.1.2 Tanim kiimesi dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Eger
dizinin deger kiimesi reel sayilar kiimesi (R) ise, diziye reel terimli dizi veya reel
sayr dizisi ya da reel dizi denir. Yani reel terimli dizi A : N — R biciminde bir

fonksiyondur (Bale1 2016).



Genel terimi a,, olan dizi (a,) = (a1, as, ..., Gy, ...) biciminde gosterilir.

Tanim 2.1.3 (a,) bir reel terimli dizi ve a € R olsun. Eger her € > 0 igin n > ko
oldugunda

la, —al < e

olacak sekilde € a bagh bir kg = ko(e) € N sayis1 varsa, (a,) dizisi a ya yakinsaktr
denir ve

lima, = a veya a, — a

bigiminde gosterilir (Balci 2016).
Tanim 2.1.4 Negatif olmayan a = (a,) ve b = (b,,) dizileri i¢in eger

a
lim — =1
17?1571

limiti mevcut ise, bu durumda a ve b dizilerine asimptotik denk diziler denir ve a ~ b

ile gosterilir (Marouf 1993).

Tanim 2.1.5 (V,d) bir metrik uzay olsun. Herhangi v € V' noktast ve V nin bog

olmayan bir C' alt kiimesi i¢in v ile C' arasindaki uzaklik

p(v,C) = inf d(v, )

olarak tanimlanir (Nuray ve Rhoades 2012).

Bu ¢alisma boyunca (V,d) bir metrik uzay ve C, C;, D; V nin bog olmayan kapali

alt kumleri olarak alinacaktur.
Tanim 2.1.6 Eger her bir v € V i¢gin

lim p(v, C;) = p(v, C)

1—>00
limiti mevcut ise, {C;} dizisi C' ye Wijsman yakinsaktir denir (Nuray ve Rhoades

2012).



2.2.  Cift Dizi

Bu kisimda, cift dizi, cift dizinin alt dizisi, ¢ift dizi uzaylar ile ¢ift dizilerdeki

yakinsaklik kavramlar1 verilecektir.
Tanim 2.2.1 V bog olmayan herhangi bir kiime olmak fizere,
h:NxN-—=V, (mn)— h(m,n) = amm

seklinde tanimlanan h fonksiyonuna ¢ift indisli dizi denir. Bundan sonraki kisimlarda
¢ift indisli dizi yerine kisaca cift dizi veya sadece dizi ifadesi kullanilacaktir. Her-

hangi bir a = (@) ¢ift dizisinin a,,, elemanlarini,

Gpo Qo1 Qo2 ... Qon
aijp aix a2 ... Qin
agp A21 Q22 ... Q2n
Amo  Am1  Am2 Amn

sekline bir tablo olarak diisiinebiliriz. €2 ile kompleks veya reel tamiml biitiin ¢ift

dizilerin kiimesini gosterecegiz. Buna gore;
Q ={a= (amn) : Ym,n € N i¢gin a,,, € C}

olup, bu kiime her 5 € C ve a,b € Q i¢in, a + b = (amn + bimn) ve fa = (Bamn)

iglemleri altinda lineer uzaydir (Altay 2002).

m,n>0
stmarhder denir. Bitiin sinirh ¢ift dizilerin kiimesi

M, = { = (tmn) €2+ [lalloo = SUP Jan| < OO}

m,neN

seklinde olup, bu uzay || - || normu ile bir Banach uzay1 tegkil eder (Altay 2002).

Tanim 2.2.3 a = (ay,) bir ¢ift dizi ve [ € C olsun. Her ¢ > 0 i¢in m,n > kg

oldugunda, |a,,, — [| < € olacak sekilde bir ky = ko(e) dogal sayis1 bulunabiliyorsa,



a = (@) dizisi [ sayisina Pringsheim anlaminda yakinsak ve | degerine de a dizisinin
Pringsheim limiti denir. Pringsheim anlaminda yakinsak bir ¢ = (a,,) dizisine
kisaca P-yakinsak dizi diyecegiz ve limitini de P — lima,,, = [ ile gosterecegiz

(Altay 2002).
Tanim 2.2.4
h:NxN-—V, (m,n)— h(m,n) = amn,
dizisi verilmig olsun.
i:N—N, m—i(m)=1i, ve j:N—N, n— jn)=j,

artan fonksiyonlar (diziler) olmak iizere,

g:NxN-—NxN, (m,n)— g(m,n) = (im,Jn)
seklinde tanimlayalim. Bu durumda,

hog:NxN-—V, (m,n) — hog(m,n)=a,,;,
bilegke fonksiyonuna (a,,,) dizisinin bir alt dizisi denir (Altay 2002).

2.3. Istatistiksel ve Ideal Yakinsaklik

Bu kisimda, oncelikle dogal yogunluk, istatistiksel yakinsaklik kavramlari ile istatis-
tiksel yakinsakligin genellestirmesi olan ideal yakinsaklik ve bazi ¢énemli ozellikleri

verilecektir.

Tanim 2.3.1 P CNve P, ={i € P:i <mn} olsun. Bu durumda P kiimesinin

dogal yogunlugu,

P, 1
I(P) = lim| n| = lim —

n—oo N n—oon

{i <n:1€eP }’
bigiminde tanimlanir (Freedman ve Sember 1981).

Burada |P,| ifadesi, P, kiimesinin eleman sayisini gostermektedir.



Tanim 2.3.2 (ay) bir reel terimli dizi ve L € R olsun. Eger her € > 0 i¢in
{keN:|a,— L| >¢}
kiimesinin dogal yogunlugu sifir, yani her ¢ > 0 igin

liml’{krgn:|ak—L| ZE}‘ =0

n—oon
ise, (ay) dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st — lima, = L bigiminde

gosterilir (Fridy 1985).

Yakinsak her dizi ayn1 zamanda istatistiksel yakinsaktir. Fakat bunun tersi daima

dogru degildir. Bu durum asagida verilen 6rnekle agiklanabilir:

Genel terimi

3, k=n® (neN)
ap —
0 , diger durumlarda

olan

(ax) = (3,0,0,0,0,0,0,3,0,0,0, ...)

dizisi alimdiginda; her ¢ > 0 i¢in P. = {k € N : |ar — 0] > ¢} kiimesinin dogal
yogunlugu sifir oldugundan, st — lima; = 0 dir. Yani bu dizi istatistiksel yakinsak

oldugu halde yakinsak degildir.

Tamm 2.3.3 Bir Z C 2" ailesi icin eger
i. 0eZ,
ii. Her P Re€Zicin PUR € Z,
iii. Hr PeZve RC Pigcin ReZ
sartlar1 saglaniyorsa, Z smifina N de bir ideal denir (Kostyrko vd. 2000).

Eger N € T ise, T ya bir gercek ideal denir. Ayrica, Z bir gercek ideal olmak iizere
her n € N igin {n} € Z sart1 saglamyorsa, Z idealine uygun ideal denir (Kostyrko
vd. 2000).

Bu tez caligmasi boyunca aksi belirtilmedikce Z C 2V ideali bir uygun ideal olarak

ele alinacaktir.



Tanim 2.3.4 X # () olsun. () # F C 2% smufi
)0 F
ii) PRe Fise PNReF
ili) Pe Fve PC Ricin Re F
sartlarin saglarsa, F ye X tizerinde bir stuzgectir (filtre), denir (Kostyrko vd. 2000).

Z, X iizerinde bir gercek ideal ise,
FIO)={MCX:3A€Z,M = X\A}

smifi X {izerinde bir siizgeg olup, F(Z) siizgecine Z idealine karsilik gelen siizgeg

denir (Kostyrko vd. 2000).
Tanmim 2.3.5 (a,) bir reel terimli dizi ve L € R olsun. Eger her ¢ > 0 igin
Ale)={neN:|a,—L| >c} el

sart1 saglaniyorsa, bu durumda (a,,) dizisi L ye Z-yakinsaktir denir ve Z—lima,, = L

bigiminde gosterilir (Kostyrko vd. 2000).

Agik olarak eger Z = Zs olarak alinirsa, Zs, N de bir uygun idealdir ve bu durumda
T-yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik kavrami cakigir.

Tanmmm 2.3.6 Z C 2V bir uygun ideal olsun. Z idealine ait karsihkli ayrik ve
sayllabilir her {P, },en kiimeler ailesi igin, P,AR,, (n € N) sonlu kiime ve

R:GRneI

n=1

sartlarim saglayan sayilabilir {R,, },eny kiimeler ailesi varsa, Z ideali (AP) sartini

saglar denir (Kostyrko vd. 2000).

Simdi, ¢ift dizilerde ideal yakinsaklik ile ilgili temel kavramlar ve tanimlar verilecek-
tir. Cift dizilerde ¢alhisacagl icin, N tizerindeki Z ideali ile karigtirilmamasi amaciyla

N x N iizerindeki bir ideal Z, ile gosterilecektir.

Tanim 2.3.7 Z,, N x N {izerinde bir gercek ideal olsun. Eger her bir £,/ € N icin
{k,l} € I, oluyorsa, T, idealine bir uygun ideal, {k} x N € Z, ve N x {k} € I,
oluyorsa, Z, idealine bir kuvvetli uygun ideal denir. Bir kuvvetli uygun ideal ayni

zamanda bir uygun idealdir (Das vd. 2008).
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Bu tez galigmasi boyunca Z, ideali N x N iizerinde bir kuvvetli uygun ideal olarak

ele almacaktir.
N x N tizerinde

9 ={AeNxN: (3m(A) e N)(k,l >m(A) = (k,1) ¢ A)}
ideali bir kuvvetli uygun idealdir.

Bir Z, idealinin kuvvetli uygun ideal olmas: igin gerek ve yeter sart Z) C Z, kap-

samasinin gegerli bulunmasidir (Das vd. 2008).

Tanim 2.3.8 (V,d) bir metrik uzay ve a = (a,n,), X uzayinda bir ¢ift dizi olsun.

Eger her € > 0 icin
A(e) ={(m,n) e Nx N : d(amn, L) >c} €1y
onermesi saglaniyorsa a = (a,,,) ¢ift dizisi L € X noktasina Z,-yakinsaktir denir ve
Iy — lim a,,, =L
m,n—o0

ile gosterilir. Eger Z, ideali Z9 alinirsa, agik olarak ideal yakisaklik Pringsheim

anlaminda yakinsaklik ile cakigir (Das vd. 2008).



3. INVARYANT YAKISAKLIK ve INVARYANT DENKLIK TIPLERI

Bu kisimda, oncelikle tek indisli dizilerde invaryant limit, invaryant yakinsaklik ve

asimptotik invaryant denklik tanimlari ile bazi ozellikleri verilecektir.

3.1. Tek Dizilerde invaryant Yakinsaklik ve invaryant Denklik Tipleri

Tanim 3.1.1 L, /., sinirh diziler uzayi tizerinde taniml lineer bir fonksiyonel olsun.
Eger L lineer fonksiyoneli agagidaki ¢zelliklere sahip ise bir Banach limiti adin alir.
(i)n=1,2,... i¢in a,, > 0= L(a,) >0,
(ii) L(e) =1, e = (1,1,...),
(iil) L(T,,) = L(ay).

Burada T operatorii (7,,) = a,41 seklinde tanimlanmig olan kaydirma operatoriudiir

(Lorentz 1948).

Tanim 3.1.2 (invaryant Limit) o : N — N déniigiimii her m, n pozitif tamsayilar

icin 0™ (n) # n olacak gekilde birebir bir doniigiim olsun. Siirekli bir
Ol — R

lineer fonksiyoneline agagidaki ozellikleri saglamasi halinde invaryant limit veya o-
limat denir.

(i) n=1,2,... i¢in (a,) > 0= ¢(a,) >0,

(ii) p(e) =1, e=(1,1,...),

(iii) Her (an) € loo i¢in ¢(as(m)) = d(an).

Ozel olarak o(n) = n + 1 olmas: halinde, ¢ bir Banach limiti olur (Schaefer 1972).

Tanim 3.1.3 1nvaryant limitleri esit olan simirhh diziye invaryant yakinsak veya

o-yakinsak dizi denir. o-yakinsak dizilerin kiimesi V, ile gosterilir (Schaefer 1972).

Invaryant yakimsakhgim baska bir tanimi agagidaki gibi verilir.

Tanim 3.1.4 a = (a;) dizisi igin m ye gore diizgiin olarak

1
lim — Z Agk(my = L

n—oo N
k=1

10



olacak gekilde bir L sayisi varsa, a = (aj) dizisi L sayisina invaryant yakimsaktir

denir (Schaefer 1972).

Tanim 3.1.5 a = (a;) dizisi igin m ye gore diizgiin olarak

1 n
lim — Z |Goh(my — L] =0
k=1

n—oo M
olacak gekilde bir L sayist varsa, a = (aj) dizisi L sayisima kuvvetli invaryant

yakinsaktir denir (Mursaleen 1983).

Tanim 3.1.6 a = (a;) bir dizi ve 0 < p < oo olsun. Eger m ye gore diizgiin olarak

n

olacak gekilde bir L sayis1 varsa, a = (ai) dizisi L sayisma kuvvetli p-invaryant

yakinsaktir denir (Mursaleen ve Edely 2009).
Tanim 3.1.7 K C N olmak tizere
s = min |K N {o(n),c?(n),...,c%(n)}|

ve

Sy = max K N {a(n),c*n),..,a"n)}

olsun. Eger

V(K) = lim 25 ve V(K) = lim 2

- k—o0 k—o0

limitleri mevcut ise, bu limitlere sirasiyla K kiimesinin alt o-diizgiin yogunlugu ve

iist o-diizglin yogunlugu denir.
Eger
V(K) = V(K)
esitligi mevcut ise, bu durumda
V(K) = V(K) = V(K)

olup, K kiimesinin o-diizgiin yogunlugu olarak adlandirilir.

V(K) = 0 sartimu saglayan tiim K C N kiimelerinin smifi Z, ile gosterilir (Nuray
vd. 2011).
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Tanim 3.1.8 Her § > 0 igin
Bs={n:la, —L| > B} €1,

yani, V(Bg) = 0 ise, a = (a,,) dizisi L ye Z,-yakmsaktir denir ve Z, —lima,, = L ile
gosterilir (Nuray vd. 2011).

Simdi tek indisli kiime dizileri i¢in invaryant yakinsaklik ve invaryant denklik tipleri

not edilecektir.

Tanim 3.1.9 Eger her bir v € V igin m ye gore diizgiin olarak
li Ly C,i = C
Jim — ;p(% vim) = p(v,C)

limiti mevcut ise, {C;} dizisi C' ye Wijsman invaryant yakinsaktir denir (Pancaroglu

ve Nuray 2013).

Tanim 3.1.10 0 < p < oo alalim. Eger her bir v € V igin m ye gore diizgiin olarak

1
lim — Z ’p(U, Czﬂ(m)) - p(U, C)l =0
i=1

n—o0o N, <

limiti meveut ise, {C;} dizisi C' ye Wijsman kuvvetli invaryant yakimsaktir denir

(Pancaroglu ve Nuray 2013).
Tanim 3.1.11 Eger her 5 > 0 ve her bir v € V i¢in m ye gore diizgiin olarak

.1,
lim — ‘{z <n:|p(v,Cpripm) — plv,C)| > 5}| -0,

n—oo M

limiti mevcut ise, bir {C;} dizisi C' ye Wijsman invaryant istatistiksel yakimsaktir

denir (Pancaroglu ve Nuray 2013).
Tanim 3.1.12 Her bir v € V igin
p(U,CZ-) >0 ve p(vaDz) >0

olacak sekilde bogtan farkli kapali C;, D; C X alt kiimelerini alalim. Eger her bir

v eV icin
p(/Uv Cl)
i—00 p(v, Dl)

=1

12



limiti mevcut ise, {C;} ve {D;} dizilerine Wijsman asimptotik denk diziler denir ve
C; ~ D;
ile gosterilir (Ulusu ve Nuray 2013).

Tanim 3.1.13 p(v; C;, D;) terimi agagidaki gibi tamimlansin.

p(U,Cz,DZ) = p(vaDl)
L, V€ Cl U D;.

(Ulusu ve Giille 2019).

Tanim 3.1.14 Eger her bir v € V i¢in m ye gore diizgiin olarak
li Ly : Coi(m)s Dyi =L
Yim 3 p(0; Cot Do) =

limiti mevcut ise, bu durumda {C;} ve {D;} dizilerine L katli Wijsman asimptotik
invaryant denk diziler denir ve

CZ‘ ~ Dz

ile gosterilir (Pancaroglu vd. 2013).

Tanim 3.1.15 Her g > 0 ve her v € V i¢in m ye gore diizgiin olarak

N
lim — |{i <1 |p(v; Coigmy, Doi(my) — LI = B} =0

n—oo N

limiti mevcut ise, bu durumda {C;} ve {D;} dizilerine L katlh Wijsman asimptotik

invaryant istatistiksel denk diziler denir ve
wsk
Ci ~7 Dz

bigiminde gosterilir (Pancaroglu vd. 2013).

3.2. (ift Dizilerde invaryant Yakinsaklik ve invaryant Denklik Tipleri

Bu kisimda ¢ift indisli dizilerde invaryant limit, invaryant yakinsaklik ve asimptotik

invaryant denklik tanimlari ile baz1 ozellikleri verilecektir.
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Tanim 3.2.1 K C N x N ve

smn = min [K N {(0(k), o(7)), (0% (k),0%(5)), -, (0™ (k), 0™ (7))}

Sin = max |[K N {(o(k), o (7)), (*(k), *(j)), ., (™ (k), 0" (5))}]
olsun. Eger

Vy(K) = lim 5™ ve V(K) = lim 2m

- m,n—oo0 MMM m,n—oo Mn

limitleri mevcut ise, bu limitlere K kiimesinin sirasiyla bir alt ve st o-dizgun

yogunlugu denir. Eger Va(K)=V3(K) esitligi varsa, bu durumda

ifadesine K kiimesinin o-dizgin yogunlugu denir.

Vo(K) = 0 esitligini saglayan tiim K C N x N kiimelerinin simifi Z3 ile gosterilir
(Tortop ve Diindar 2018).

Tanim 3.2.2 Eger her ¢ > 0 icin
K(e) ={(m,n) e NxN: |ay, — L| >} € 17,
yani
Va(K(e)) =0
oluyorsa, bu durumda a = (an,) ¢ift dizisi L ye Zy-invaryant yakinsak veya I -

yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik

79 — lm  an,, = L veya ay, — L(ZJ)

m,n— 00

bi¢iminde gosterilir.
Biitiin Z,-invaryant yakinsak ¢ift dizilerin kiimesi J9 ile gosterilir (Diindar vd. 2018).

Tanim 3.2.3 Eger s,t ye gore diizgiin olarak

m,n

hHl e E ‘agk(s)p]’(t) — L| = 0
m,n—o00 MM
k,j=1,1
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limiti mevcut ise, bu durumda a = (ay;) ¢ift dizisi L ye kuvvetli invaryant yakinsaktur
denir ve

a; — L([V;])

bigiminde gosterilir (Diindar vd. 2018).

Tanim 3.2.4 0 < p < oo olmak fizere, eger s,t ye gore diizgiin olarak

1 m,n
; , P _
lim — g @k (s),0i() — LIF =0,
m.n—o00 MN,
kj=1,1

limiti mevcut ise, bu durumda a = (ay;) cift dizisi L ye p-kuvvetli invaryant yakinsaktur
denir ve

ar; = L([V7]y)
bi¢iminde gosterilir.

Tiim p-kuvvetli invaryant yakimsak ¢ift dizilerin kiimesi [V2], ile gosterilir (Diindar

vd. 2018).

Tanim 3.2.5 a = (ay) ve b = (by) negatif olmayan ¢ift dizileri igin eger

P—lim 2 — 1

k,l bkl
limiti mevcut ise, bu dizilere P-asimptotik denk diziler denir ve
a~"b

ile gosterilir (Hazarika ve Kumar 2013).

Tanmim 3.2.6 a = (ag) ve b = (by) negatif olmayan ¢ift dizi olsun. Eger her ¢ > 0

icin
1
P —lim — {kgm,lgn: G, H — 0
m,n Mn bkl
sart1 saglaniyorsa, bu dizilere L kath asimptotik istatistiksel denk diziler denir ve
a~°"b
ile gosterilir.
Eger L = 1 egitligi varsa, bu durumda a = (ay) ve b = (by) dizilerine kisaca

asimptotik istatistiksel denk diziler denir (Hazarika ve Kumar 2013).
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Tanim 3.2.7 a = (ay) ve b = (by) negatif olmayan ¢ift dizi olsun. Eger her £ > 0
icin
ki

__L‘>€}€IQ
b

sart1 saglaniyorsa bu dizilere L katly asimptotik Iy-denk diziler denir ve

{wneNxN:

L
a~2p

ile gosterilir.

Eger L = 1 egitligi varsa, bu durumda a = (ay) ve b = (by) dizilerine kisaca

asimptotik Iy-denk diziler denir (Ulusu ve Diindar 2018).
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4. KUME DIZILERININ ASIMPTOTIK Z,-DENKLIGI

Bu béliimde, Ulusu ve Giille (2019) tarafindan yapilan makalede tek indisli kiime
dizileri i¢in verilen tanim, teorem ve lemmalar1 ispatlariyla birlikte not edecegiz. Bu
baglamda, oncelikle Wijsman asimptotik Z-invaryant denklik tanimi verilerek, Wijs-
man asimptotik invaryant denklik ile iligkisi incelenecektir. Sonra Wijsman asimp-
totik kuvvetli p-invaryant denklik tanimi verilip, Wijsman asimptotik Z-invaryant
denklik ile iligkisini inceleyen teoremler ispatlariyla verilecektir. Daha sonra Wijs-
man asimptotik Z-invaryant denklik ile Wijsman asimptotik istatistiksel invaryant
denklik arasindaki c¢ift tarafli gerektirme verilecektir. Son olarak, Wijsman asimp-
totik Z*-invaryant denklik tanimi verilip, Wijsman asimptotik Z-invaryant denklik

ile ¢ift tarafli gerektirme iligkisi not edilecektir.

4.1. Kiime Dizilerinde Asimptotik Ideal invaryant Denklik ve Ozellikleri

Caligma boyunca (V,d) bir metrik uzay ve C, C;, D;, V nin bogtan farkh kapal alt
kiimeleri olarak alinacaktir. Ayrica, p(v,C), p(v,C;) ve p(v; Cy, D;) yerine kisaca
sirastyla p,(C), p,(C;) ve p,(Cy, D;) alinacaktir.

Tanmim 4.1.1 {C;} ve {D;} dizilerini alalim. Eger her v > 0 ve her bir v € V igin
BY, ={i:|p,(Ci, D;) — L| > v}

kiimesi Z,, ya ait yani,

V(B,) =0

ise, bu durumda {C;} ve {D;} dizilerine L kath Wijsman asimptotik Z-invaryant

denk veya Wijsman asimptotik Z,-denktir denir. Bu durum
Ci o D;
bi¢iminde gosterilir.

Eger L = 1 ise, {C;} ve {D;} dizilerine kisaca Wijsman asimptotik Z-invaryant

denktir denir.
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Tim Wijsman asimptotik Z,-denk dizilerin kiimesi WII; ile gosterilir.

Teorem 4.1.2 {C;} ve {D,} dizileri igin

olsun. Eger
ise bu durumda

dir.
Ispat: Keyfi m,n € N olsun ve v > 0 verilsin. Simdi
1 m
Tv(m, n) = E Z pv(Caz‘(n), Do-z(n)) — L
i=1

alinsin. Bu durumda, her bir v € V' i¢in

m

T} (m,n) = % Z |po(Cinys Doi(ny) — L
Ipv(Caiw)E:i(n))—LIZ’r
ve
T?(m,n) = % Z 196(Coi(ny, Dyiny) — L

i=1
|ov (Cai(n)»DJi(n))_L|<’Y

olmak tlizere

Tv(ma n) S Tvl (ma n) + Tv2(m7 TL)

elde edilir. Her bir v € V' ve her n = 1,2, ... i¢in

T?(m,n) <7y

(%

oldugu aciktir. Ayrica
pu(Ci) = O(py(Ds))
oldugundan, bir R > 0 vardir oyleki her bir v € V icin
|pv(Cai(n)7 Dal(n)) — L‘ < R, (Z = 1, 27 ey = ]., 2, )
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olur. Buradan

R .
T)(m,n) < EHl <0 <m e py(Coinys Doigny) — L| > 7}

max |1 <7 < m: [py(Coi(ny, Doign)) — L] > 7]

IN

R

m

Sm
= R—
m

olup, boylece hipotezimizden dolay1

wvEk

elde edilir.

Tanim 4.1.3 0 < p < oo alalim. Her bir v € V igin n ye gore diizgiin olarak
Jim iim (Covcms Do) — L7 = 0
00 - v\VYoi(n)r Hoi(n)
saglaniyorsa {C;} ve { D;} dizilerine L kath Wijsman asimptotik kuvvetli p-invaryant

denktir denir. Bu durumda

[WﬁL Ip

& D;

yazilir.

Eger L = 1 ise, {C;} ve {D;} dizilerine kisaca Wijsman asimptotik kuvvetli p-

invaryant denktir denir.
Teorem 4.1.4 {C;} ve {D;} dizileri igin eger

[WgL Ip

Ci D;

ise, bu durumda

olur.
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Ispat: {C;} ve {D;} dizileri i¢in

[WgL Ip

Ci D;

olsun ve v > 0 verilsin. Her bir v € V i¢in

Z |pv(Cai(n)7 Dai(n)) - L|p > Z |p”(CUi(n)7 D‘Ti(”)) B L‘P
=1 i=1
> 7p|{1 <it<m: |pv(Cai(n)7Doi(n)) - Ll > ’7}|

> meS“XHl < i <m: ‘pv(oai(n)aDai(n)> - L| > 7}|

yazibilir ve boylece tiim n ler igin

1 m
—_ vCoﬂ'n7Dain — L|P Z P
m;V)( (n)s Doi(n)) — L] ¥

m
— P Sm
- ,y )
m
elde edilir. Bu ise
lim == =0
m—oo M,
olmasini saglar ve sonug olarak
Wi,
Cz' — Dz

elde edilir.

Teorem 4.1.5 {C;} ve {D;} dizileri igin

olsun. Eger

ise, bu durumda

olur.
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Ispat: {C;} ve {D;} dizileri i¢in

olsun. Bu durumda, kabuliimiizden
V(B;,) =0

771}

oldugu agiktir. Ayrica
po(Ci) = O(py(Di))

oldugundan bir R > 0 vardir oyleki her bir v € V' icin
’pv<CUi(n), Dgi(n)) - L‘ § R, (Z = 1, 2, = 1, 2, )

elde edilir. Bu durumda, her bir v € V' ve tiim n ler igin

1 & 1 &
— 2 1PulCotnys Do) = LI = > 1o Coituy, Doigny) = LI”
=1 =1

1 m
+E Z |pU(Cai(n), Dgi(n)) — L|p
=1

max [1 < i < m : |p.(Coitny, Doi(ny) — L] > 7]

IN

R

m
+~P

Sm
< R—+7”
m

elde edilir. Boylece her bir v € V igin
lim lf]p (Coroms Doviay) — LI = 0
00 T - v\“oi(n)) Hot(n)

olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5 1 birlikte diigiiniiliirse agagidaki sonug veribilir:
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Sonuc 4.1.6 {C;} ve {D,} dizileri igin

olsun. Bu durumda,

wr
CZ' = D;
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
wvt
c; "5 p,

olmasidir.
Simdi W/ ile WSk arasimdaki iligkiyi veren teoremi ispatsiz verecegiz.

Teorem 4.1.7 {C;} ve {D;} dizileri igin

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

wSsEk

olmasidir.

Tanim 4.1.8 {C;} ve {D;} dizilerine L kath Wijsman asimptotik Z*-invaryant

denk veya Wijsman asimptotik Z7-denktir denir gerek ve yeter sart bir
M:{m1<m2<...<mi<...}6}"(Ia)
kiimesi vardir 6yleki her bir v € V igin

lim p,(Chys Diy) = L

1—00

olmasidir. Bu durum
L

bi¢iminde gosterilir.

Eger L = 1ise, {C;} ve {D;} dizilerine kisaca Wijsman asimptotik Z}-denktir denir.
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Teorem 4.1.9 {C;} ve {D,} dizileri i¢in eger

ise, bu durumda

dir.
Ispat: {C;} ve {D;} dizileri icin
L

Wk,

Ci - Dz

olsun. Bu durumda bir H € Z, kiimesi vardir 6yleki
M=N\H={m <my<..<m;<..}
ve her v € V i¢in
1 py(Criy D) = L (4.1)
dir. v > 0 verilsin. (4.1) esitliginden, bir ig € N vardir 6yleki her i > i igin
|6(Conis D) — L[ <y
saglanir. Boylece, her v > 0 ve her bir v € V igin

1 €EN:p(Chyy D) — L >~} C HU{my <mg < ... <my 4.2
1 1 0

oldugu agiktir. Z, uygun ideal oldugundan (4.2) nin sag tarafindaki kiime Z, aittir.

Buradan da
Wi
C; =¥ D

oldugu anlagilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Eger Z,,, (AP) ozelligine sahip ise, Teorem 4.1.9 in tersi de saglanir.

Teorem 4.1.10 Z, ideali (AP) ozelligine sahip olsun. {C;} ve {D;} dizileri i¢in

eger



ise, bu durumda

dir.
Ispat: Kabul edelim ki Z, ideali (AP) ozelligini saglasin ve
¢."% b,
olsun. Bu durumda, v > 0 ve her v € V igin
{i:lp(Ci, D) — L[ 2 7} € I,
olur. Simdi
X ={i:|po(Ci, D;) = L[ = 1}

ve her n > 2 igin (n € N)

1 1
Xn: ) — < vCi,Di —Ll<—
{iis <@y -11< 2}

alalim. Acik olarak her v € V' ve i # j i¢in
Xi N Xj — (Z)

dir. (AP) sartina gore bir {Y}, },en dizisi vardir dyleki sonlu j € N igin X;AY; sonlu

kiimelerdir ve
Y = (U Yj> €1,
i=1
dir. Ispat icin G = N\Y ve her v € V igin

lim p,(C;, D;) = L (4.3)

1—00

oldugunu gostermek yeterlidir. § > 0 alalim. < ¢ olacak gekilde n € N

n+
secelim. Boylece her v € V i¢in
n+1
{i:pu(Ci, D;) — L] = 6} C U X;
j=1

elde edilir. X; N X, (j = 1,2,...,n + 1) sonlu kiimeler oldugundan, ¢, € N vardir
oyleki
n+1 n+1
<UYj>ﬂ{i:i>i0}:(UXj)ﬂ{i:i>i0} (4.4)
j=1 j=1
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esitligi gegerlidir. Eger ¢ > iy ve i ¢ Y ise, bu durumda
n+1

e Uv

ve (4.4) geregince
n+1

zgéUXj

elde edilir. Boylece her bir v € V igin

1
po(Ci, Di) = L| < —— <0

n+1
ve boylece (4.3) saglanir. Sonug olarak
wk,
CZ‘ — Dl

elde edilir.
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5. CIFT DIZILERIN ASIMPTOTIK IDEAL INVARYANT DENKLIGI

Bu béliimde, Diindar vd. (2021) tarafindan yapilan makalede ¢ift indisli diziler
i¢in verilen tanim, teorem ve lemmalar1 ispatlariyla birlikte not edecegiz. Bu an-
lamda, oncelikle asimptotik invaryant denklik ve asimptotik Z§-denklik tanimlar
verilerek, bu iki kavram arasindaki iligki incelenecektir. Daha sonra kuvvetli asimp-
totik invaryant denklik ve p-kuvvetli asimptotik invaryant denklik tanimlari tanitilip,
p-kuvvetli asimptotik invaryant denklik ile asimptotik Zg-denklik arasindaki cift
tarafl gerektirme iligkisi verilecektir. Son olarak asimptotik S§-denklik tanimi veri-

lip, asimptotik Z§-denklik arasindaki iligki incelenecektir.

5.1. Cift Dizilerde Asimptotik Ideal invaryant Denklik ve Ozellikleri

Tanim 5.1.1 a = (ay;) ve b = (b)) negatif olmayan ¢ift dizilerini alalim. Eger s ve

t ye gore diizgiin olarak

1 o aO’ S),0
lim — 2O g
m,n—o0 1NN k=11 bgk(s)ﬁl(t)

limiti mevcut ise, a ve b ¢ift dizilerine L kath asimptotik invaryant denk veya asimp-
totik oy-denktir denir. Bu denklik
Vot
a ~

ile gosterilir.

Eger L = 1 ise, a = (ay) ve b = (by) ¢ift dizilerine kisaca asimptotik oo-denktir

denir.

Tanim 5.1.2 a = (ay) ve b = (by) negatif olmayan ¢ift dizilerini alalim. Eger her

e > 0 i¢in
AE:{(k;,l)eNxN: ?—L >€}€I§,
kl
yani,
%(As):()
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saglaniyorsa, a ve b ¢ift dizilerine L kath asimptotik Z§-denktir denir. Bu denklik

3w
a ~

ile gosterilir.

Eger L = 1 ise a = (ay) ve b = (by) cift dizilerine kisaca asimptotik Zg-denktir

denir.
Tum L kath asimptotik ZJ-denk dizilerin kiimesi Jg( L ile gosterilir.

Teorem 5.1.3 a = (ag) ve b = (by) ¢ift dizileri simurh olsun. Eger a ve b ift
dizileri L katli asimptotik Zg-denk diziler ise, bu durumda a ve b ¢ift dizileri L kath

oo-asimptotik denk dizilerdir.

Ispat: Keyfi m,n, s, t € N ve e > 0 alahm. Simdi

1SN Sl

u(m,n,s,t) =
mn k1.1 bak(s),al(t)

oldugunu gosterelim.

m,n

a/O' S),0
uM(m,n,s,t) = — Z W—L‘
ki—1,1 ok (s),0!(t)
Yok (9).0l®) _pls,
Pok(s).ol(ty |
ve
1 o CLO' S),0
u®(m,n,s,t) = — > W—L‘
k=11 ok (s),0!(t)

Yok ()0l

<€
bok(s),0l (1)

olmak tizere
u(m,n,s,t) < uB(m,n,st)+u?(m,n,s,t)
oldugu aciktir. Bu durumda, her s,¢ = 1,2, ... i¢in

u?(m,n,s,t) <e
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elde edilir. a = (ag) ve b = (bg) sinrh diziler oldugundan 6yle bir M > 0 vardir
oyleki k,l=1,2,... ve s,t =1,2,... igin

Aok (s) 0! (1)

_ L' <M
bok (s),01(2)

esitsizligi gecerlidir. Bu durumda, bu esitsizlik

M
U’(l)(m?n?Sat) S _
mn

{1§k§m,1§ [ <n:

aU S),0
E(s),0l () _L' > 5}

ot (s),01(t)

max‘{lgk:gm,lg [ <n:

s,t

ok(s)ol() _ L‘ > a}‘

bak (s),al(t)

IN

M

mn

Smn

= M ,
mn

olmasini gerektirir. Boylece, a ve b ¢ift dizileri L kath os-asimptotik denk dizilerdir.

Teorem 5.1.3 iin tersi saglanmaz. Ornegin a ve b ¢ift dizileri agagidaki gibi tammlansin:

2, k + [ bir ¢ift say1 ise

A =

0 , k + [ bir tek say1 ise .

bkl =1.

o(m) = m+1 ve o(n) = n+ 1 oldugunda bu diziler asimptotik oo-denk fakat
asimptotik ZJ-denk degildir.

Tanim 5.1.4 a = (ay) ve b = (b)) negatif olmayan ¢ift dizileri i¢in eger s ve ¢ ye

gore diizglin olarak

m,n
) 1
lim —
m,n—)oo mn
kl=1,1

Aok (s),0l(t)

_ L‘ —0
bok (s),01(1)

ise, a ve b ¢ift dizilerine L kath kuvvetli asimptotik invaryant denk veya kuvvetli
asimptotik oo-denktir denir. Bu denklik
a [Vg@] b

ile gosterilir.

Eger L =1 ise, a ve b ¢ift dizilerine kisaca kuvvetli asimptotik oo-denktir denir.
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Tanim 5.1.5 0 < p < oo olsun. a = (ay) ve b = (bg) negatif olmayan ¢ift dizileri
igin eger s ve t ye gore diizgiin olarak

m,n
) 1
lim —
m,n—o00 MMN
kl=1,1

Aok (s),0l(t)

p
_ L‘ —0
bot (s),01(t)

ise, a ve b ¢ift dizilerine L kath p-kuvvetli asimptotik invaryant denk veya p-kuvvetli

asimptotik oo-denktir denir. Bu denklik
[VQU(L)]I)
a ~Y
ile gosterilir.

Eger L =1 ise, a ve b ¢ift dizilerine kisaca p-kuvvetli asimptotik oo-denktir denir.

Tim L kath p-kuvvetli asimptotik oa-denk dizilerinin kiimesi [V5 )], ile gosterilir.
Teorem 5.1.6 0 < p < oo olsun. a = (ax) ve b = (by;) negatif olmayan ¢ift dizileri
i¢in eger

[VQGL ]P
a 7

ise, bu durumda

a Iéf(vL) b
dir.
ispat: 0<p<oo,e>0ve
[VQU(L)]P
a ~

olsun. Bu durumda, her s,t € N i¢in

~ | Qok(s),0l(t) B L'p > Z Aok (s),0l(t) L’
wiia | Dok (s).0t() = Dok (s) 0 1)

Yok ()0l
Pok(s).0l ()

>e

Aok (s),0! (1)

> gP {1§k§m,1§l§n: —L‘zg}’
Dok (s).01 (1
Uok(s),0(t)
> Pmax 1 <k<m, 1< [ <n:|—————=—L|>¢
ot box(s).01()
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ve her s,t =1,2.... i¢in

max){lgkgm,lg [<n: M—L}Ea})

1 m,n P b
Z Ugh(s)ol(t) L’ S ot ok (s),0L ()
mn k=11 bok(s),ol(t) mn
S,
mn
elde edilir. Bu ise
.S
lim /=0
m—oo MTMMN
olmasini gerektirir ki ve boylece
3 1)
a ~~v

elde edilir.

Teorem 5.1.7 a = (ag) ve b = (b)) negatif olmayan c¢ift dizileri i¢in a,b € M, ve
0 < p < oo olsun. Eger

L)
~Y

b

ise, bu durumda

[VQGL ]P
a 7

dir.

. s

Ispat: Kabul edelim ki a,b € M, ve a b olsun. £ > 0 alalim. Kabuliimiizden
V2(As) =0

oldugu aciktir. a ve b nin simirhhigindan bir M > 0 vardir oyleki k,[ = 1,2, .... ve

s,t=1,2,.... icin
ok (s),0l(t)

- L' <M
Dok (s),01(2)
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esitsizligi saglanir. Bu durumda her s,¢ € N i¢in

1N M_L’p _ % Aok (s),00(1) —L’p
mn = | boks) 0l(1) mn. = Dok (), (1)

Yok ()0l

>e
Pok(syolty |1

m,n D
Lt 3 Uk (s). 01 (1) L’
mn k1,1 bak(s),al(t)
Cok(e)elt) _pl o
Pk (s),ol(t)

max‘{lgkgm,lg [ <n:

k(s)ol(t) _ L‘ > EH

< bok ()01 (1)
B mn
+eP
Smn
< M + &P
mn
elde edilir. Boylece s ve t ye gore diizgiin olarak
TR o (VO EIUR
m,n—00 MMN, Dok (s ol
ki=1,11 0"(s).0'(?)

oldugu anlagilir ki bu da ispati tamamlar.
Teorem 5.1.8 0 < p < o igin
I5y N My = V3l N M,
dir.
ispat: Bu teorem Teorem 5.1.6 ve Teorem 5.1.7 nin bir sonucudur.

Simdi ¢ift diziler i¢in asimptotik S-denklik tanimi ve asimptotik Z§-denklik ile
asimptotik S§-denklik arasindaki iligkiyi inceleyen teorem ispatsiz olarak verilecek-

tir.

Tanim 5.1.9 a = (ay) ve b = (by) negatif olmayan ¢ift diziler igin eger her e > 0

igin s,t = 1,2, ... ye gore diizgiin olarak

Aok (s),0L(t)

— L' > 5} =0
Dot (s),01(2)

lim —
m,n—o0 MM

{kﬁm,lgn:
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limiti mevcut ise, a ve b ¢ift dizilerine L kath asimptotik S§-denktir denir. Bu

denklik
SO’

2(L)

bigiminde gosterilir.

Eger L = 1 ise, a = (ay) ve b = (by) ¢ift dizilerine kisaca asimptotik Sg-denktir

denir.

Teorem 5.1.10 a = (ay) ve b = (by) cift dizileri L kath asimptotik Zg-denktir

gerek ve yeter sart bu diziler L katl asimptotik S$-denktir.
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