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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

ASIMPTOTIK LACUNARY IDEAL INVARYANT DENK DiZiLER

Umut NARTTURK
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Dog. Dr. Ugur ULUSU

Bu ¢alisma alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, konunun tarihi gelisimi ve
genel bir literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, calismanin daha anlasilabilir olmas1
i¢in gerekli oldugunu diisiindiigiimiiz bazi temel tanim ve notasyonlardan bahsedilmistir.
Ucgiincii boliimde, tek indisli reel say1 dizileri icin bazi asimptotik lacunary denklik
kavramlar1 tanitilarak, bu kavramlar arasindaki iligkiler verilmistir. Ayrica, bu
kavramlarm asimptotik lacunary invaryant istatistiksel denklik kavrama ile iligkisinden de
bahsedilmistir. Dordiincii boliimde, tek indisli kiime dizileri i¢in Wijsman anlaminda baz1
asimptotik lacunary denklik kavramlar1 tanitilarak, bu kavramlar arasindaki iligkiler
verilmistir. Ayrica, bu kavramlarm Wijsman asimptotik lacunary invaryant denklik ve
Wijsman asimptotik lacunary invaryant istatistiksel denklik kavramlari ile iliskisinden de
bahsedilmistir. Besinci boltimde, ¢ift indisli reel say1 dizileri i¢in baz1 asimptotik lacunary
denklik kavramlar:1 tanitilarak, bu kavramlar arasindaki iliskiler verilmistir. Altinci

boliimde ise, ¢calisma siiresince yararlanilan literatiirdeki kaynaklar listelenmistir.

2021, v + 32 sayfa

Anahtar Kelimeler: Asimptotik denklik, lacunary dizi, ideal yakmsaklik, invaryant

yakmsaklik, kiime dizisi, Wijsman yakinsaklik, ¢ift indisli dizi.



ABSTRACT
M.Sc Thesis

ASYMPTOTIC LACUNARY IDEAL INVARIANT EQUIVALENT SEQUENCES

Umut NARTTURK
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Matematics
Supervisor: Assoc. Prof. Ugur ULUSU

This study consists of six chapters. In the first chapter, the historical development of the
thesis subject and general literature information are given. In the second chapter, some
basic definitions and notations that are necessary for the study to be more understandable
are mentioned. In the third chapter, some concepts of asymptotic lacunary equivalence
for single real number sequences are introduced and the relationships between these
concepts are given. Also, the relationship between these concepts and the concept of
asymptotic lacunary invariant statistical equivalence are examined. In the fourth chapter,
some concepts of asymptotic lacunary equivalence in Wijsman sense for single set
sequences are presented and the relationships between these concepts are given. Also, the
relationship between these concepts with Wijsman asymptotic lacunary invariant
equivalence and Wijsman asymptotic lacunary invariant statistical equivalence is
mentioned. In the fifth chapter, some concepts of asymptotic lacunary equivalence for
double set sequences are introduced and the relationships between these concepts are

studied. In the last chapter, the references that used in this study are listed.

2021, v + 32 pages

Keywords: Asymptotic equivalence, lacunary sequence, ideal convergence, invariant

convergence, set sequence, Wijsman convergence, double sequence.
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler
(Xm) Reel say1 dizisi
0 =1{j} Lacunary dizi
Z* Pozitif tamsayilar kiimesi
- Smirl diziler kiimesi
o™(u) o doniistimiiniin u daki m. 6telemesi
|{A}| A kiimesinin eleman say1st
N Dogal sayilar kiimesi
2N Dogal sayilar kiimesinin kuvvet kiimesi
Xm ~ Vm Asimptotik denk diziler
Sﬁg A katli asimptotik lacunary ideal invaryant denk diziler sinifi
[mﬁg]r A katli asimptotik kuvvetli r-lacunary invaryant denk diziler smnifi
{En} Kiime dizisi
u(y, E) y noktasmin E kiimesine uzakligi
E, w E, Wijsman anlaminda asimptotik denk kiime dizileri
0 Biiyiik “O” fonksiyonu
(Xmn) Cift indisli reel say1 dizisi
0, = {(s, k¢)} Cift indisli lacunary dizi
AXB A ile B kiimelerinin Kartezyen ¢arpimi

Xmn ~ Ymn

~o6
~3 g(z)
5

[0 ],

Cift indisli asimptotik denk diziler

A katli asimptotik lacunary ideal invaryant denk ¢ift indisli diziler
smifi

Cift indisli smirl diziler kiimesi

A katli asimptotik kuvvetli r-lacunary invaryant denk ¢ift indisli

diziler sinifi




1. GIRIS

Matematik alaninda uzaklik kavrami yardimiyla tanimlanan yakinsaklik, matematiksel
analiz alaninmn temel kavramlarindandir. Ozellikle toplanabilme teorisinde &nemli
uygulama ve arastrma alanlar1 olan istatistiksel yakimsaklik kavrami ilk olarak
Fast (1951) ve Steinhaus (1951) in ¢alismalarinda es zamanli olarak verilmis ve ilerleyen
zamanlarda bu kavram iizerine ¢aligmalara Salat (1980) ve Fridy (1985) nin ¢aligmalar:
onciiliik etmistir. Ozellikle Fridy ve Orhan (1993) i ¢alismasinda, lacunary dizi kavrami
kullanilarak, lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilmis ve bu kavramin

istatistiksel yakmsaklik kavramiyla iliskisi verilmistir.

Invaryant ortalama kavrami ve invaryant yakinsak diziler iizerine basta Raimi (1963),
Schaefer (1972), Mursaleen (1979) olmak iizere, Savas (1989), Mursaleen ve Edely
(2009), Nuray vd. (2011) ve daha pek ¢ok arastirmaci calismalar yapmustir. Ozellikle
Savas (1990) m calismasinda, lacunary dizi kavrami kullanilarak, lacunary kuvvetli
invaryant yakimsaklik kavrami tanitilmistir. Bunun ardindan Savas ve Nuray (1993),
istatistiksel yakmsaklik kavramin1 da géz Oniinde bulundurarak, lacunary invaryant
istatistiksel yakinsaklik kavramini vermistir. Son zamanlarda Pancaroglu ve Nuray
(2013b), lacunary invaryant toplanabilme kavramm ve [V,g], dizi uzay:1 iizerine

calismustir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrammm &nemli bir genellestirmesi olan ve temelde dogal
sayilar kiimesi N nin altkiimelerine dayanan bir ideal yapisiyla iliskili olarak tanimlanan
ideal yakinsaklik kavrami da ilk olarak Kostyrko vd. (2000) nin ¢alismasinda verilmis ve
bu kavram iizerine de pek ¢ok arastirmaci calismalar yapmustir. Ozellikle Ulusu ve Nuray
(2020), calismalarinda dogal sayilar kiimesi N nin bir E altkiimesinin lacunary invaryant
diizgiin yogunlugu kavrammi tanitmis ve bu kavramla iligkili olarak lacunary ideal

invaryant yakinsaklik kavramini vermislerdir.

Marouf (1993) asimptotik denk diziler ve asimptotik regiiler matrisler i¢in tanimlar
vermistir. Bundan bir siire sonra reel dizilerin asimptotik denkligi kavrami istatistiksel

yakinsaklik, lacunary dizi, invaryant yakinsaklik, ideal yakmsaklik vb. kavramlari



kullanilarak basta Patterson (2003a), Patterson ve Savas (2006), Savas ve Patterson
(2006), Savas (2013) ve Ulusu (2018) olmak tizere daha pek ¢ok arastirmac tarafindan

geligtirilmigtir.

Reel diziler i¢in yakinsaklik kavramlar1 pek ¢ok arastirmaci tarafindan kiime dizilerine
transfer edilmistir. Bu tez calismasinda kiime dizileri igin Wijsman anlaminda
yakinsaklik kavrami g6z Oniline alinmistir. Wijsman anlaminda yakinsaklik kavrami
Wijsman (1964, 1966) tarafindan tanitilmis ve bu kavram lizerine basta Beer (1985,1994)
ve Baronti ve Papini (1986) olmak iizere istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilarak
Nuray ve Rhoades (2012), lacunary dizi kavrami kullanilarak Ulusu ve Nuray (2012),
invaryant yakinsaklik kavrami kullanilarak Pancaroglu ve Nuray (2013a), ideal
yakinsaklik kavrami kullanilarak Kisi ve Nuray (2013) ve daha pek cok arastirmaci

calismalar yapmustir.

Reel diziler i¢cin asimptotik denklik kavramlar1 ilk olarak Ulusu ve Nuray (2013)
tarafindan yapilan calismada istatistiksel yakinsaklik ve lacunary dizi kavramlar1 da
kullanilarak kiime dizileri i¢in asimptotik denklik kavramlarina transfer edilmistir. Daha
sonra Pancaroglu vd. (2013) ve Kisi vd. (2013) sirasiyla kiime dizileri i¢in asimptotik

invaryant denklik ve asimptotik ideal denklik kavramlar1 iizerine ¢aligmistir.

Cift indisli diziler i¢in yakimnsaklik kavraminin Pringsheim (1900) tarafindan
tanitilmasindan uzun siire sonra bu kavram basta Mursaleen ve Edely (2003) tarafindan
istatistiksel yakinsaklik, cift indisli lacunary dizi kavrami kullanilarak Patterson ve Savas
(2005) tarafindan lacunary istatistiksel yakmsaklik, Savas ve Patterson (2009) tarafindan
lacunary invaryant istatistiksel yakinsaklik ve Das vd. (2008) tarafindan da ideal
yakimsaklik kavramlar1 verilmek {lizere daha pek ¢ok arastirmaci tarafindan giiniimiize
kadar gelistirilmistir. Ozellikle Ulusu vd. (2018), ¢ahismalarinda N X N nin bir F
altkiimesinin lacunary invaryant diizglin yogunlugu kavramini tanitmis ve bu kavramla
iligkili olarak ¢ift indisli diziler i¢in lacunary ideal invaryant yakinsaklik kavramini

vermislerdir.



Cift indisli dizilerin asimptotik denkligi kavramindan ise ilk olarak Patterson (2003b)
tarafindan yapilan c¢aligmada bahsedilmis ve daha sonra istatistiksel yakinsaklik,
cift indisli lacunary dizi ve ideal yakinsaklik kavramlar1 kullanilarak bu kavram basta

Hazarika ve Kumar (2013) olmak tizere daha pek ¢ok arastirmaci tarafindan ¢aligilmastir.

Bu ¢aligmanin ikinci boliimiinde, ¢alismamizin daha anlagilabilir olabilmesi i¢in gerekli

oldugunu diisiindiigiimiiz bazi temel tanim ve notasyonlar verilmistir.

Ilerleyen boliimlerde, reel diziler ve kiime dizileri icin asimptotik denklik kavramlar:
iizerine sirasiyla Ulusu (2017), Giille ve Ulusu (2020) ve Ulusu ve Diindar (2019)

tarafindan yapilan caligmalardaki temel tanim, 6rnek ve teoremler analiz edilmistir.

Son bolim olan altinci boliimde ise, calisma siiresince yararlanilan literatiirdeki

kaynaklar listelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda, c¢alismamizin daha anlasilabilir olabilmesi i¢in gerekli oldugunu

diistindiigiimiiz baz1 temel tanim ve notasyonlar verilmistir.

Her m > 0 igin |x,,| < B olacak bigimde bir 8 > 0 sayisi varsa, (x,,,) dizisine siirli dizi
denir (Balc1 2016).

{is}; jo=0 ve hy = j; —js_; = o olacak bi¢imde Z* iizerinde artan bir dizi ise,
6 = {j} lacunary dizi olarak adlandirilir (Fridy ve Orhan 1993).

Calisma boyunca; 6 = {j,} lacunary dizisi tarafindan belirlenen araliklar Iy = (js_1, js]

Js
Js—1

ile belirtilip, ayrica orani ise g, ile gosterilecektir.

o, Z* tzerinde bir doniisim olsun. Sinirh reel sayi1 dizi uzay1 £, lizerinde siirekli bir
lineer ¢ fonksiyoneli asagidaki sartlari sagliyorsa, invaryant ortalama veya og-ortalama
olarak adlandirilir:

e Herm igin x,,, = 0 sartin1 saglayan (x,,) dizisi i¢in ¢(x,,) = 0,
e e=(1,1,1,...) olmak lizere, ¢p(e) = 1 ve

i Her (xm) € ‘eoo iQin q-')(xa(m)) = d)(xm)

(Savas ve Nuray 1993).

o doniistimiiniin u daki m. 6telemesi o™ (u) ile gosterilmek lizere, her u,m € Z* igin
o™ (u) # u sartin1 saglayan birebir doniisiim oldugu kabul edilir. Boylece, ¢ yakinsak
diziler uzay1 ¢ {izerindeki limit fonksiyonelinin bir genislemesidir, yani (x,,) € c¢ igin

¢ (x,,) = lim x,, dir.

0 = {j;} lacunary dizi olsun. Eger
o1
m D, Xomaw =
mel;

limiti u = 1,2, ... ya gore diizgiin ise, (x,,) dizisi u ye lacunary invaryant toplanabilirdir

denir (Pancaroglu ve Nuray 2013b).



6 = {j;} lacunary dizi olsun. Eger

1
lim — z |xam(u) - u| =0

S—00 hs
melg

limiti u ya gore diizgiin ise, (x,,) dizisi u ye kuvvetli lacunary invaryant toplanabilirdir
denir (Savas 1990).

0 = {js} lacunary dizi olsun. 0 < r < oo olmak iizere,

.1 r
lim ™ Z |Xam(u) — ,u| =0
S—>00 S

mels

limiti u ya gore diizgiin ise, (x,,,) dizisi u ye kuvvetli r-lacunary invaryant toplanabilirdir

denir (Pancaroglu ve Nuray 2013b).

0 = {js} lacunary dizi olsun. Her £ > 0 i¢in

1
lim — |{m € I: |xam(u) —ul =&} =0

s—00 R

limiti u ya gore diizgiin ise, (x,,) dizisi u ye lacunary invaryant istatistiksel yakinsaktir

denir (Savas ve Nuray 1993).

I c 2N ailesinin N de bir ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
e QEI,

e HerE,FElicgnEUFE€EI

e HerEelveFcEiginFel

sartlarin1 saglamasidir (Kostyrko vd. 2000).

Eger N ¢ I ise, I c 2N ailesine gercek ideal denir. Ayrica I c 2N bir gercek ideal ve her
m € N i¢in {m} € I oluyorsa, I idealine uygun ideal denir (Kostyrko vd. 2000).

0 = {js} lacunary dizi ve E € N olsun. Ayrica,

I, = min|E N {o™(u): m € I}
u



ve
L, = max|E N {oc™(u): m € L}|
u
ile gosterelim. Eger

L

hs

Ls

Yo(E) = lim y
S

ve Vu(E) = lim
S$—00

limitleri mevcut ise bu limitlere, sirasiyla, E kiimesinin alt 06-diizgiin yogunlugu ve st

06-diizglin yogunlugu denir. Ayrica, eger E(E ) = Vy(E) ise,
Vo (E) = Vo (E) = Vo (E)

ifadesi E kiimesinin g@-diizgiin yogunlugu olarak adlandirilir (Ulusu ve Nuray 2020).

Vo (E) = 0 sartim saglayan E € N kiimelerinin smifi I 4 ile gosterilir. I ;4 smifinin bir

uygun ideal oldugu agiktir.

Eger her £ > 0 i¢in
A(E) = {m € Is: |xm —[ll = f} €l

yani Vg (A(§)) = 0 ise, (x,,,) dizisi u ye lacunary ideal invaryant yakinsaktir denir (Ulusu
ve Nuray 2020).

x = (x,,) ve y = (y,,) dizileri negatif olmamak tizere,

X
lim = =1
m-0 Y,

ise, (x,,) ve (y,,) dizilerine asimptotik denktir denir ve x ~ y seklinde gosterilir (Marouf
1993).

0 = {j,} lacunary dizi olsun. (x,,) ve (y,,) dizileri negatif olmamak iizere,

1
{mEIS: Zf}‘=0

X, m
lim — ZoTW _ )
S
limiti u ya gore diizgiin ise, (x,,) Ve (y,,) dizilerine A katli asimptotik lacunary invaryant

YVom(u)

S—>00

istatistiksel denktir denir (Savas ve Patterson 2006).



3. REEL DIiZILER iCiN ASIMPTOTIK LACUNARY IDEAL INVARYANT
DENKLIK

Bu kisimda, tek indisli reel say1 dizileri igin baz1 asimptotik lacunary denklik kavramlari
tanimlanarak, bu kavramlar arasindaki iliskiler verildi. Ayrica, bu kavramlarm asimptotik

lacunary invaryant istatistiksel denklik kavramu ile iligskisinden de bahsedildi.

Bu kisim i¢in Ulusu (2017) tarafindan yapilan ¢aligmadaki tanim, teorem ve drneklerden

yararlanilmigtir.

Tanim 3.1

0 = {j} lacunary dizi olsun. (x,,) ve (y,,) dizileri negatif olmamak iizere, her £ > 0 i¢in

BE) ={mel: E el ety

yani Vg(B(¢)) =0 ise, (x,,) ve (vy,) dizilerine A kath asimptotik lacunary ideal

Iﬁ : :
invaryant denktir denir ve bu durum x,, 20 VYm ile gosterilir. Ayrica, A = 1 i¢in asimptotik

lacunary ideal invaryant denklik kavrami elde edilir.

A katli asimptotik lacunary ideal invaryant denk diziler sinifi 3,4 ile gosterilir.

Tanmim 3.2
0 = {j,} lacunary dizi olsun. (x,,) ve (y,,) dizileri negatif olmamak iizere,

x m
lim — Z A O
S—00 h, yam(u)

mEI

limiti u ya gore diizgiin ise, (x,,) Ve (yy,) dizilerine A katli asimptotik lacunary invaryant

N
denktir denir ve bu durum x,, ~9ym ile gosterilir. Ayrica, A = 1 olmasi durumunda

asimptotik lacunary invaryant denklik kavrami elde edilir.



Teorem 3.1
(X)) Vm) € € olmak tlizere (x,,) ve (y,,) dizileri A katli asimptotik lacunary ideal

invaryant denk ise, bu diziler A katli asimptotik lacunary invaryant denktir.

Ispat:
0 = {j,} lacunary dizi, u € N keyfi ve & > 0 olsun. Simdi,

T(S u) _ i Z xgm(u) )
, hs Yom™m(u)

mels

ifadesini hesaplayalim.

1 X, m
T (s, 1) =— Z “_(”)_A‘
S el YVom(u)
YoM _
yam(u) A Zf
ve
1 X m
T (s,1) = Z "_(”)_,1‘
S mels YVom(u)
ToMw 4l
yam(u) ¢

olmak lizere, iiggen esitsizliginden dolay1
T(s,u) < TO(s,u) + TA(s,u)
dur. Her 68 = {j;} lacunary dizi ve her u = 1,2, ... igin
T®(s,u) < €&
oldugu agiktir. Eger (x,,), (V) € € iSe, her m € I, u = 1,2, ... igin

Xomw) _

Al<p

YVom(u)

olacak sekilde § > 0 sayisi vardir. O halde



X m
TW(s,u) < E {m el |~ _ 3l > E}‘
h yam(u)
max {m €l: ZMw /1’ > E}|
u Yoem(w)
<p
hs
Ls
= 'Bhs
IA A

a - NO'
esitsizligi yazilabilir. Buradan da eger x,, 2 Vm 1€, X, 28 Vm oldugu goriiliir.

Bu teoremin karsit1 genelde dogru degildir. Ornek olarak (x,,) ve (y,,) dizileri asagidaki

bi¢imde tanimlansin:

2, Jia<m<jo_4+ [\/h_s], ve m ¢ift tamsayi ise,
Xm =

0 , Jjsoi<m<jg_ 41+ [\/h_s], ve m tek tamsayi ise.
Ym = L

Bu durumda o doniigiimii, o(u) = u + 1 olarak tanimlanirsa, bu diziler asimptotik

lacunary invaryant denktir fakat asimptotik lacunary ideal invaryant denk degildirler.

Tamim 3.3
0 = {js} lacunary dizive 0 < r < oo olsun. (x,,) ve (¥,,) dizileri negatif olmamak iizere,

r

1 X ym
lim — Z Tmw 5l =0
s> hg Vo™ u)

melg

limiti u ya gore diizgiin ise, (x,,) Ve (y,) dizilerine A kath asimptotik kuvvetli r-lacunary

[NGo]

invaryant denktir denir ve bu durum x,, ~ v, ile gosterilir. Ayrica, A =1 olmasi

durumunda asimptotik kuvvetli r-lacunary invaryant denklik kavrami elde edilir.

A katli asimptotik kuvvetli r-lacunary invaryant denk diziler sinifi [ER 9] ile gosterilir.



Teorem 3.2
0 <r < oo olmak tizere (x,,) ve (y,,) dizileri A kath asimptotik kuvvetli r-lacunary

invaryant denk ise, bu diziler A katli asimptotik lacunary ideal invaryant denktir.

Ispat:
& > 0 olsun. Her 8 = {j;} lacunary dizi ve her u € N igin

r T

T . 3 e,
melg Yo (u) - melg Yom()
m_l >
yam(u) ¢

>

{mels:
{mEIS:

xgm(u) —l‘ > f}‘
Yom(u) N

> ¢" max
u

Xo™(u) —l‘ > f}‘
YVom(u) N

dir ve buradan

X m
T max mEI:“—(”)—/1|2 }|
lz m_A > &7 u { s YoM (u) d
hs Yom(u) B hs
Mmelg
ks
h
[Nf,‘e] 2

T - IO'
esitsizligi yazilabilir. Buradan da eger x,,, ~ ¥, iS€, X, 20 VY Oldugu goriiliir.

Teorem 3.3
(Xm), V) € €0 Ve 0 < 1 < oo olmak lzere (x,,) Ve (V) dizileri A kathi asimptotik
lacunary ideal invaryant denk ise, bu diziler A kath asimptotik kuvvetli r-lacunary

invaryant denktir.

Ispat:
& > 0 olsun. Eger (x,,), (V) € £ ise, herm € I, u = 1,2, ... igin

Xomw) _

A<p

YVom(u)
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olacak sekilde 8 > 0 sayis1 vardir. O halde, burada 6 = {j} nin lacunary dizi ve u € N

keyfi oldugu da g6z Oniine alinirsa,

z Xo™u)
h $ mel; Yam(u)
T T
_1 z Xoman _of L 1 Z Xomaw _
hs mels Yom(u) hs fels Yom(u)
o |, xam(u)_A’
YoM (u) = YoM (u) <
max {m €l: L@ A| > E}|
< ,3 u Yoem(w) +€r
hs
<pl+E
=h.
TN J ’ﬁe . [N:}e]r
esitsizligi yazilabilir. Buradan da eger x,,, ~ yp, 156, X, ~ Vi, Oldugu goriiliir.

Teorem 3.2 ve Teorem 3.3 birlikte gbz oniine alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 3.1

0 < r < oo olsun. Bu durumda, her 8 = {j;} lacunary dizi i¢in

Lo NSty =2, 0 [N2 9]
dir.

Asagidaki teorem, yukarida verdigimiz asimptotik lacunary ideal invaryant denklik
kavrami ile Savas ve Patterson (2006) tarafindan verilen asimptotik lacunary invaryant

istatistiksel denklik kavrami arasinda bir iliski verir.

Teorem 3.4
(xm) Ve (vy) dizilerinin A kath asimptotik lacunary ideal invaryant denk olmasi igin
gerek ve yeter sart bu dizilerin A kath asimptotik lacunary invaryant istatistiksel denk

olmasidir.
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Sonug 3.2
(xm) ve (¥m) negatif olmayan iki dizi olsun. Yukaridaki Teorem 3.4, Ulusu (2018)
tarafindan yapilan ¢aliymadaki Teorem 2.5 ve Savas ve Patterson (2006) tarafindan

yapilan ¢alismadaki Teorem 3.6 dikkate alindiginda,

1 <liminfg; <limsup g < oo
S s

esitsizligini saglayan her 8 = {j;} lacunary dizi i¢in

dir.
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4. KUME DIiZILERI ICIN ASIMPTOTIK LACUNARY IDEAL INVARYANT
DENKLIK

Bu kisimda, tek indisli kiime dizileri igin Wijsman anlaminda bazi1 asimptotik lacunary
denklik kavramlar1 tanimlanarak, bu kavramlar arasindaki iligkiler verildi. Ayrica, bu
kavramlarin Wijsman asimptotik lacunary invaryant denklik ve Wijsman asimptotik

lacunary invaryant istatistiksel denklik kavramlari ile iliskisinden de bahsedildi.

Bu kisim i¢in Giille ve Ulusu (2020) tarafindan yapilan ¢alismadaki tanim, teorem ve

orneklerden yararlanilmistir.

Burada Oncelikle kiime dizilerinden, kiime dizilerinin Wijsman anlaminda
yakinsakligindan ve kiime dizilerinin Wijsman anlaminda asimptotik denkligi

kavramlarindan bahsetmek faydali olacaktir.

Y # @ olmak iizere, g: N — 2Y biciminde tamimli fonksiyon her m € N igin 27 de bir
g(m) =E, €2Y

kiimesi belirler. Bu f fonksiyonunun goriintii kiimesini olusturan E;, E,, ... kiimelerinin

olusturdugu {E,,} = {E;, E5, ... } dizisine kiime dizisi denir (Wijsman 1964).

(Y, p) metrik uzay olsun. Herhangi bir y €Y ve Y nin bostan farkli herhangi bir

E altkiimesi i¢in; y noktasmin E kiimesine uzakligi

u(y,E) = inf {p(y,e): e € E}
olarak tanimlanir (Bayraktar 2006).

Buradan itibaren, aksi belirtilmedikce, (Y,p) metrik uzay ve E,E,,, F, kiimeleri de

Y nin bostan farkli kapali altkiimeleri olarak kabul edilecektir.

Hery €Y icin
lim pu(y, E) = p(y, E)

oluyorsa, {E,, } kiime dizisi E kiimesine Wijsman anlaminda yakmsaktir denir (Nuray ve
Rhoades 2012).
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E,., F, €Y kiimeleri her y € Y igin p(y,E,,) >0, p(y,E,) > 0 sartlarim saglamak
tizere, her bir y € Y i¢in

. /l(y; Em)
lim —— =

=1
m=—o ll()’; Fm)
oluyorsa, {E,,} ve {F,,} kiime dizilerine Wijsman anlaminda asimptotik denktir denir ve

E,, X E, ile gosterilir (Ulusu ve Nuray 2013).

Buradan itibaren, aksi belirtilmedikce, kisalik olmas1 agisindan

olarak belirtilecektir.

0 = {js} lacunary dizi olsun. E,,,F, €Y kimeleri her y €Y i¢in p(y, E,) > 0,
p(y, E,,) > 0 sartlarin1 saglamak {izere, her bir y € Y igin

1 Ea’”(u))
lim — Z u < =1
s> hg Y Fam(u)

Mmelg

limiti u ya gore diizgiin ise, {E,,} ve {F,} kiime dizilerine Wijsman anlaminda A katl

Wi

asimptotik lacunary invaryant denktir denir ve bu durum E,, 7 E,, ile gosterilir
(Pancaroglu vd. 2013).

0 = {js} lacunary dizi olsun. E,,,F, €Y kimeleri her y €Y i¢in p(y, E;) > 0,
p(y, E,,) > 0 sartlarin1 saglamak tizere, her & > 0 ve her bir y € Y i¢in

1 E m
{mels: uy< 7 “”)—A 25}‘:0
Fam(u)

lim —
S
limiti u ya gore diizgiin ise, {E,,} Ve {F,} kiime dizilerine Wijsman anlaminda A katl

S—00

asimptotik lacunary invaryant istatistiksel denktir denir ve bu durum E,, ~ F, ile

gosterilir (Pancaroglu vd. 2013).
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Tanmim 4.1
0 = {j,} lacunary dizi olsun. E,,,E, €Y kiimeleri her y €Y i¢cin p(y,E,) > 0,
p(y, E,,) > 0 sartlarin1 saglamak tizere, her & > 0 ve her bir y € Y i¢in

B(¢,y) ={mels: uy(i—;n)—/ly 25}6109,

yani V4(B(&,y)) = 0 ise, {Ep} ve {E,} kiime dizilerine Wijsman anlaminda A katli

wit
asimptotik lacunary ideal invaryant denktir denir ve bu durum E,, < E,, ile gosterilir.

Ayrica, A = 1 olmasi durumunda Wijsman anlaminda asimptotik lacunary ideal invaryant

denklik kavrami elde edilir.

Teorem 4.1
ty (Ep) = 0(/,13, (Fm)) olmak tizere {E,,} ve {F,} dizileri Wijsman anlaminda A katlh
asimptotik lacunary ideal invaryant denk ise, bu kiime dizileri Wijsman anlaminda A kath

asimptotik lacunary invaryant denktir.

Ispat:
0 = {js} lacunary dizi, u € N keyfi ve £ > 0 olsun. Simdi,

1 E m
TGy = [ z u, ( mei) )

Mmelg
ifadesini hesaplayalim.
1 E m
ot S ()
hs Foma

Egmy)
l‘y<F oM ) —A

ve

1
S

el

E am(u)> ‘
U -1
g’ <Fam(u)
Egmy
(7222

olmak iizere, liggen esitsizliginden dolay1 her bir y € Y i¢in

<¢
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T(s,u,y) < TD(s,u,y) +TD(s,u,y)
dir. Her 8 = {j,} lacunary dizi, u = 1,2, ... ve her bir y € Y i¢in
T (s,u,y) <&
oldugu agiktir. Eger p,, (Ep,) = O(My(Fm)) ise, her bir y € Y i¢in
Ea’"(u))
U -
‘ g (Fam(u)

olacak sekilde § > 0 sayis1 vardir (m € I;,u = 1,2, ...). O halde

<p

E_m
T(l)(s,u,y)sﬁ {mEIS: uy< 7 (u)>—/1 Zf}‘
hs Fam(u)
max{mel' (m)—l|> }|
st My |7 =
u o™ (u)
<B
hs
Lg
_'Bh_s
wi A

gO’ - WNO'
esitsizligi yazilabilir. Buradan da eger E,, 2 F,ise, E,, ~ o F,, oldugu gortiliir.

Tanim 4.2
0 = {js} lacunary dizi olsun. E,,,F, €Y kimeleri her y €Y i¢in p(y, Ey) > 0,
p(y, E,,) > 0 sartlarin1 saglamak {izere, her bir y € Y igin

lim — Z U < - =0
s> hg Y Fam(u)

melg
limiti u ya gore diizgiin ise, {E,,} Ve {F,} kiime dizilerine Wijsman anlaminda A katl

w,
asimptotik kuvvetli lacunary invaryant denktir denir ve bu durum E,, ~ E, ile
gosterilir. Ayrica, 4 = 1 olmast durumunda Wijsman anlaminda asimptotik Kuvvetli

lacunary invaryant denklik kavram elde edilir.
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Tamim 4.3
0 = {j;} lacunary dizi ve 0 <r < o olsun. E,, F, €Y kiimeleri her y €Y i¢in

p(y,Ey) >0, p(y,E,) > 0 sartlarin1 saglamak tizere, her bir y € Y i¢in
. 1 Etrm(u)
i > o (2e2) -2

melg
limiti u ya gore diizgiin ise, {E,,} ve {F,} kiime dizilerine Wijsman anlaminda A kath

r

=0

Wi 1r

E, ile

g

asimptotik kuvvetli r-lacunary invaryant denktir denir ve bu durum E,,
gosterilir. Ayrica, A =1 olmasi durumunda Wijsman anlaminda asimptotik kuvvetli

r-lacunary invaryant denklik kavrami elde edilir.

Teorem 4.2
0 <r < oo olmak lizere {E,,} ve {F,} dizileri Wijsman anlaminda A katli asimptotik
kuvvetli r-lacunary invaryant denk ise, bu kiime dizileri Wijsman anlaminda A kath

asimptotik lacunary ideal invaryant denktir.

Ispat:
& > 0 olsun. Her 8 = {j,} lacunary dizi, u € N ve her bir y € Y i¢in

o)l o (752
N 2 Y P S Y L I
Z y(Fo-m(u) Y Fo-m(u)

melg mels
>

Egma
’Hy<Fam(u) A

r

E_m
> ¢ {mels: #y< i (”))—/1 25}’
Fo-m(u)
E_m
Zfrmﬁx {mels: Uy (FJ ((u))—/l ZE}’
a™(u)
dir ve buradan
r max {mels: U <M)_,1‘ ZE}‘
1 Eam(u) Al s er u y Fam(u)
m 2 P\ ) T 26 K
Smels o™ (u) S
el
hs
(Wi, p1r wi

esitsizligi yazilabilir. Buradan da eger E,, < E, ise, E,, 2 F,, oldugu goriiliir.
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Teorem 4.3
ty (Ep) = 01y (F)) Ve 0 <7 < oo olmak iizere {E;,} Ve {Fy} dizileri Wijsman
anlaminda A kathi asimptotik lacunary ideal invaryant denk ise, bu kiime dizileri A kath

asimptotik kuvvetli r-lacunary invaryant denktir.

Ispat:
&€ > 0 olsun. Eger u, (En) = O0(py,(Ey)) ise, her bir y € Y igin

Eam(u)
)
‘uy <Fam(u)

olacak sekilde f > 0 sayist vardir (m € I, u = 1,2,...). O halde, burada 8 = {j;} nin

<B

lacunary dizi ve u € N keyfi oldugu da goz 6niine alinirsa, her bir y € Y i¢in

1 E m
_Z uy< o (“)>—/1
hs Fam(u)

melg

T

r

EO-M(u)> ‘T 1 ‘ (Eam(u)>
u | += z u "y
Y <Fam<u) hs Y\ Fomeu)

mel

melg

Eqm ) Eoma
ol eme) [ oo 2|6
E
max |{m € Is: |1y (#) — A| > §}|
u o™ (u) r
<pB . + ¢
S
<pi
=By
WJA [‘/VI<I1 g]r

esitsizligi yazilabilir. Buradan da eger E,, N E,ise, E, ~ E, oldugu goriiliir.
Teorem 4.2 ve Teorem 4.3 birlikte g6z Oniine alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 4.1

wy(Ep) = 0(puy(Fr)) ve 0<r<oo olsun. {E,} ve {F,} dizilerinin Wijsman
anlaminda A katli asimptotik lacunary ideal invaryant denk olmasi i¢in gerek ve yeter sart
bu kiime dizilerinin Wijsman anlaminda A katli asimptotik kuvvetli r-lacunary invaryant

denk olmasidir.
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Asagidaki teorem, yukarida verdigimiz Wijsman anlaminda asimptotik lacunary ideal
invaryant denklik kavrami ile Pancaroglu vd. (2013) tarafindan verilen Wijsman
anlaminda asimptotik lacunary invaryant istatistiksel denklik kavrami arasinda bir iligki

Verir.

Teorem 4.4
{E;n} ve {E,} dizilerinin Wijsman anlaminda A katli asimptotik lacunary ideal invaryant
denk olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu kiime dizilerinin Wijsman anlaminda A kath

asimptotik lacunary invaryant istatistiksel denk olmasidir.
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5. CIFT DIiZILER ICIN ASIMPTOTIiK LACUNARY IDEAL INVARYANT
DENKLIK

Bu kisimda, ¢ift indisli reel say1 dizileri i¢in baz1 asimptotik lacunary denklik kavramlari

tanimlanarak, bu kavramlar arasindaki iliskiler verildi.

Bu kisim i¢in Ulusu ve Diindar (2019) tarafindan yapilan ¢aligmadaki tanim, teorem ve

orneklerden yararlanilmistir.

Burada oncelikle ¢ift indisli dizilerden ve ¢ift indisli dizilerin yakmsakligindan ve ¢ift

indisli dizilerin asimptotik denkligi kavramlarindan bahsetmek faydali olacaktur.

Her m,n > 0 i¢in |x,,,| < B olacak bigimde bir B > 0 sayis1 varsa, (x,,,,) ¢ift indisli

dizisine sinirh dizi denir (Pringsheim 1900).

Usyvefk3; jo=0hs =js— jo_q > 0 veky =0,h, = k, — k,_, = oo olacak bicimde
Z* lizerinde artan iki dizi ise, 8, = {(j, k;)} dizisi ¢ift indisli lacunary dizi olarak

adlandirilir (Patterson ve Savas 2005).

Calisma boyunca; cift indisli lacunary dizi ile ilgili olarak asagidaki notasyonlar
kullanilacaktir:

hSt = hS}Tltl ISt = {(m,n):js_l <m S jS ve kt—l <n S kt}'

0, = {(Js, k¢)} cift indisli lacunary dizi olsun. Eger

) 1
lim -— Z Xomuyoh(v) = U

s,t>00 Ry
mnelgt

limiti u,v = 1,2, ... ya gore diizgiin ise, (x,,,,) ¢ift indisli dizisi u ye lacunary invaryant

toplanabilirdir denir.
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0, = {(Js, k¢)} cift indisli lacunary dizi olsun. Eger

) 1
lim -— Z |xom@yonwy — 1l =0

S,t—>00 hS
mne€lg

limiti u,v = 1,2, ... ya gore diizgiin ise, (x,,,) ¢ift indisli dizisi u ye kuvvetli lacunary

invaryant toplanabilirdir denir (Savas ve Patterson 2009).

0, = {(Js, k¢)} cift indisli lacunary dizi olsun. 0 < r < oo olmak iizere,

i 1
lim -— z |Xomuyonw) — ul"=0

S,t—> hS
mne€lg

limiti u, v = 1,2, ... ya gore diizgiin ise, (x,,,) cift indisli dizisi u ye kuvvetli r-lacunary

invaryant toplanabilirdir denir.

Eger her m € N igin {m} x N ve N x {m} kartezyen ¢arpmmlar1 I, c 2NN gercek

idealine ait ise I, idealine kuvvetli uygun ideal denir (Das vd. 2008).
Bir kuvvetli uygun idealin ayn1 zamanda uygun ideal oldugu agiktir.

0, = {(Js, k:)} lacunary dizi ve F € N X N olsun. Ayrica
Iy = rgivan N {(e™W),c™(®)): (m,n) € Iy }|

ve

Lse = max|F 0 {(¢™ W), 0" (®)): (m,n) € I}

ile gosterelim. Eger
l — L
0 T i 0 — i i
V_Z(F) B s,ltlinoo hgt ve V() s,ltlinoo hgt
limitleri mevcut ise bu limitlere, sirasiyla, F kiimesinin alt g8,-diizgiin yogunlugu ve iist
060,-diizgiin yogunlugu denir. Ayrica, eger V (F) = V_ZG(F ) ise,
VE(F) = V§(F) = V{(F)

ifadesi F kiimesinin 06,-diizgiin yogunlugu olarak adlandirilir (Ulusu vd. 2018).

VP(F)=0 sartmi saglayan F € N xN kiimelerinin smifi I9% ile gosterilir.

139 sinifinin bir kuvvetli uygun ideal oldugu agiktir.
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0, = {(Js, k:)} lacunary dizi olsun. Eger her £ > 0 i¢in
A2(8) = {(m,n) € oz lxymn — pl = 6} € I3°

yani VY (4,(8)) = 0ise, (xX,ny,) cift indisli dizisi u ye lacunary ideal invaryant yakmsaktir
denir (Ulusu vd. 2018).

(Xmn) V& (Vmn) cift indisli dizileri negatif olmamak iizere,

xmn

=1

lim
mn=e Yyn

15, (Xmn) V& (Vmn) cift indisli dizilerine asimptotik denktir denir ve X;un ~ Vimn

bi¢iminde gosterilir (Patterson 2003b).

Tanim 5.1
0, = {(Js, k¢)} ¢ift indisli lacunary dizi olsun. (x,,,,,) Ve (Vmr) sift indisli dizileri negatif
olmamak tizere,

1 X m n
lim — ) SIS0

st h m n
st monels Vo (w)oe™(v)

limiti u, v ye gore diizgiin ise, (X,;;,) V& (Vmn) ¢ift indisli dizilerine A kath asimptotik

. . . NZGy
lacunary invaryant denktir denir ve bu durum x,,, ~ Ymn ile gosterilir. Ayrica,

A =1 alindi@inda, ¢ift indisli diziler i¢in asimptotik lacunary invaryant denklik kavrami

elde edilir.

Tanim 5.2
0, = {(Js, k+)} ¢ift indisli lacunary dizi olsun. (x;,,5,) Ve (Vimn) sift indisli dizileri negatif

olmamak tizere, her & > 0 i¢in

B,(§) = {(mm) € I

X
y—"’”—,1| 25}6139,

mn

yani V. (B,(€)) = 0 ise, (X;mn) Ve (Vmn) sift indisli dizilerine A katli asimptotik lacunary

139,
ideal invaryant denktir denir ve bu durum x,,, 0 Ymn ile gosterilir. Ayrica, A =1

alindiginda, c¢ift indisli diziler i¢in asimptotik lacunary ideal invaryant denklik kavrami

elde edilir.
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A kath asimptotik lacunary ideal invaryant denk cift indisli diziler sinifi Sg&) ile

gosterilir.

Teorem 5.1
mn)y Vmn) € €% olmak lizere (X)) V€ (Vmn) ¢ift indisli dizileri A katli asimptotik
lacunary ideal invaryant denk ise, bu cift indisli diziler A kath asimptotik lacunary

invaryant denktir.

Ispat:
0, = {(Js, k¢)} ¢ift indisli lacunary dizi, u,v € N keyfi ve £ > 0 olsun. Simdi,

Ty(s,t 1, v) = |— Z Xomwer®) _
S hst YVom(uw)o™(v)

m,nelst

ifadesini hesaplayalim.

1 X m n
Tz(l) (s,t,u,v) = — Z Zo Wo @) _ A‘
hst monelg Yo™mu)e™(v)
U OLU O
YoM uw)om (v) -
Ve
1 Xsm n
T2 (s,t,u,v) = — Z S COLONS /1‘
hst monelg Yo™mu)o™(v)
ZoMwet ) ;| ¢
Yem(uw)o™ (v)

olmak lizere, ticgen esitsizliginden dolay1
T,(s, t,u,v) < Tz(l) (s, t,u,v) + TZ(Z) (s,t,u,v)
dir. Her 8, = {(Js, k¢)} ¢ift indisli lacunary dizi ve her u, v = 1,2, ..., igin
TZ(Z)(S, tu,v) < &
oldugu agiktir. Eger (X)), Vmn) € €% ise, her m,n € Iy, u,v = 1,2, ..., i¢in

XoMwyo™(v) 1

=B

YVom(u)e™(v)

olacak sekilde > 0 sayis1 vardir. O halde
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X ym n
Tz(l)(g, t,u,v) < ﬁ {(m’n) € Ist: M_A > f}‘
hst Yom(u)o™(v)
max {(m,n) € Ig: M_){| > g}|
uv YoM (u)en (v)
<
hst
= lgﬁ
hse

0
130 207

Na@
esitsizligi yazilabilir. Buradan da eger X,,, ~ Vin 1€ Xmn ~  Vmn 0ldugu goriiliir.

Bu teoremin karsit1 genelde dogru degildir. Ornek olarak (X,,,) V& (V) cift indisli

dizileri asagidaki bi¢imde tanimlansin:

Js-1 <m<js_q+ [\/h_s]'
2, _ ve m+ n cift tamsayi ise,
keg <n<keq+ [\ﬁ]:

Jo-1 <m <jo1 + [Vhs,
0o , _ ve m+ n tek tamsayi ise.
L ki1 <n<keq+ [J;t]:

= L

Ymn

Bu durumda o doniisiimii o(u) = u + 1, 0(v) = v + 1 olarak tanimlanirsa, bu ¢ift indisli
diziler asimptotik lacunary invaryant denktir fakat asimptotik lacunary ideal invaryant
denk degildirler.

Tanmm 5.3
0, = {(Js, k+)} ¢ift indisli lacunary dizi olsun. (x;,,,) Ve (Vimz) sift indisli dizileri negatif

olmamak iizere,

1 X, m n
i L Z oMo (w)
st g

m,nEISt

A‘ _0
YVo™u)a™(v)

limiti u, v ye gore diizgiin ise, (Xp) V& (Vmn) cift indisli dizilerine A kath asimptotik

. . . . [N
kuvvetli lacunary invaryant denktir denir ve bu durum x,,, ~ Ymn ile gosterilir.

Ayrica, A = 1 alindiginda, ¢ift indisli diziler i¢in asimptotik kuvvetli lacunary invaryant

denklik kavrami elde edilir.
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Tamm 5.4
0, = {(Js, k¢)} ¢ift indisli lacunary dizi ve 0 < r < oo olsun. (x,,,,) Ve (Vimn) 6ift indisli

dizileri negatif olmamak iizere,

lim — z
S'g’noohst

m,nelst

T
Xo™Mw)o™(v)

Al =0

YVomu)o™(v)

limiti u, v ye gore diizgiin ise, (X,,,) V& (Vmn) ¢ift indisli dizilerine A katli asimptotik

gt
kuvvetli r-lacunary invaryant denktir denir ve bu durum x,,, ~ ' Ymn ile gosterilir.

Ayrica, A = 1 alindiginda, ¢ift indisli diziler i¢in asimptotik kuvvetli r-lacunary invaryant
denklik kavrami elde edilir.

A kath asimptotik kuvvetli r-lacunary invaryant denk cift indisli diziler smifi

[ERg(HL)]T ile gosterilir.

Teorem 5.2
0 < r < oo olmak iizere (X;,) V& (Vmn) cift indisli dizileri A kath asimptotik kuvvetli
r-lacunary invaryant denk ise, bu ¢ift indisli diziler A katli asimptotik lacunary ideal

invaryant denktir.

Ispat:
& > 0 olsun. Her 8, = {(js, k:)} cift indisli lacunary dizi ve her u,v € N i¢in

r r

Z Xo™u)o™(v) _al > Z Xo™w)o™(v) _ 2
momelg YVom(u)ya™(v) monelg Vo™ u)o™(v)
Yoo @) ;|5
Yemu)om (v)
X, m n
> ¢ {(m,n) € Iy [T @ —/1‘ > 5}‘
Yom(w)o™(v)
X, m n
> &"max {(m,n) €I, |—22 2 e () —A‘ > E}‘
uy Vo™ w)o™(v)

dir ve buradan
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{(mn)EI Xowow) _ /1|Zf}|

r max
1 Z xam(u)an(v) _al > fr uv YoM u)e™ (v)
h el yom(u)on(v) B hst
St
= fr
St
ol
], 150

esitsizligi yazilabilir. Buradan da eger X,;,;,  ~  Vin 18 Xpin ~  Vimn 0ldugu goriilir.

Teorem 5.3
Xmn)y Fmn) € €% ve 0 < r < oo olmak iizere (X,,y) V€ (Vmn) ¢ift indisli dizileri A kath
asimptotik lacunary ideal invaryant denk ise, bu ¢ift indisli diziler A1 katli asimptotik

kuvvetli r-lacunary invaryant denktir.
Ispat:
& > 0 olsun. Eger (x15), Vmn) € % ise, her m,n € Iy, u,v = 1,2, ... icin

Xo™(u)o™(v) _

A<p

YVo™u)a™(v)

olacak sekilde f > 0 sayisi vardir. O halde, burada 6, = {(Js, k;)} nin ¢ift indisli lacunary

dizi ve u, v € N keyfi oldugu da goz 6niine alinirsa,

r
1 z XgMwo(v) /1’
hst monelg Yom™m(u)on(v)
r T
Ly M_A‘ _—_— M_A‘
hst monels YVomu)en(v) hst mnelg YVomu)e™(v)
Yomwatw) ;| XgMu)oh (v) /1|<
YoM (u)o™(v) YoM )M (v)
m n
max|{(m n) € Iy |2 e /1| > E}|
<R uwv 1Yemanoney) +&r
hst
L
<P+
hst
)
156 _ [N,

esitsizligi yazilabilir. Buradan da eger X, ~ Vin 1€ X~ Vimn 0ldugu goriilir.
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Teorem 5.2 ve Teorem 5.3 birlikte g6z dniine alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 5.1
0 < r < oo olsun. Bu durumda, her 8, = {(js, k;)} ¢ift indisli lacunary dizi i¢in

22, N 358 = €% N [N 1,

dir.

Tanim 5.5
0, = {(Js, k¢)} ¢ift indisli lacunary dizi olsun. (x,,,,,) Ve (¥mr) ¢ift indisli dizileri negatif

2{}‘=0

limiti u, v ye gore diizgiin ise, (X;n) V& (Vmn) ¢ift indisli dizilerine A kath asimptotik

olmamak tizere,

X, m n
lim o"Wo®) _ 5
st Ry

{(m, n) € Iy:
YVo™mu)e™(v)

] L . ) Sza(ez)
lacunary invaryant istatistiksel denktir denir ve bu durum x,,,, ~  Ymn ile gosterilir.

Ayrica, A =1 alindiginda, ¢ift indisli diziler i¢in asimptotik lacunary invaryant

istatistiksel denklik kavrami elde edilir.

Asagidaki teorem, ¢ift indisli diziler i¢in asimptotik lacunary ideal invaryant denklik ve

asimptotik lacunary invaryant istatistiksel denktir kavramlar1 arasinda bir iligki verir.

Teorem 5.4
(Xmn) V& (Vmy) dizilerinin A kath asimptotik lacunary ideal invaryant denk olmasi i¢in
gerek ve yeter sart bu cift indisli dizilerin A kath asimptotik lacunary invaryant

istatistiksel denk olmasidir.
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