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Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilarak
genel bir literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde gerekli temel tanimlar ve kavramlar
verilmistir. Uciincii boliimde ise conformable kesirli diferensiyel denklemler olarak
adlandirilan kesirli diferensiyel denklemlerin monoton yineleme teknigini kullanarak
ekstrem ¢Oziimlerin varligi incelenmistir. Dordiincii bolim de Riemann-Stieltjes
integral smir kosullarmi iceren conformable kesirli diferensiyel denklemlerin pozitif
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This thesis study consists of five parts. The first chapter is devoted to the introduction
and a general literature information is given. In the second chapter, necessary basic
definitions and concepts are given. In the third chapter, the existence of extreme
solutions by using monotone iteration technique of fractional differential equations
called conformable fractional differential equations is examined. In the fourth chapter,
positive solutions of conformable fractional differential equations including Riemann-
Stieltjes integral boundary conditions are studied. In the fifth chapter, discussion and

conclusion are included.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

R :Gergel Sayilar Kiimesi

N :Dogal Sayilar Kiimesi

B :Banach Alan1

T, :a — mertebeden Uyumlu Kesirli Tiirev

D, :a — mertebeden Lineer Uyumlu Kesirli Tiirev
Dau(t) : Lineer Kesirli Tiirevin Alt Coziimii

1, :a — mertebeden Uyumlu Kesirli Integral

13 :a — mertebeden Sol Uyumlu Kesirli Integral
B(x,y) :Beta Fonksiyonu

[ () :Gama Fonksiyonu

Kisaltmalar

BVP Sinir Deger Problemleri




1. GIRIS

Kesirli mertebeden tiirev ve integral, Leibniz ve Newton tarafindan ayrintili olarak
incelenen klasik tiirev ve integral kavramlarinin genellestirilmesidir. Kesirli mertebeden
tirev ile ifade edilmek istenen aslinda herhangi bir mertebeden tlirevdir. Kesirli
mertebeden tlirev ve integral kavramlar1 tamsayr mertebeden tiirev ve integral
kavramlari kadar eski olup, kesirli tiirev ifadesi birgok kaynakta da belirtildigi gibi ilk
defa 1695 yilinda Leibniz’in L’Hospital’a yazdig1 mektupta ge¢cmektedir. Leibniz’in
mektubunda L’Hospital’a yonelttigi “Tamsay1 basamaktan tiirevler kesirli basamaktan
tirevlere genisletilebilir mi?” sorusu kesirli diferensiyel kavraminin ilk ortaya ¢ikisi
olarak gdsterilebilir. Leibniz’in yani sira Liouville, Riemann, Weyl, Lagrange, Laplace,
Fourier, Euler ve Abel gibi birgcok matematik¢i de ayni1 konu iizerine ¢alismiglardir. O
zamandan beri, kesirli tiirev kapsamli bir sekilde incelenmistir ve son kirk yilda

neredeyse her bilim, miithendislik ve matematik alanina uygulanmistir.

Miihendislik bilimleri, fizik, kimya ve biyoloji gibi bir¢ok alanda eldeki problemin
ozelliklerini aciklayan matematiksel modellerin kurulmasi olduk¢a Onemlidir. Bu
modellemelerde ortaya konulan problemlerin ¢oziilebilmesi ihtiyact karsimiza
diferensiyel denklemleri ¢ikartmaktadir. Dogada var olan problemlerin modellemesinde
tamsay1 mertebeli diferensiyel denklemler ile fiziksel olaylar1 agiklamadaki eksiklikleri
giderebilmesi ve bu problemlerin daha iyi modellenebilmesi i¢in kesirli mertebeli

diferensiyel denklemler kullanilmaktadir.

Kesirli tiirev i¢in literatiirde ¢esitli tanimlar verilmistir. Bunlardan bazilar1 Riemann-
Liouville (R-L), Caputo, Griinwald-Letnikov, Wely, Riesz kesirli tiirevleridir. Ancak,
kesirli mertebeden tiirev nasil tanimlanirsa tanimlansin tiirev, mertebesi tamsayiya esit
olacak sekilde secildiginde ortaya cikan ifade tam say1r mertebeden tiirev ifadesi ile ayni
olmaktadir. Yapilan bazi g¢alismalarda belirli sartlar altinda bu tamimlarin esdeger
oldugu gosterilmistir. Birbirleri arasinda gegisler olmasina ragmen, tamimlar1 ve
tanimlarinin fiziksel yorumlar1 farklilik gosterir. Kesirli analizde birden fazla tiirev
taniminin olmasi, problemin tiiriine gére en uygun olaninin kullanilmasini ve boylece

problemin en iyi ¢ozlimiiniin elde edilmesini saglar.



a € (0,1) mertebeli Riemann-Liouville kesirli tiirevi

da

t
— (t = $)™*f(s)ds

1
f@ = r(1—a)Ef0

seklinde tanimlanmustir. Standart baslangi¢c kosullarina sahip kesirli baglangic deger
problemlerinin olast ¢ézlimlerini elde etmek amaciyla Riemann-Liouville kesirli tiirevi

yeniden yorumlanarak

w1 DA C)
PO =ra— 0 = et m 4t

seklinde Caputo kesirli tiirev tanimu tiiretilmistir. Bu nedenle giiniimiizde uygulamali

bilimciler tarafindan en ¢ok ragbet edilen tanim Caputo kesirli tlirevidir.

Son zamanlarda Khalil ve arkadaslar kesirli tiirev ve kesirli integralin yeni bir tanimini
sundular. Bu yeni tanimin Klasik analizde verilen klasik tiirevin 6zeliklerini sagladigini
ve klasik tiirev tanimindaki gibi bir limit formundan yararlandigini géstermislerdir.
Calismalarinda, bu yeni kesirli tiirev tanimi i¢in ¢arpim kuralini, bélim kuralini, zincir
kuralini, kesirsel Rolle teoremini ve kesirsel ortalama deger teoremlerini sundular

(Khalil 2014).

Conformable kesirli diferensiyel denklemlerin baslangi¢ deger problemleri (Bayour ve
Souahi 2017)’de tartistlmistir ve bazi spesifik conformable kesirli kismi diferensiyel
denklemlere analitik ¢oziimler de incelenmistir. Conformable kesirli diferensiyel
denklemlerin sinir deger problemlerinin (kisaca BVP) tartisilmasi i¢in bazi teorik
gelismelerde saglanmistir. Ozellikle, bazi conformable sinir deger problemleri igin
Lyapunov tipi esitsizlikler (Abdeljawad 2017 ve 2018); (Al-Rifae 2017)’de diizenli
olarak conformable kesirli Sturn-Liouville 6zdeger teoremi diigiiniilmiistiir. Topolojik
transversite teoremi kullanilarak bazi iki noktali kesirli BVP’nin ¢6ziilebilirligi dikkate
alinmustir; sabit nokta teoremleri ile bir tiir ti¢ noktali kesirli BVP (Asawasamrit 2016)
da incelenmistir: Alt ve list ¢dzlimlerin metotlar1 sayesinde bir periyodik BVP sinifi
(Asawasamrit 2016)’da tartisilmigtir. Operatorlerin yaklagim yontemlerini ve sabit
nokta teoremlerini uygulayarak Xiaoyu Dong ve ark. (Dong 2017), iki nokta spesifik bir

p-Laplacian BVP tipine pozitif ¢oziimlerin varligini arastirmistir.



2. TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde, calismamizda kullanilan tanim ve teoremler verilecektir. Burada cle
alimacak teoremlerin ispatlari, literatiirde ayrintili bir sekilde verildigi i¢in ayrica

yapilmamustir.

Tamm 2.1 Bir veya daha fazla degiskenin kesirli tiirevlerini igeren denklemlere kesirli
diferensiyel denklem denir. Dolayisiyla kesirli diferensiyel denklemler, tamsay1

tirevleri yerine, kesirli tiirevlere sahip olan diferensiyel denklemlerdir.

Ornek 2.1 xD2y(x) — D¥3y(x) — y(x) = cos(x) (2.1)
Yukarida verilen (2.1) denklemi kesirli diferensiyel denklemdir.
Kesirli diferensiyel denklemler asagidaki gibi siniflandirilabilir.

a) Adi Kesirli Diferensiyel Denklemler

Ornegin: DY3y(x) + 4y*(x) = 5 (2.2)
DY2y(z) + DY?x(2) = z (2.3)
D32y(t) + DY2y(t) — 2y(t) =0 (2.4)

b) Kismi Kesirli Diferensiyel Denklemler

o 2
Ornegin: D} "2u(y,t) = 22 % (2.5)

Tamm 2.2 I'(x) ile gosterecegimiz Gamma fonksiyonu,
I'(x) = f t*le~tdt
0

genellestirilmis integral yardimiyla tanimlanir. Burada Re > 0 ve z € C/{0,—1,-2, ...}
icin yakinsaktir. Gama fonksiyonunun bazi 6zellikleri asagidaki gibidir:

. I'(z+1) =z[(z) = 2!

i. r(;)=rvr
o xP b4
i 2 dx ()1 —p) prs— 0<p<i1

iv. 22 ()r (n+3) = Varen



Tanim 2.3 Bir¢ok durumda gama fonksiyonunun belirli bir kombinasyonu yerine beta
islevini kullanmak daha uygundur.

Beta fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

1
B(x,y) = f t*"1(1 - )Y lde

0

Beta fonksiyonun tanimindan yola ¢ikarak
1
B(x+1,y+1) = f t*~1(1 —t)¥dt
0
esitligi elde edilir.
B(x,y) nin tanimi i¢in verilen ii¢ ayr1 ifade sunlardir:
/2

1) B(x,y) = Zf (sin8)** 1cosf?Y~1do
0

oo ux—l
2) B(x,y) :-]; mdu
r(x)r

Tanmm 2.4 n € N, n — 1 < a < n olmak tizere « > 0, a € R i¢in reel bir fonksiyonun

a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi,

O = (35)

bigiminde tanimlanir.

[ LD

(Z — x)a—n+1

Tamm 2.5 a > 0 igin a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integralleri

1 X
(2@ = mj (x —2)* H(z)dz Xx>a
U0 =5z [, =0 (@dz x<b

a. mertebeden (a > 0) sol tarafli ve sag tarafli seklinde tanimlanir. Burada I"(z) gama
fonksiyonudur ve a = 1 segilirse Riemann-Liouville kesirli integrali klasik integrale
doniistir.

Ayrica @ = 0 i¢in (];ﬁf) (z) = (Jp-H(z) = f(z) dir.



Tamm 2.6 (Khalil 2014, Abdeljawad 2015) « € (0,1] olsun. f:[0,%0) - R

fonksiyonunun a mertebeden conformable kesirli tiirevi

1-ay _
GG (O

dir. (0,b) tizerinde T,f(t) varsa, T,f(0) = lim,_q T, f(¢t) dir.

Tanmm 2.7 (Khalil 2014, Abdeljawad 2015) a € (n,n+ 1] olsun. f:[0,0) - R

fonksiyonunun a mertebeden conformable kesirli integrali

1 1
f(©) = f (t — $)"s«m1f(s)ds
YO

dir.

Lemma 2.1 (Abdeljawad 2015) 0 < a <1 olsun. Eger f : (0,4+00) = R fonksiyonu
[0,00) tizerinde siirekli ise, t > 0 igin
IoDof (8) = f(t)

dir.
Lemma 2.2 (Khalil 2014) a« € (0,1], I;,1,,9,.k € R ve f,h fonksiyonlari [0,+c0)
tiirevlenevilir.

i. Dgk = 0 tiim sabit noktalar i¢in f(t) = k;

. Do(lif + Lf) = Do f (t) + 1D h(8);

iii.  D,td = qti9;
iv.  Dy(fh) = F(O)D (L) + R(E)Df(1);
v. D, (g)h”h# h(t) # 0

Teorem 2.1 (Khalil 2014) (Ortalama Deger Teoremi) [a,b] < [0,+40) olsun ve
f :]0,4+00) = R olsun. Varsayalim ki

1) f,[a, b] tizerinde siireklidir.

2) f,[a,b] dekibaz1 a € (0,1] i¢in « tlirevlenebilir.
Sonra bir sabit ¢ € (a, b) vardir, 6yle ki

b)) —
pof() =521



dir. Yani; Lemma 2.2’nin (iv).maddesidir.

Teorem 2.2 (Shapiro 1999, Arzela-Ascoli Teoremi) [0,1] aralig: tizerinde taniml reel
degerli stirekli fonksiyonlarin bir (f,),en dizisi diizgiin smirli ve esstirekli ise (f,)nen
dizisinin diizgiin yakinsak bir (f;,)xen alt dizisi vardir.

Ispat Ispat1 3 adimda yapacagiz.

1. Adum: Bir X = [0,1] kompakt metrik uzaymin ayrilabilir oldugunu yani sayilabilir

yogun bir alt kiimeye sahip oldugunu gosterelim.X kompakt metrik uzay olsun. O halde

n
1
x=| 8 ()
\ n
=1
olacak sekilde S,, = {x1, x5, ... x,} © [0,1] sonlu kiimesi mevcuttur.

S=USn

neN

n € N i¢in

olarak alalim. § kiimesi X’in sayilabilir ve yogun bir alt kiimesidir.

2. Adim: Bu adimda (f,,) dizisinin S iizerinde noktasal yakinsak olan bir alt dizisini

bulacagiz.

S ayrilabilir oldugundan S = {x4, x,, ... } olarak yazilabilir. Hipotezden (f;,) sinirlt dizi

oldugundan (fn (xl)) dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir, bu alt dizi (fl,n(xl))
olsun. (fl,n) dizisi de sinirli oldugundan (fl,n(xz)) say1 dizisi de sinirhidir. Bolzano
Weierstrass Teoreminden (fl,n(xz)) dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir, bu dizi

(fz,n(xz)) olsun.
Dikkat edilirse (f;,) dizisi (f;,) dizisinin alt dizisi olup x; ve x, noktalarinda
yakinsaktir. Bu sekilde devam edilirse

fl,l f1,2

f2,1 f2,2



o1 faz o e

elde edilir ve n.satir (n — 1). satirin alt dizisi olup x4, x, ... x,, noktalarinda yakinsaktir.

O halde (f;,,,) diyagonal dizisi (f,,) dizisinin § iizerinde yakinsak olan bir alt dizisidir.

3.Advm: Bir dnceki adimda buldugumuz (g,,) diyagonal dizisinin X {izerinde diizgiin
yakinsak oldugunu gosterelim.

Essiireklilikten, her € > 0 i¢in bir § > 0 mevcut oyle ki d(x,y) < § sartim1 saglayan
her x,y € X igin

|gn(x) — gn (M) <§

saglanir. M >% olacak sekildeki M € N dogal sayisini sabitleyip, Sy € S sonlu

kiimesini goz Oniine alalim. (g,,) diyagonal dizisi S tizerinde noktasal yakinsak olup Sy,
tizerinde de noktasal yakinsaktir. O halde (g,) diyagonal dizisi S,, tizerinde Cauchy

dizisi olup her s € Sy, i¢in bir N > 0 mevcut 6yle ki her n,m > N igin

9n() = gm()| < 5

gerceklenir.
Her n,m > M igin x € X sabit olsun. O zaman x elemani i¢in 1.adimdan d(x,S) < &
olur ki

197 (%) = gGm ()| < 1gn(x) = gn (| + 19n(s) = G (] + 1gm(s) — gm (X)|

<€

bulunur. O halde (f;,) dizisinin (g,,) alt dizisi X iizerinde diizgiin Cauchy dizisidir.
C (X) tam uzay oldugundan, (g,,) dizisi X tizerinde diizgiin yakinsaktir.

Sonu¢ 2.1 X kompakt metrik uzay ve X iizerinde tanimh reel degerli tiim siirekli
fonksiyonlarin uzay1 C(X) olsun. A ¢ C(X) olmak iizeri A kiimesinin kompakt olmasi

icin gerek ve yeter sart kosul A kiimesinin kapali, diizgiin sinirli ve es siirekli olmasidir.

(Shapiro 1999).



3. INTEGRAL SINIR KOSULLARI ICEREN CONFORMABLE KESIRLI
DIFERENSIYEL DENKLEMLERDE EKSTREM COZUM

Bu bolimde, Meng ve Cui tarafindan 2019 yilinda yayimlanmis integral sinir
kosullarini i¢eren conformable kesirli diferensiyel denklemler igin ekstrem ¢odziimlerin
varligi konusu incelenecektir.
Asagidaki varsayimlar kolaylik saglamak igin listelenmistir.
(Hy): f:10,1] X R — R siireklidir.
(Hy): vg,wy € E = C[0,1] fonksiyonlar1 (3.1) probleminin alt ve tist ¢oziimleridir ve
U, (t) < w, (t) dir.
(H3): v, £x <@ < w,(t) olmak iizere,

f&,x) = f(t9) < M) (@ —x),

kosulunu saglayan 4, > 0 i¢in bir M € E fonksiyonu vardir.

Ust ve alt ¢dziimler ydntemini ve bununla iliskili monoton yineleme teknigini
kullanarak, integral sinir kogulunu igeren, f € C([0,1] X R, R) olmak {izere,
Du(t) = f(t,x(t)), t € [0,1]
u(0) = [} x(O)du(o),

lineer olmayan conformable Kkesirli diferensiyel denklemi i¢in ¢oziimlerin varlig

3.1)

bilinmektedir. Burada [, x(t)du(t) integrali, pozitif Stielties p-Slgiisine sahip
Riemann-Stieltjes integralidir. D, f(t) ise conformable kesirli tiirevi ifade eder. Bir
karsilagtirma sonucuna gore, list ve alt ¢oziimler kullanilarak iki monoton yinelemeli
dizi elde edilir ve bu iki dizi verilen problemin ug ¢6ziimlerine yaklasir. Simdi bu 6zeti

daha ayrmtili bir sekilde inceleyelim.

Tamm 3.1 Eger bir u € €([0,1], R) fonksiyonu,
Dou(t) < f(t,u(®), tel01] (3.2)
1
u(o) < [y u(®)d u(t) (3.3)
esitsizliklerini sagliyorsa, u fonksiyonuna (3.1) in alt ¢éziimiidiir denir.
Eger, (3.2) ve (3.3) esitsizlikleri yon degistirirse, u € C([0,1], R) fonksiyonu (3.1)

probleminin bir st ¢oziimidiir



Lemma3.l 0<a<1, a€eR ve M,N € C([0,1], R) olsun.

Ay =1— fole_fcfsa_lM(s)dsdu(t) # 0 olmak iizere,
Dou(t) =—-M@)u(t) + N(t), te][0,1]
{ u(0) = [, u(®)du(t) +a

integral siir kosullar1 iceren lineer kesirli diferensiyel denkleminin bir tek ¢oziimii

(3.4)

vardir.

“1M(s)ds

. t a
Ispat (3.4) lin birinci denkleminin her iki tarafi elos ile ¢arpilir ve Lemma 2.2

kullanilirsa
efots“_lM(s)dsDau(t) n M(t)u(t)ef(fsa—lm(s)ds _ N(t)efotsa—lm(s)ds
elde edilir. Carpimin diferensiyelinden yukaridaki esitlik
D, [efotsd—lM(s)dsu(t)] _ N(t)efotsa-lM(s)ds (3.5)
seklinde yazilir. (3.5) in her iki tarafina « basamaktan conformable kesirli integral
uygulanirsa,
eJosTME sy (1) — 1(0) = I, [N(t)efotsa-lM(s)ds]
- fot STIN(s) oo T M@z

bulunur. Buradan

u(t) = e~ MOS0y 4 [FsamIN(s)elo ™MD g (3.6)

elde edilir.

(3.4) tin sinir sartlari ile
(1 - fol e‘fotsa_lM(S)dsdy(t)) u(o)
_ fol e—fots“_lM(s)ds fotSa—lN(S)efos‘r“_lM(‘L')d‘rdsdﬂ(t) ta
yazilir. A, # 0 oldugundan

1 e_fotsa—lM(S)ds fotSa—lN(s)enga—lM(.[)d.[de# +a

u(o) ==°
1= fy e s Mg )

dir. Boylece problem (3.4) tek bir ¢6ziime sahiptir.

Bir sonraki Lemma da temel sonuglarin ispatinda 6nemli bir rol oynayacak lineer

problemler icin karsilastirma sonuglar1 verilmistir.



Lemma 3.2 0 < a < 1 olsun. Kabul edelim ki M,u € C([0,1], R) fonksiyonlar1
Dou(t) < —-M@)u(t) , te[0,1]

{u(o> < [, u(®du(t)

kosullarin1  saglasin. Bu durumda A4, >0 olmak iizere, [0,1] araliginda
u(®t) <0
dir.
Ispat N(t) = Du(t) + M(t)u(t) ve a =u(o) — fol u(t)du(t) oldugundan
N({t)<0,a<0 ve
D,u(t) = —M(t)u(t) + N(t), t €[0,1]
{ u(0) = [ u(t)du(t) +a

oldugu bilinir. 4, > 0 kullanarak

fl e_fotsa—lM(S)ds fol Sa_1N(S)efos‘ra—lM(T)d‘L'deﬂ(t) +a 0
<

0
u\o) =
) RO

elde edilir. Bu durumda (3.6) esitliginden

u(t) < e~ o5 MGy 0y < o

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1 Kabul edelim ki (H,), (H,), (H3) saglansin. Bu durumda
{vidneo » IWntmeo monoton yinelemeli dizileri mevcuttur 6yle ki
limv,=v , limw,=w
n—oo n—oo

yakinsamalart [0,1] araliginda dizgiindiir ve [v,,w,] ={g € E: v,(t) < g(t) <

w,(t), 0 <t < 1} bolgesinde v,w (3.1) probleminin ekstremal(u¢) ¢6ziimleridir.

Ispat Up Wy € E i¢in
Dans1() = (£, (1)) = M) (Vn41 () — V(1))
DaWni1 () = f(t, Wy (©)) — M(D)(Wy41 (£) — win (1)) (3.7)
Vn11(0) = [ Vn i (DAu(®), wny1(0) = [ wasadu(t)
olsun. Boylece {v,} ve {w,} yinelemeli dizileri Lemma 3.1 yardimiyla olusturulabilir.
[lk olarak;
Up < Upyr S Wpyp1 S Wy, n=20,1,2,..

oldugu gosterilmelidir. p = v, — v, olsun. (3.7) ve Tanim 3.1 e gore
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Dop(t) = Dav,(£) — Do () < f(t,v,(1)) — £(t,v1(®)) + M(£)(v1(t) — v, (1)), t €[0,1}
1 1
p(0) < f 2o () dpa(t) — f (D (o)

yani

p(0) < j p(O)du()
0

dir. Bu nedenle Lemma 3.2 den v4(t) < v, (t) dir. Benzer sekilde t € [0,1] igin

w;(t) < wy(t) oldugunu kanitlanabilir. Simdi r = v; — w; olsun. (3.7) ve (H3) e gore

(D1 () = f(t,v0(®) — F(t, wo(®) = M) ((t) — v (t) — Wy (E) + W (D))

< M) (wo(8) = 1,(8)) = M(£) (w1 () — v (£) — w1 (t) + W, (D)
I = —-M(t)r(t)

L 7(0) = [ r(®)du(t)
dir.
Lemma3.2dent € [0,1] i¢in v, (t) < wy(t) dir.

Ikinci olarak vy, wy nin sirastyla (3.1) in alt ve iist ¢oziimleri oldugunu gosterilmelidir.

(Dvy (£) = f(t,v6(1)) — M) (v1(8) — v, (8)) — F (6, v1(D) + f (&, v (D))
< M) (v, (8) = vo(1)) = M) (v, (1) — vo(®) + f(£, v, (1))
< = f(t,v1()),
1

1,(0) = f oy (D (D)
0

dir. (H;) ve Tanim 3.1 e gore, vy, (3.1) in bir alt ¢coziimiidiir. Benzer sekilde w; de (3.1)

in bir {ist ¢ozlimiidiir. Yukaridaki argiimanlar ve matematiksel tiimevarimla
Vo< SV, SVUpp1 SWyp1 Sw, <-<wy,, n=0172,... (3.8)
oldugu aciktir.

Ucgiincii olarak; lim,_e v, = n, lim,,, w,, = w oldugu gosterilmelidir. Dolayisiyla
v, W, Nin [0,1] araliginda diizgiin smirh ve siirekli oldugu sonucuna ihtiya¢ vardir.

Vp, Wy, dizilerin diizgiin sinirliligr (3.8) den agiktir. Boylece
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|f(t' Un(t)) — M) (Vns1(O) — v, (D) <L
ve
[ (W () = M(E) (W1 (D= ()] < L

olacak sekilde L > 0 mevcuttur. Teorem 2.1 kullanarak,
1 a a
[va(t0) = vn(t)] = = [Davn (@ | | e — t5]

= 21£(¢ ver (D) = MO (0r (D) = s D) | 65 = 5]
elde edilir.

Dolayisiyla {v,} siireklidir. Benzer sekilde {w,} de siireklidir. Arzela-Ascoli
Teoremlerinden {v,}, {w,} dizileri {vnk}, {Wnk} alt dizilerine sahiptir 6yle ki k — o

igin {vnk} - v Ve {Wnk} - w dir. Buradan {v,}, {w,} dizilerinin monotonlugu ile
birlikte

lim, e v, (t) = v(t) , lim,_ e w,(t) = w(t)
oldugu elde edilir.

Buradaki {v,,} dizisi

{vna) = e~ oS MOy (0) + Rop_y ()], t € [0,1] 9

1
v, (0) = [ v (O)du(t), n=12,...
problemini saglar. Burada
t

Fonea (8 = f SEIF(,vnr (5)) + M(5)vpoa (5)]elo ™ M@drgs
0

dir. Eger (3.9)dan — oo ise,

{”(0 = ¢ o TMOE[(0) + R, (©)], ¢t € [0,1]
v(0) = [] v(t)du

12



bulunur. Bu v nin (3.1) lineer olmayan probleminin bir ¢ozimii oldugunu
gostermektedir. Benzer sekilde w nin (3.1) lineer olmayan probleminin bir ¢oziimii

oldugu goriiliir. Ayrica
vo(t) < v(t) S w(t) < wy(t), t €0,1]
dir.

Son olarak; [v,,w,] bolgesinde v ve w nin (3.1) in minimal ve maksimal ¢6ziimleri

oldugu gosterilecektir. Asagida bu timevarim kullanilarak gosterildi.

Kabul edelim ki g(t), [v,,w,] da (3.1) probleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda
vo(t) < g(t) < wy(t), t €[0,1]

yazilir. v, (t) < g(t) < wy(t) saglansin.

Eger p(t) = vn41(t) — g(¢) ise,

( Dap(t) = Dansq(t) — Deg(t)

= f(t, va () = M) (V41 (1) — v (1)) — £ (£, g ()
. < M@®)(g(t) = v, (1) = M(8) (V11 (t) — v ()

= —M(t)p(0),
\ p(0) = [} p(Ddu(®)

dir.

Boylece Lemma 3.2 den v, < g(t), t € [0,1] elde edilir. Benzer bir yontemle

gt) < wp.(t), t €[0,1] oldugu gosterilir. Sonug olarak
Vp<g<w,, n=12 ..
dir.

Yukaridaki esitsizliklerde n = co almirsa v < g < w elde edilir. Bu ise v,w nin

[vo,wo] de (3.1) problemin u¢ nokta ¢oziimleri oldugunu gosterir. Bdylece ispat

tamamlanmis olur.
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Ornek 3.1

2
Dix(t) = —%(1 +x()3 + 9sinxT(t), t €[0,1]
2

x(0) =5x(3) +5x ()

lineer olmayan problemi géz niine alinsin.

(3.10)

(0 te[01>
) I4
1 11
t)=<{- i
u(t) 3 te4,2)
L oefta
kz’ 21]

olsun.

2

Aciktirki; a = % , f(t,x) = —S(l +x)3 + 9sinx7 ve

Jo x@du(® =3x(5) +5x(3)

dir. Burada x(t) = 1 oldugunda

1

[y du(t) =+

2

bulunur. v,(t) = =2, wy(t) = 0 alinirsa,

Divy(t) =0 < §+ 9sinl = £(t,v,(t)),
zvo(O) = -2 < —1= [ vo(t)du(t),
ve
Diwo(t) = 0> —= = f(t,w,(£)),
(0 =0 = Jy wo(®) du(®)
olur.

Boylece v,,w, (3.10) probleminin alt ve st ¢oziimleridir. M(t) = 1 oldugunda

(H3) varsayiminin gegerli oldugu dogrulanmis olur. Ek olarak,
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1

1
J. e_fotsa—lM(s)deu(t) :f
0

0

1 1 1
e du(t) < f du(t) = > <1
0

dir.

Teorem 3.1 e gore, problem (3.10) [v,, w,] da ekstremal tekrarlanan ¢6ziime sahiptir.

15



4. CONFORMABLE KESIiRLi DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN iINTEGRAL
SINIR KOSULLARI iLE POZITiF COZUMLERI

Bu béliimde Zhong ve Wang. tarafindan 2018 yilinda yayimlanmig conformable kesirli
diferensiyel sinir deger problemlerinin pozitif ¢éziimlerin varligi konusu incelenecektir.
Conformable kesirli diferensiyel denklemlerin pozitif ¢oziimlerinin varligini incelemek

icin a € (1,2] olmak iizere,

Tox(®) + f(t,x(£)) =0; t€[01] (4.1)
x(0) =0, x(1) = L(x)

siir deger problemi goz Oniine alinsin. Burada T, conformable kesirli tiirevi ifade
eder. A pozitif bir parametre olmak tizere L(x) = Afolx(t)dt dir ve f:[a, o) X
[0, 0) — [0, ) fonksiyonu stireklidir.

Conformable kesirli tiirevler baglaminda, literatiirde, integral siir kosullarina sahip
conformable kesirli diferensiyel denklemlere pozitif ¢6ziimiin varligi i¢in ¢ok az sonug
elde edilmistir. Bu ¢alismada elde edilen Green fonksiyonun tekil oldugunu belirtmek
gerekir. Elde edilen kosullar klasik norm tipi genisleme ve sikigtirma teoremi
kullanilarak elde edilen kosullardan daha zayiftir. Son olarak, elde edilen sonuglarin

olas1 uygulamasini gostermek i¢in bir 6rnek verilmistir.

Lemma 4.1 0<a <1 olsun. Kabul edelim ki f fonksiyonu [0,o0) araliginda

stireklidir. Bu durumda t > 0 i¢in
Talaf(t) = f(t)
dir.
Lemma 42 ae (n,n+1[,0<t<1ve k=12, ..,nicin
Ttk =0

elde edilir.

Lemma 4.3 a € (n,n+ 1] olsun. [0,0) araliginda T,f(t) fonksiyonu siirekli
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oldugundan
IaTaf(t) = f(t) +c,+cit+ -+ Cntn

dir. Burada c;, parametresi i¢in k = 1,2, ..., n oldugu agiktir.

Lemma 4.3 den (4.1) smir deger probleminin lineerlestirilmis hali

T,x(t)+h(t)=0; te[01] (4.2)
{ x(0)=0 x(1) = L(x)

seklinde yazilir.

Lemma 4.4 Kabul edelim ki h € C[0,1] olsun. Eger, A # 2 ise (4.2) simr deger

probleminin [0,1] araliginda tek ¢6ziimi

1
x(t) =f K(t,s)h(s)ds (4.3)
0
dir. Burada
K(t,s) =G(t,s) + H(t,s) (4.4)
(1—1t)s*1, 0<s<t<1
{ ts®2(1-s), 0<t<s<1 (4.5)
ve
H(t,s) = %fol G(t,8)dt (4.6)
dir.

Ispat h 1n siirekliligi ve Lemma 2.3 den
x(t) = c, + ¢t — [,h(t)
sonucu elde edilir. Sinir kosullari ile birlikte ¢, = 0 ve
¢, = I,h(1) + L(x)
dir. Dolayisiyla
x(t) = —Ih(t) + tl,h(1) + tL(x)

= - ft(t —5)s*%h(s)ds + Jtt(l —5)s*2h(s)ds
0 0

+ flt(l — 5)s*2h(s)ds + tL(x)
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_ f G(t,)h(s)ds + tL(x) (4.7)
0

elde edilir. (4.7) nin her iki tarafina £ doniisiimii uygulanirsa

1
L(x) = szf G(t,s)h(s)ds (4.8)

bulunur. Yukaridaki ifade (4.7) denkleminde yerine yazilirsa istenen sonucu elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir.
G, H ve K fonksiyonlari i¢in birka¢ 6nemli 6zellik asagidaki gibidir.
Lemma4.5 (0,1] x (0,1] de herhangi bir (t, s) igin
0<q(t)G(s,s) <G(t,s) <G(s,s) (4.9)
dir. Ayrica A parametresi, [0,2) araliginda ise

0 <q(OH(,s) < H(ts) < H(,s) (4.10)
0<q(t).M(s) < K(t,s) <M(s) (4.11)

olur. Burada q(t) = t(1 —t) ve M(s) = G(s,s) + H(1,s) dir.
Ispat G’nin tanimindan 0 < s <t < 1 icin

G(t,s)=(1—-1t)s* 1< (1-95)s*1=0G(s,s)

ve0<t<s<1li¢in

G(t,s) =ts*%2(1—5s) = 2(1 —5)s* 1< (1 -95)s*1=G(s,s)

dir. Boylece (0,1]x(0,1] de (¢t, s) i¢in G(t,s) < G(s, s) oldugu agiktir.
Ustelik 0 <s <t < 1igin
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Gt,s)=(1—-t)s* 1> —-t)s* 11 —-5)=qt)G(s,5) =0
ve 0<t<s<1i¢n
G(t,s) =ts*2(1—5)=2ts* (1 —5s) = q(t)G(s,s) =0

dir. Boylece
0<q(t)G(s,s) <G(t,s) <G(s,59)

elde edilir. Ayrica yukaridaki esitsizlik ve H ve K tamimlart (4.10) ve (4.11)
esitsizliklerini agikga ortaya koymaktadir (Deimling 1985, Lan 1988).

Lemma 4.6 B bir Banach uzay1 P < B bir koni ve Q; c Q,olmak iizere Q;, Q, B’nin

orijin merkezli iki a¢ik yuvari olsun. kabul edelim ki

D:PN(Q\Q)—P

stirekli bir operatordiir 6yle ki,

(C1) ||Dx|| < [|x]], x € P N 0Q,.

(C2)x e PN 0Q, ve 1 > 0igin x # ®x + AY¥ olacak sekilde ¥ € P \ {0} vardir.

Bu durumda @, Pn (Q, \ Q,) icinde sabit bir noktaya sahiptir. (C1) kosulu P N 9Q,
de ve (C2) kosulu da P N 0Q, de gegerli olur.

Simdi de sabit nokta teoremini kullanarak smir deger problemlerinde ¢oziimleri
varligini tartigmak igin temel varsayim, C[a, b] de baz1 fonksiyon kiimelerinin tanimi ve

operatorler asagidaki sekilde verilsin:

(H) f fonksiyonu negatif olmayan ve [0,1]x[0, o) iizerinde siireklidir ve A parametresi

[0,2) araliginda olsun.
x|l = suptepo,17/x()] normu ile B = C[0,1] klasik Banach uzayr olsun. Ayrica
B’deki P konisi

P = {x € QS| x(t) = q@®)|lx]l, t e [0,1]}
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dir. Burada q(t) fonksiyonu Lemma 4.5 deki gibi tamimlanir. Pozitif bir r sayisi

verildiginde, B uzayindaki Q, alt kiimesi

Q. ={xeB:|x|| <r}

olarak tanimlanir. Ayrica B uzaymdan kendisine

(Px)(¢t) = f K(t,s)(t, x(s))ds (4.12)
0

operatorii tanimlansin.Hipotez (H) altin da, operator iyi tanimlidir ve asagidaki 6zellige

sahiptir.

Lemma 4.7 (H) hipotezi saglansin. Bu durumda ®(P)cP dir.
Ispat P’deki herhangi bir x i¢in ® nin tanim1 ve (4.11) esitsizliginden

(x)(t) =f K(t,s)f(t,x(s)ds = q(t)jM(s)f(t,x(s))ds
0
0
ve

(dx)(t) =f K(t,s)f(t,x(s)dssj M(s)f(t, x(s))ds
0 0

olur. Boylece
(@x)(t) = q()||0x]]

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla ®x € P dir. Bu ispat tamamlar.
Simdi @ operatdriiniin tamamen siirekligini tartisalim. Ilk olarak ® operatdriinii

seklinde tanimlansin. Burada @, ve @, operatorleri sirasiyla

1
(@,x)(t) =f G(t,s)f(s,x(s))ds (4.14)
0

(@,x)(t) = f H(t,s)f (s, x(s))ds (4.15)
0

dir. ®,ve ®,:P — P tamamen siirekli operatorler oldugu aciktir. Lemma 4.7 nin

ISpatina benzer bir argiimanla, (4.9) ve (4.10) esitsizliklerini kullanarak @, (P) c P ve
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®,(P) c P elde edilir. Ayrica ®,'in G(t,s) g¢ekirdeginin [0,1]x[0,1] ilizerinde tekil
oldugu ve @, operatoriin tamamen stirekliligi dogrulanmistir (Dong 2016 ve 2017).
Operator @,’ye gelince, ®," nin H(t,s) ¢ekirdegi [0,1]x[0,1] lizerinde siirekli ve
standart argiimani kullanarak ®, 'nin tamamen siirekli olup olmadigin1 kolayca kontrol

edilebilir. Boylece asagidaki lemma elde edilir.

Lemma 4.8 Hipotez (H) gegerliyse, operatér ®@: P — P tamamen siireklidir.
Bir sonraki Lemma, (4.1) sinir deger problemini esdeger bir sabit notka problemine

doniistiiriir.

Lemma 4.9 Hipotez (H) saglaniyor ise, C[0,1] deki bir x fonksiyonu (4.1) sinir deger
probleminin bir pozitif ¢éziimiidiir ancak ve ancak x, P de ® nin sabit bir noktasi ise.

Ispat x, P’de ® nin sabit bir noktasi ise,

1
x(t) = f K(t, s)f(s,x(s))ds = — af(t,x(t)) + tlaf(l,x(l)) + tL(x), (4.16)
0

dir ve boylece f in siirekliligi, Lemma 4.1, 4.2 ve 4.3 den

T.x(®) + f(t,x(t)) =0
elde edilir.
Dahasi, (4.16) esitliginden x(0) = 0 ve x(1) = L(x) olur. Bu nedenle x, (4.1) sinir
deger probleminin pozitif bir ¢oziimiidiir. Diger taraftan x, (4.1) sinir deger probleminin
pozitif bir ¢oziimii ise Lemma 4.4 den ®x = x yazilir. Dahast Lemma 4.7°nin
ispatindaki benzer bir argiimanla, t € [0,1] i¢in x(t) = q(t)||x]|| elde edilir.. Boylece x,
P’de sabit bir O noktasidir.

Ana sonuglar1 sunmadan dnce, bazi gosterimler agagidaki gibidir:

o f6) o _ f(t,x)
fo = limmin ve f* = lim max ;
x-0t€[0,1] X x—-o te[0,1] X

-1

1-6 1 -1
A = (q(d) M(s)ds> ve A, = <j M(s)ds)
5 0
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Burada 9, (O, %) araliginda verilen pozitif bir sayidir. M(s) ve q(t) fonksiyonlar

Lemma 4.5°teki gibi tanimlanir.

Teorem 4.1 (H) hipotezinin gegerli oldugunu varsayilsin. Eger f, > A; ve f* < % ise
(4.1) smir deger problemi en az bir pozitif ¢éziime sahip olur.
Ispat Bu iddia Lemma 4.6 tarafindan kanitlanacaktir. Dikkat edilmelidir ki ®:P — P
tamamen siireklidir. Ilk énce ® operatdriiniin Lemma 4.6’daki (C2) kosulunu sagladig
gosterilmelidir.  f, > A; oldugundan pozitif bir r; sayis1 mevcuttur dyle ki t € [0,1]
ve 0 <x < icin
f(t,x)=Ax

dir. Boylece t € [0,1] ve x € P N 0€2,, i¢in

f(t,x(8)) = A1 x(2)
dir.
Simdi ¥ = 1 seg¢ildiginde agikga bellidir ki ¥ fonksiyonu P \ {0}’a aittir. Daha sonra

belirli ¥ i¢in, x € P N 9Q,, ve 1 > 0 olmak iizere

x #= Ox + A¥

oldugu gosterilecek. Eger durum bdyle degilse o zaman x, € P N 0Q, fonksiyonu
mevcuttur dyleki
Xo = ¢xo + 1 ¥
dir. Burada A , > 0 dur.
Xo = Mines,1-5)%0(t) Olsun. Boylece (4.11) esitsizliginden [§, 1 — &] araligindaki her

tigin
1
xo(8) = f K(t,)f (5, %0())ds + Ao
0

> 4,q(t) ;" M($)xo(s)ds + Ay

> Ayq(s) [, M(s)ds % + Ao

=X + 4o
dir.Boylece X, = X, + A, olur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla operator ® Lemma
4..6’daki (C2) kosulunu saglar.
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Simdi @ operatoriiniin Lemma 4.6’daki (C1) kosulunun sagladigini gosterelim.
fr< /12_2 kabuliinden pozitif bir y; sayisinin vardir dyle ki t € [0,1] ve x = y; igin
ft,x) < 2x (4.17)
dir. Simdi y, = max{f(t,x):t € [0,1], x € [0,¥,]} olsun. Bu durumda (4.17)
esitsizliginden t € [0,1] ve x = 0 i¢in
ftx) < Z2x +y, (4.18)
elde edilir.

T, = max|[2ry, 2y, folM(s)ds] ve x € P N 0Q,, olsun. Lemma (4.5) ve (4.18)

esitsizliginden
1
0x] = maxiepos) | KC6)f (5.2(5))ds
0
1 AZ
< f M(s) (796(5) + )/2) ds
0
AZ 1 1
< 7] M(s) ds||x|| +y2J M(s)ds
0 0
< lx|l
elde edilir.

Bu sebeple @ operatorii Lemma 4.6’daki (C1) kosulunu saglar. Sonug olarak, operator
® en az bir x € P N (Q, \ Q; sabit noktasina sahiptir ve Lemma (4.9) dan x’in (4.1)

sinir deger probleminin pozitif bir ¢oziimiidiir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2 (H) hipotezinin gegerli oldugunu varsayilsin Eger f° < A, ve f,, > A; ise
(4.1) sinir deger probleminin en az bir pozitif ¢6ziimii vardir.
Ispat Iddia Lemma 4.6 ile gosterilecektir. @ operatoriiniin tamamen siirekliligin
Lemma 4.8 tarafindan garanti edilmektedir. Sadece @ operatoriiniin Lemma 4.6’daki
(C1) ve (C2) sartlarin1 yerine getirdigini kanitlanmasi yeterlidir.
% < A, ve £, > A; oldugundan iki pozitif say1 r; ve y; vardir dyle Ki

t€[0,1]ve0 <x <ricin f(t,u) < Ayx (4.19)

t €[0,1] vex = y,icin f(t,x) < Ay x (4.20)

dir.
Lemma 4.5 ve (4.19) esitsizliginden x € P N Q. icin
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1 1
x|l = maxte[o,uf K(t,s)f (s, x(s))ds < Az] M(s)x(s)ds < |lx]|
0 0
dir. Boylece @ operatdrii Lemma 4.6°daki (C1) kosulunu saglar.
Geriye @ operatoriiniin Lemma 4.6’daki (€2) kosulu da sagladigimi gostermek kalir. Bu
amagla 7, = max{2r;,y,q"*(6)} olsun. Eger x € P N 9Q,, ise t €[§,1— 6] i¢in

x(t) =2 q®O)llx]| = q(8)r, = v1

dir.Dolayisiyla (4.20) esitsizliginden i¢in t € [§,1 — §] igin
f(t,x(8)) = Ayx(t)

ve

x € P NI,
dir.
¥ =1 segildiginde agikea bellidir ki ¥ fonksiyonu 2 \ {0} a aittir. Bu durumda iddia
ediliyor ki x € P N 9Q,, ve 4 > 0 igin

x #+ Ox + AV
dir.
Gergekten onceki iddia dogru degilse x, = ®x, + A,¥ olacak sekilde bir A, pozitif
sayisi vardir ve xo € P N 9€Q,., dir.

Xo = Minges,1-51%0(t) olsun. (4.11) esitsizliginden her ¢ € [§, 1 — §] i¢in

1
Xo(t) = f K (6, $) (5, %0(5))ds + 2o
0

1-8
> Aq(t) M(s) xo(s)ds + A,
5

1-8
> /llq(6)f M(s) xyds + Ay
5

=X, + Ay
elde edilir.
Boylece x, = Xy + 4, olur. Bu ise, ® operatoriiniin Lemma 4.6’daki (C2) kosulunu
saglamasi ile celisir. Lemma 4.6 dan @ operatériiniin en az bir x € P N (Q, \ Q;)
sabit noktas1 oldugu sonucuna variriz. Dolayisiyla Lemma 4.9 dan sabit x noktas1 (4.1)

siir deger probleminin pozitif bir ¢oziimiidiir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1 Eger fo =cove f*=0yadaf®=0ve f, = oiseozaman (4.1) smr

deger probleminin en az bir pozitif ¢éziimii vardir.

Ornek 4.1
D =1[0,1] x [0,0) , f(t,x) = (t+1)(2+sinx) ve A€[0,2) olsun. f fonksiyon

negatif olmayan ve D’de siirekli bir fonksiyondur. Ayrica

t,x 2 sinx
fo = limmin f&.x) = lim (—+—> = o

x—o t€[0,1] X x—-0 \X X
ve
t,x 4 2sinx
f* = limmax 1) = lim (—+ ) =
x—o0t€[0,1] X x—0 \X X
dir.

Bundan dolayi, sonug 4.1°deki ilgili kosullar, yukarida belirtilen 6zel fonksiyonlar ve
parametreler i¢in saglanir. Bu ise, (4.1) sinir deger probleminin [0,1]’de en az bir pozitif

¢Ozlime sahip olmas1 demektir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada conformable kesirli diferensiyel denklemler igin integral simir deger
problemi {izerinde, denklemin extrem c¢oziimleri i¢in mevcut sonuglar incelenerek
monoton tekrarlanan teknigini kullanilmistir. Ayni zamanda, iist ve alt ¢dziimler
kullanilarak iki dizi elde edilip bu iki dizi ile lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
extrem ¢oziimlerine yaklasilmistir.

Dordiincii bolimiimiizdeki calismada ise konide sabit nokta teoremini kullanarak,
integral siir kosullarina sahip conformable kesirli diferensiyel denklemlerin en az bir

pozitif ¢éziimiinlin varli1 i¢in baz1 kriterler elde edilmistir.
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