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Bu tez çalışması beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm, giriş kısmına ayrılarak 

genel bir literatür bilgisi verilmiştir. İkinci bölümde gerekli temel tanımlar ve kavramlar 

verilmiştir. Üçüncü bölümde ise conformable kesirli diferensiyel denklemler olarak 

adlandırılan kesirli diferensiyel denklemlerin monoton yineleme tekniğini kullanarak 

ekstrem çözümlerin varlığı incelenmiştir. Dördüncü bölüm de Riemann-Stieltjes 

integral sınır koşullarını içeren conformable kesirli diferensiyel denklemlerin pozitif 

çözümleri incelenmiştir. Beşinci bölümde ise tartışma ve sonuca yer verilmiştir. 
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1. GİRİŞ   

 

Kesirli mertebeden türev ve integral, Leibniz ve Newton tarafından ayrıntılı olarak 

incelenen klasik türev ve integral kavramlarının genelleştirilmesidir. Kesirli mertebeden 

türev ile ifade edilmek istenen aslında herhangi bir mertebeden türevdir. Kesirli 

mertebeden türev ve integral kavramları tamsayı mertebeden türev ve integral 

kavramları kadar eski olup, kesirli türev ifadesi birçok kaynakta da belirtildiği gibi ilk 

defa 1695 yılında Leibniz’in L’Hospital’a yazdığı mektupta geçmektedir. Leibniz’in 

mektubunda L’Hospital’a yönelttiği “Tamsayı basamaktan türevler kesirli basamaktan 

türevlere genişletilebilir mi?” sorusu kesirli diferensiyel kavramının ilk ortaya çıkışı 

olarak gösterilebilir. Leibniz’in yanı sıra Liouville, Riemann, Weyl, Lagrange, Laplace, 

Fourier, Euler ve Abel gibi birçok matematikçi de aynı konu üzerine çalışmışlardır.  O 

zamandan beri, kesirli türev kapsamlı bir şekilde incelenmiştir ve son kırk yılda 

neredeyse her bilim, mühendislik ve matematik alanına uygulanmıştır.  

   

Mühendislik bilimleri, fizik, kimya ve biyoloji gibi birçok alanda eldeki problemin 

özelliklerini açıklayan matematiksel modellerin kurulması oldukça önemlidir. Bu 

modellemelerde ortaya konulan problemlerin çözülebilmesi ihtiyacı karşımıza 

diferensiyel denklemleri çıkartmaktadır. Doğada var olan problemlerin modellemesinde 

tamsayı mertebeli diferensiyel denklemler ile fiziksel olayları açıklamadaki eksiklikleri 

giderebilmesi ve bu problemlerin daha iyi modellenebilmesi için kesirli mertebeli 

diferensiyel denklemler kullanılmaktadır. 

  

Kesirli türev için literatürde çeşitli tanımlar verilmiştir. Bunlardan bazıları Riemann-

Liouville (R-L), Caputo, Grünwald-Letnikov, Wely, Riesz kesirli türevleridir. Ancak, 

kesirli mertebeden türev nasıl tanımlanırsa tanımlansın türev, mertebesi tamsayıya eşit 

olacak şekilde seçildiğinde ortaya çıkan ifade tam sayı mertebeden türev ifadesi ile aynı 

olmaktadır. Yapılan bazı çalışmalarda belirli şartlar altında bu tanımların eşdeğer 

olduğu gösterilmiştir. Birbirleri arasında geçişler olmasına rağmen, tanımları ve 

tanımlarının fiziksel yorumları farklılık gösterir. Kesirli analizde birden fazla türev 

tanımının olması, problemin türüne göre en uygun olanının kullanılmasını ve böylece 

problemin en iyi çözümünün elde edilmesini sağlar. 

    



2 

         mertebeli Riemann-Liouville kesirli türevi   

 

  

   
     

 

      

 

  
∫              

 

 

 

  

şeklinde tanımlanmıştır. Standart başlangıç koşullarına sahip kesirli başlangıç değer 

problemlerinin olası çözümlerini elde etmek amacıyla Riemann-Liouville kesirli türevi 

yeniden yorumlanarak  

       
 

      
∫

       

          
  

 

 

 

şeklinde Caputo kesirli türev tanımı türetilmiştir. Bu nedenle günümüzde uygulamalı 

bilimciler tarafından en çok rağbet edilen tanım Caputo kesirli türevidir.  

 

Son zamanlarda Khalil ve arkadaşları kesirli türev ve kesirli integralin yeni bir tanımını 

sundular. Bu yeni tanımın klasik analizde verilen klasik türevin özeliklerini sağladığını 

ve klasik türev tanımındaki gibi bir limit formundan yararlandığını göstermişlerdir. 

Çalışmalarında, bu yeni kesirli türev tanımı için çarpım kuralını, bölüm kuralını, zincir 

kuralını, kesirsel Rolle teoremini ve kesirsel ortalama değer teoremlerini sundular 

(Khalil 2014).  

  

Conformable kesirli diferensiyel denklemlerin başlangıç değer problemleri (Bayour ve 

Souahi 2017)’de tartışılmıştır ve bazı spesifik conformable kesirli kısmi diferensiyel 

denklemlere analitik çözümler de incelenmiştir. Conformable kesirli diferensiyel 

denklemlerin sınır değer problemlerinin (kısaca BVP) tartışılması için bazı teorik 

gelişmelerde sağlanmıştır. Özellikle, bazı conformable sınır değer problemleri için 

Lyapunov tipi eşitsizlikler (Abdeljawad 2017 ve 2018); (Al-Rifae 2017)’de düzenli 

olarak conformable kesirli Sturn-Liouville özdeğer teoremi düşünülmüştür. Topolojik 

transversite teoremi kullanılarak bazı iki noktalı kesirli BVP’nin çözülebilirliği dikkate 

alınmıştır; sabit nokta teoremleri ile bir tür üç noktalı kesirli BVP (Asawasamrit 2016) 

da incelenmiştir: Alt ve üst çözümlerin metotları sayesinde bir periyodik BVP sınıfı 

(Asawasamrit 2016)’da tartışılmıştır. Operatörlerin yaklaşım yöntemlerini ve sabit 

nokta teoremlerini uygulayarak Xiaoyu Dong ve ark. (Dong 2017), iki nokta spesifik bir 

p-Laplacian BVP tipine pozitif çözümlerin varlığını araştırmıştır. 
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2. TANIM ve TEOREMLER  

  

Bu bölümde, çalışmamızda kullanılan tanım ve teoremler verilecektir. Burada ele 

alınacak teoremlerin ispatları, literatürde ayrıntılı bir şekilde verildiği için ayrıca 

yapılmamıştır. 

  

Tanım 2.1 Bir veya daha fazla değişkenin kesirli türevlerini içeren denklemlere kesirli 

diferensiyel denklem denir. Dolayısıyla kesirli diferensiyel denklemler, tamsayı 

türevleri yerine, kesirli türevlere sahip olan diferensiyel denklemlerdir.  

   

Örnek 2.1      ⁄           ⁄                                                          (2.1) 

Yukarıda verilen (2.1) denklemi kesirli diferensiyel denklemdir.   

Kesirli diferensiyel denklemler aşağıdaki gibi sınıflandırılabilir.  

  a) Adi Kesirli Diferensiyel Denklemler  

Örneğin:                                    ⁄           
                                                (2.2) 

                                              ⁄
           ⁄                                               (2.3) 

                                                       
                                          (2.4)                                       

   

b) Kısmi Kesirli Diferensiyel Denklemler  

Örneğin:                           
  ⁄

                 

                                                   (2.5)              

  

Tanım 2.2       ile göstereceğimiz Gamma fonksiyonu,  

     ∫          
 

 

 

genelleştirilmiş integral yardımıyla tanımlanır. Burada      ve                 

için yakınsaktır. Gama fonksiyonunun bazı özellikleri aşağıdaki gibidir:  

i.                         

ii.  (
 

 
)   √    

iii. ∫
  

   
  

 

 
          

 

     
          

iv.           (  
 

 
)  √       
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Tanım 2.3 Birçok durumda gama fonksiyonunun belirli bir kombinasyonu yerine beta 

işlevini kullanmak daha uygundur.   

Beta fonksiyonu şu şekilde tanımlanır:  

       ∫               
 

 

 

 Beta fonksiyonun tanımından yola çıkarak  

           ∫             
 

 

 

 eşitliği elde edilir.   

       nin tanımı için verilen üç ayrı ifade şunlardır:   

            ∫                     
  ⁄

 

 

           ∫
    

        
  

 

 

                        

           
        

      
                                      

  

Tanım 2.4   ℕ,         olmak üzere         için reel bir fonksiyonun 

   mertebeden Riemann-Liouville kesirli türevi,  

   
       

 

      
(

 

  
)

 

∫
    

          
  

 

 

 

biçiminde tanımlanır.   

 

Tanım 2.5     için    mertebeden Riemann-Liouville kesirli integralleri   

(   
  )    

 

    
∫               

 

 

               

           
       

 

    
∫               

 

 
                             

   mertebeden (     sol taraflı ve sağ taraflı şeklinde tanımlanır. Burada      gama 

fonksiyonudur ve     seçilirse Riemann-Liouville kesirli integrali klasik integrale 

dönüşür.  

 Ayrıca      için    (   
  )        

            dir.    
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Tanım 2.6 (Khalil 2014, Abdeljawad 2015)       ] olsun.            

fonksiyonunun   mertebeden conformable kesirli türevi 

          
   

               

 
 

dir.        üzerinde          varsa,                      dir.  

  

Tanım 2.7 (Khalil 2014, Abdeljawad 2015)         ] olsun.             

fonksiyonunun   mertebeden conformable kesirli integrali   

       
 

  
∫                   

 

 

 

dir. 

  

Lemma 2.1 (Abdeljawad 2015)         olsun. Eğer            fonksiyonu 

[0, ) üzerinde sürekli ise,      için  

              

dir.  

Lemma 2.2 (Khalil 2014)       ]               ve     fonksiyonları [0,  ) 

türevlenevilir.  

i.                                         

ii.                                 

iii.              

iv.                                

  v.      (
 

 
)

         

  
                     

  

Teorem 2.1 (Khalil 2014) (Ortalama Değer Teoremi)     ]         olsun ve 

           olsun. Varsayalım ki   

1)       ] üzerinde süreklidir.  

2)       ] deki bazı        ] için   türevlenebilir.  

Sonra bir sabit         vardır, öyle ki 
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dır. Yani; Lemma 2.2’nin (iv).maddesidir.  

 

Teorem 2.2 (Shapiro 1999, Arzela-Ascoli Teoremi)     ] aralığı üzerinde tanımlı reel 

değerli sürekli fonksiyonların bir       ℕ dizisi düzgün sınırlı ve eşsürekli ise       ℕ 

dizisinin düzgün yakınsak bir       ℕ alt dizisi vardır.  

İspat İspatı 3 adımda yapacağız.   

  

      : Bir       ] kompakt metrik uzayının ayrılabilir olduğunu yani sayılabilir 

yoğun bir alt kümeye sahip olduğunu gösterelim.  kompakt metrik uzay olsun. O halde 

  ℕ için  

  ⋃ (   
 

 
)

 

   

  

olacak şekilde                    ] sonlu kümesi mevcuttur.  

  ⋃   

  ℕ

 

olarak alalım.   kümesi  ’in sayılabilir ve yoğun bir alt kümesidir.   

  

      : Bu adımda      dizisinin S üzerinde noktasal yakınsak olan bir alt dizisini 

bulacağız.  

  ayrılabilir olduğundan              olarak yazılabilir. Hipotezden      sınırlı dizi 

olduğundan (      ) dizisinin yakınsak bir alt dizisi vardır, bu alt dizi (        ) 

olsun. (    ) dizisi de sınırlı olduğundan (        ) sayı dizisi de sınırlıdır. Bolzano 

Weierstrass Teoreminden (        ) dizisinin yakınsak bir alt dizisi vardır, bu dizi 

(        ) olsun.  

Dikkat edilirse  (    ) dizisi  (    ) dizisinin alt dizisi olup    ve    noktalarında 

yakınsaktır. Bu şekilde devam edilirse   
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elde edilir ve n.satır        satırın alt dizisi olup           noktalarında yakınsaktır. 

O halde        diyagonal dizisi      dizisinin   üzerinde yakınsak olan bir alt dizisidir.    

  

        Bir önceki adımda bulduğumuz      diyagonal dizisinin   üzerinde düzgün 

yakınsak olduğunu gösterelim.   

Eşsüreklilikten, her     için bir     mevcut öyle ki          şartını sağlayan 

her       için   

|           |  
 

 
 

sağlanır.   
 

 
 olacak şekildeki   ℕ doğal sayısını sabitleyip,      sonlu 

kümesini göz önüne alalım.      diyagonal dizisi   üzerinde noktasal yakınsak olup    

üzerinde de noktasal yakınsaktır. O halde      diyagonal dizisi    üzerinde Cauchy 

dizisi olup her      için bir     mevcut öyle ki her       için  

|           |  
 

 
 

gerçeklenir.   

Her       için     sabit olsun. O zaman   elemanı için 1.adımdan          

olur ki   

|           |  |           |  |           |  |           |  

                                       

bulunur. O halde      dizisinin      alt dizisi   üzerinde düzgün Cauchy dizisidir. 

     tam uzay olduğundan,      dizisi   üzerinde düzgün yakınsaktır.  

  

Sonuç 2.1   kompakt metrik uzay ve   üzerinde tanımlı reel değerli tüm sürekli 

fonksiyonların uzayı      olsun.         olmak üzeri A kümesinin kompakt olması 

için gerek ve yeter şart koşul A kümesinin kapalı, düzgün sınırlı ve eş sürekli olmasıdır. 

(Shapiro 1999). 
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3. İNTEGRAL SINIR KOŞULLARI İÇEREN CONFORMABLE KESİRLİ                                                                                 

cxzDİFERENSİYEL DENKLEMLERDE EKSTREM ÇÖZÜM     

  

Bu bölümde, Meng ve Cui tarafından 2019 yılında yayımlanmış integral sınır 

koşullarını içeren conformable kesirli diferensiyel denklemler için ekstrem çözümlerin 

varlığı konusu incelenecektir. 

Aşağıdaki varsayımlar kolaylık sağlamak için listelenmiştir.    

(            ]      süreklidir.  

(                   ] fonksiyonları (3.1) probleminin alt ve üst çözümleridir ve 

            dir.  

(                      olmak üzere,  

                         

koşulunu sağlayan      için bir     fonksiyonu vardır. 

 

Üst ve alt çözümler yöntemini ve bununla ilişkili monoton yineleme tekniğini 

kullanarak, integral sınır koşulunu içeren,         ]        olmak üzere, 

{
        (      )       ]                  

     ∫                                   
 

 

                                       (3.1)   

lineer olmayan conformable kesirli diferensiyel denklemi için çözümlerin varlığı 

bilinmektedir. Burada  ∫          
 

 
 integrali, pozitif Stieltjes  -ölçüsüne sahip 

Riemann-Stieltjes integralidir.        ise conformable kesirli türevi ifade eder. Bir 

karşılaştırma sonucuna göre, üst ve alt çözümler kullanılarak iki monoton yinelemeli 

dizi elde edilir ve bu iki dizi verilen problemin uç çözümlerine yaklaşır. Şimdi bu özeti 

daha ayrıntılı bir şekilde inceleyelim. 

  

Tanım 3.1  Eğer bir         ]    fonksiyonu, 

        (      )             ]                                            (3.2) 

                                              ∫           
 

 
                                                          (3.3)  

eşitsizliklerini sağlıyorsa,   fonksiyonuna (3.1) in alt çözümüdür denir. 

Eğer, (3.2) ve (3.3) eşitsizlikleri yön değiştirirse,         ]    fonksiyonu (3.1) 

probleminin bir üst çözümüdür 
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Lemma 3.1                ve            ]    olsun. 

     ∫   ∫           
 
        

 

 
  olmak üzere,   

{
                                   ]

     ∫            
 

 
                      

                             (3.4) 

integral sınır koşulları  içeren lineer kesirli diferensiyel denkleminin bir tek çözümü 

vardır.   

 İspat (3.4) ün birinci denkleminin her iki tarafı   ∫           
 
  ile çarpılır ve Lemma 2.2 

kullanılırsa 

 ∫           
 
                 ∫           

 
       ∫           

 
  

elde edilir. Çarpımın diferensiyelinden yukarıdaki eşitlik 

  * ∫           
 
     +       ∫           

 
                            (3.5) 

şeklinde yazılır. (3.5) in her iki tarafına   basamaktan conformable kesirli integral 

uygulanırsa, 

 ∫           
 
             *     ∫           

 
 + 

            ∫         
 

 
 ∫           

 
     

bulunur. Buradan 

       ∫           
 
       ∫          ∫           

 
   ]

 

 
             (3.6) 

elde edilir. 

(3.4) ün sınır şartları ile  

                      (  ∫   ∫           
 
      

 

 
)      

               ∫   ∫           
 
 ∫          ∫           

 
          

 

 

 

 
  

yazılır.      olduğundan  

     
∫   ∫           

 
 ∫          ∫           

 
       

 

 

 

 

  ∫   ∫           
 
      

 

 

 

dır. Böylece problem (3.4) tek bir çözüme sahiptir. 

 

Bir sonraki Lemma da temel sonuçların ispatında önemli bir rol oynayacak lineer 

problemler için karşılaştırma sonuçları verilmiştir. 



10 

Lemma 3.2       olsun. Kabul edelim ki           ]    fonksiyonları 

{
                               ]

     ∫          
 

 
                         

     

koşullarını sağlasın. Bu durumda      olmak üzere,     ] aralığında  

       

dır. 

İspat                        ve         ∫          
 

 
 olduğundan   

             ve 

{
                                     ]

     ∫            
 

 
                         

  

olduğu bilinir.        kullanarak   

     
∫   ∫      

       ∫          ∫      
                

 

 

 

 

  ∫   ∫           
 
      

 

 

    

 elde edilir. Bu durumda (3.6) eşitliğinden 

       ∫           
 
        

olur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.1  Kabul edelim ki (              sağlansın. Bu durumda  

       
  ,        

  monoton yinelemeli  dizileri mevcuttur öyle ki  

   
   

               
   

      

yakınsamaları     ] aralığında düzgündür ve       ]                   

                bölgesinde      (3.1) probleminin ekstremal(uç) çözümleridir. 

 

İspat          için  

 {

           (       )      (             )         

                 (       )      (             )             

                   ∫                          ∫          
 

 

 

 

           (3.7) 

olsun. Böylece      ve      yinelemeli dizileri Lemma 3.1 yardımıyla oluşturulabilir. 

İlk olarak;   

                           

olduğu gösterilmelidir.         olsun. (3.7)  ve  Tanım 3.1 e göre   
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{

                        (       )   (       )      (           )           

     ∫            
 

 

∫           
 

 

                                                                                         
 

yani    

{

                          ]

     ∫          
 

 

            
 

dir. Bu nedenle Lemma 3.2 den              dir. Benzer şekilde        ] için  

            olduğunu kanıtlanabilir. Şimdi         olsun. (3.7) ve  (    e göre   

{
 
 

 
 
        (       )   (       )                               

          (           )                              

                                                                                                  

     ∫          
 

 
                                                                                              

    

dir.   

Lemma 3.2 den       ] için              dır. 

İkinci olarak       nin sırasıyla (3.1) in alt ve üst çözümleri olduğunu gösterilmelidir.    

{
 
 

 
 
         (       )      (           )   (       )            

               (           )      (           )   (       )

   (       )                                                                               

      ∫           
 

 

                                                                                 

 

dir. (    ve Tanım 3.1 e göre,   , (3.1) in bir alt çözümüdür. Benzer şekilde    de (3.1) 

in bir üst çözümüdür. Yukarıdaki argümanlar ve matematiksel tümevarımla  

                                                               

olduğu açıktır.   

Üçüncü olarak;                        olduğu gösterilmelidir. Dolayısıyla 

      nin     ] aralığında düzgün sınırlı ve sürekli olduğu sonucuna ihtiyaç vardır. 

      dizilerin düzgün sınırlılığı (3.8) den açıktır. Böylece   
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| (       )                     |      

ve  

|                             |      

olacak şekilde     mevcuttur. Teorem 2.1 kullanarak,   

                    |             |  
 

 
|           

    
 |  

                                                      
 

 
| (         )      (             )    

    
 |   

elde edilir.   

Dolayısıyla       süreklidir. Benzer şekilde      de süreklidir. Arzela-Ascoli 

Teoremlerinden     ,      dizileri {   
} {   

} alt dizilerine sahiptir öyle ki      

için {   
}    ve {   

}     dir. Buradan     ,      dizilerinin monotonluğu ile 

birlikte    

                                         

olduğu elde edilir.   

Buradaki      dizisi   

{
        ∫           

 
                  ]             ]

      ∫                      
 

 
                                          

                   (3.9) 

problemini sağlar. Burada 

     
    ∫       (         )             ] 

∫           
 
   

 

 

 

 dir. Eğer (3.9) da       ise,  

{
        ∫           

 
            ]              ]

     ∫       
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bulunur. Bu   nin (3.1) lineer olmayan probleminin bir çözümü olduğunu 

göstermektedir. Benzer şekilde   nin (3.1) lineer olmayan probleminin bir çözümü 

olduğu görülür. Ayrıca  

                                                                      ]  

dir. 

Son olarak;       ] bölgesinde   ve   nin (3.1) in minimal ve maksimal çözümleri 

olduğu gösterilecektir. Aşağıda bu tümevarım kullanılarak gösterildi. 

Kabul edelim ki               ] da (3.1) probleminin bir çözümü olsun. Bu durumda 

                ,        ] 

yazılır.                   sağlansın.   

Eğer                   ise,   

{
 
 

 
 

             

                                                                                           

    (       )      (             )           

     (          )                          

                                                                                

     ∫          
 

 
                                                                             

  

dir. 

Böylece Lemma 3.2 den                     ] elde edilir. Benzer bir yöntemle 

                    ] olduğu gösterilir. Sonuç olarak  

                      

dir. 

Yukarıdaki eşitsizliklerde     alınırsa       elde edilir. Bu ise     nin 

      ]  de (3.1) problemin uç nokta çözümleri olduğunu gösterir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur.   
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Örnek 3.1  

{
  

 

      
 

 
              

     

 
            ]

     
 

 
 (

 

 
)  

 

 
 (

 

 
)                                                   

                                     (3.10) 

lineer olmayan problemi göz önüne alınsın. 

     

{
 
 

 
             

 

 
)

 

 
          [

 

 
 
 

 
)

 

 
        [

 

 
  ]

 

olsun. 

Açıktır ki;    
 

 
          

 

 
           

  

 
   ve  

∫       
 

 
    

 

 
 (

 

 
)  

 

 
 (

 

 
)   

dir. Burada        olduğunda 

∫       
 

 

 

 
  

bulunur.                       alınırsa, 

{
  

 

        
 

 
        (       ) 

            ∫            
 

 

  

ve   

{
  

 

         
 

 
  (       ) 

        ∫      
 

 
     

  

olur. 

Böylece       (3.10) probleminin alt ve üst çözümleridir.          olduğunda 

(    varsayımının geçerli olduğu doğrulanmış olur. Ek olarak,  
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∫   ∫      
             ∫    

 
       ∫       

 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

dir. 

Teorem 3.1 e göre, problem (3.10)        ] da ekstremal tekrarlanan çözüme sahiptir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  



16 

4. CONFORMABLE KESİRLİ DİFERENSİYEL DENKLEMLERİN İNTEGRAL  

nbSINIR KOŞULLARI İLE POZİTİF ÇÖZÜMLERİ    

 

Bu bölümde Zhong ve Wang. tarafından 2018 yılında yayımlanmış conformable kesirli 

diferensiyel sınır değer problemlerinin pozitif çözümlerin varlığı konusu incelenecektir.  

Conformable kesirli diferensiyel denklemlerin pozitif çözümlerinin varlığını incelemek 

için       ] olmak üzere, 

 

{
        (      )             ]                                                      

                                                                                                   
 

     

  

sınır değer problemi göz önüne alınsın. Burada    , conformable kesirli türevi ifade 

eder. λ pozitif bir parametre olmak üzere       ∫        
 

 
 dir ve          

            fonksiyonu süreklidir.  

Conformable kesirli türevler bağlamında, literatürde, integral sınır koşullarına sahip 

conformable kesirli diferensiyel denklemlere pozitif çözümün varlığı için çok az sonuç 

elde edilmiştir. Bu çalışmada elde edilen Green fonksiyonun tekil olduğunu belirtmek 

gerekir. Elde edilen koşullar klasik norm tipi genişleme ve sıkıştırma teoremi 

kullanılarak elde edilen koşullardan daha zayıftır. Son olarak, elde edilen sonuçların 

olası uygulamasını göstermek için bir örnek verilmiştir.    

 

Lemma 4.1       olsun. Kabul edelim ki   fonksiyonu       aralığında 

süreklidir. Bu durumda     için    

                

dir. 

  

Lemma  4.2          ],        ve             için  

        

elde edilir.  

 

Lemma 4.3         ] olsun.       aralığında         fonksiyonu sürekli 
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olduğundan   

                             

dir. Burada     parametresi için           olduğu açıktır. 

 

Lemma 4.3 den  (4.1) sınır değer probleminin lineerleştirilmiş hali 

{
                          ]                                                                

                                                                                                     
 

 

şeklinde yazılır.  

    

Lemma 4.4 Kabul edelim ki        ] olsun. Eğer,      ise (4.2) sınır değer 

probleminin     ]     ığı     e   ö     

     ∫                                          
 

 

                                      

dir. Burada 

                                                                                        

                                   

{
                             

                         
                                            (4.5) 

ve    

              
   

   
∫         

 

 
                                                          

dir.                                      

İspat   ın sürekliliği ve Lemma 2.3 den 

                   

 sonucu elde edilir. Sınır koşulları ile birlikte      ve   

               

 dir. Dolayısıyla  

                             

                                                          ∫                 
 

 

∫                 
 

 

 

 ∫                       
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                                                   ∫                                                             
 

 

 

  

elde edilir. (4.7) nin her iki tarafına   dönüşümü uygulanırsa 

  

          
 

   
∫                                                               

 

 

 

  

bulunur. Yukarıdaki ifade (4.7) denkleminde yerine yazılırsa istenen sonucu elde edilir. 

Böylece ispat tamamlanır. 

  

    ve   fonksiyonları için  birkaç önemli özellik aşağıdaki gibidir.  

  

Lemma 4.5      ]      ] de herhangi bir       için   

 

                                                                    

  

dir. Ayrıca   parametresi,       aralığında ise 

 

                                                                      

                                                                     

  

olur. Burada             ve                    dir.  

  

İspat  ’nin tanımından          için        

  

                                  

ve         için 

                  
 

 
                           

  

dir. Böylece (0,1] (0,1] de       için               olduğu açıktır. 

Üstelik          için  
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ve           için  

  

                                          

 

dir. Böylece    

                           

   

elde edilir. Ayrıca yukarıdaki eşitsizlik ve   ve   tanımları (4.10) ve (4.11) 

eşitsizliklerini açıkça ortaya koymaktadır (Deimling 1985, Lan 1988).   

 

Lemma 4.6  𝔅 bir Banach uzayı   𝔅 bir koni ve      olmak üzere       𝔅’nin 

orijin merkezli iki açık yuvarı olsun. kabul edelim ki  

              

  

sürekli bir operatördür öyle ki;   

     ‖  ‖  ‖ ‖,           

             ve     için         olacak şekilde          vardır.    

Bu durumda  ,       
̅̅ ̅̅      içinde sabit bir noktaya sahiptir.      koşulu       

de ve      koşulu da       de geçerli olur. 

   

Şimdi de sabit nokta teoremini kullanarak sınır değer problemlerinde çözümleri 

varlığını tartışmak için temel varsayım,      ] de bazı fonksiyon kümelerinin tanımı ve 

operatörler aşağıdaki şekilde verilsin:    

  

      fonksiyonu negatif olmayan ve     ]       üzerinde süreklidir ve   parametresi 

      aralığında olsun.  

‖ ‖           ]|    | normu ile 𝔅       ]  klasik Banach uzayı olsun. Ayrıca 

𝔅’deki   konisi  

  {  𝔅          ‖ ‖       ]} 
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dir. Burada      fonksiyonu Lemma 4.5 deki gibi tanımlanır. Pozitif bir   sayısı 

verildiğinde, 𝔅 uzayındaki     alt kümesi  

      𝔅 ‖ ‖      

  

olarak tanımlanır. Ayrıca 𝔅 uzayından kendisine  

             ∫       (      )   
 

 

                                                   

operatörü tanımlansın.Hipotez     altın da, operatör iyi tanımlıdır ve aşağıdaki özelliğe 

sahiptir.  

  

Lemma 4.7     hipotezi sağlansın.  Bu durumda  ( )   dir.  

İspat  ’deki herhangi bir   için   nin tanımı ve (4.11) eşitsizliğinden  

        ∫                      ∫     (      )  

 

 

 

 

 

ve 

        ∫                  ∫      (      )  
 

 

 

 

 

 

olur. Böylece 

            ‖  ‖ 

  

eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla      dir. Bu ispat tamamlar.  

Şimdi   operatörünün tamamen sürekliğini tartışalım. İlk olarak   operatörünü   

                                                                                      

  

şeklinde tanımlansın. Burada     e    operatörleri sırasıyla   

         ∫        (      )                                             
 

 

 

      
 
      ∫        (      )                                            

 

 

 

dir.      e        tamamen sürekli operatörler olduğu açıktır. Lemma 4.7 nin 

ispatına benzer bir argümanla, (4.9) ve (4.10) eşitsizliklerini kullanarak          ve 
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        elde edilir. Ayrıca              çekirdeğinin     ]     ] üzerinde tekil 

olduğu ve    operatörün tamamen sürekliliği doğrulanmıştır (Dong 2016 ve 2017). 

Operatör   ’ye gelince,   ' nin        çekirdeği     ]     ] üzerinde sürekli ve 

standart argümanı kullanarak    'nin tamamen sürekli olup olmadığını kolayca kontrol 

edilebilir. Böylece aşağıdaki lemma elde edilir.  

  

Lemma 4.8 Hipotez      geçerliyse, operatör       tamamen süreklidir.  

Bir sonraki Lemma, (4.1) sınır değer problemini eşdeğer bir sabit notka problemine 

dönüştürür.  

  

Lemma 4.9 Hipotez     sağlanıyor ise,      ] deki bir   fonksiyonu (4.1) sınır değer 

probleminin bir pozitif çözümüdür ancak ve ancak  ,   de   nin sabit bir noktası ise.  

İspat       ’de   nin sabit bir noktası ise,   

     ∫        (      )    
 

 

   (      )      (      )                        

dir ve böylece   in sürekliliği, Lemma 4.1, 4.2 ve 4.3 den   

  

        (      )    

 elde edilir. 

Dahası, (4.16) eşitliğinden                     olur. Bu nedenle  , (4.1) sınır 

değer probleminin pozitif bir çözümüdür. Diğer taraftan  , (4.1) sınır değer probleminin 

pozitif bir çözümü ise  Lemma 4.4 den      yazılır. Dahası Lemma 4.7’nin 

ispatındaki benzer bir argümanla,       ] için          ‖ ‖ elde edilir.. Böylece  , 

 ’de sabit bir   noktasıdır.    

Ana sonuçları sunmadan önce, bazı gösterimler aşağıdaki gibidir:   

 

          
          ]

      

 
             e                    

          ]

      

 
   

 

   (    ∫       
   

 

)

  

         e                 (∫       
 

 

)
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Burada δ, (  
 

 
) aralığında verilen pozitif bir sayıdır.      ve      fonksiyonları 

Lemma 4.5’teki gibi tanımlanır.   

 

Teorem 4.1      hipotezinin geçerli olduğunu varsayılsın. Eğer       ve    
  

 
 ise 

(4.1) sınır değer problemi en az bir pozitif çözüme sahip olur. 

İspat Bu iddia Lemma 4.6 tarafından kanıtlanacaktır. Dikkat edilmelidir ki       

tamamen süreklidir. İlk önce   operatörünün Lemma 4.6’daki (C2) koşulunu sağladığı 

gösterilmelidir.        olduğundan pozitif bir    sayısı  mevcuttur öyle ki        ]  

ve              

           

dir. Böylece       ]  ve           için 

               ) 

dir. 

Şimdi     seçildiğinde açıkça bellidir ki   fonksiyonu       ’a aittir. Daha sonra 

belirli   için,          ve      olmak üzere 

        

 

olduğu gösterilecek. Eğer durum böyle değilse o zaman            fonksiyonu 

mevcuttur öyleki  

            

  dir. Burada       dır. 

   ̅̅ ̅             ]      olsun. Böylece (4.11) eşitsizliğinden       ] aralığındaki her 

t için  

                                 ∫                      

 

 

 

                                                  ∫                
   

 
 

                                              ∫       
   

 
  ̅̅ ̅     

    ̅̅ ̅     

dir.Böylece   ̅̅ ̅    ̅̅ ̅      olur ki bu bir çelişkidir. Dolayısıyla operatör   Lemma 

4..6’daki (C2)  koşulunu sağlar.   
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Şimdi   operatörünün Lemma 4.6’daki (C1) koşulunun sağladığını gösterelim.  

   
  

 
 kabulünden pozitif bir    sayısının vardır öyle ki       ] ve      için 

       
  

 
                                                (4.17) 

dir. Şimdi                      ]        ]  olsun. Bu durumda (4.17) 

eşitsizliğinden       ]  ve      için 

       
  

 
                                                    (4.18)  

elde edilir. 

               ∫       ]
 

 
 ve             olsun. Lemma (4.5) ve (4.18) 

eşitsizliğinden 

‖  ‖           ] ∫        (      )  
 

 

 

    ∫     
 

 

(
  

 
       )    

                  
  

 
∫     

 

 

  ‖ ‖    ∫       
 

 

 

                                             ‖ ‖ 

 elde edilir. 

Bu sebeple   operatörü Lemma 4.6’daki (C1) koşulunu sağlar. Sonuç olarak, operatör 

  en az bir         
̅̅ ̅̅      sabit noktasına sahiptir ve Lemma (4.9) dan  ’in (4.1) 

sınır değer probleminin  pozitif bir çözümüdür. Böylece ispat tamamlanmış olur.   

  

Teorem 4.2     hipotezinin geçerli olduğunu varsayılsın Eğer       ve       ise 

(4.1) sınır değer probleminin en az bir pozitif çözümü vardır. 

İspat İddia Lemma 4.6 ile gösterilecektir.   operatörünün tamamen sürekliliğin  

Lemma 4.8 tarafından garanti edilmektedir. Sadece   operatörünün Lemma 4.6’daki 

(C1) ve (C2) şartlarını yerine getirdiğini kanıtlanması yeterlidir. 

      ve       olduğundan iki pozitif sayı     e    vardır  öyle ki  

      ] ve        için                                          (4.19)  

      ] ve     için                                                 (4.20)  

dir.  

Lemma 4.5 ve (4.19) eşitsizliğinden          için 
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‖  ‖           ] ∫        (      )     ∫            ‖ ‖
 

 

 

 

 

dir. Böylece   operatörü Lemma 4.6’daki      koşulunu sağlar.    

Geriye   operatörünün Lemma 4.6’daki      koşulu da sağladığını göstermek kalır. Bu 

amaçla                      olsun. Eğer          ise         ] için  

  

         ‖ ‖            

  

dir.Dolayısıyla (4.20) eşitsizliğinden için         ] için 

 (      )          

ve  

         

dir. 

    seçildiğinde açıkça bellidir ki   fonksiyonu       ’a aittir. Bu durumda iddia 

ediliyor ki          ve     için  

        

dir.  

Gerçekten önceki iddia doğru değilse            olacak şekilde bir     pozitif 

sayısı vardır ve           dir. 

   ̅̅ ̅             ]      olsun. (4.11) eşitsizliğinden her         ] için  

      ∫           
 

 

            

                       ∫     
   

 

           

                 ∫     
   

 

  ̅̅ ̅      

                                                ̅̅ ̅     

 elde edilir. 

Böylece   ̅̅ ̅    ̅̅ ̅     olur. Bu ise,   operatörünün Lemma 4.6’daki (C2) koşulunu 

sağlaması ile çelişir.  Lemma 4.6 dan   operatörünün en az bir         
̅̅ ̅̅      

sabit noktası olduğu sonucuna varırız. Dolayısıyla Lemma 4.9 dan sabit   noktası  (4.1) 

sınır değer probleminin pozitif bir çözümüdür. Böylece ispat tamamlanmış olur.   
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Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 den aşağıdaki sonuç elde edilir. 

  

Sonuç 4.1  Eğer       ve       yada      ve       ise o zaman (4.1) sınır 

değer probleminin en az bir pozitif çözümü vardır.  

  

 Örnek 4.1    

      ]                               ve         olsun.   fonksiyon 

negatif olmayan ve  ’de sürekli bir fonksiyondur. Ayrıca   

         
          ]

      

 
    

   
(
 

 
 

    

 
)    

ve  

         
          ]

      

 
    

   
(
 

 
 

     

 
)    

 dir. 

Bundan dolayı, sonuç 4.1’deki ilgili koşullar, yukarıda belirtilen özel fonksiyonlar ve 

parametreler için sağlanır. Bu ise, (4.1) sınır değer probleminin     ]’de en az bir pozitif 

çözüme sahip olması demektir.  
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5.  TARTIŞMA  ve  SONUÇ 

 

Bu çalışmada conformable kesirli diferensiyel denklemler için integral sınır değer 

problemi üzerinde, denklemin extrem çözümleri için mevcut sonuçlar incelenerek 

monoton tekrarlanan tekniğini kullanılmıştır. Aynı zamanda, üst ve alt çözümler 

kullanılarak iki dizi elde edilip bu iki dizi ile lineer olmayan diferensiyel denklemlerin 

extrem çözümlerine yaklaşılmıştır.  

Dördüncü bölümümüzdeki çalışmada ise konide sabit nokta teoremini kullanarak, 

integral sınır koşullarına sahip conformable kesirli diferensiyel denklemlerin  en az bir 

pozitif çözümünün varlığı için bazı kriterler elde edilmiştir. 
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