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G, p Haar olglimiine sahip yerel tikiz degismeli bir grup olsun. Bu galismada ilk olarak, (L”,Zq)(G)
amalgam uzayi tanitildi ve bazi temel 6zellikleri verildi. Ayrica, (L”,f“)(G) amalgam uzayinin dogrusal

bir A alt uzayi icin bir A rolatif tamlanis tanimlandi ve bu tamlanisin bazi 6zellikleri ele alindi. Son

olarak; Hole(G)(Ll(G),A) ile A arasinda cebirsel bir izomorfizma ve homeomorfizma oldugu

ispatlandi.

On Some Multipliers and the Relative Completion in Amalgam Spaces

Abstract

Keywords
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Let G be a locally compact abelian group with Haar measure p . First of all, in this paper, the amalgam

space (L'“,Z“)(G) is introduced and some basic properties of amalgam space are given. Moreover, a

relative completion A for a linear subspace A of amalgam space (L”,Z“)(G) is defined, and is

considered several properties of it. Finally, it is proved that there is an algebraic isomorphism and

homeomorphism between Hole(G)(Ll(G),A) and A.

1. Giris ve On Bilgiler

Calismanin tamami boyunca G, p Haar olgimli
tikiz olmayan ve ayrik olmayan yerel tikiz Abel bir
grup olarak kabul edilecektir. Yerel olarak L
uzayina, evrensel olarak (% uzayina ait olcllebilir
ve reel degerli fonksiyonlarin uzayina amalgam
uzay!l denir ve bu (L”,éq)(G) (1<p,q<) ile
gosterilir. Holland (1975) amalgamlari reel eksende
arastirdi. Stewart (1979) ise bu tanimi yerel tikiz
gruplar icin Structure Teoremi'ni kullanarak yerel
tikiz Abel gruplarina genellestirdi. Daha kapsamli
bilgi icin Fournier ve Stewart (1985) calismasini
referans verebiliriz. Ayrica, Quek ve Yap (1979),

L"(G) uzayinin dogrusal bir alt uzayi olan A'nin A
rélatif bir tamlanis tanimladi. Yazarlar L' (G)
uzayindan A uzayina giden carpanlar uzayinin

cebirsel izormorfik ve homeomorfik olarak A
oldugunu arastirmistir. Ayrica, benzer sonuglar
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agirlikl Lebesgue ve Lorentz uzaylari igin Duyar ve
Gurkanli (2003 ve 2007) ¢alismasinda saglanmistir.

Oteleme operatérii olarak T,, her xeG igin
T,f(x)=f(x—y) seklinde tanimlansin. Ayrica, her
feB ve yeG igin TfeB ve ”va"s :||f||B

saglaniyorsa (B,.|B) otelemeler altinda glgli

degismezdir denir. Simdi (A, |A) bir Banach cebiri

olsun. Ayrica (X, |X) bir sol Banach A-modil olsun,

yani, X uzayi A Uzerinde cebirsel anlamda bir modil
olsun ve her aeA ve beX igin ||a.b||x §||a||A ||b||x

saglansin. Bu takdirde

AX={ax:aeA,xeX}

tarafindan gerilen X'in kapali bir dogrusal alt
uzayina X'in esas kismi olarak adlandinlir ve X, ile

gosterilir. Eger X, =X ise X'e esas sol Banach A-
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modyili denir (Doran ve Wichmann, 1979). Simdi A
Banach cebiri tzerinde V ve W iki Banach moduli
alinsin. Bu takdirde V (lizerinden W'ye giden bir
¢arpan V lGzerinden W'ye giden bir T sinirli dogrusal
operatoriidir. Burada acA ve veV olmak lzere

T(av)=aT(v) olan modil gcarpimi vardir.

Hom, (V,W) olarak V tzerinden W'ye giden tim

carpanlarin  uzayr olarak go0sterilsin.
Hom, (V,V)=Hom, (V) olarak yazilsin.

Ayrica,

G Uzerinde bir Banach fonksiyon uzayi (kisaca BF-

uzayi), bir (B, B) Banach uzayinin L,

(G) uzayina
surekli olarak gdmiilmesine denir, yani, herhangi
bir K< G tikiz alt kiimesi verildiginde her feB igin
||fX|<||L1 SCK”f”B olacak sekilde bir C, >0 sabiti

vardir. Ayrica L (G) ile G kiimesinin her tikiz alt

loc

kiimesine kisitlanislarin L"(G) uzayina ait olan
fonksiyonlarin uzayl  gosterilsin. Structure
Teoreminden (Hewitt ve Ross, 1979, Teorem 24.30)
G=l°xG, seklindedir. negatif
olmayan bir tam sayi ve G,, H agik tikiz alt grubunu
Simdi
I=[0,1)a><H ve T, H'nin G, iginde bir ¢aprazlama
yani G, :U(t+H) olmak tizere J=0°xT seklinde

teT
alinsin. acel icin |, =a+! ifade edilsin ve bdylece

Burada a bir

iceren bir yerel tikiz Abel gruptur.

G, I, rolatif tikiz kiimelerin ayrik birlesimine esittir.
Tim o igin p(l)=p(l,)=1 olacak sekilde p
normallestirilsin. Simdi (L",fq)(G) uzayinin tanimi

(Stewart, 1979) calismasina gore verilsin.

Tanim 1.1 (L",(q)(G)z(L",fq) seklinde gosterilen

amalgam uzaylari
{felt (6):[f],, <o}

olarak ifade edilir. Burada

1<p,g<o0 igin

1
q
||f||pq = |:%||f ;(Iu)j|

Q|-

| Ssweleof [ e 1a<n

ael X€ly

1<p<o,g=0 igin

”f"pgc :Si?”f e(,)

seklinde tanimlanir. Ayrica amalgam uzaylarinin
1<p,q<oo igin yansimali Banach uzaylari oldugu

biliniyor.

Tanim 1.2 ((Doran ve Wichmann, 1979), (Squire,
1984)) A bir Banach cebiri olsun. Eger

(i) Her f,geA, heB icin (f-g)-h=f-(g-h) esitligi

saglansin
(ii) Her feA, heB icin |f-h, <C|f],[h], olacak
sekilde C>1 sabiti olsun

kosullarini  saglayan bir -:AxB—B bilineer
operatdr varsa B Banach uzayina bir Banach A-
moduli adi verilir.

Tanim 1.3 ((Bertrandis ve Darty, 1978), (Busby ve

Smith, 1981), (Squire, 1984)) p,q,r,s Usleri
1+l—1:i£1 ve 1+1—1:l£1 kosullarini
p r m g s n

sagliyorsa

() (L, ) =(m,em)
kapsamasi saglanir.
Ayrica, eger fe(L”,Zq) ve ge(Lr,Ks) ise,

e, <2°Ifl,.le.. ~ m=#1icin (1)

[#*el,, <2*[fl,, ...

elde edilir.

(1) esitsizliginden herhangi fe(Lp,Kq) icin
I£*ell,, <Clfl, lel, =l lel,

ifadesi bulunur ve ge(Ll,El)le saglanir. Burada
C>1'dir. Bu ise (L”,fq) amalgam uzayinin girisim
islemine goére bir Banach L'-modili oldugunu
gosterir (Squire, 1984). Ayrica, (L”,El) amalgam
uzayinin p>1 icin girisim altinda bir Banach cebiri

Gergekten, (1)
f.ge(L’,0)

oldugunu gormek kolaydir.

esitsizliginden dolayi her

fonksiyonlari igin

|7~ el,.. <<lfl, lell, =<I7l,. el
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bulunur. Béylece |||f|||pl =C|f],, ifadesi (L”,Zl) uzayl
icin  bir norm belirtir. Burada (L",EI)CL1 ve

||||l < ||||pl olduklari dikkate alinmaldir.

Teorem 1.4 (Squire, 1984) 1<p,q<o olsun. Bu

takdirde (L”,ﬁq) amalgam uzay! 6telemeler altinda
degismezdir, yani, her yeG ve fe(L”,Zq) icin

[nfl, <2°|fl,, esitsizligi saglanir.

Teorem 1.5 (Squire, 1984) 1<p,q<o olsun. O
halde y—T fonksiyonu G'den (L”,Zq) uzayina

sureklidir.

L'(G) uzayinin bir altcebiri olan S(G) asagidaki
kosullari saglarsa bir Segal cebiri adi verilir;

(S-1) S(G), L'(G) uzayinda yogundur ve feS(G)
icin T.feS(G) saglanir

(s-2) s(G),

.||S(G) normunda gore bir Banach cebiri
olup her feS(G), yeG igin ||f||S(G) =||va||5(6) esitligi

saglanir

(S-3) feS(G) olsun. Bu takdirde her £>0 sayisi
verildiginde tim yeU igin ||Tyf—f||s(G)<s olacak
sekilde G'nin birim elemaninin bir U komsulugu

vardir.

Simdi, (L”,Eq) uzayinin normuna denk dtelemeler

altinda degismez ||||:fq normuna sahip oldugu ifade
edilecektir.

Teorem 1.6 ((Fournier ve Stewart, 1985), (Squire,
1984)) Bir f fonksiyonunun 1<p,q<o olmak lzere
(L",fq) uzayina ait olmasi icin gerek ve yeter kosul
#

f (X):"f 1P (x+E)
fonksiyonunun L'(G) uzayina ait

I =lF"l, e

G Uzerinde taniml

biciminde
tanimli f*

olmasidir. Eger

2""||f||pq:||f||:fq£25‘||f||pq saglanir ve E sifinn acik

prekompakt komsulugu olmak tGzere

1
q
q
P (x+E) dx}

I {J I
G

seklindedir. Bdylece ||||pq ve ||||:q normlari

denktirler.

Teorem 1.6'nin bir sonucu olarak asagidaki sonug
elde edilir.

Sonu¢ 1.7 Herhangi fe(L”,Eq) alinsin  ve
f* (x)=|f £ (use) OISUN. BU takdirde
#
(T‘/f) (X)=||va 1P (x+E) =||f| 1P (x+y+E)

=f* (x+y)=T7yf” (x)

ve

A, =y

Sl =l =1

saglanir. Boylece (L",fq) uzayl ||||:q normuna gore
otelemeler altinda gli¢li degismezdir.

Teorem 1.8 (Squire, 1984) 1<p<o olsun. Bu
takdirde (L",El) amalgam uzayi ||||:fq normuna gore
bir Segal cebiridir.

Tanim 1.9 Her acA igin lime,a=a esitligini

saglayan ve A degismeli normlu cebirin bir elemani
olan {ea} agl bir yaklasik birim kisaca a.i. olarak

adlandirilir.

Onerme 1.10 (Squire, 1984) 1<p,q<o ve {e,} agl
L' uzayinda a.i. olsun. Bu takdirde {ea}, (L”,Eq)
uzayinda da bir a.i.'dir yani her fe(L",ﬁ“) icin

“2""% *f—f||pq =0 saglanir.

Sonug¢ 1.11 (Squire, 1984) 1<p,q<w olsun. Bu
takdirde (L",fq) amalgam uzay! bir esas LI(G)-

modduldir.

2. Temel Sonuglar

Tanim 2.1 A, (L”,Eq) uzayinin bir alt uzay olarak

asagidaki 6zellikleri saglasin:

) girisim islemine goére bir Banach L'-

(i) (A,

modildir ve ||||pq S||||A esitsizligi saglanir.

“lla
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(ii) Her feA igin lim|e, *f—f|, >0 ve tim oel,
bir M>0 sayisi igin |le,[, <M olacak sekilde L' (G)

uzayinin sinirli bir {ea} yaklasik birimi vardir

A uzayinin rolatif tamlanis uzayi

A:{fe(L",éq):Her aeliginf*e, eA,sup|f*e,|, <00}
ael

seklinde tanimlanir.

A uzayinin |f|, =sup|f*e,|, seklinde tanimli ||||A
ael

normuna gore bir normlu uzay oldugunu gérmek
kolaydir.

Onerme 2.2 A, Tanim 2.1'deki gibi olsun. Bu
takdirde

(i) feA ve gel'(G) olsun. O halde f*geA ve
gl <l [l

saglanir.

(i) f€A olsun. O halde ||f||A SM||f||A ve ||f||A S||f||A

saglanir. Bu ise ||||A ve ||||A normlarinin A {izerinde

denk olduklarini gosterir.

(iii) A uzayr A uzayinin kapali bir alt uzayidir.

ispat (Duyar ve Gurkanli, 2007) calismasindaki
Proposition 2.2 yardimiyla istenen ifadeler elde
edilir.

Onerme 2.3 A uzayinin tanimi yaklasik birimin
secimine bagli degildir.

ispat (Duyar ve Gurkanli, 2007) calismasindaki
Proposition 2.3 dikkate alinirsa istenen elde edilir.

Teorem 2.4 (Rieffel, 1967) A yaklasik birime sahip
bir Banach cebiri ve W ise yansimali bir Banach

uzayl, esas A-modil olsun. Bu takdirde
Hom, (A,W)=W elde edilir.
Teorem 2.5 1<p,g<o olsun. O halde,

Hole(G)(Ll(G),(Lp,ﬁq)) uzayl ile (L",fq) uzayl
arasinda izometrik modul izomorfizmasi vardir. Bu
ise  Hom, . (L'(6),(",¢*))=(L", ) oldugunu

gosterir.

ispat L'(G) uzayinin yaklagik birimli bir Banach
cebiri oldugu biliniyor. Yine (L",fq) amalgam uzayi
esas L'(G)-modill Teorem 2.4

kullanilarak - Hom,, . (L' (6),(1,¢%)) (1", ¢°) elde

oldugundan

edilir.

Teorem 2.6 1<p,q<o igin (L",Zq) amalgam

uzayinin dogrusal bir alt uzayr olan A, Tanim
2.1'deki (i) ve (ii) kosullarini saglasin. O halde

Hole(G)(Ll(G),A) ve A uzaylari cebirsel olarak

izomorfik ve homeomorfiktir.

ispat feA fonksiyonu alinsin. Simdi her gel'(G)
icin T,(g)=f*g biciminde tanimli bir T,:L'(G) > A

Simdi
Il

normlarinin denk oldugu gosterilecektir. Onerme
2.2'den

fonksiyonu tanimlansin.
TfeHole(G)(Ll(G),A) oldugu ve ||Tf

firgve-rgrel,
<ffreve %o <l Je e s ve-5ve],

<Ifl, (Je*e ~gl, +Je—g*e],)

elde edilir. {ea}, LI(G) uzayinda bir yaklasik birim
oldugundan {f*g*e} , A'da bir Cauchy agi olup

A'da bir h fonksiyonuna yakinsar. Buradan f*geA
saglanir ve

||f*g_h||A S”f*g_f*g*eo&"A +||f*g*ea _h”A
<[l le-g*e.[, +M|f*g*e, ~h[, -0

elde edilir. Béylece T,(g)=f*g=heA saglanir. O

halde, T,:L'(G)—>A fonksiyonu vardir. Onerme
2.2'den

f*
ol

o |,

<y LIl
el

[T (e)]
T.[=sup A
Im1=s2 el

f*
el
Tl

=,

saglanir. Bu ise T,:L'(G)—>A fonksiyonunun

surekli  oldugunu  gosterir.  Yine bu T,

fonksiyonunun siirekli bir modiil homomorfizmasi
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oldugunu ispatlamak kolaydir. Tanim 2.1 g6z 6niine
alinirsa

frg fre
=5 I L1 N Lo || ol

||g|| T el e e,

e, 1
ZSUP%=M”‘°"A

oel
elde edilir.

Diger taraftan, TeHole(G)(Ll(G),A) oldugu kabul
edilsin. Yine Ac(L",(“) kapsamasi ve ||||pq£||||A

esitsizliginden, her gel'(G) icin

[T(e)l,, <IT(e)l, <Illel.

saglanir. O halde TeHole(G)(Ll(G),(Lp,fq)) olarak

bulunur. Teorem 2.5 ve (Rieffel, 1967)
¢alismasindaki Theorem 4.5 kullanilirsa, her

gel'(G) fonksiyonu igin T(g)=f*g olacak sekilde
bir fe(Lp,Eq) fonksiyonu vardir. Tanim 2.1'den

e
|7l =suelf e, =Msup™—=~
f* f*
B L N i
I N
—Msup|| ” =M|T||< o0
el
olup feA elde edilir. Bdylece herbir

TeHole(G)(Ll(G),A), bazi feA fonksiyonlari igin

||Tf||s||f||A ve ||f||ASM||Tf|| ifadelerini saglayan T,
'nin bir formudur. Bodylece f—>T fonksiyonu

cebirsel bir izomorfizma ve homeomorfizmadir.
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