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OZET

Yiksek Lisans Tezi

BIRINCI MERTEBEDEN LINEER

ILERI FARK DENKLEMLERININ

COZUMLERININ SALINIMLILIGI
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Matematik Anabilim Dali

Danmisman: Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ
Ikinci Damisman: Prof. Dr. Ozkan OCALAN

Bu tez ¢aligmas1 dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilarak
genel bir literatiir bilgisi verilmistir. ikinci bdliimde, gerekli temel kavramlardan ve
simdiye dek yapilan bazi calismalardan s6z edilmistir. Ugiincii bolum ise orijinal
sonuglara adanmistir. Ugiincii boliimde, 1 < i < m igin {p;(n)} pozitif reel say1 dizileri
ve {t;(n)} monoton olmas1 gerekmeyen,
n=>1icint;(n) >n

kosullarin1 saglayan tamsayi dizileri ve geri fark operatorii

Vx(n) =x(n) —x(n—1)

esitligi ile tamimlanmak iizere birinci mertebeden lineer ileri fark denklemi

Vx(n) = Y pimx(E () = 0

ve bu denklemin m = 1 icin 6zel bir hali olan

Vx(n) — p(n)x(r(n)) =0
ileri fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin salinimliligi i¢in yeni salimimlilik sartlar1 elde

edilmistir. Son olarak tartigma ve sonug kismina yer verilmistir.

2020, v+ 33 sayfa

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, ileri fark denklemi, Monoton arguman, Monoton
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This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, we
mention some basic notions and studies so far. Third chapter is devoted to our original
results. In the third chapter, new oscillatory conditions are obtained for first order linear

advanced difference equation given by

Vx(m) = ) pimx(r(n) = 0

and the special form of above equation for m = 1
Vx(n) =x(n) —x(n—1)
where {p;(n)} are sequences of positive real numbers and {z;(n)} are sequences of
integers and are not necessarily monotone for 1 < i < m such that
n>1fort;(n) =>n
and backward difference operator is given by
Vx(n) = x(n) — x(n— 1).

Finally, the discussion and conclusion part is given.
2020, v + 33 pages
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1 Giris

Geligen teknoloji ile birlikte uygulamali bilimlerde ¢zellikle miihendislik, matematik
fizik, kimya, biyoloji, ekonomi gibi bilim dallarinda yasanan gelismeler beraberinde
matematiksel problemleri de getirmektedir. Bu alanlarda ele alinan problemlerde bagim-
s1z degigskenin siirekli olmadigi durumlar s6z konusu olabilir. Bu gibi durumlarda ise
karsimiza fark denklemleri ¢gikmaktadir. Ciinkii fark denklemleri; bir veya daha cok
degiskenli bir fonksiyonun sonlu farklar ile bagimsiz degiskenleri arasindaki cebirsel
bagintilardir. Diferensiyel denklemlere benzerlik gosteren ve inceleme siireci yéniinden

daha yeni olan fark denklemlerine fonksiyonel denklemler de denir (Elaydi 2000).

Diger taraftan fark denklemleri zamana bagli cesitli doga olaylarinin incelenmesinin
dogal bir ifadesidir. Zamana bagl degiskenlerin kullanildigi olaylarin bircogu ayrik
(kesikli) oldugu igin bu tiir denklemlere 6nemli matematiksel modellemelerde yer ver-
ilir. Daha da onemli olan nokta ise fark denklemleri diferensiyel denklemler icin ayrik-
lagtirma yontemlerinin incelenmesinde kargimiza ¢ikar. Fark denklemleri teorisinde elde
edilen pek ¢ok sonu¢ hemen hemen bu tiir denklemlere karsilik gelen diferensiyel den-
klemlerin ayrik bir benzeri olarak ele alinir. Ayrica fark denklemleri, diferensiyel den-
klemlere gore daha genis kapsaml bir yapiya sahiptir. Ornegin, birinci mertebeden bir
diferensiyel denklemin ayrik bir benzeri olan bir fark denklemi ”ghost” ¢oziimlere ya
da kaotik yoriingelere sahip olabilmesine ragmen bu durum ancak yiiksek mertebeden
diferensiyel denklemler icin gecerlidir. Boylece, fark denklemleri teorisinin diferensiyel
denklemler teorisine gore daha zengin oldugu ve yakin gelecekte 6nemininin artacagini

soyleyebiliriz.

Bagimsiz degigkenin siirekli oldugu durumda, y(x) bagimh degiskenin degisimi, y(z),
y'(z), y'(x),... tiirevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Ancak z in ayrik (discrete)
degerler almasi durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz. Burada devr-
eye i¢inde sonlu farklarin bulundugu fark denklemleri girer. Diferensiyel denklemlerde
fiziksel olaylarin matematiksel modeli, siirekli degisim oranlari arasindaki denklemler
ile ifade ediliyordu. Fakat 20. yiizyihn baglarinda radyasyondaki quanta ile biyolo-
jide goriilen genetik olaylardaki gelismeler, tiim doga olaylarinin siireklilik terimleri

ile ifade edilmeyecegini gostermistir. Boylece fark denklemleri kullanilarak diferensiyel
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denklemlerde goriilen siireksizlik halleri kaldirilmak istenmigtir. Giiniimiizde birgok
alanda uygulanan fark denklemleri, daha ¢ok hareket analizinde devreleri matematiksel
olarak ifade etmede, ekonomide arz ve talep denklemlerini olusturmada, ekonomik dal-
galanmalar veya devresel hareketleri agiklamada yaygin olarak kullamlmaktadir (Tollu

2009).

Ayrica fark denklemleri uygulamali bilim dallarinin bir¢ogunda da uygulama alani bul-
maktadir. Bu alanlardan bazilar1 ise kontrol teoride kararlilik durumlariin incelen-
mesi, tip biliminde hiicre hareketlerinin incelenmesi, ekonomide borsa hareketlerinin

izlenmesi, biyolojide canli populasyon sayisinin arastirilmasi oldugunu soyleyebiliriz.

Fark denklemleri tam olarak bilinmemekle birlikte M.O. 2000°]i yillara Babiller’in kok
bulma gabalarima dayanir. Ayrica M.S. 400-1200 yillar1 arasi matematik adina soéniik
bir dsnemdir. Avrupa’da bu dénemde etkileyici bir galigma olmamigtir. Ancak Or-
tadogu’da yapilan calismalarda éne cikan isim Omer Hayyam olmustur. Kesin olarak
bilinmemekle birlikte 1000-1100 yillar1 civarinda, Chia Hsien ve Omer Hayyam en eski

fark denklemi 6rneklerinden olan,
bn+1,r = bn,r + bn,r—l

esitligi tizerine galigmiglardir (Lakshmikhantham ve Trigiante 2002).

1202 yilinda Fibonacci dizisinin temeli olan “tavsan problemini” Fibonacci olarak da
bilinen Leonardo di Pisa isimli iinlii Italyan matematikci ortaya atmistir. Ashnda bu

baz1 kaynaklarda fark denklemlerinin baslangici olarak diisiiniiliir.

1600-1700 yillar1 arasinda fark denklemleri ve yinelemeli sayma iizerine ¢alismalar ya-
pan matematikgiler; Francesco Maurolica, Fermat, Pascal, Sir Thomas Harriet, Henry
Briggs, Leibniz, Newton ve Euler’dir. Bu kisiler arasinda en 6nemli ¢alismay1 Newton,
giiniimiizde “Newton Metodu” olarak bilinen ksk bulma formiiliinii (niimerik analizde

yer alan)

Tt =T G )
n

seklindeki fark denklemi ile ifade etmistir (Kulenovic vd. 2000).

18. yy’da temel lineer fark denklemleri teorisini gelistiren matematikciler Moivre, Euler,



Lagrange, Laplace, Simson, Cotes olmustur. Yine bu dénemde Riccati’nin de calis-
malar1 olmustur. “Riccati fark denklemi” olarak bilinen denklem agagida belirtilmigtir.

a+ bz,
c+dz,

Tnt1 =

1850 1i yillardan sonra herhangi bir canl tiirtiniin gelecekteki durumuyla ilgili tahminler
yapilirken, bu tiiriin ¢ogalmasini etkileyebilecek tiim ic, dis ve gevresel faktorler goz

oniine alinmasi gerektiginden fark denklemlerinden yararlanilmaya baglanmigtir.

19. yy’da ise lineer fark denklemleri Bessel fonksiyonunun hesaplanmasinda Miller’in
algoritmasi araciligiyla kullanilmigtir. 1950’den bu zamana kadar yapilan aragtirmalar-
daki bilgiler 1950’li yillardan sonraki matematikcilerin lineer olmayan sabit katsayili
fark denklemleri ile ilgili calismalari i¢in bir zemin olusturmustur. Bu calismalardan

bazilar1 1995-2000 yillar1 arasinda Ladas tarafindan yapilmigtir (Karagoz 2019).

Fark denklemlerinin ¢oziimii, pek ¢cok matematikcinin yakin ilgisini ¢gekmis ve 6zellikle
son 40 yil igerisinde yapilan caligmalar sonucunda da bu konuda zengin bir literatiir
ortaya ¢ikmigtir. Son yillarda fark denklemlerinin ¢oziimlerinin davranigi ve ozellikle

salimimh olmast ile ilgili cok sayida ¢alisma yapilmigtir.

1990 yilinda Ladas,

Tpy1 — Tp +prnpp =0, n=0,1,2,... (1.1)

p € (0,00), k € Z" lineer otonom gecikmeli fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salinim-

lilig1 icin gerek ve yeter sart vermigtir. 1989 yilinda Erbe ve Zhang
Tpil — Tp+PnTnp =0, n=0,1,2, ... (1.2)

pn negatif olmayan reel terimli dizi ve k € Z* lineer otonom gecikmeli fark denklem-
lerinin ¢oziimlerinin salinimliligr igin yeter sart vermislerdir. 1989 yilinda, Ladas, Phi-
los ve Sficas yukaridaki otonom olmayan fark denkleminin ¢oziimlerinin salinimlhilig
icin yeter sart elde etmiglerdir. Ayrica diferensiyel denklemler ile fark denklemlerinin
¢oziimlerinin salinimhiligr arasinda ilging benzerlikler s6z konusudur. Ancak bu durum

her zaman gecerli olmayabilir. Ornegin,
Z'(t) +pt)x(t—k)=0 (1.3)
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diferensiyel denklemini goz oniine alahm. (1.2) fark denklemi (1.3) diferensiyel den-

kleminin ayrik benzeridir. £ = 0 i¢in (1.3) diferensiyel denklemi

2(8) = 2(to) exp (- / p(s)ds>

seklinde bir ¢oziime sahiptir ve bu ¢dziim hi¢ bir zaman saliniml degildir. Ancak (1.2)
fark denklemi ise k = 0 i¢in
n—1
Ty = LH (1 —Pj)] g
=no
seklinde bir ¢oziime sahiptir. Dolayisiyla bu ¢oztim her j > ng i¢in 1 —p; < 0 oldugunda

salinimh bir ¢oziime sahiptir.

Fark denklemleri ile diferensiyel denklemler arasinda biiyiik benzerlikler bulunmaktadir.
Fark denklemleri sayesinde diferensiyel denklemlerdeki siireksizlik durumlar1 ortadan
kaldirilabilmektedir. Hatta bircok diferensiyel denklem, fark denklemleri kullanilarak
kolaylikla ¢oziilebilmektedir. Bu nedenle yukarida verilen bilgiler 1giginda bu yiiksek
lisans tez caligmasinda birinci mertebeden lineer ileri fark denklemleri calisilmig ve bu
denklemlerin ¢oziimlerinin salimimliligr igin yeni sartlar elde edilmig ve orneklere yer

verilmigtir.

Bu tez ¢aligmasinda ilk olarak diferensiyel denklemler ve fark denklemleri ile ilgili genel
bir literatiir bilgisine yer verilmistir.

Ayrica 1 < i < m icin {p;(n)} pozitif reel say1 dizileri ve {7;(n)} monoton olmasi
gerekmeyen,

n > 1igin 7;(n) > n
kogullarini saglayan tamsay: dizileri ve geri fark operatorii
Vz(n) =x(n) —x(n —1)

esitligi ile tanmimlanmak tizere birinci mertebeden lineer ileri fark denklemi

m

Va(n) =Y pi(n)z(ri(n)) =0

i=1

ve bu denklemin m = 1 i¢in 6zel bir hali olan
Vi(n) = p(n)z(r(n)) =0

4



ileri fark denkleminin ¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in yeni yeter sartlar elde edilmigtir.

Son olarak ise tartigma ve sonug¢ kismina yer verilmistir.



2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezimizde ihtiyag duyulacak literatiirde yer alan bilgilere yer verilecektir.
[k olarak fark analizi tanitilacak ardindan diferensiyel denklemler ve fark denklem-
lerinin salimimhiligy ile ilgili baz1 tanim ve teoremler hatirlatilacaktir.

2.1 Fark Analizi

Tanim 2.1.1 E 6teleme (kaydirma) operatorii, x siirekli bir degisken ve ayrik noktalar

kiimesi tizerinde sirasiyla
Ey(z) =y(x+ h), Ex, = Tpiy (2.1.1)
seklinde tanimlanir. Ikinci mertebeden E operatorii
E*y(z) = E[Ey(2)] = Ely(z + h)] = y(z + 2h)
seklinde bulunur. Benzer islem adimlar1 devam ettirildiginde
Efy(x) = y(x + kh), E*z, = 2,4,

esitligi elde edilir. Boylece, E* operatorii k. dereceden bir 6teleme operatoriinii tanim-

lar.

Tanmim 2.1.2 y reel veya kompleks degerli bir fonksiyon olmak iizere ileri fark operatorii
A,

seklinde tanimhidir. Burada A herhangi bir sabit z ise bagimsiz degiskendir.

Ozel olarak y(z) = x olarak almirsa Az = (z + h) — z = h ya da h = Az bulunur. Bu

nedenle h fonksiyon araligi olarakta adlandirilir.

Tanim 2.1.3 Geri fark operatorii V
Vy(z) =y(z) — y(x — h), Vo, =z, — T, (2.1.3)
seklinde tanimlanir. Ayrica

Vy(z) = AE [y(2)] = (1 — E)y(z)



seklinde de ifade edilebilir.

V ve E nin temel ozellikleri, Vy ve Ey degerlerini hesaplamak icin énemlidir. ¢; ve co

keyfi sabitler, y; ve yo farkli iki fonksiyon olmak {izere;

FE

V iy (k) + yZ(k)] = Vyi(k) + Vya(k),

V ey (k)] = eV (k),

Va1 (k) + eaya(k)] = e1 Vi (k) + caVya(k),

)
h) y1, Y2, ..., Yn; n-tane fonksiyon ve ¢y, co, ..., ¢, keyfi sabitler olsunlar. O halde
V [y (k) + coya(k) 4 ... + coyn (k)] = a1t Vyr (k) + coVye (k) + ... + ¢, Vyn (k)

yazilir.
(1) k bir tamsay1 olmak iizere y(k),y fonksiyonunun & daki degerini gostermek iizere,

a,b (b > a) seklinde herhangi iki tamsay ise

y(a) +yla+ 1)+ .. +yb) = y(k)

seklinde ifade edilir.

Toplam operatortii ile ilgili baz kurallar ise agsagidaki sekildedir.

(@) 3 =me.

(0)eu(k) = 3 y(k),

(€) = lulk) & 2(k)] = Su(k) = 3 =(k)

(d) (A+ By = 320D l0obth) gipnk youn (A4 By = 5 [ | AbBrt,
k=0 k=0 k

Tanim 2.1.4 n € N olmak iizere, z,, N iizerinde tamimli reel (veya kompleks) degerli

bir fonksiyon olsun.

Tny Tptls ooy Tntk (214)

ifadelerini igeren bir bagintiya k. mertebeden bir fark denklemi denir (Agarwal 2000).
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Tanmim 2.1.5 Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en biiyiik indis ile en kiiciik
indis arasindaki fark olarak tamimlanir. Ornegin; Tpig—Tpi1+4x, = 0 denklemi tigiinii

mertebeden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tamim 2.1.6 Eger (2.1.4) fark denklemi,

k
> tintnsi = by (2.1.5)
i=0
formunda verilirse k. mertebeden olan (2.1.4) fark denklemine lineerdir denir. Eger en

az bir n € N i¢in b, sifirdan farkh ise bu durumda (2.1.5) fark denklemine homojen

olmayan lineer fark denklemi denir.
Eger (2.1.5) fark denklemi

k
> intngi =0 (2.1.6)
=0

seklinde verilirse (2.1.6) fark denklemine homojen lineer fark denklemi denir (Agarwal

2000).

2.2 Tleri Fark Denklemlerinin Céziimlerinin Salinimlilig
Bu boéliimde ileri diferensiyel denklemler ve ileri diferensiyel denklemlerin ayrik benzeri
olan ileri fark denklemleri ile ilgili bilinen baz tanim ve teoremlere yer verilecektir.

[k olarak 1 < i < m igin 7;(t) > t ve p; € C[[to, 00) , R] olmak iizere, birinci mertebeden

bir lineer ileri diferensiyel denklemi gtz 6niine alalim.

2() = > plta(ri(t)) = 0 (2.2.1)

m =1 i¢in (2.2.1) denklemi

() —p)x(r(t)) =0 (2.2.2)
denklemine doniigiir.

T pozitif bir reel say1 ve p, [ty,00) iizerinde tanimh negatif olmayan reel degerli bir

fonksiyon olmak tizere 7(t) =t + 7" alinirsa (2.2.2) denklemi



() —p()x(t+T)=0, t >t (2.2.3)
sabit gecikmeli bir diferensiyel denkleme doniisiir.

Tanim 2.2.1 1 <i<micin 7, € R, 74(t) =t — 7; ve 7 = max {71, T2, ..., T, } olmak
tizere t > t; i¢in z, [t1, 00) araliginda siirekli diferensiyellenebilir ve z, (2.2.1) denklemini
saghyorsa « € C[[t; — 7,00), R] fonksiyonu (2.2.1) denkleminin bir ¢oziimiidiir ve bu

¢oziim [t1, 00) iizerinde bir ¢oziim olarak adlandirilir.

t1 bir baglangi¢ noktasi olmak iizere, ¢ € C'[[t; — 7, 1) , R] baglangig fonksiyonu verilmig

olsun. Boylece (2.2.1) denklemi t; — 7 < ¢ < t; i¢in

z(t) = o(t) (2.2.4)
olacak gekilde [t1, 00) araliginda birtek x ¢oziimiine sahiptir (Gyori ve Ladas 1991).

Tamim 2.2.2 Bir diferensiyel denklemin agikar olmayan bir ¢oziimii x olsun. Eger
xr ¢oziimii keyfi sayida sifira sahipse, yani; T}LHQ]Q t, = oo olacak sekilde bir {¢,} dizisi
vardir oyle ki z(t,) = 0 ise x ¢oziimiine salimmlhdir denir. Aksi taktirde salinimh
degildir denir. Salinimh olmayan bir ¢oziim, ergec pozitif ya da ergeg negatiftir. Yani,
Yt > t; i¢in z(t) # 0 olacak bigimde bir ¢; vardir. Eger denklemin her ¢oziimii salimiml
ise denklemin tiim ¢oziimleri salinimhidir, salinimli olmayan en az bir ¢oziimii varsa

denklemin ¢oziimleri salinimhi degildir denir (Ladde vd. 1987).
Asgagida verilen teorem Ladas ve Stavroulakis (1982) tarafindan elde edilmistir.

Teorem 2.2.1
t+T

1
liminf/p(s)ds > - (2.2.5)

t—o0
t

ise (2.2.3) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir (Ladas ve Stavroulakis 1982).
p(t) = p € (0,00) oldugunda ise agagidaki kosul elde edilmigtir.

Teorem 2.2.2
(1) 2'(t) —px(t+7) > 0, t > t, esitsizliginin ergeg hig bir pozitif ¢éziime sahip olmamas,

(13) 2’ (t)—px(t+7) < 0,t > 1 esitsizliginin ergeg hig bir negatif ¢oziime sahip olmamas,



(1i1) 2'(t) — px(t +7) = 0, t > ty denkleminin tiim ¢oziimlerinin saliniml olmasi igin
gerek ve yeter kogul

1
pT > - (2.2.6)
e
olmasidir (Ladas ve Stavroulakis 1982).

Ayrica Kulenavic ve Grammatikopoulos (1988), Koplatadze ve Chanturija (1982) ve
Kusano (1982) da (2.2.3) denkleminin ¢oziimlerinin salimmhlig ile ilgili caligmalar yap-

miglardir.
Asagida verilen sonuglar ise Li ve Zhu (2002) tarafindan elde edilmigtir.

Teorem 2.2.3

ve

7 p(t) {GXP (ek_lpk(t) - %) — 1] dt = oo

t1+kT

olacak gekilde t; > ty + 1" ve k pozitif tamsayisi mevcut ise (2.2.3) denkleminin tiim

¢oziimleri salimimlidir. Burada

t
ve

t
¢ (t) = /p(s)ds, t>to+ 1T,
t—T
t
qn(t) = /p(s)qn_l(s)ds, n>2 t>ty+nT
T
seklindedir (Li ve Zhu 2002).
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Teorem 2.2.4

o 1 o 1
h?_l)g)lfpk(t) > e hgglqu(t) > % (2.2.7)

olacak gekilde pozitif bir & tamsayisi varsa (2.2.3) denkleminin tiim ¢oziimleri salinim-

hdir. pg(t) ve gi(t) ifadeleri Teorem 2.2.3 teki gibi tanimlanmigtir (Li ve Zhu 2002).

Ornek 2.2.1

1
2 (t) — 2—(1 +sint)z(t+m7) =0, t >0 (2.2.8)
e

ileri diferensiyel denklemi verilmis olsun. Burada p(t) = o= (1+sint), T = 7 seklindedir.

Boylece
t+T t+m
I 'f/ (s)ds = i 'f/1(1+' Vs = (7 —2) < *
im in s)ds = liminf | — sins)ds = —(m — -
t—00 b t—o0 2e 2e e
t t
oldugundan
T
. 1
h{ggf/p(s)ds > =
t
olma k0§ulu saglanmaz. Ancak
T
fp )ds = 5 (m + 2 cost)
t+T , ‘
_ f p(S)pl(S)dS _ T +27Tci):2t74smt
T
fp s)ds = g5 (7° — 2w 4 (212 — 8) cost — 4rsint)
t+T

= [ p(s)ps(s)ds = 1= [7* — 4n® — 27 + 2(7® — 67) cost — 4(m? — 4) sin ]
t

olur ki;

o 22
h{gg}lfp;;(t) > 1

dir. Ayni zamanda
t
t)= [ p(s)ds = (7 — 2cost)
= f p(8)qi(s)ds = 25 (7% — 2w cost — 4sint)

4e?

fp (s)ds = g5 (7® — 2w 4 (2n? — 8) cost — 4msint)
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t
a1(t) = [ p(s)gs(s)ds = 15 [7* — 7% — 2w + 2(7® — 67) cost — 4(n? — 4) sin ]
=T

olacagindan
22

htn_1>£fq4(t) > 1A

olur. Boylece, Teorem 2.2.4 geregince (2.2.8) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmlidir

(Li ve Zhu 2002).

Teorem 2.2.5 p(t) > 0, t > t(, azalmayan 7(t) fonksiyonu igin 7(t) > t ve lim 7(t) = oo

t—o0
olmak fizere
7(t)

1
litminf/p(s)ds > — (2.2.9)
—00 e

¢

ise (2.2.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir. Ancak

7(t)

[ sts)as <

t

[

ise (2.2.2) denklemi salimmsiz bir ¢oziime sahiptir (Fukagai ve Kusano 1984).

Ornek 2.2.2 a > 0 ve a bir sabit olmak iizere
2'(t) — at“z(e) =0 (2.2.10)

ileri diferensiyel denklemini g6z oniine alalim.

Eger p(t) = at® ve 7(t) = e' alimirsa, ileri diferensiyel denklem igin
7(t)

lim [ p(s)ds = {

o0, a > —1
0, a<—1

t—o00
t

sonucu elde edilir. Boylece verilen (2.2.10) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimh

olmas: i¢in gerek ve yeter kogul @ > —1 olmasidir (Fukagai ve Kusano 1984).

Ornek 2.2.3 a > 0 bir sabit olmak {izere

2(t) — ata (t + %) 0 (2.2.11)

ileri diferensiyel denklemini g6z ¢niine alalim.

Eger, p(t) = at ve 7(t) = ¢ + § almrsa, ileri diferensiyel denklem i¢in
7(t)

lim inf/p(s)ds =a

t—o0
t
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sonucu elde edilir. Boylece a > % ise verilen denklemin tiim ¢oziimleri salimimli, a < %

ise verilen denklemin salimml olmayan ¢oziimii vardir (Fukagai ve Kusano 1984).

Teorem 2.2.6 1 < i < m olmak iizere azalmayan 7;(t) fonksiyonlar igin,

Tmin(t)
- 1
lim inf / pi(s)ds > — (2.2.12)
i3 €
ise (2.2.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir. Burada, 7y, () = min {7;(¢)}

1<i<m

seklinde tanimlanmigtir (Ladde vd. 1987).

Simdi birinci mertebeden lineer ileri fark denklemleri ile ilgili literatiirde yer alan calis-

malar1 inceleyelim.

1 <i<migin {p;(n)} pozitif reel say1 dizileri ve {7;(n)} monoton olmasi gerekmeyen,
n >11igin 7;(n) > n (2.2.13)

kogullarini saglayan tamsay: dizileri ve geri fark operatorii

Vz(n) =x(n) —x(n —1) (2.2.14)
esitligi ile tamimlanmak tizere
Vz(n) — Zpl(n)x (1:(n))=0, neN, n>1 (2.2.15)
i=1

seklinde ifade edilen birinci mertebeden lineer ileri fark denklemini goz oniine alalim.

m =1 igin (2.2.15) denklemi
Vz(n) —pn)z(r(n)) =0, neN, n>1 (2.2.16)

denklemine doniisiir.

Tamim 2.2.3 Eger pozitif bir N tamsayis1i ve n > N i¢in x,z,,1 < 0 ise z,, asikar
olmayan ¢oziimiine sifir etrafinda salimimhdir denir. Aksi halde x,, ¢oziimiine saliniml
olmayan ¢oziim denir.

Bagka bir gekilde ifade edecek olursak, eger bir x,, ¢oziimii belli bir yerden (n degerinden
itibaren) sonra ergeg pozitif ya da ergeg negatif degilse sifir etrafinda salinimhdir denir

(Agarwal vd. 2000, Gyori ve Ladas 1991, Elaydi 2000).
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Li ve Zhu (2002) tarafindan agagidaki sonuglar elde edilmistir.

Teorem 2.2.7 7(n) = n + k oldugunda

n—1
i=n—=k

ga(n) = > pli)gn), j>1, n>(j+ 1k
i=n—k
olmak tizere 1
> k+1
> oo | (5) q}/’“l(n)—l] — o (2.2.17)
n=n1+lk

olacak sekilde ny > 0 tamsayisi ve | pozitif tamsayisi mevcut ise (2.2.16) denkleminin

tiim ¢oztimleri salimmhidir (Li ve Zhu 2002).

Diger taraftan Gyori ve Ladas (1991), 7(n) = n + o olmak iizere agagida verilen ileri

terimli birinci mertebeden lineer fark denklemini ¢alismiglardir.
Az(n) —p(n)z(n+0) =0, n>0, (2.2.18)

burada A ileri fark operatorii olmak tizere Az(n) = x(n+1)—x(n) esitligi ile tanimhdir.

Teorem 2.2.8 o > 2 pozitif bir tamsay1 olmak {izere

n+o—1
limsup Y p(i) > 1 (2.2.19)

ya da

TL+O'*1 o
o—1
lim inf ) > 2.2.20
im in Z p(7) ( . ) ; ( )
ise (2.2.18) denkleminin tiim ¢oziimleri salimimhidir (Gyori ve Ladas 1991).

Ocalan ve Akin (2007) ise asagida verilen birinci mertebeden lineer fark denklemini

calismiglardir.

i=1,2,...,migin p;(n) <0 ve k; < —1 olmak iizere

Ax(n) + Zm:pl(n)a: (n—k)=0, n>0 (2.2.21)

=1

denklemi i¢in bazi sonuglar elde etmislerdir.
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Ayrica i = 1,2, ...,m igin p;(n) = p; oldugunda
+Zp, n—k)=0 n=0,1,2,. (2.2.22)
ve bu denklemin bir ¢zel hali olan
Ax(n) +px(n—%k)=0, n=0,1,2,.. (2.2.23)

denklemi elde edilir.

Gyori ve Ladas (1991), (2.2.22) ve (2.2.23) denklemlerinin ¢oziimlerinin sahnimlhihig i¢in

asagidaki sonuglar: elde etmistir.

Teorem 2.2.9 p € R ve k € Z olmak iizere (2.2.23) denkleminin tiim ¢oztimlerinin
saliniml olmasi igin gerek ve yeter kosul agagidaki kosullardan birinin saglanmasidir.
(1) k=—1vep<—1;
(17) k=0vep > 1;
(iii) k € {..., =3, =2} U{1,2,...} ve p&E 5 1
(Gyori ve Ladas 1991).

Teorem 2.2.10 ¢ =1,2,...,m i¢in
€ (0,00) ve k; {0,1,2,...}

ya da
pi € (—00,0) ve k; {...,—3,—2,—1}

sartlarindan biri saglanmak tizere
m k 1 ki+1
Z Wit D7 oy (2.2.24)

ise (2.2.22) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhidir (Gy®ri ve Ladas 1991).
Chatzarakis ve Stavroulakis (2012) agagidaki sonucu vermislerdir.

Teorem 2.2.11 {7(n)} azalmayan olmak {izere

lim sup Zp (2.2.25)

n—oo
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ise (2.2.16) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimhdir (Chatzarakis ve Stavroulakis

2012).

Chatzarakis ve Stavroulakis 2012 yilinda yapmig olduklar1 bu ¢alismada 7(n) > n +
1, n > 1 oldugunu kabul etmiglerdir. Ancak 7(n) > n, n > 1 alindiginda bu sonuglar

gerceklenmemektedir.
Ayrica Chatzarakis ve Stavroulakis (2012) agagidaki sonucu elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.12 {7(n)} monoton olmas1 gerekmeyen bir dizi olmak iizere

n—oo

o(n)

limsup » " p(j) > 1, (2.2.26)
j=n

ise (2.2.16) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salmimlidir. Burada o(n) fonksiyonu

o(n) = Dax {r(s)}, seN

seklinde tanmmmlanmigtir (Chatzarakis ve Stavroulakis 2012).

Ancak biz elde edilen bu sonucun uygulanabilir oldugunu diisiinmiiyoruz. Bu du-
rumu goz oniinde bulundurarak calismalar yaptigimizda bu sonucun Chatzarakis ve

Stavroulakis (2012)’in makalesinde yer alan Teorem 2.1 gibi ispat edilemeyecegini gordiik.

Simdi bu durumu gérmek ic¢in Teorem 2.1 de yapilan ispat ele alirsak o(n) > 7(n) ve

{z(n)}, {o(n)} azalmayan oldugundan (2.2.16) denkleminden
Vz(n) —pn)z(c(n)) <0, n>1

elde edilir. Bu denkleme n den o(n) ye kadar toplam uygulanirsa

a(n)

z(o(n)) —z(n —1) — Zp(j)x (0(j)) <0

elde edilir ve ispata bu adimdan sonra devam edilemez. Boylece Chatzarakis ve Stavroulakis

(2012)’in makalesinde yer alan Teorem 2.1 ve Teorem 2.4 uygulanamaz.

Ornek 2.2.4
Vz(n) — p(n)z(n*+1) =0, n>1 (2.2.27)
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ileri fark denklemini gtz 6niine alalim. Burada

¢ e
>1, c=—
(n+2)In(n+2)’ S PR

p(n) = 7(n) =n*+1

olarak tamimlanmigtir. {p(n)} pozitif reel sayilarin bir dizisi ve {7(n)} pozitif tam-
sayilarm bir dizisi olmak iizere n > 1 igin 7(n) > n + 1 sartim saglasin. Ayrica {7(n)}

azalmayandir. Diger yandan artmayan oldugundan, f(x) artmayan pozitif

(n+2) 1Cn(n+2)

bir fonksiyon olmak iizere

7f(fv)dx > f(b) = 7]”(95)6556

olma durumunu goz oéniinde bulundurursak

n2+1 2+1 1+1 n242

ds
;(z+2)lnz+2 Z/s—l—21ns—|—2) C/(s—|—2)ln(s—|—2)

n

ya da
i c oln In(n? +4)
—~ (i+2)In(i+2) In(n +2)
ve
n2+1 n2+1 ¢ n?+1

c ds ds
; (i +2)In(i +2) Sc; (s+2)In(s + 2) :C/ (s+2)In(s + 2)

i—1 n—1

ya da
2
sy c In(n?® + 3)
Yot ceptd)
—~ (i+2)In(i +2) In(n + 1)
elde edilir. Buradan
In(n? +4 In(n?
limclnM = limclnM =cln2 = ¢ —In2= ¢
n—oo  In(n+2) n-co  In(n+1) In4 2
bulunur.
Boylece
n2+1 n2+1 c e
1 i
nliiloz If3<>;(z'+2)1n(z’+2) 2
olup

7(n)
lim sup Zp(z) = g > 1

n—oo
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oldugundan verilen denklemin tiim ¢oziimleri salimimli olur (Chatzarakis ve Stavroulakis

2012).
Ocalan ve Ozkan (2016) ise agagidaki sonucu elde etmislerdir.

Teorem 2.2.13 {7(n)} monoton olmas: gerekmeyen bir dizi olmak tizere, eger

h(n)
limsup »  p(j) > 1, (2.2.28)
ise (2.2.16) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhidir. Burada h(n) = min,<s{7(s)}

seklinde tanimlanmustir (Ocalan ve Ozkan 2016).

Ispat: Celiski olusturmak adia (2.2.16) denkleminin pozitif salinimsiz bir x(n) ¢oziimiiniin
varligini kabul edelim. Ayrica —z(n) de (2.2.16) denkleminin bir ¢oziimii olarak diigiiniilebilir
ancak biz ispatimiz1 yalmizca z(n) in pozitif oldugu durum i¢in yapacagiz. Boylece her

n > ny i¢in z(n), x(7(n)) > 0 olacak sekilde ny > ny > 1 mevcuttur. Yani (2.2.16)
denkleminden

Vz(n) =p(n)z(r(n)) >0, n>ng

elde edilir ki buradan {z(n)} azalmayan olur. Boylece 7(n) > h(n) > n oldugundan
(2.2.16) denkleminden

Vz(n) — p(n)z(h(n)) >0, n>ng (2.2.29)

bulunur. Diger taraftan z(n) ve h(n)’in azalmayan oldugu goz éniine alinarak, n > ng

icin (2.2.29) esitsizligine n den h(n) ye kadar toplam uygulanirsa

h(n)
z(h(n)) —z(n—1) — Zp(j)x(h(j)) >0
ve -
z(h(n)) — z(h(n)) ZP(]) >0
veya
h(n)
s(h(m) 1= 3 p()| 20
elde edilir. Buradan .
lim sup ZP(J) <1



olup kabul ile celigir. Ispat tamamlanir.

Chatzarakis vd. (2014), (2.2.15) denkleminin ¢oziimlerinin salimmhihig igin agagidaki

sonucu elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.14 i =1,2,--- ;m i¢in {7;(n)} azalmayan ve

limsupZZp,»(j) > 1 (2.2.30)

ise (2.2.15) denkleminin tiim ¢oztimleri saimimhdir. Burada 7(n) = miny<;<, {7:(n)}

seklinde tanimlanmigtir (Chatzarakis vd. 2014).

Ornek 2.2.5

c 2c

_——_————— 2 _——_——————
va(n) 31n(n + 2)"+2$(n +1) 3In(n + 2)7+2

r(n*+2)=0,n>1 (2231

seklinde verilen ileri fark denklemini géz éniine alalhm. Burada ¢ = &, 71(n) = n*+1,
To(n) =n?+2, pi(n) = TG iayE Ve pa(n) = smgoye seklinde tammlanmigtir. Her

n > 1 igin 71(n) ve To(n) artan ve 7o(n) > 71(n) olur. Boylece

7(n) = min 74(n) = 71(n) =n*+1, n>1

1<i<m
olur. Simdi
n241 2
hm sup Z Z pi(j) = hm sup Z Z pi(J
j=n i=1 j=n =1

oldugunu gostermek istiyoruz.
Ornek 2.2.4 deki benzer islem adimlar1 uygulanirsa

In(n? + 4) 2 In(n? + 3)
li In <1 )< 1 In ————=
dm ( (1 2) ) nLH;ZZPz nﬁﬁ.z( G+ 1)

j=n i=1

elde edilir. Buradan
i 3730
j=n i=1

bulunur. Sonug olarak,
T(n) 2
lim sup Z Z pi(j) =

n—00 J———

olup verilen denklemin tiim ¢oziimleri salimimli olur (Chatzarakis vd. 2014).
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3 BIiRINCi MERTEBEDEN LINEER ILERIi FARK

DENKLEMLERININ COZUMLERININ SALINIMI

Salimlilik teorisi ile ilgili galigmalarda genellikle agagida belirtilen durumlar iizerinde

durulmustur:

(i) Salimimh olmayan ¢oziimiin varlig: igin yeter sartlar.

(ii) Her ¢dziimiin salinimh olmasi igin yeter gartlar.

Verilen bu durumlar icin yapilan calismalar birbirinden farkhdir. Ik durum icin sabit
isaretli olan bir ¢oziimiin var oldugunu gostermek yeterlidir. Bu durumda cegitli sabit
nokta teoremleri uygulanabilir ya da salinimhi olmayan bir ¢oziime yakinsak, monoton
bir dizi tanimlanabilir. Ikinci durumda ise denklemin bazi ¢oziimleri icin bu yontemlerin
kullanilmas1 uygun degildir. Bu yiizden ¢eliski yontemi kullanilarak ispat yapilir. Yani,
verilen denkleme ait salinimli olmayan bir ¢oztimiin varlig1 kabul edilir ve bu denklemin

parametreleri i¢in kabul edilen sartlarin saglandig1 gosterilerek geligki elde edilir.

Birinci mertebeden lineer fark denklemlerinin salinimlilik davranisi ile ilgili bir¢ok ¢alisma
mevcuttur. Ancak birinci mertebeden lineer ileri fark denklemlerinin salinimi iizerine
cok sayida calisma bulunmamaktadir. Ozellikle daha genel bir durum olan monoton
olmas1 gerekmeyen argumanlari iceren denklemlerle ilgili yapilan ¢aligmalar neredeyse

yok denecek kadar azdir.

Bu nedenle bu tez ¢aligmasinda
Vz(n) — ipz(n)x (1:i(n))=0, neN, n>1 (3.1)
i=1
ve bu denklemin m = 1 igin 6zel bir hali olan
Vz(n) —pn)z(r(n)) =0, neN, n>1 (3.2)

seklinde verilen birinci mertebeden lineer ileri fark denklemlerinin salimimlilik davranis
ele alinmigtir. Bu denklemlerin ¢oziimlerinin salinimliligi icin yeni salinimlilik kriterleri
elde edilmigtir. Burada 1 < i < m i¢in {p;(n)} pozitif reel say1 dizileri ve {r;(n)}

monoton olmasi gerekmeyen ve
VneN, n>1icin 7;(n) >n (3.3)
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k—1
kogullarin1 saglayan tamsay:1 dizileridir. Ayrica galigmamiz boyunca ZA(Z) =0

i=k
oldugunu kabul edecegiz. Elde edilen sonuclar tamamen orjinal olup asagidaki sek-

ildedir.

[k olarak (3.2) denkleminin ¢oziimlerinin salimmhhg ile ilgili elde edilen sonuclar ele

alalim.

{r(n)} monoton olmas1 gerekmeyen bir dizi olmak iizere

h(n) :=min{r(s)}, s€eN (3.4)

n<s

ifadesini tamimlayalim. Agik olarak, her n > 1 igin 7(n) > h(n) ve {h(n)} azalmayan

olur.

Lemma 3.1 (3.4) esitligi saglansin ve m > 0 olsun. Bu durumda

h(n) 7(n)
m = lim inf Z p(j) = liminf Z p(J) (3.5)
n—o0 i n—o0 Pt

esitligi vardir (Ocalan ve Ozkan 2016).

Lemma 3.2 p(n) > 0 ve {z(n)} asagida verilen esitsizligin pozitif bir ¢dziimii olsun.

Vz(n) — p(n)xz(n) >0, n>s. (3.6)
Boylece
z(n) = exp { Z p(j)} z(s), n=>s (3.7)
olur.

Ispat Ilk olarak (3.6) esitsizligi z(n) ile boliiniirse

V;E?(“Z;) —p(n) >0, n>s (3.8)

esitsizligi elde edilir. (3.8) esitsizligine s 4+ 1 den n ye kadar toplam uygulanirsa,

P IRACL I P (39)

j=s+1 ZB(]) j=s+1
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bulunur. Simdi x > 0 i¢in e > 1 + z oldugu kullanilarak

n

V(i (7)) —x(y—1 “Lox(j—1

j=s+1 (7) j=s+1 (7) jmstl (J)
= n=38)— Y ex n =1
Y p{l () }
R - =1\ _ Ny, 20)
< (n—2s) j;l (1 +1 ) ) 3211 G T)

elde edilir. Boylece

ya da

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.1 (3.4) saglansin. {7(n)} monoton olmasi gerekmeyen bir dizi ve

h(n) 7(n)
1
. A L1 |
ggg.gfé p(j) hgg;fé p(j) > -, (3.10)
j=n+1 j=n+1

ise (3.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir.

Ispat Celigki olusturmak adima (3.2) denkleminin pozitif saliimsiz bir 2(n) ¢oziimiiniin
varligii kabul edelim. Ayrica —z(n) de (3.2) denkleminin bir ¢oziimii olarak diistiniilebilir
ancak biz ispatimizi yalmizca x(n) in pozitif oldugu durum igin yapacagiz. Boylece her
n > ny i¢in z(n), x(r(n)) > 0 olacak sekilde n; > ng > 1 mevcuttur. Yani (3.2)
denkleminden

Vz(n) =pn)z(r(n)) >0, Vn>mn
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elde edilir ki buradan {z(n)} azalmayan olur. Buradan ve 7(n) > h(n) > n oldugundan
(3.2) denkleminden
Vz(n) —p(n)x(h(n)) >0, n>mn (3.11)

ve

Vz(n) —p(n)z(n) >0, n>mn (3.12)

bulunur.

Diger taraftan Lemma 3.1 ve (3.10) ifadesinden

h(n) 1
o) ze>= n=np>m (3.13)
j=n+1 €

olacak gekilde ¢ > 0 sabiti vardir. Boylece, Lemma 3.2 ve (3.12) ifadesinden

h(n)
z(h(n)) = exp > p(j) px(n) Vh(n)>n (3.14)

Jj=n+1

elde edilir.

Her z € Rigin e* > ex oldugundan ec > 1 olmak iizere (3.13) ve (3.14) esitsizliklerinden

x(h(n)) > e‘x(n) > (ec) z (n) (3.15)

bulunur. Boylece (3.11) ve (3.15) ifadelerinden
Vz(n) —p(n) (ec)x (n) >0, n>ny

elde edilir.
Simdi p;(n) := (ec) p(n) olsun. Boylece

Vz(n) —pi(n)z(n) >0, n>ng (3.16)

bulunur.

Ayrica Lemma 3.2 kullanilirsa,

h(n)
x (h(n)) > exp Z p(j) px(n) VY hn)>n (3.17)

j=n+1

esitsizligi elde edilir.
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Diger taraftan (3.13) ve (3.16) ifadeleri yardimiyla

h(n)
z (h(n)) = exp Z (ec) p(j) ¢ x (n)
h(n)
= exp{ (ec) Z p(7) x(n)Eexp{ecQ}x(n)

> (ec)2 x(n)

ifadesi elde edilir. Yukarida verilen iglem adimlar: tekrarlandiginda, herhangi bir pozitif
k tamsayisi i¢in tiimevarim uygulanirsa yeterince biiyiik n ler igin

z (h(n))

> (ec)” (3.18)

elde edilir. Diger taraftan (3.13) ifadesinden

n* h(n)
N C L_c
> o) =5 ve () > 5 (3.19)
j=n+1 j=n*

olacak sekilde n* € (n, h(n)], n* € N mevcuttur. (3.11) ifadesine n + 1 den n* a kadar

toplam uygulanirsa

n*

z(n*) —a(n) = Y p(j)e(h(j) =0

j=n+1
ifadesi bulunur.

Simdi (3.19) ifadesi ve {z(n)}, {h(n)} nin azalmayan oldugu goz 6niinde bulundurulursa

w(n*) > a(hn+1)) Y p(j) = (hn) Y p()

ya da
z(n") = z (h(n)) 5 (3.20)

ifadeleri elde edilir. (3.11) ifadesine n* dan h(n) ye kadar toplam uygulanirsa

h(n)

w(h(n)) —z(n* = 1) = Y p(j)z (h(j)) = 0,

j=n*

h(n)

z(h(n)) =z (h(n")) Y p(j) 2 0

j=n*
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ya da

z(h(n)) 2 = (A(n")) 5 (3.21)

bulunur. Elde edilen (3.20) ve (3.21) ifadeleri birlikte diigtiniildiigiinde

c

>0 () (5)

#(n) = @ (h(n) :

c
- 2

ya da

SO0 (2

z(h(n))

olup lim inf,, (). meveut olur. Ancak bu durum (3.18) ile ¢eligir ve ispat tamam-

lanir.

Teorem 3.2 Teorem 3.1’in tiim kogullarinin saglandigini kabul edelim. Boylece
(4)
Va(n) —p(n)z(r(n)) 20, n €N, n>1
fark esitsizliginin ergeg pozitif bir ¢dziimii yoktur.
(i)
Va(n) —p(n)z(r(n)) <0, neN, n>1
fark egitsizliginin erge¢ negatif bir ¢oziimii yoktur.
Ornek 3.1.1
Vz(n) —pn)z(r(n)) =0, neN, n>1 (3.22)

ileri fark denklemini ele alalim. p(n) = 0.19 ve 7(n) = n + 2 olsun. Boylece

n+2

limsup Y~ p(j) = 0.57 # 1
olup (1.12) sart1 saglanmaz. Ancak
n+2 1
lim inf Z p(j) =0.38 > —,
n—oo e
j=n+1

olup (3.22) denkleminin tiim ¢oziimleri salimiml olur.

Simdi tekrar (3.1) denklemini gtz niine alalim ve bu denklemin ¢oziimlerinin salinim-

lilig1 icin elde etmis oldugumuz yeni sartlar1 verelim.
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1 <i<migin {r;(n)} monoton olmas: gerekmeyen diziler olmak iizere

hi(n) := inf {7;(s)} ve h(n) = min h;(n), n > ng (3.23)

n<s 1<i<m

tamimlayalim. Acik olarak, 1 < ¢ < m igin {h;(n)} azalmayan ve her n > nq i¢in

7i(n) > h;(n) > h(n) olur.

Teorem 3.3 (3.3) saglansin. 1 < i < m i¢in {7;(n)} monoton olmas1 gerekmeyen

diziler olmak iizere

limsupZZpi(j) > 1 (3.24)

T —p =1

ya da
T(n) m 1
i 1 '
im inf Z ZPZ(J) >~ (3.25)
j=n+1 =1
ise (3.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir. Burada 7(n) = min;<;<,, {7:(n)} ve

h(n) (3.23) deki gibi tammlanmigtir.

Ispat Celigki olusturmak adina (3.1) denkleminin pozitif salinimsiz bir z(n) ¢oziimiiniin
varligini kabul edelim. Ayrica —z(n) de (3.1) denkleminin bir ¢oziimii olarak diigtintilebilir
ancak biz ispatimiz1 yalmzca z(n) in pozitif oldugu durum i¢in yapacagiz. Boylece her
n > ny igin z(n), = (r(n)) > 0 olacak sekilde ny > ng > 1 mevcuttur. Yani (3.1)

denkleminden .
Vz(n) — (Z pi(n)> z(t(n)) >0

bulunur.
(3.24) ve (3.25) ifadeleri goz oniine alindiginda, Teorem 3.2 ile bir geligki elde edilir.
Boylece verilen denklemin tiim coziimleri salinimli olup ispat tamamlanir. Burada

agagidaki esitlik kullanilmigtar.

T(n) m h(n) m
liminf Y pi(j) =liminf > 7 > pi().
j=n+1 i=1 j=n+1 i=1

Bu esitlik Lemma 3.1 deki ispat yontemi kullanilarak kolayca elde edilebilir.
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Teorem 3.4 Teorem 3.3 iin tiim kosullarinin saglandigini kabul edelim. Boylece

() }
Va(n) =Y pi(n)(ri(n)) >0, neN, n>1
i=1
fark esitsizliginin pozitif ¢oziimii yoktur.
(i)
i=1

fark esitsizliginin negatif ¢coziimii yoktur.
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4 TARTISMA ve SONUC

Bu tez caligmasinda

m

Vz(n) — Zpl(n)x (ti(n)) =0, neN, n>1

=1

ve bu denklemin m = 1 igin 6zel bir hali olan
Vi(n) —p(n)z(r(n)) =0, neN, n>1

birinci mertebeden lineer ileri fark denklemleri calisilmistir. Bu denklemlerin tiim
¢oziimlerinin salimimli olmasi icin yeter sartlar elde edilmigtir. Bu denklemlerle ilgili
yapilan onceki ¢aligmalarda argumanlarin monoton olmasi stz konusu idi, ancak elde
ettigimiz yeni sonuglar ile birlikte argumanlarin monoton olma sart1 kaldirildi. Boylece,
elde edilen yeni salinimlilik kriterleri ile birlikte monton olmasi gerekmeyen arguman-
lar1 igeren birinci mertebeden lineer ileri fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salinimlilig:

gosterildi.

Ayrica tezimizde yer alan sonuclarin ilerleyen zamanlarda bu konular iizerinde ¢alisacak

olan arastirmacilara yol gosterici nitelikte olacag: diisiiniilmektedir.
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