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Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilarak
genel bir literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, gerekli temel tanimlar ve
kavramlar tanitilmistir. Ugiincii boliimde, hemen hemen a-kosimplektik manifold yapisi
ele alinmis ve bu yapi icin temel egrilik 6zellikleri yardimiyla bazi belli paralel tensor
alanlart incelenmistir. Dordiincii boliimde, bazi tensor sartlarini saglayan hemen hemen
a-kosimplektik manifoldu ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir. Besinci boliimde, belli bazi
flat kosullar1 saglayan hemen hemen a-kosimplektik manifoldu ayrintili bir sekilde ele

alinmis ve bazi sonuglar elde edilmistir.
2017, v + 52 sayfa
Anahtar Kelimeler: Hemen hemen degme manifold, Hemen hemen o-kosimplektik

manifold, Hemen hemen o-Kenmotsu manifold, n-paralellik, Konformal egrilik tensor

alani, Projektif egrilik tensor alani, Konsirkiiler egrilik tensor alani, Flat Manifold.



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

n-PARALLEL TENSOR FIELDS
ON ALMOST a-COSYMPLECTIC MANIFOLDS
[smail MISIRLI
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Hakan OZTURK

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, the
necessary basic concepts and definitions are introduced. In the third chapter, the
structure of almost a-cosymplectic manifold is considered and some certain parallel
tensor fields are examined for this structure with the help of basic curvature properties.
In the fourth chapter, some general results related to almost a-cosymplectic manifold
satisfying some tensor fields are given. In the fifth chapter, almost a-cosymplectic
manifold satisfying some certain flatness conditions is addressed in detail and some
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi
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1 Giris

Bos ciimleden farkh keyfi M ciimlesi iizerinde en 6nemli durumlardan biri ¢ = ¢(t) egrisi
boyunca kovaryant tiirev kavramidir. Eger Y, ¢ = ¢(t) egrisi boyunca bir diferensiyel-

lenebilir vektor alani ise o zaman

denklemi gegerlidir. Eger burada ¢ (t) = 0 olsa bile Y (¢) sifirdan farkh olabilir. Ornek
olarak, ¢ = ¢(t) egrisi sabit bir egri oldugunda c(t) = p ve Y, ¢ = ¢(t) egrisi boyunca
bir diferensiyellenebilir vektor alanmidir. Yani, Y vektor alam T, M tizerine bir diizgiin
doniisiimse o zaman Y sabit T,M uzay1 tizerine bir dontisiim anlaminda Y vektor
alaninin aligilmig anlamda normal tiirevidir. Dolayisiyla bir vektor alaninin bir doniigtim

boyunca paralelligini su sekilde tanimlayabiliriz:

Tanim 1.1 f: N — M bir doniigiim olsun. Eger N nin tiim X vektor alanlari igin
DxY = 0 sart1 saglaniyorsa Y vektor alanina f : N — M boyunca paraleldir denir

(Sharpe 1997).

Genel olarak, bir f doniigiimii boyunca higbir paralel vektor alani yoktur. Fakat bir
diizgiin egri icin Y = 0 sartin saglayan bu tiir alanlar her zaman mevcuttur. Boylece

su sonucu verebiliriz:

Sonug 1.1 ¢ : I — M bir diizgiin egri olsun. ty € I ve v € T, | M olmak iizere,
Y (typ) = v denklemiyle verilen ¢ = ¢(t) egrisi boyunca sadece bir tek Y paralel vektor

alan1 mevcuttur (Sharpe 1997).

¢ : I — M bir diizgiin egri, to,t; € I ve py = c(to) ile P, = ¢(t1) olsun. Buradaki
P : T, M — T, M doéniistimiine py noktasindan p; noktasima ¢ = ¢(t) egrisi boyunca
bir paralel doniigiim denir, Y (¢;) € T),, M, ¢ = ¢(t) egrisi boyunca Y (¢y) = v denklemiyle
verilen bir tek Y paralel alaninin degeridir. P doniisiimii bir lineer izomorfizmadir. Bu
izomorfizma p; noktasindan py noktasina ¢ = ¢(t) egrisi boyunca P nin ters doniigiimiin
bir paralel dontisiim oldugu anlaminda tektir. Bir basgka ifadeyle, eger T}, M uzayinin

bir baz1 (v1,v1,...,0n) ve E;, Ei(ty) = v;, 1 < i < m, denklemiyle verilen paralel



vektor alani ise o zaman (Ei(t),..., Ey(t)) her t € I igin T4 M uzaymm bir bazidir.

Bu sekilde tanimlanan boyle bir cati paralel bir ¢at1 olarak adlandirilacaktir.

Ornek 1.1 R™ iizerinde bir Y vektor alaninin bir diizgiin ¢ : I — R™ egrisi boyunca
paralel olmasi icin gerek ve yeter sart Y vektor alanimin sabit olmasidir. Burada D

konneksiyonunun egrilik tensorii R
R (M) x(M) % x(M) — x(M)
R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dixy|Z
bigiminde tanimlansin. Eger R tensorii 6zdeg olarak sifira esitse (R = 0) D konneksiy-

onuna flat denir. R = 0 olmas1 durumunda herhangi bir konneksiyon i¢in de gegerlidir.

Simdi yukarida verdigimiz paralellik izahini manifold iizerinde ele elalim. Bir M mani-
foldu tizerinde bir lineer konneksiyon olan V ile verilen bir 7" tensor alani, M {izerinde
egriler boyunca paralel yer degistirmeler altinda degismez kalir. Bagka bir ifadeyle, her
p,q € M igin T, degeri (p noktasindaki 7" tensor alanmin degeri) p ve ¢ noktalariyla
birlesen herhangi bir diizgiin egri boyunca ¢ noktasina paralel yer degistirmeler altinda
T, tensor degerine doniigtir. Bir 7' tensor alanminin paralel olmasi i¢in gerek ve yeter
kogul herhangi bir keyfi X vektor alan1 dogrultusunda onun kovaryant tiirevinin 6zdes
olarak sifira esit olmasidir. Yani, V konneksiyonuna gore, Vx71T' = 0 veya diger bir

degisle, T' tensor alammin kovaryant diferensiyelinin sifir olmasidir (Sharpe 1997).

Levi-Civita konneksiyonu ile verilen bir Riemann manifoldu tizerinde diferensiyel form-
larin paralel alanlar1 6zel bir ilgi alan1 olmustur. Her boyle w formu Laplace-Beltrami
operatorii olan A ile yer degistirilen diferensiyel formlarin uzayindaki bir ¢ok lineer oper-
atorlerle iligkilidir. Bu iligkiler w formuna gore tensér carpmmi yoluyla gerceklesir. Ornek
olarak, w tarafindan i¢ ve dig carpimsal operator veya diferensiyel formlar uzayinin al-
tuzaylarimin tizerine dik izdiigtimlerinin operatorii holonomi grubuna gore degismez kalir

(Blair 2002).

En 6nemli teori (Hodge Teoremi) Kaehler ve kuaterniyon Kaehler manifoldlar icin
geligtirilmistir. Burada bu manifoldlar i¢in sirasiyla, 2-formlar ve 4-formlar her zaman
paralel alanlardir. Bir Riemann uzayida herhangi paralel diferensiyel form harmonik-

tir. Fakat bir kompakt simetrik Riemann uzayinda bu durumun tersi dogrudur. Yani,

2



harmonik form paraleldir. Bu alanda yapilan calismalar genelde topolojik ve cebirsel
anlamdadir. Caligmalarda ozellikle metrigin degistirilmesi problemlere farkli anlamlar
yiiklemistir. Ornek olarak, T paralel vektor alani bir pseudo Riemann metrigine sahipse
bu durumda Levi-Civita gibi herhangi bir konneksiyon daima mevcut ve tektir (Blair

2002).

Bu tez caligmasinda kullanacagimiz hemen hemen degme metrik manifoldlarin bir alt-

sinifi olan manifoldumuzun yapist ile ilgili literatiir bilgisi vermeye caligalim:

Geometride 6zellikle manifold teorisinde oldukga 6nemli bir yere sahip olan hemen
hemen degme Riemann manifoldlarinin biraz yakin tarihinden bahsedelim. Tek boyuta
sahip manifoldlar iizerinde yapilan ¢aligmada U(n) x 1 yapisal grubunun bir indirgen-
mesiyle hemen hemen degme yapilar ilk olarak Gray tarafindan tammlanmigtir (Gray
1959). Bu arada (2n + 1)-boyutlu bir (C*°) smifindan dif.bilir. bir M manifoldunun
tanjant demetlerinin grup yapisi U(n) x 1 tipine indirgenebiliyorsa M nin hemen hemen
bir degme manifold olarak adlandirildigim hatirlatalim. Bu durumda, (2n + 1)-boyutlu

bir hemen hemen degme yapisi

¢*X =X +n(X)¢ n() =1,

denklemleriyle verilmis ve (1, 1)-tipli bir tensor alani ¢, bir vektor alani € ve bir 1-form
olan 7 sayesinde elde edilen (¢, &, n)-iicliisiiyle gosterilmistir. Bunu takiben, (¢,&,n)

hemen hemen degme yapisi iizerinde

9(6X,9Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y),
n(X) = g(X,$),

denklemleri yardimiyla bir g metrigi tanimlanarak hemen hemen degme metrik yapi tam
olarak ifade edilmistir (Sasaki 1960). Daha sonra ayni yazar hemen hemen degme man-
ifoldlar tizerinde normallik sarti olarak da bilinen belli bir sartin J kompleks yapisinin

(J? = —1I) integrallenebilmesi oldugununu gostermistir (Sasaki 1961).

O zamanlar yapilan en énemli caligmalardan biri Tanno tarafindan kaleme alinmigtir

(Tanno 1969). Maksimum boyutlu otomorfizm gruplarina sahip hemen hemen degme



Riemann manifoldlarimi simflandirmigtir. Bu simiflandirmay: 3 sinifta ele almigtir. Bir-
inci sinif manifoldlar; eger ¢ vektor alanini ihtiva eden 2-diizlemler igin kesit egriligi
K(X,¢) > 0 ise sabit ¢-holomorfik kesit egriligi ile verilen homojen normal degme
Riemann manifoldlar olarak adlandirilmistir. Tkinci simif ise; K (X, ¢) = 0 oldugunda
sabit holomorfik kesit egriligi ile verilen bir Kaehler manifold ve bir ¢gember veya bir
dogrunun global Riemann carpimlar biciminde verilen manifoldlardir. Uciincii siif ise;
K(X,¢) <0igin L x s CE™ kath (warped) carpim uzay! ile ifade edilen manifoldlardir.
Bilindigi iizere birinci sinifta verieln manifoldlar bazi tensor denklemleri yardimiyla

karakterize edilmistir. Bu manifoldlar Sasakian yapiya sahiptir.

Ayrica, bu galigmalar1 takiben hemen hemen degme metrik yapi yardimiyla kosim-
plektik manifold olarak adlandirilan hemen hemen degme metrik yapilarin bir altsinifi
tanmmlanmigtir (Goldberg and Yano 1969). Bu tamimlamadan sonra ¢zellikle Olszak

kosimplektik manifoldlar iizerinde ¢ok fazla ¢alisma yapmistir (Olszak 1981).

Bizim galigtigimiz manifold yapisiin esasini tegkil eden en temel referans galigma ise
1972 yilinda Kenmotsu tarafindan yapilmigtir (Kenmotsu 1972). Kenmotsu hemen
hemen degme metrik manifoldlar tizerinde yeni bir karakterizasyon ve siniflama ortaya
koymustur. Bu yeni yapiyla kurulan manifold sonralari Kenmotsu manifold olarak
adlandirilmigtir (Kenmotsu 1972). Bundan bagka, Vanhecke hemen hemen Kenmotsu
yapiyl daha genel halde hemen hemen a-Kenmotsu manifoldlar1 olarak literatiire ek-

lemistir (Vanhecke 1981).

Son zamanlarda yapilan yeni bir tanimlama hemen hemen a-Kenmotsu ve hemen hemen
kosimplektik yapilarini birlikte ele almaya neden olmustur. Kim ve Pak hemen hemen
degme metrik manifoldlarin genis bir altsinifi olan hemen hemen a-kosimplektik man-
ifold kavramimi literatiire katmigtir 6yle ki bir (2n 4 1)-boyutlu (M, ¢,&,n, g) hemen

hemen a-kosimplektik yapisi
dn =0, d®=2anAo,

denklemleriyle verilmistir. Burada «, keyfi bir reel say1 ve ®, temel 2-formdur (Kim

and Pak 2005). Verilen bu denklemlerde 6zel olarak o = 0 alinirsa hemen hemen



kosimplektik manifold, o # 0 alindiginda ise hemen hemen a-Kenmotsu manifold elde
edilir. Nijenhuis tensor alanina gore normallik sart1 altinda ise a-kosimplektik manifold

ya kosimplektik yada a-Kenmotsu manifoldudur.

Simdi, bu tez calismasinda ele alacagimiz belli bazi tensor alanlari ve paralellik sart-

lariyla ilgili gerekli literatiir bilgilerini verelim:

Genel olarak Riemann geometrisinde, R Riemann egrilik tensoriinden sonra en 6nemli
egrilik tensorlerinin Weyl konformal egrilik tensorii C, projektif egrilik tensorii P ve
konsirkiiler egrilik tensorii C' oldugu ifade edilir (Yano and Kon 1984). Bu yiizden pek
cok yazar bu tensorleri veya bunlar tarafindan tanimlanan tensor carpimlarini isim-
leri, sirasiyla, konformal yari simetrik, projektif yar1 simetrik, konsirkiiler yari simetrik
olan R(X,Y)-C =0, R(X,Y)-P = 0ve R(X,Y)-C = 0 tensorlerini ele almigtir
(Bagewadi et al. 2007, Ozgiir 2007). Burada R(X,Y) manifoldun her bir noktasindaki
tensor cebirinin tiirevi olarak alinmigtir. Bu tamimlardaki yari simetrik kavraminin
esas1 yar1 simetrik manifold kavramindan gelmektedir. Bu tiir manifoldlar i¢in énemli
bir simiflandirma Szabé tarafindan yapilmigtir (Szab6 1982). Litertiirdeki ilk tanim-
lama ise R - R = 0 denklemiyle ilk kez Nomizu tarafindan verilmigtir (Nomizu 1968).
Eger M™ R™! Oklid uzaymm bir tam baglantili yar1 simetrik hiperyiizeyi (n > 3) yani,
R - R = 0 ise M" lokal simetriktir. Yani, VR = 0 dir. Bundan sonraki caligmalarda

manifold siniflandirmalarinda lokal simetri ve yari simetrik sart1 6nemli rol oynamistir.

C R-yap1 degme metrik uzaylarda énemli bir yere sahiptir. Bu yapinin integrallenebilme
sart1 bu ¢ tensor yapisinin n-paralel olmasina denktir. Yani, £ vektor alanina dik olan

tiim vektor alanlar: icin
9((Vx9)Y,Z) =0,

dir. Bagka bir bakis acisiyla, D = £+ degme dagilimina kisitlanmis tensor alanlar: kom-
pleks anlamda baz1 kompleks tensorlerle iligkilidir. O halde degme yapi iizerinde tanim-
lanan 7-paralellik kompleks durumdaki paralellikle iligkilidir (Boeckx 2000). Ornek
olarak, ¢ tensor alaninin n-paralelligi V.J = 0 ozelligiyle verilen Kaehler yapiyla iligk-

ilidir. Diger bir 6rnek ise Takahashi tarafindan Sasakian manifoldlar igin verilen lokal



¢-simetrik kavramidir. Eger egrilik tensorii n-paralel ise o zaman bir Sasakian manifold

lokal ¢-simetriktir. Yani, her £ vektor alanina dik olan vektor alanlar igin
9(VxR)(Y,Z)U,V) =0,

denklemi gecerlidir. Benzer yolla, h = %Eg(b tensor alaniyla verilen bir degme metrik

manifoldun n-paralel olmasi her ¢ vektor alanina dik olan vektor alanlar: igin
9(Vxh)Y, Z) =0,

sartinin saglamasiyla miimkiindiir (Boeckx 2000). Burada h tensor alani diger tensor
alanlarma gore daha az énemdedir. Ciinkii 2 nin taniminda kullanilan tensor alanlar: £
ve ¢ temel tensor alanlaridir. Bu yiizden h tensor alaninin kompleks yapiyla bir benzer-
ligi yoktur. Bu tensor alaninin degme metrik manifold geometrisi iizerindeki sonuglari
oldukga sagirticidir. Bir K-degme olmayan degme metrik manifold bir n-paralel h tensor
alaniyla verildiginde onu ilgilendiren C'R-yap1 integrallenebilirdir. Ayrica ayni sartlar
altinda h tensor alani 77-paralel ise o zaman manifold bir (k, u)-uzayidir. Burada 6zel bir
sonu¢ vermek gerekirse, 3-boyutlu bir degme metrik manifold iizerinde h tensor alani

n-paralel ise manifold bir (k, u)-uzayidir (Boeckx and Cho 2005).
Ayrica, degme metrik manifoldlar tizerinde her X, Y vektor alanlar: igin,
g(TX7 Y) = (££g)<X7 Y),

denklemiyle 7 torsiyon tensor alam tamimlanmigtir (Boeckx and Cho 2005). Bu galis-
mada 7 torsiyon tensér alaninin n-paralelligi incelenmistir. Ozellikle kesit egrilik ve 7
torsiyon tensor alanimin n-paralellik sartlar altinda bir (k, u)-yapida olmasmin gerek

ve yeter sartlart bulunmustur.

Dileo ve Pastore hemen hemen Kenmotsu manifoldlar tizerinde bazi tensor alanlarinin
n-paralellik sartlarini arastirmislardir (Dileo and Pastore 2009). Ozellikle ' = h o
¢ bilegske tensor alaninin n-paralelligi iizerinde durulmustur. Bu calismalar1 takiben
hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar iizerinde h ve ¢ o h tensor alanlarina gore

n-paralellik cahsilmstir (Oztiirk 2009, Oztiirk vd. 2014).



Bu yiiksek lisans tez ¢alismasinda, hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar tizerinde «
y1daAn = 0 seklinde bir diizgiin fonksiyon sectigimizde h tensor alaninin n-paralelligi ve
bazi ilave sartlarla birlikte ortaya ¢ikan geometri incelenmistir. Ayrica 7 torsiyon tensor
alaninin bazi paralellik sartlar1 aragtirilmis ve bazi sonuclar verilmistir. Bundan baska,
Weyl konformal flat, konsirkiiler flat ve projektif flat hemen hemen a-kosimplektik

manifoldlar ele alinmigtir.

Ikinci boliimde, temel manifold teori ile ilgili temel tanim ve kavramlar verilmistir. Bu
boliimiin birinci alt kisminda Riemann manifoldlar: ve bazi temel kavramlar tanitilmigtir.
Ikinci alt kisminda ise hemen hemen degme metrik manifoldlar ile ilgili literatiirde yer

alan temel kavramlar verilmigtir.

Uciincii boliimde, hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel kavramlar
verilmigtir. Bu boliimiin ilk kisminda; hemen hemen a-kosimplektik yapilar ele alin-
mistir. Ikinci kisminda, temel egrilik 6zellikleri hemen hemen a-kosimplektik manifold

tizerinde verilmistir. Uciincii kisminda ise baz1 paralel tensor alanlar: tanitilmistar.

Dordiincii boliimde, h tensor alaninin n-paralel olmasi durumunda baz ilave sartlarda
ortaya koyuldugunda karsimiza cikan geometri calisilmistir. Ayrica bazi belli tensor
alanlar ile de ilgilenilmis olup, baz1 sonuclar verilmistir. Burada o, M?*™! {izerinde
daAn = 0 geklinde tanimlanan bir diizgiin fonksiyondur. Birinci kisimda, hemen hemen
a-kosimplektik manifoldlar iizerinde h tensér alanmin n-paralelligi verilmistir. Ikinci
kisimda, ¢h tensor alaninm 7-paralelligi incelenmistir. Uciincii kisimda, 7 torsiyon

tensor alaninin bazi paralellik sartlar1 aragtirilmig ve bazi sonuglar verilmistir.

Son boliimde, belli baz1 flat kogullar1 saglayan hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar
ele almmustir. Ozellikle bu flat durumlar icin 7-paralel tensor alanlarmin manifold
yapisi iizerindeki etkileri aragtirilmistir. Birinci kisimda, konformal flat hemen hemen
a-kosimplektik manifoldlar arastirilmustir. Ikinci kisimda, projektif flat hemen hemen
a-kosimplektik manifoldlar calisilmustir. Uciincii kisimda ise konsirkiiler flat hemen
hemen a-kosimplektik manifoldlar incelenmistir. Uciincii kisim sonunda hemen hemen

a-kosimplektik manifoldlar tizerinde genel bir 6rnek inga edilmigtir.



2 TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Bu boliimde, calisma konumuzla ilgili olan temel tamimlar ve kavramlar verilmistir. Bu

tanimlar ve kavramlar manifold teori alanindan alinmigtir.

2.1 Manifoldlar

Bu kisimda, daha sonraki boliimlerde kullanilacak manifoldlar ile ilgili temel kavramlar

verilmigtir.

2.1.1 Riemann Manifoldlar:

Bu alt kisimda, Riemann manifoldlarin temel kavramlar: ele alinacak ve énemli 6zellik-

leriyle tamtilacaktir.

Tanmim 2.1.1.1 M, n-boyutlu bir C* manifold olsun. M™ iizerinde vektor alanlarinin

uzay1 x(M™) ve reel degerli C* fonksiyonlarimin halkasi C*°(M™, R) olmak iizere,
g X(M") X x(M") — C*(M",R)

simetrik, 2-lineer ve pozitif tanimh bir g déniistimiine M" tizerinde bir Riemann metrik
tensorii ve (M", g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir (O’neill

1983).

M™ manifoldunun herhangi iki p ve ¢ noktasi i¢in M™ iizerinde bu noktalar1 birlegtiren

bir egri bulunabiliyorsa M™ ye baglantili manifold adi verilir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.1.2 M™ bir C"° manifold olsun. M" {izerinde vektor alanlarinin uzayi

X(M™) olmak iizere,

2-lineer

Vix(M") x x(M") "— x(M")
(X,Y) — V(X,Y) = VxV
déniigiimii, V f,g € C*(M™ R), YV XY, Z € x(M") igin,
(1) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
(2) VixqgvZ = [ VxZ 4+ g VyZ,



(3) Vx(fY) =[f Vx¥ + X(f)Y,
ozellikleri saglaniyorsa V ya M™ iizerinde bir afin konneksiyon denir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.1.3 (M", g) bir Riemann manifoldu ve V da M™ iizerinde bir afin konnek-
siyon olsun. O zaman, V déniigiimii; V X, Y, Z € x(M") igin,

(1) VxY — Vy X = [X, Y] (Konneksiyonun sifir torsiyon 6zeligi),

(2) Xg(Y, Z) = g(VxY, Z)+g(Y, Vx Z) (Konneksiyonun metrikle bagdasma 6zeligi),
sartlarini sagliyorsa V ya M™ iizerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M™ nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.1.4 (M",g) bir Riemann manifoldu ve V, M" iizerinde bir Levi-Civita
konneksiyonu olsun. O zaman,
R xX(M7) % x(M") x x(M") — x(M) o)
R(X,Y)Z =VxVyZ —=VyVxZ —Vxy|Z

ile tanimlanan (1, 3)-tipli tensor alan1 R ye M™ nin Riemann egrilik tensorii denir.
Ayrica, V XY, Z, VW € x(M") olmak iizere, R Riemann egrilik tensorii

(1) R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z,

(2) g(R(X, V)V, W) = —g(R(X, Y)W, V),

(3) R(X,)Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,

(4) g(R(X, Y)V, W) = g(R(V,W)X,Y),
ozelliklerini saglar (O’neill 1983).

Onerme 2.1.1.1 (M", g) bir Riemann manifold, V konneksiyonu M" iizerinde bir Levi-
Civita konneksiyonu, E, (1.1)-tipli bir tensor alani, F' simetrik bir tensér alam ve G

ters simetrik bir tensor alanmi olmak iizere,
(VxE)Y =VxEY — E(VxY),
g(VxF)Y, Z) = g(Y,(VxF)Z), g(VxG)Y, Z) = —g(Y, (VxG)Z),

dir (O’neill 1983).

Tamm 2.1.1.5 (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. 7,,M tanjant uzayimm iki boyutlu

altuzay: Il ve V, W € II vektorleri iizerine kurulan paralel kenarin alani
g(V,V)g(W, W) — g(V.W)* # 0
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olsun. O zaman,
g(R(V. W)W, V)
gV V)gW, W) — g(V,W)?

esitligine IT nin kesit egriligi denir ve K (II) ile gosterilir (O’neill 1983).

K(V,W) =

Tanim 2.1.1.6 (M",g) bir Riemann manifoldu ve {ej,es,...,e,}, lokal ortonormal

vektor alanlari olmak itizere,

St x(M") x x(M") — R )
(X,Y) — S(X,Y) = 3 g(R(es, X)Y.e,) |

i=1
bigiminde taniml (0, 2)-tipindeki S tensor alanina M" iizerinde Ricci egrilik tensorii

denir.
Bundan bagka, (0, 2)-tipli Q) Ricci operatorii

S(X,Y) = g(QX,Y)
esitligi ile verilir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.1.7 (M",g) bir Riemann manifoldu ve {ey,es,...,e,}, lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak iizere,
n
r= Z S(e;,e;)
i=1

degerine M™ nin skalar egriligi denir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.1.8 (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. Eger M" nin egrilik tensorii
paralel yani, VR = 0 ise o zaman, M™ ye lokal simetrik uzay denir (Yano and Kon

1984).

Tanim 2.1.1.9 (M", g) bir Riemann manifoldu ve M™ iizerinde bir pozitif fonksiyon p
olsun. Bu durumda, g* = p?g esitligi M™ {izerinde metrik degisimini tanimlar. Burada
her bir noktadaki iki vektor arasindaki aci degismezdir. Bu nedenle, bu sekilde tanim-
lanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger p fonksiyonu sabit
ise konformal doniisiim homotetik olarak adlandirilir. Eger p fonksiyonu 6zdes olarak

1 ’e egit ise bu doniisiim bir izometri olarak adlandirilir.
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Ayrica, eger bir ¢ Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir ¢g* Riemann metrigi ile
konformal olarak iligkili ise o zaman, M" Riemann manifolduna konformal diizlemsel

(konformal flat) denir (Yano and Kon 1984).

Tanmim 2.1.1.10 (M?"*1 g) bir Riemann manifoldu olsun. M?"*! nin (1, 3)-tipli Weyl
konformal egrilik tensor alami C, M?**! {izerindeki herhangi X,Y,Z vektor alanlar
icin,

C(X,Y)Z = R(X,)Y) [S(Y )X -S(X,2)Y —g(X,2)QY

(2.3)

seklinde tanimlanir. Bundan bagka, C' nin divergensi ¢ olmak iizere (¢ = div C),

o(X,Y) = (VxQ)Y = (VyQ)X — 55,5 [(Vx7)Y — (Vy7)X]
dir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.1.11 (M?"*! g) bir Riemann manifoldu olsun. Her XY, Z vektor alanlari
icin M2 nin (1, 3)-tipli konsirkiiler egrilik tensor alam C' ve projektif egrilik tensor
alam P,

C(X,Y)Z = R(X,Y)Z — [9(Y, 2)X — g(X, 2)Y], (2.4)

(2n+1)

P(X,Y)Z = R(X,Y)Z — £ [S(Y, 2)X — 5(X, Z)Y], (2.5)

seklinde tanmimlanir. Burada S Ricci tensorii ve r = tr(S) skalar egriliktir (Yano and

Kon 1984).

Tanim 2.1.1.12 (M?***! g) bir Riemann manifoldu olsun. M?"*!izerinde tiim keyfi

X, Y vektor alanlar i¢in, bir (M, g) Riemann manifoldunun Riemann egrilik tensorii
R(X,Y).R=0, (2.6)
sartim saghyorsa (M?" ™ g) bir yar simetrik uzaydir denir (Yano and Kon 1984).

Teorem 2.1.1.1 (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ nin konformal diizlemsel
olmasi igin gerek ve yeter kogul n > 3 i¢in C' = 0 ve n = 3 i¢in ¢ = 0 olmasidir (Yano

and Kon 1984).
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Teorem 2.1.1.2 (M", g) bir sabit k egriligine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, M™ iizerindeki herhangi XY, Z vektor alanlar: icin,
R(X,Y)Z = k[g(Y, 2)X — g(X, Z)Y] (2.7)
dir (Yano and Kon 1984).

Tanmim 2.1.1.13 M™ bir C'*° manifold olmak iizere,

p:Rx M" — M"
(t,p) — @,(P)
dontistimii
(1) VteRigin, ¢, : P — ¢,(P) diffeomorfizm,
(2)Vt,seRve P e M"igin, ¢, (P) = ¢, (p,(P)),
sartlarin sagliyorsa ¢ ye M"™ nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir

(Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.1.14 M™ bir C* manifold ve M™ iizerindeki bir vektor alan1 X olmak iizere,
X ile gerilmis lokal doéniistimlii bir 1-parametreli grup ¢, olsun. O zaman, K bir tensor
alani ve p € M" igin,

(LxE), = lim™ [K, — (,5),]

t—0t
seklinde tanimlanan £y K doniigiimiine X yoniinde K nin Lie tiirevi denir ve Lx K ile

gosterilir (Yano and Kon 1984).

Onerme 2.1.1.2 M™ bir C* manifold ve M" iizerindeki bir X vektor alam yoniindeki
Lie tiirevi igin,

D) Lx(Y®Z)=(LxY)®Z+Y ®(LxZ), (Y, Z herhangi tensor alanlar:)

(2) Lxf=X(f), ( f, K cismi iizerinde bir fonksiyon)

(3) LxV =X, V],V e x(M")
ozellikleri gegerlidir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.1.15 (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektor alani igin, £Lxg =
0 ise X vektor alanina bir Killing vektor alani denir (Yano and Kon 1984).
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2.1.2 Hemen Hemen Degme Manifoldlar

Bu kisimda, hemen hemen degme manifoldlar teorisi ile ilgili temel kavramlar ver-

ilmigtir.

Tamm 2.1.2.1 (2n + 1)-boyutlu bir manifold M, ¢, &, n da M***! {izerinde, sirasiyla,
(1,1)-tipinde bir tensor alani, bir vektoér alam ve 1-form olsunlar. O halde, M?" !

iizerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak {izere,

n(€) =1,

(2.8)
¢*X = =X +n(X)¢,

esitlikleri gegerli ise (¢, £, n) tigliisiine M?" ™! {izerinde bir hemen hemen degme yap1 ve
bu yapi ile birlikte M?**! ye bir hemen hemen degme manifold denir (Yano and Kon

1984).

Tamm 2.1.2.2 M?**'manifoldu (¢, &, n) iigliisiiyle birlikte hemen hemen bir degme

yap1 olsun. O zaman M?"*! iizerinde bir g Riemann metrigi

n(X) = g(X, ),
9(¢X,0Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y)

(2.9)

bigiminde veriliyorsa g metrigine M?"*! iizerinde hemen hemen degme metrik, (¢, &,n, g)
yapisina da hemen hemen degme metrik yap1 ve (¢, €, 1, g) yapist ile M?"*1 ye de hemen

hemen degme metrik manifold denir (Yano and Kon 1984).

Onerme 2.1.2.1 M2+ (¢,&,m, g) hemen hemen degme metrik yapisi ile verilsin. Bu
durumda,

90X, Y) = —g(X, ¢Y) (2.10)
dir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.2.3 M?"*! {izerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, £, 7, g) olmak

luzere,

B(X,Y) = g(X, oY) (2.11)

seklinde tamimli & doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2-formu

denir (Yano and Kon 1984).
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Tamim 2.1.2.4 (M™, g) bir Riemann manifold ve z1,zs,...,2, M" nin lokal koordi-
natlari olsun. w = y/|g|dxy Adxs A ... ANdx, ve g(x) > 0 ise w ye M" iizerindeki bir
hacim form denir. Burada dz;, M™ iizerindeki kotanjant uzayda 1-formlar ve |g|, M"

tizerinde metrik tensoriin determinantidir (Spivak 1965).

Tanim 2.1.2.5 (M™", g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ iizerinde bir hacim form

mevcut ise M™ ye yonlendirilebilirdir denir (Gallot et al. 2004).

Sonug 2.1.2.1 ¢ temel 2-formu ters simetrik ve Tamim 2.1.2.3. yardimiyla n A ®™ # 0
dir. Boylece Tamim 2.1.2.5 geregince (M", ¢, £, 7, g) hemen hemen degme metrik mani-

foldu yonlendirilebilirdir (Gonzalez 1990).

Tamim 2.1.2.6 M" bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eger M™ nin her p
noktasi i¢in J? = —I olacak sekilde 7),M tanjant uzayin bir .JJ endomorfizmasi mevcut
ise, o zaman M" iizerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yap1 adi verilir.
Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen kompleks

manifold denir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.2.7 M" bir diferensiyellenebilir manifold olmak tizere, M" iizerinde (1, 1)-

tipli bir tensor alan1 F' olsun. V XY € x(M) i¢in,
Ne(X,Y) = F?[X,Y] + [FX,FY] - FI[FX,Y] - F[X, FY]

seklinde tanimli Ny tensor alanina F' tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

denir (Yano and Kon 1984).

J, M™ tizerinde bir hemen hemen kompleks yapi olsun. Tanim 2.1.2.7 yardimiyla M"

tizerinde J tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

Ny(X,Y) = JX,Y]+[JX,JY] - JJJX,Y] - J[X, JY]
= —[X,Y]+[JX,JY] = J[JX,Y] = J[X,JY]

seklindedir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.2.8 (M?".J) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, N; = 0 ise

J doniisiimiine integrallenebilirdir denir Eger M?" x R iizerindeki bir J hemen hemen
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kompleks yapisi integrallenebilir ise (¢,&,7) hemen hemen degme yapisina normaldir

denir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.1.2.2 M?"*! iizerinde (¢,&,m) hemen hemen degme yapisinin normal olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul

Ny+2dnp@ €& =0

esitliginin gecerli olmasidir. Burada Ny, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon ten-

sortidiir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.2.9 (M?"1 ¢.£.n,g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. O

zaman, verilen bu yapi
d® = 0 (P, kapalidir), dn =0 (n, kapahdir)

sartlarmi sagliyorsa M?" ™! manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.
Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir (Olszak 1981).

Teorem 2.1.2.1 (M**1 ¢ £ 7, g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.
M?*! manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul V® ve

Vn kovaryant tiirevlerinin sifira esit olmasidir (Olszak 1981).

Tanim 2.1.2.10 (M?"™1 ¢, £, n,g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

Eger M manifoldu tizerinde her XY, Z vektor alanlart ve o € R, v # 0 igin,
dn =0, d®=2anAo

sartlar1 gecerli ise M manifolduna bir hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu denir.

a = 1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandirihir (Kenmotsu 1972).

Onerme 2.1.2.3 (M2 ¢ € n,g) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu olsun. Bu

durumda,
1 / 1
nlzana5/:a£7¢:¢7g/:?g7a#oaaeR (212)
seklinde tanmiml homotetik deformasyon yardimiyla M?"*! iizerinde bir (¢',&' 1/, ')

hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim and Pak 2005).
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Teorem 2.1.2.2 (M?*"™' ¢ £, n,g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

M?**! nin bir Kenmotsu manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul

esitliginin saglanmasidir (Kenmotsu 1972).
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3 HEMEN HEMEN (-KOSiMPLEKTIiK MANiFOLDLAR

Bu boéliimde, hemen hemen degme metrik manifoldlarin bir altsinifi olan hemen hemen

a-kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

3.1 Hemen Hemen -Kosimplektik Yapilar

Bu kisimda hemen hemen a-kosimplektik yapilar icin temel literatiir bilgisi verilmistir.

Tamm 3.1.1 (M?"™! ¢ £ n, g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. Keyfi

«a reel sayis1 ve M?"*1 iizerinde herhangi vektor alanlari igin
dn=0, d®=2anA®

denklemleri saglaniyorsa M?"*! ye hemen hemen a-kosimplektik manifold denir. Ozel
olarak, @ = 0 durumunda manifold hemen hemen kosimplektik ve a # 0 durumunda

ise hemen hemen a-Kenmotsu manifoldudur (Kim and Pak 2005).

Onerme 3.1.1 (M?"!, ¢, €, 7, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. O

zaman, her XY vektor alanlar igin,

hX = 1(Led) X, h(§) =0 (3.1)

Vxé = —ap’X — ohX (3.2)

Ve =0, Vep=0 (3.3)

(poh)X + (hod)X =0 (3.4)

(Vxn)Y = ag(X,Y) = n(X)n(Y)] + g(¢Y, hX) (3.5)
on = —2an, Iz(h)=0 (3.6)

h=0&e V= —a¢? (3.7)

esitlikleri gegerlidir (Oztiirk 2009).

Yardimci Teorem 3.1.1 (M?"*! ¢ & 1, g) bir hemen hemen degme manifold olsun.

Bu durumda her X vektor alani icin,
(Veh)op+¢po(Veh)=0
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denklemi saglanir (Blair 2002).

Yardimci1 Teorem 3.1.2 (M?*"*1 ¢ £ n, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun. M?" ! iizerinde (1,1)-tipli A ve h tensor alanlari, sirasiyla, A = —VE ve h =
1 L¢¢ biciminde verilsin. O zaman M?"*! tizerindeki keyfi vektor alanlar igin,

(a) A ve h simetriktir ve A¢ + ¢pA = —2a¢,

(b)noA=0,no0h=0ve h=Ao¢+ ap,

(c) hA+ Ah = —2ah, 12(A) = —2an ve I2(¢A) =0
ifadeleri saglanir (Oztiirk 2009).

Ispat (a) M?"*! de X ve Y vektor alanlar1 olmak iizere,

9g(AX)Y) = g(a¢’X + ¢hX.,Y)
= —ag(¢X, oY) — g(X, heY))
= g(ag®X,Y) + g(phY, X)
= g(AY, X)

dir. Buradan A simetrik bir tensor alamdir. Ozel olarak, X = ¢ secildiginde A¢ = 0
olarak bulunur. Ayrica, h tensor alaninin simetrik oldugu kolayca goriilebilir. A tensor
alani icin A¢p = (ad® + ¢h)p ve pA = p(ag® + ph) esitlikleri yazihr ki bu iki esitlik
taraf tarafa toplanirsa A¢p + ¢A = —2a¢ esitligi bulunur.

(b) A tensor alammin tanimi geregince

(noA)X = g(-=Vx&,§),
0 = g(X>V5€)>

yazilir. Benzer sekilde, (1 o h) bilegke ifadesinin sifira 6zdeg oldugu L Lie tiirev op-
eratoriiniin tammi kullamlarak kolayca bulunur. Bundan bagka, (3.2) dekleminden

Ap = —a¢ + h dir. Buradan h = A¢ + a¢ elde edilir.
(c) hA ve Ah bilegke tensor alanlari gozoniine alindiginda

hA = ahd® + hoh, Ah = ad®h + dh?
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yazilir. Burada yukaridaki iki esitlik taraf tarafa toplamirsa hA + Ah = 2a¢*h oldugu
goriiliir. A ve ¢A tensor alanlarmin izleri alinarak (3.6) esitligi kullamildiginda z(A) =

—2an ve 1z(¢pA) = 0 esitlikleri elde edilir.

3.2 Temel Egrilik Ozellikleri

Bu kisimda, Riemann egrilik tensorii yardimiyla hemen hemen a-kosimplektik manifold

tizerindeki bazi egrilik ozellikleri verilmistir.

Onerme 3.2.1 (M2 ¢ £ 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Bu

durumda,

R(X,Y)¢ = o [(X)Y —n(Y)X] — a[n(X)phY —n(Y)ohX] (3.8)
+(Vyoh)X — (Vxoh)Y
= (VyA)X — (VxA)Y,

denklemi gecerlidir (Oztiirk 2009).
Ispat R Riemann egrilik tensorii tammudan ve (3.2) esitliginden

R(X,Y){ = VxVy&—VyVx{—Vixyi
= Vx(-a¢’Y —¢hY) = Vy(—a¢’X — ¢hX)
— (—ad’ [X,Y] = ¢h [X,Y])
= —aVx@?Y — VxohY +aVy¢? X + VyphX
+ ad? [ X, Y]+ ¢h [X,Y]
= o?X)Y —n(Y)X] - a[n(X)phY —n(Y)phX]
+ (Vyoh)X — (Vxoh)Y

bulunur.

Onerme 3.2.2. (M?*+1 ¢ & 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. O
zaman

R(X,8)¢ = a?¢*X + 2a0phX — h2X + ¢(Veh) X (3.9)
(Veh)X = —pR(X, )¢ — a*pX — 2ahX — ¢h?X (3.10)
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R(X,8)E — ¢R(¢X, &€ =2 [a?¢°X — h2X] (3.11)
S(X,€) = —2na’n(X) — (div(eh)) X (3.12)
S(E,€) = I2(1) = — [2na2 + Mh?)] (3.13)
esitlikleri gecerlidir (Oztiirk 2009).

Onerme 3.2.3 (M2 ¢ € m, g) bir lokal simetrik hemen hemen a-kosimplektik man-
ifold olsun. O zaman V¢h = 0 dir (Pastore and Dileo 2007).

Onerme 3.2.4 Sabit egrilikli bir hemen hemen Kaehler manifoldun Kaehler manifold

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul manifoldun lokal diizlemsel olmasidir (Goldberg 1969).

Onerme 3.2.5 (M?"! ¢, £, 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. O
zaman M*"*! nin a-kosimplektik manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D dagiliminin

integral altmanifoldlarinin Kaehler ve h = 0 olmasidir (Kim and Pak 2005).

Simdi temel manifold tamimmimizdaki o sabit reel fonksiyonu yerine M?"*! {izerinde
da An = 0 sartin1 saglayan bir diizgiin fonksiyon segelim. Bu durumda hemen hemen

a-kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel egrilik 6zellikleri agagidaki gibi verilmistir:

RX,Y)E = (Vyoh)X — (Vxoh)Y —a[n(X)ohY —n(Y)ohX] — (3.14)

+ [ +&(@)] X)Y —n(Y)X],

R(X, &) = [0+ &(a)] ¢°X + 2a9hX — B°X + ¢(Veh) X, (3.15)
R(X,€)¢ — 9R(¢X, €€ = 2 [(a” + ()9 X — h*X] (3.16)
(Veh)X = —¢R(X, )¢ — [0 + &(a)] ¢X — 2ahX — ¢h*X, (3.17)
S(X,€) = —2n[a® + &(a)] n(X) — (div(¢h))X, (3.18)
S(6,€) = = [2n(a? + () + 12(n?)] (3.19)

Burada &(«) ifadesi « diizgiin fonksiyonunun £ vektor alani yoniindeki V' konneksiy-

onuna gore tiirevidir (Aktan vd. 2013).
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Ornek 3.2.1 IR?(x,y, z) standart koordinat sistemi olmak {izere, 3-boyutlu M C IR?
manifoldu

M ={(z,y,2) eR*: z+#0}.
biciminde tamimlansin ve M {izerindeki vektor alanlari

2 0 50 )

z
ep=¢e" —, ea=¢€" —, e3=—
ox’ oy’ 0z’

ile verilsin. {ey, e, €3} climlesinin M nin her noktasinda lineer bagimsiz oldugu agiktur.

Ayrica, g Riemann metrigi

9(61761) = 9(62,62) = 9(63,63) =1, 9(61,62) = 9(61, 63) = 9(62, 63) =0,

dir ve

1
g= 6223(dx®dx+dy®dy)+dz®dz,

tensor carpimi yardimiyla tanimlansin.

Bundan bagka, 1 1-formu her keyfi X vektor alani i¢in n(X) = ¢g(X, e3) seklinde ve ¢
(1,1) tensor alan1 ¢(e;) = eq, P(ez) = —e1, ¢(e3) = 0 biciminde tammlansin. Bunun
yaninda, h (1,1) tensor alani h(e;) = —Aeq, h(ea) = Aea ve h(esz) = 0 ile verilsin. O

zaman ¢ ve ¢ nin lineer ozelliklerinden keyfi vektor alanlari igin

yazilir.

V., g metrigi ile verilen Levi-Civita konneksiyonu olsun. O halde,
le1,e3] = —32%, [e9,e3] = —32%€,, [e1,e2] =0,

dir. Bu hesaplamalar: takiben (¢, £, 1, g) dortlii yapisi kolayca elde edilmis olur. Boylece
bu yapinin bir hemen hemen a-kosimplektik yap1 olmasi i¢in ® 2 temel formunun sifir-

dan farkli bilegenlerini kontrol etmek yeterli olacaktir. Bu durumda,

o 0 g 0 1
2y e Ly
<8x’ 8y) (8y’ (’935) e2=®’
ve buradan
1
o =— o (dx A dy), (3.20)
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dir. Burada ®(ej.e2) = —1 ve aksi halde i < j i¢in ®(e; e;) = 0 dir. Dolayisiyla ®nin

dig tiirevi tanimi geregince
dd = 6222 (dz A dy A dz), (3.21)
yazilir ve 7 = dz oldugundan (3.20) ve (3.21) esitliklerinin yardimiyla
dd = —62° (n A @),

bulunur. Burada « diizgiin fonksiyonu a(z) = —32z? olarak karsimiza gikmaktadir. Bun-
dan bagka, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis tensorii hesaplandiginda Ny = 0 dir. Bagka
bir degisle, bu 6rnek bize 3-boyutta normal bir hemen hemen a-kosimplektik mani-
foldun varligim gostermektedir. Yani, iizerinde calistigimiz manifold a-kosimplektik

manifoldudur.

3.3 Bazi Paralel Tensér Alanlari

Bu kisimda, belli bazi 6zel paralel tensor alanlari tanitilmis ve hemen hemen a-kosimplektik

manifold tizerinde bu tensor alanlar ile ilgili literatiir bilgisi verilmistir.

Tamm 3.3.1 (M?"*! ¢ £ n,g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. Her
X, Y, Z € kern olmak {izere,
g(Vxn)Y,Z)=0 (3.22)

sartim saglaniyorsa M?"*! ye p-paraleldir denir (Boeckx 2005).

Tanim 3.3.2 (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ iizerinde herhangi simetrik

(1,1)-tipli tensor alani T olmak iizere, herhangi X, Y, Z vektor alanlar igin,
(VxT)Y = (VyT)X (3.23)
ise T' ye Kodazzi tensor alani denir (Blair 2002).

Tanim 3.3.3 (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ iizerinde herhangi simetrik

(1,1)-tipli tensor alanmi T olmak iizere, herhangi X, Y, Z vektor alanlar igin,

g(VxT) Y, Z)+g(VyT) Z, X))+ g((VZT) X, Y) =0 (3.24)
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esitligi saglaniyorsa T' ye devirli paralel tensor alani denir (Boeckx and Cho 2006).

Tamm 3.3.4 (M*1 ¢,£,n, g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. Her

XY, Z € kern olmak iizere M*"*! iizerinde herhangi simetrik (1, 1)-tipli 7" tensor alani
9(VxT)Y, Z) + g(VyT)Z, X) + g((VZT)X,Y) =0 (3.25)
esitligi saglaniyorsa T ye devirli n-paralel tensor alani denir (Boeckx and Cho 2006).

Tanim 3.3.5 (M?"*! ¢ &1, g) bir degme metrik manifold olsun. Her XY vektor
alanlar igin,

9(rX,Y) = (Leg)(X,Y) (3.26)

esitligi ile verilen 7 tensor alanina torsiyon tensor alani denir (Boeckx and Cho 2006).
Bu tanimlamaya gore agagidaki onermeyi verebiliriz.

Onerme 3.3.1 (M? 1 ¢, & 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. O

zaman M>?"*! manifoldu icin 7 torsiyon tensér alan
7X = 2V, (3.27)
dir.

Onerme 3.3.2 (M?*"', ¢, £,1,9) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.

Eger h tensor alan1 n-paralel ise o zaman, her X, Y vektor alanlari igin,

(Vxh)Y

—n(X) [¢lY + &?¢Y + 20hY + ¢h*Y | (3.28)
—n(Y) [~a¢’hX + oh*X] + g((Vxh)Y, €)¢

= n(X)(Veh)Y —n(Y) [-ag*hX + ¢ph*X]

+9(Y,ahX + ph*X)E,

esitligi saglanir. Burada [ = R(., £)¢ dir (Oztiirk 2009).

Onerme 3.3.3 (M2 ¢, ¢ n, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Eger
h tensor alani n-paralel ve V¢h = 0 ise o zaman, h tensor alaninin karakteristik degerleri

sabittir (Oztiirk 2009).
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Onerme 3.34 (M2 ¢ € n,g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.

Eger ¢h tensor alani n-paralel ise o zaman, her X, Y vektor alanlar: icin,

(Vxoh)Y = n(X)[lY —a’¢’Y — 2a¢hY + h*Y ] (3.29)
—n(Y) [aphX — B*X| — g(Y,aphX — h*X)§

esitligi gecerlidir (Oztiirk 2009).

Onerme 3.3.5 (M2 ¢, € n,g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.

Eger ¢h tensor alani n-paralel ise o zaman, her X, Y vektor alanlar: icin,
R(X,Y){ =n(Y)IX —n(X)IY (3.30)

dir (Oztiirk 2009). Benzer olarak, bu iki tnermeyi o min diizgiin fonksiyon olmas

durumunda da verebiliriz:

Onerme 3.3.6 (M*+1 ¢ € n,g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.

Eger ¢h tensor alani n-paralel ise o zaman, her X, Y vektor alanlar: icin,

(Vxoh)Y = n(X)[lY — (& +&(a)9’Y — 2a¢hY + h*Y] (3.31)
—n(Y) [aphX — W*X] — g(Y, aphX — h*X)E,

esitligi gegerlidir (Aktan vd. 2013). Burada o, M?"*! iizerinde da A n = 0 seklinde

tanimlanan bir diizgiin fonksiyondur.

Onerme 3.3.7 (M?>**! ¢ £.1,g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.

Eger ¢h tensor alani n-paralel ise o zaman, her X, Y vektor alanlar: icin,
R(X,Y)& = n(Y)LX = n(X)LY. (3.32)

dir (Aktan vd. 2013). Burada o, M?"*! iizerinde da A = 0 seklinde tamimlanan bir

diizgiin fonksiyondur.

Ayrica, o fonksiyonu icin h tensor alaninin n-paralel olmasi ile ilgili Onerme 3.3.2 yi

asagidaki sekilde verebiliriz:
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Onerme 3.3.8 (M2 ¢ € n,g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.

Eger h tensor alani n-paralel ise o zaman, her X, Y vektor alanlar igin,

(Vxh)Y = —n(X)[olY + (&® + &(a))9Y + 2ahY + ¢h*Y] (3.33)
—n(Y) [—ag’hX + ¢h*X]| + g(Y, ahX + ¢h* X )¢,

egitligi saglanir (Aktan vd. 2013). Burada a, M?"™! iizerinde da A = 0 seklinde

tanimlanan bir diizgiin fonksiyondur.

Teorem 3.3.1 (M?*"*1 ¢, £ n, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Eger
¢h tensor alam n-paralel ise o zaman, £ vektor alam M2" ™ {izerinde Ricci operatoriiniin

bir ozvektoriidiir (Oztiirk 2009).

Onerme 3.3.9 (M2 ¢ € n,g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.

Eger 7 tensor alani n-paralel ise o zaman, her X, Y, Z vektor alanlari igin,
(Vxoh)Y =n(X) (Veoh) Y —n(Y)ohVx§ + g (Vxoh) £,Y) € (3.34)
denklemi gegerlidir (Oztiirk 2009).

Teorem 3.3.2 (M?" ™! ¢ & n, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Eger
7 tensor alani 7-paralel ise o zaman, & vektor alan1 M?" ! {izerinde Ricci operatoriiniin

bir 6zvektoriidiir (Oztiirk 2009).
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4 BAZI TENSOR SARTLARINI SAGLAYAN HEMEN HEMEN
(-KOSIMPLEKTIiK MANIiFOLDLAR

Bu boliimde, M?" ! izerinde a y1 daAn = 0 biciminde tanimlanan bir diizgiin fonksiyon
segecegiz. Bu durumda h tensor alaninin n-paralel olmasi durumunda baz ilave gart-
larda ortaya koyuldugunda karsimiza ¢ikan geometriyi calisacagiz. Ayrica bazi belli

tensor alanlar ile de ilgilenilmis olup, bazi sonuclar verilmistir.

4.1 h Tensér Alaniin 1)-Paralelligi

Bu kisimda h tensor alanimin n-paralelligi ile ilgilenecegiz. O halde 6ncelikle Onerme
3.3.8 de verilen (3.33) denkleminin kisaca nasil elde edildigini gosterelim. Kabul edelim
ki h tensor alani n-paralel olsun. Bu durumda keyfi bir Z vektoriinii tanjant kismu ile
normal kisminin toplami seklinde diisiiniirsek, Z7 = Z —n(Z)¢ denklemi ile yazabiliriz.

Boylece h tensor alanmm tanminda tanjant vektér alanlarm kullanirsak
g(Vxrh) YT, ZT) =0,
9(Vxnxich) (Y =n(Y)E), Z = n(Z2)€) =
((Vxh) Z) = n(X)g((Veh) Y, Z) = n(Y)g ((Vxh)€ Z)
=n(Z2)g((Vxh) Y, &) +n(X)n(Y)g((Veh) &, Z) + n(Y)n(Z)g(Vxh) &, €)
+0(Z)n(X)g((Veh) Y, &) — n(X)n(Y)n(Z)g((Veh) €,€) =0

denklemi bulunur. Bu son denklem sadelegtirmelerden sonra diizenlenirse

)Y, Z) =
(Y)g((

9(Vxh)Y,=6°Z) —=n(X)g((Veh) Y. Z) = n(Y)g((Vxh) €, Z) = 0, (4.1)
denklemi elde edilir. (3.2), (3.4) ve (3.17) esitlikleri birlikte ele alindiginda Onerme
3.3.8 ’in temel ifadesi olan

(Vxh)Y = —n(X)[olY + (&® +&(a))9Y + 2ahY + ¢h*Y]
—n(Y) [—ag’hX + ¢h*X]| + g(Y, ahX + ¢h* X )¢,
yazilir.

Bu son denklem 1s1ginda, Oztiirk tarafindan elde edilmis bazi 6nerme ve teoremleri o nin

sabit fonksiyon olmadigi durumlarda incelemeye baslayalim (Oztiirk 2009). M?"*! bir
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hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Eger V:h = 0 ve h tensor alam n-paralel
ise o zaman h tensor alaninin karakteristik degerleri sabittir. Bu sonu¢ « nin reel sabit
olmasi durumunda gegerlidir. Fakat V¢h = 0 6zel segiminden dolay1 (Oztiirk 2009) de
verilen ispat geregince (4.1) esitligi gozoniine alindiginda o nin da A n = 0 geklinde bir
diferensiyellenebilir fonksiyon olmasi sabit durumda bulunan sonucu degistirmeyecektir.
Yani, h tensoriiniin bir karakteristik birim vektor alam1 Z € D olmak iizere, h(Z) = \Z

icin

ve

dX = §(A) @,

bulunur ki, burada V¢h = 0 hipotezinden dolay1 d\ = 0 denklemi elde edilir. Boylece

asagidaki sonucu verebiliriz:

Onerme 4.1.1 (M2 ¢, ¢ n, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Eger
V¢h = 0 ve h tensor alaninin n-paralel olmasi durumunda 7 tensor alaninin karakteristik
degerleri sabittir. Burada «, M?*"*! iizerinde da A = 0 seklinde tamimh bir diizgiin

fonksiyondur.

Dagilim iizerinde Z; € D olacak sekilde {Z;}, 1 < i < n, h tensor alaninin bir karakter-
istik vektor alani olsun. O halde, h(Z;) = \;Z; olacak sekilde Z; € D()\;) C D sartim
saglayan

D(N) ={Z;: h(Z;) = NZ;},
climlesinin var oldugunu soyleyebiliriz. ¢ ve h tensorleri ters simetrik sartim sagladigin-
dan h(¢Z;) = —\i¢Z; dir. M* 1 baglantil oldugundan \; karakteristik degerleri M2+
nin tamaminda sabit olacaktir. Bir Z; karakteristik vektor alani i¢in h(Z;) = 0 oldugunu

kabul edelim. (3.33) ve V¢h = 0 hipotezlerinden

(Veh)Z; = —pR(Z;, §)§ — &*¢Z; — 2ahZ; — h*Z;
9(6R(Z;,€)§, 0Z;) = —(a® + &(a)),
bulunur. Bu son esitlikten kesit egriligi fonksiyonu K (¢, Z;) = —(a? + £()) elde edilir.

Dolayisiyla h(Z;) kesinlikle sifirdan farkli olmak zorundadir. Yani hipotezimizle gelisir.
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Burada £(a) = 0 yani, 6zel olarak «, £ vektor alam boyunca sabit segilirse agagidaki

sonucu verebiliriz:

Teorem 4.1.1 (M?" ™! ¢, £, n,g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifoldu A tensor
alanina gore n-paralel, Veh = 0 ve o, & vektor alami boyunca paralel olsun. Eger £
vektor alaninm ihtiva eden biitiin diizlemlerin kesit egrilikleri en az bir noktada (—a?)
degerinden farkli ise o zaman, h tensor alan1 D dagilim iizerinde sifirdan farkli karak-

teristik degerlere sahiptir.

Hatirlatma 4.1.1 ¢ vektor alanini ihtiva eden biitiin diizlemlerin kesit egrilikleri en az
bir noktada (—a?) degerine esit oldugunu kabul edelim. O halde, bir birim vektor alam
7 € D olmak iizere, (3.17) esitliginden dolay:

[—(0” + &(a)) — g(R*X, X)] = —(a® +&(a)),

yazilir. Ozel olarak &(a) = 0 icin [z(h?) = 0 esitliginden h = 0 bulunur. Demek ki
hipotezdeki kabul ettigimiz bu sart A tensoér alaninin sifirdan farkli olmasini garanti

etmek i¢in koyulmustur.
Asagida verilen lemma « dan bagimsiz bir gekilde elde edilebilir:

Lemma 4.1.1 (M ¢ £ n, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Bun-
dan bagka, D dagilimi iizerinde h tensor alaninin karakteristik vektor uzayr tamamen

D(\) & D(—)) direkt toplamidan olugsun. Bu durumda,
NI -n®¢)=h, (4.2)
denklemi saglanir.

ispat M?*1 dizerinde h tensoriiniin Z7 = Z — n(Z)& vektor alanma karsihk gelen

karakteristik degeri A olsun. Bu durumda,
Wzt = z"

ve

X(Z —n(2)¢) = h*Z,
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bulunur. Bu nedenle (4.2) denklemine ulagiriz. Bu da istenen sonug olacaktir.
Gelecek teorem ispatinda kullanacagimiz yardimci teorem agagida verilmigtir:

Lemma 4.1.2 (M?* ¢ ¢ n,g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. O

zZamarn

—(Vxoh)Y = (Vxh)pY + h(Vxe)Y, (4.3)

egitligi M?" ! {izerinde keyfi vektor alanlar igin saglamir (Blair 2002).

Ayrica, Olszak ve Dacko bir hemen hemen kosimplektik manifoldun D dagiliminin
integral altmanifoldlarinin Kaehler yapiya sahip olma sartin1 aragtirmiglar ve daha sonra
Pastore ve Falcitelli ise bu sart1 hemen hemen Kenmotsu manifoldlara genisletmistir
(Olszak and Dacko 1998, Pastore and Falcitelli 2007). Biz de bu sart1 benzer olarak

hemen a-kosimplektik manifold i¢in de verebiliriz:

Onerme 4.1.2 Bir hemen hemen kosimplektik manifoldun D dagihmimin integral alt-

manifoldlarimin Kaehler yapida olmasi icin gerek ve yeter sart
(Vx9)Y = —g(¢AX,Y){ + n(Y)pAX, (4.4)
denkleminin saglamasidir. Burada AX = ¢hX dir (Olszak and Dacko 1998).

Onerme 4.1.3 Bir hemen hemen a-kosimplektik manifoldun P dagihmmin integral

altmanifoldlarinin Kaehler yapida olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(Vx@)Y = —g(pAX,Y){ +n(Y)pAX, (4.5)
dir. Burada AX = a¢*X + ¢hX dir (Pastore and Falcitelli 2007).

Onerme 4.1.4 (M?***! ¢, £, 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Bu

durumda

9(RexY, Z) — g(Rex @Y, 0Z) + g(Repx Y, ¢ Z) + g(Repx Y, Z)
= 2(Vix®)(Y, Z) +2(a” 4+ £() [n(YV)g(X, Z) = n(Z)g(X,Y)]
—2a [n(Y)g(ohX, Z) —n(Z)g(¢hX,Y)], (4.6)
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denklemi gerceklenir (Oztiirk 2009).

Yukaridaki énermeler 1g181nda, a nin dif.bilir. bir fonksiyon olmasi durumunda Kaehler

yapiyla ilgili asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.1.2 (M?***! ¢, £, 7, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold, V¢h = 0
ve & vektor alanimi ihtiva eden biitiin diizlemlerin kesit egrilikleri en az bir noktada
(—a?) degerinden farkh olsun. Eger h tensor alam i paralel ise o zaman, D dagilimimin
integral altmanifoldlar1 Kaehler yapiya sahiptir. Burada o, M?"*! iizerinde dao An = 0

seklinde taniml bir diizgiin fonksiyondur.

Ispat D dagiimindan X7, Y7 ve ZT vektor alanlarim keyfi olarak secelim. (3.14),
(3.33) ve (4.5) esitlikleri birlikte hesaba katilirsa

g(RYT, Z1)E, XT) = g(Vyr0)Z" — (V)Y hXT) = g(R(E, X)YT, Z7),
ve
g(R(E& oXTWT,02") = g(Vyrd)pZ" — (Vyzrd)Y" ho X T),
g(R(E dXT)oY T, ZT) = g(Vyyr @) Z" = (Vyzr )oY ", hoXT),
—g(R(E& XT)oY T, 6Z7) = —g(Voyr$)dZ" — (Vyzrd)oY ", hXT),
elde edilir. Bu son ii¢ denklem taraf tarafa toplanirsa

g(R(EXT)YT, ZT) — g(R(§, XT )oY, 0ZT) + g(R(, o XT)YT, 6 Z7)

+9(R(&, o XY T, Z7) = g((Vyr9) ZT,hXT) — g((Vz24)YT, hXT) (47)
—9(Voyr9)oZT hXT) + g(Vyz09)dY T, hXT) + g((Vyrd)oZ"T hd XT)
—9((V¢ZT¢)YT» hoXT) + 9((V¢YT¢)ZT> hoXT) — 9((V¢ZT¢)¢YT, hoXT),
yazilir. Buna ilaveten her X ve Y vektor alani igin
(Vxrd)oY T = Vyr¢?YT — ¢V r oY 7T, (4.8)

dir. Burada Vxr¢?Y” = —VrY 7 dir. Bu durumda (4.8) denkleminin her iki tarafi
ZT ile i¢ carpilirsa
g(Vxr)oY ", ZT) = —g(VxrYT,Z7) = g(¢VxroY T, Z7)
= —g(oVxrY", 6Z") + g(VxroY",¢Z7)
= g((Vxro)Y", 0Z") (4.9)
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bulunur. O halde, (4.9) denklemi gozoniine alindiginda
9(Vxro)Y", Z") = —g((Vyxr )oY, Z7), (4.10)

yazilir. (4.9), (4.10), (4.7)ve (4.6) birlikte hesaplanirsa
g(Y", (Vaxr)Z") = 2[g((Vyrd) ZT, hXT) — g((Vzr )Y, X)), (4.11)

elde edilir. h tensorii D dagilimi tizerinde dejenere olmadigindan h tensoriiniin D iiz-
erinde tersi mevcuttur. Bu durumda (4.11) denklemininde % tensoriine h~! tensoriinii

uygularsak
g(¥", (Vxr9)Z") = 2[g(Vyr9) 2", XT) = g(Vzr )Y ", XT)], (4.12)
bulunur. Buradan

g(Vxr )Y, Z7) + g(Vyr9) Z", XT) + g(Vzr o) X1, Y7)
= 20g((Vyr9)Z", XT) — g((Vzr9)Y", XT)
+9(Vzr )X, YT) = g(Vxr9)Z", YT)
+9(Vzrd)Y", XT) = g((Vyr) Z", X))
= 2[g((Vzr) X", Y") = g((Vxr9)Z", Y1), (4.13)

denklemine ulagir. Ayrica,
do(X", YT, ZT) = 2a(n(XT)@(YT, ZT) + n(Z")e(XT, YT) +9(Y) (2", X)) =0,

oldugundan

g((vZT¢)XT7YT) = g<<vXT¢)ZT7YT)7 (414)
bulunur. (4.14) denklemi ve ¢ nin ters simetrik zelliginden
g((vYT(b)ZTv XT) = 07
yazilir. Tanjant vektor alanlari yerine yazildiginda

(Vy¢)Z = [9(Z,hY) — ag(¢Z,Y)|§ — n(Z)|agY + hY] (4.15)
= —9(0AY, Z) +n(Z)pAY,
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elde edilir. (4.4) esitliginden dolay: ispat tamamlamr. Burada yapilam tiim hesapla-
malarda « nin dif.bilir. fonksiyon olmasindan kaynaklanan kalinti ifadeleri sadelesmigtir
ve Oztiirk tarafindan daha 6nce elde edilen sonuc yeniden bu ek sartlarla bulunmustur

(Oztiirk 2009).

4.2 @h Tensér Alanmin 7)-Paralelligi

Bu kisimda temel manifold yapimizin iizerinde (¢ o h) tensoriiniin 7-paralel olmas

durumunu inceleyecegiz.

Simdj, literatiir bilgisinde verdigimiz Onerme 3.3.6 ve Onerme 3.3.7 énermelerine biraz
yakindan bakalim. Oncelikle ¢h tensoriiniin n-paralel oldugunu varsayalim. Buna gore,
hesaplamalar: h tensor alanina benzer sekilde yapalim. O halde, keyfi vektor alanlarinin

tanjant kisimlari igin

0 = g((Vxroh) YT ZT)
= 9((Vxoh)Y, Z) —=n(X)g((Veoh) Y, Z) —n(Y)g((Vxoh)§, Z)
—n(Z)g(Vxoh) Y, &) +n(X)n(Y)g((Veoh) &, Z) +n(Y)n(Z)g(Vxoh) €, €)
+n(Z)n(X)g((Vedh) Y, &) — n(X)n(Y)n(Z)g((Vedh) €, €),

yazilir. Bu son denklem diizenlenir ve tiim sadelestirmeler yapilirsa
(Vxoh)Y = 5(X) (Veoh) Y — n(Y) [adhX — h2X] — g(Y,adhX — h2X)E,

bulunur. Burada o, M?"*! {izerinde da A n = 0 seklinde tanimh bir diferensiyel-
lenebilir fonksiyon olarak segilmigtir. Dolayisiyla (3.31) denklemi elde edilir. Boylece
(M2 ¢ € n, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold igin (3.32) esitliginin nasil
elde edildigine bakalim. (3.14) esitligi yardimiyla

RX,Y)E = (o +&(a) n(X)Y —=n(Y)X] — ap(X)ohY — an(Y)phX]
—n(X) (Veoh) Y +n(Y) [aphX — h2X] + g(Y, aphX — h2X)¢
+n(Y) (Veoh) X = n(X) [aghY — h?Y] = g(X, aghY — h*Y)¢
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elde edilir. Yukaridaki esitlik sadelestirilirse

R(X,Y)¢ = —n(X)IY +n(Y)IX 4+ n(X)(a® + £(a)¢’Y
—n(Y)(® + &(a)¢* X + n(X)(a® + ()Y
—n(Y)(o? + &)X,

bulunur. Bu son denklem diizenlenirse (3.32) esitligi bulunur. Boylece Ricci operatorii

ile ilgili agagidaki sonucu verebiliriz.

Teorem 4.2.1 (M*"*1 ¢ £ 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Eger
®h tensor alam n-paralel ise o zaman, & vektor alam M2 {izerinde Ricci operatoriiniin

bir ozvektoriidiir.

Ispat {E,,..., Fs,, €}, tanjant uzaym herhangi bir noktasmdaki bir ortonormal baz
olmak iizere (3.32) denkleminin her iki tarafim keyfi W vektor alam ile i¢ garpalim.

Bu durumda, X = W = E;;1 < i < 2n + 1 igin, (3.32) denklemine kontraksiyon

yapildiginda

2n+1 2n+1

Zl g(R(E,Y)E E) = ; (Y)g(lE;, E;) —n(Ei)g(lY, Es)],
ve

2n+1

S(E.6) = = [2n(e’ +€(@) + I(0%)| = 39018, E),

bulunur. Bu son egitlikten
Q€ = 1=(1)¢

elde edilir. Burada elde edilen sonu¢ « nin reel sabit se¢iminde oldugu gibi bir diizgiin

fonksiyon oldugunda da gecerlidir. Yani elde edilen sonu¢ yine o dan bagimsizdir.

4.3 T Tensdér Alanimin Paralellikleri

Bu kisimda, Tanim 3.3.5 de verilen (3.26) denklemi yardimiyla hemen hemen a-kosimplektik
manifoldlar iizerinde belli baz1 paralel tensor alanlar1 incelenecektir. Oncelikle hesapla-

malara gecmeden ispatlarda temel olarak kullanacagimiz énermeleri ve teoremi verelim:
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Onerme 4.3.1 (M2 ¢ € 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. O
zaman

(7) D dagihmimin integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yapidadir,

(71) a = 0 durumunda D dagiliminin integral altmanifoldu total geodezik veya v # 0
durumunda D dagiliminin integral altmanifoldunun total umbilik olmas: igin gerek ve

yeter sart h tensor alaninin 6zdeg olarak sifir olmasidir (Kim and Pak 2005).

Onerme 4.3.2 (M?"!, ¢, £, 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Bu
durumda, M?"*! manifoldunun a-kosimplektik yapiya sahip olmasi icin gerek ve yeter
sart D dagiliminin integral altmanifoldlarinin Kaehler ve h tensor alaninin 6zdeg olarak

sifir olmasidir (Kim and Pak 2005).

Onerme 4.3.3 Bir hemen hemen kosimplektik manifold bir hemen hemen Kaehler
manifold ile R veya S* nin bir lokal asikar carpimi olmasi icin gerek ve yeter sart h

tensor alanmin 6zdes olarak sifir olmasidir (Kim and Pak 2007).

Ik olarak, T torsiyon tensorii olarak adlandirilan tensér alaninin tanimini ve Lie tiirev
tanimini birlikte gozoniine alalim. Bu durumda, keyfi vektor alanlar igin
(Leg)(X,Y) = Leg(X,Y) + g(LeXY) — g(X, LY)
= 9(Vx&Y) +9(X, Vy§)
— 2g(—ad®X — GhX,Y),
= 2V,
yazilir. Simdi, 7 tensoriiniin paralelligini aragtiralim. Gergekten, 7 tensor alaninin

paralel olmasi keyfi X ve Y vektor alanlar i¢in (Vx7)Y = 0 denkleminin saglamasi

anlamindadir. Bu denklem kovaryant tiirev tanimindan

(Vx7)Y = —afan(Y)X —an(Y)n(X)§ —n(Y)ohX + ag(Y, X)§
—an(Y)n(X)§ — g(Y, oh X )] — VxohY + oh(VxY)
= 0,

olarak yazilir. Burada Y = ¢ secildiginde
0=(a?®+&(a)p*X + 200h X — h*X,
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elde edilir. Bu son esitligin her iki tarafinin izi alinirsa
0= —2(a®+ &(a))n — 12(h?),

bulunur. Burada Iz(¢h) = 0 oldugu aciktir. Ozel olarak, &(a) = 0 sart1 altinda
yukaridaki denklemin saglamasi i¢in A ve a aymi anda sifir olmalhdir. Bu nedenle,

Onerme 4.3.3. den asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.3.1 (M*"*1 ¢, £ 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Eger
7 tensor alani paralel ve o, £ vektor alan1 boyunca paralel ise o zaman, M?"*! bir hemen

hemen Kaehler manifold ile R veya S! nin bir lokal asikar carpimidir.Bundan baska,

7 tensor alaninin n-paralellik sarti iizerinde duralim. Keyfi bir vektor alan1 veya onun

tanjant kisimlari igin

g((VXTT) YT7 ZT) = Oa

yazilir. Buradan

(Vx7)Y = n(X)(Ver)Y +n(Y)(Vx7)E+ 9 (VxT) Y, )€ (4.16)
(VxT)Y = —2an(Y)Vx€ — 20m(Y)g(Vx€,Y)E —2(Vxoh)Y  (4.17)
(Ver)Y = —2(Veoh)Y (4.19)

elde edilir. (4.16), (4.17), (4.18) ve (4.19) birlikte hesaba katilirsa agagidaki énermede
verilen (4.20) elde edilir:

Onerme 4.3.4 (M2 ¢, & n,g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.

Eger 7 tensor alani n-paralel ise o zaman, her X, Y, Z vektor alanlari igin,

(Vx6h)Y = n(X) (Vesh) Y —n(Y)6hVxE+ g (Vxoh)€,Y) € (4.20)
denklemi gecerlidir.
Son elde ettigimiz (4.20) esitliginden

(Vyoh)X — (Vxoh)Y = n(Y)(Veph) X —n(X)phVyE (4.21)
—n(X) (Veoh) Y +n(Y)phV x§

35



yazilabilir. (3.14), (3.17) ve (4.21) denklemleri yardimiyla
RX, )¢ = nY)[-¢°1X — (& + £(0))$* X — 209hX — ¢°h* X |
—n(X) [-¢°1Y — (a® + £(a))¢*Y — 2a¢hY — ¢*h*Y]
—n(X)ph(—ad®Y — ohY) + n(Y)ph(—ad® X — ohX)
+(a® +€(@))n(X)Y — (o +€&(a))n(Y) X
—an(X)phY + an(Y)phX,

elde edilir. Bu son denklem diizenlenir ve sadelestirilirse
R(X,Y)E =n(Y)IX —n(X)lY

sonucuna ulasilir. Bu son esitlige Teorem 4.2.1 de oldugu gibi kontraksiyon yapildiginda

asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.3.2 (M?" ™! ¢, & n, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Eger
7 tensor alam n-paralel ise o zaman, & vektor alan1 M?" ! {izerinde Ricci operatoriiniin
bir 6zvektoriidiir. Burada a, M*"*! {izerinde daAn = 0 seklinde tanimlanan bir diizgiin

fonksiyondur.

Son olarak, M?"*! iizerinde 7 tensor alaninin devirli paralel ve devirli n-paralel sartlarin
aragtiralim. Keyfi vektor alanlar i¢in 7 tensoriiniin devirli paralel sartim sagladigini

kabul edelim. Yani,
0=g((Vx7)Y,2) + g((Vy7)Z, X) + g((V27)X,Y), (4.22)

dir. (4.22) denkleminde yer alan ilk terim ¢((Vx7)Y, Z) ifadesini ve sirasiyla, diger iki

terimi gozoniine alalim. Bu durumda
g(Vxm)Y.Z) = —2ag((Vx¢")Y, Z) - 29((Vxoh)Y, Z)
= 2a[n(Y)g(Vx€, 2) +n(Z)g(Y, Vx&)] = 29((Vxoh)Y, Z),

bulunur. Bu son denklemin yardimiyla diger iki terimi de benzer sekilde hesapladigimizda

bu ii¢ terimin toplami

0 = —2a[n(X)g(VzEY) +n(Y)g(X, V)]
—29((Vxoh)Y,Z) —29((Vyoh)Z, X) — 29((Vz0h)X,Y),
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denklemiyle gosterilir. Burada Z = ¢ segilirse
(Veh)X = 4ahX +2(a® + £(a))pX + 20h* X,

yazilir. Bu son denklemde X keyfi vektor alani yerine ¢ X alir ve (3.17) denklemini
kullanirsak

IX =3(a® +£(a)p* X + 6aphX — 3h2X,

elde edilir. Burada (3.15) denkleminin kullanilmasi ve her iki tarafin izi alindiktan
sonra

—2(a® + &(a))n — Iz(h?) =0,

bulunur. Bu son denklemin sol tarafinin 6zdes olarak sifir olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
a ve h nin sifir olmasidir. Bunun igin £(«) = 0 alarak a nin £ boyunca paralel oldugunu

kabul etmeliyiz. Bu nedenle Onerme 4.3.3 yardimiyla asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.3.3 (M*"*1 ¢, £ 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Eger
7 tensor alam devirli paralel ve «, & vektor alam1 boyunca paralel ise o zaman, M2t

bir hemen hemen Kaehler manifold ile R veya S* nin bir lokal asikar carpimdir.

Simdi, M?"*! {izerinde 7 tensor alammnin devirli n-paralel sartini inceleyelim. Keyfi

vektor alanlari icin 7 tensoriiniin devirli n-paralel sartini sagladigini kabul edelim. Yani,
0= g((vXTT) YT7 ZT) + g<<vYTT)ZTa XT) + g((vZTT)XTa YT)7
dir. Yukaridaki denklemde bulunan ii¢ ifadeyi ayr1 ayr1 hesaplarsak,

g(Vxrn)Y',ZT) = g(VxT)Y.Z) —n(X)g((Ver)Y, Z) (4.23)

—n(Y)g((Vx7)§, Z) —n(Z)g((VxT)Y,§),

yazilir. (4.23) denklemindeki terimler ayri ayri ele alinirsa,

9(Ver)Y, &) = 0, g((VxT)E,8) = 0,

((
9((Ver)§,6) =0, (Ver)Y = —=2(Veph)Y,

(VxT)Y = n(X)(Ver)Y +0(Y)(VxT)E+ 9 (VxT) Y, 8) €,
(Vx7)Y = =2an(Y)Vx§ = 2an(Y)g(VxE, Y)E—2(Vxoh)Y,
(VxT)¢

VxT = —QOéVX§ + 2¢hVX€,
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elde edilir.Bu son elde ettigimiz denklemler (4.23) esitliginde yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

8,0V 2) = 0(X) @ a(Ty7)Z.8)

—nY) & a((Var)X.6) =n(Z) © a((Vxm)V.) =0

bulunur. Burada & , X,Y, Z vektor alanlar: tizerindeki devirli toplamdir. Bu devirli
X,Y,Z

toplama 7 tensoriiniin tanimi uygulanir, daha sonra kontraksiyon yapilir ve diizenlenirse
2(div(¢h)) X — n(X) [h(l) +2n(a? + £(a)) + 31'z(h2)} —0,
sonucuna ulagilir. Buradan
L. 3: 9 2
Q€ = | 512 = 1) ~ 3n(a? + €(a)) | €
yazilir. Boylece agagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.3.4 (M*"*1 ¢ £ 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Eger
7 tensor alani devirli 7-paralel ise o zaman, & vektor alan1 M?" ! iizerinde Ricci oper-

atoriiniin bir 6zvektoriidiir.
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5 BAZI FLAT HEMEN HEMEN (-KOSiMPLEKTIiK MANiFOLDLAR

Bu boliimde belli bazi flat kogullar1 saglayan hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar
ele alimacaktir. Burada «, M?*"*! iizerinde da A 7 = 0 seklinde tanimlanan bir diferen-
siyellenebilir fonksiyondur. Ozellikle, Weyl konformal, konsirkiiler ve projektif hemen
hemen a-kosimplektik manifoldlar ¢alisilmigtir. Belli baz n-paralel tensor alanlarinin
manifold yapis1 iizerindeki etkileri arastirilmistir. Boliim sonunda « ya bagh genel bir

ornek inga edilmigtir.

5.1 Konformal Flat Hemen Hemen (-Kosimplektik Manifoldlar

Bu kisimda aragtirmamiza konformal flat durumla baglayalim. (2.3) denklemiyle verilen
konformal egrilik tensorii keyfi vektor alanlar: i¢in 6zdes olarak sifir oldugunda konfor-
mal flat olarak adlandirilir. O halde, M?*"*! {izerinde C(X,Y)Z = 0 sart1 saglaniyorsa

manifoldumuza konformal flat hemen hemen a-kosimplektik manifold denir.

Teorem 5.1.1 (M?*"*1 ¢ £ 1, g) bir konformal flat hemen hemen a-kosimplektik man-
ifold olsun. Eger M?"*! iizerinde ¢h tensor alanina gore n-paralellik ozelligi saglaniyor
ve « fonksiyonu & vektor alani boyunca paralel ise o zaman M2 sifir skalar egriligine
sahiptir. Burada a, M?"*! iizerinde da A n = 0 seklinde tamimh bir diizgiin fonksiyon-

dur.

Ispat Oncelikle (M2 ¢, €, n,g) hemen hemen a-kosimplektik manifoldunun konfor-
mal flat yani, C'(X,Y)Z = 0 oldugunu kabul edelim. O halde,(2.3) denklemi gozoniine

alindiginda

RIX,Y)Z = L [g(Y,2)QX — g(X, 2)QY + S(Y, 2)X (5.1)

2n—1

—S(X, 2]+ 5751y [9(Y, 2)X — g(X, Z2)Y],

2n(2n—1)

yazilir. (5.1) esitliginin her iki tarafi keyfi W vektor alanina gore i¢ carpildiginda

R(X,Y,Z,W) = 5509(Y,2)9(QX, W) — g(X, Z)g(QY, W) (5.2)

+S(Y7 Z)g(X’ W) - S(X’ Z)Q(K W)]
+anmny 9, Z)g(X, W) — g(X, Z)g(Y, W),

2n(2n—1)
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esitligi elde edilir. Burada R(X,Y,Z, W) = ¢g(R(X,Y)Z,W) dir. Bu hesaplamay1
takiben (5.2) esitliginde W yerine £ vektor alanim alirsak, (5.2) esitligi

NR(X.Y)Z) = 3509(Y.2)S(X,§) — 9(X, Z2)S(Y.¢) (5.3)
+n(X)S(Y, Z) = n(Y)S(X, Z)]
+anar s M(X)g(Y, Z) = n(Y)g(X, Z)],

formuna gelir. Benzer olarak, (5.3) esitliginde X = ¢ segilirse

N(REY)Z) = 5,519V, 2)S(8.6) — 9(& 2)S(Y,€) (5.4)
+0(§)S(Y, Z) —=n(Y)S(€, Z)]
+ e M&)9(Y, Z2) —=n(Y)g(&, Z)],
bulunur. Simdi, ek sartlar olarak ¢h tensor alanina gore n-paralellik ve o nin £ ye
gore paralel olma sartlarim gézoniine alahm. Yani, Onerme 3.3.7. ve Vo = 0 birlikte

diistiniildiigiinde

S(Y, Z)
o t’f‘(l) r Y
g1, 2) = (%_1 + 2n(2n_l)) gY, 2) + 55 (5.5)

yazilir. Buradan S(Y, Z) gekilirse

S(.2) = (2n—1)g(v.2) = (tr()) + 5-) 9(¥. 2) (5.6)
+ (26r0) + 5 ) (Y )m(2),

elde edilir. Tanjant uzayin herhengi bir noktasindaki bir ortonormal taban {E;}, i =
1,...,2n+ 1 olsun. Budurumda 1 <i<2n+1,Y = Z = E; i¢in (5.6) esitliginin her

iki tarafinin Y ve Z ye gore kontraksiyon yapildiginda

Zg‘:s(&, E) = (2n- 1)ilg(m, B) — (1) + ) 2219@, E)
+ (260 + 5-) Yo n(EIn(E). (5.7)

bulunur. (5.7) esitligi diizenlendiginde
r T
r=02n-1)5¢ - (2n+1) (tr(l) + %> + (Qtr(l) T %> ,

yazilir. Bu son denklemden r = 0 sonucuna ulagilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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5.2 Projektif Flat Hemen Hemen (-Kosimplektik Manifoldlar

Bu kisimda ise calistigimiz manifold yapisi tizerinde projektif egrilik tensoriiniin 6zdes
olarak sifir olmasi anlamina gelen P = 0 durumunu gozoniine alahm. Gergekten (2.5)
denklemiyle verilen projektif egrilik tensorii keyfi vektor alanlar: i¢in 6zdes olarak sifir
oldugunda projektif flat olarak adlandirilir ve boylece M?"*! {izerinde P(X,Y)Z = 0
sart1 saglaniyorsa manifoldumuza projektif flat hemen hemen a-kosimplektik manifoldu

denir.

Teorem 5.2.1 (M?*"*! ¢, & 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Eger
M?"*1 bir projektif flat manifold ve o fonksiyonu ¢ vektor alan1 boyunca paralel ise o

zaman M?"t! manifoldu
r=(2n+1)S(,€) + 2nl2(¢(Veh)),

skalar egriligine sahiptir. Burada «, M?"*! iizerinde da A 7 = 0 seklinde tamiml bir

diizgiin fonksiyondur.

Ispat (M?"t! ¢, €, 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifoldu projektif flat yani,
P(X,Y)Z = 0 olsun. Bu durumda (2.5) esitliginin yardimiyla

R(X,Y)Z = % IS(Y, 2)X — S(X, Z)Y], (5.8)

yazilir. (5.8) denkleminin her iki tarafi keyfi W vektor alanina gore ig garpilirsa

R(X,)Y,Z, W) = ZL [g(X, W)S(Y, Z) — g(Y,W)S(X, Z)], (5.9)

n
bulunur. Buradan (5.9) esitliginde W = ¢ alindiginda

n(R(X,Y)Z) = % (n(X)S(Y, Z) =n(Y)S(X, Z)], (5.10)

elde edilir ki burada R(X,Y, Z, W) = g(R(X,Y)Z, W) dir. Aym mantikla tekrardan

X vektor alani yerine € secildiginde
J(R(EY)Z,6) = o [S(Y. 2) ~ n(Y)S(Z,€)].
yazilir. Riemann egrilik tensorii tanimi diisiintildiigiinde
J(R(Z,EY) = 5 S0V, 2) = n(Y)S(Z,€)].
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oldugu goriiliir. Burada (3.15) ve (3.18) esitlikleri birlikte hesaba katilirsa

S(X,Y) = =2n|[(a®+&)g(Y,Z) +2ag9(oY,hZ) + g(hZ,hY)

(5.11)
+9((Veh)Z,¢Y) + 5on(Y)(div(eh))Z]

denklemine ulagilir. Tanjant uzaymn herhengi bir noktasindaki bir ortonormal taban

{E;},i=1,....2n+ 1 olsun. Budwumda 1 <i<2n+1,Y = Z = E; i¢in (5.11)
2n+41

esitliginin her iki tarafinin Y ve Z ye gore kontraksiyon yapildiginda Y S(E;, E;) = r,
i=1

I2(¢h) = Iz(h) = 0 olmak iizere,

2n+1

ro= =2n|Y (&®+£&)g(Ei, E) + 2a9(oE;, hE;) + g(hE;, hE;)
i=1
1
+9((Veh) Ei, 0F;) + o (Ei)(div(oh)) Ei | (5.12)
elde edilir. Burada
2n+1
(div(eh))§ = ; 9((Ve,0h)§, Ei),
2n_+1
= X 9(-0h(VE0), F),
2n_+1
= ; 9(—¢h(—@¢2Ez' - ¢hEz')> Ei)>
2n_+1 2n+1
= Z 9(04¢3hEi, Ez) - Z 9(¢2h2Ei, Ei),
i=1 i=1
2n+1 2n+1
= > —ag(¢hE, E;)+ ) g(thi,Ei),
i=1 i=1
= 12(h?),

dir. Boylece (5.12) esitligi diizenlendiginde

r= =20 |(a®+£()(2n+ 1) - 20 L2(h) + I2(h?)
~E2(6(Veh)) + 34 (div(oh))]

bulunur. Hipotezden dolay1 {(«) = 0 alinip, sadelegtirme yapildiginda
r=—(2n4+1) [mﬁ + h(h?)} + 20l 2(6(Veh)),

sonucu elde edilir. Bu son denklemde (3.19) esitligi gozoniine alinirsa istenen sonuca

ulagilir.
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Teorem 5.2.2 (M?" 1 ¢, & n, g) bir projektif flat a-kosimplektik manifold olsun. Eger
« fonksiyonu ¢ vektor alan1 boyunca paralel ise o zaman M?"*! manifoldu bir Einstein

manifoldudur.
Ispat (2.5) esitligi gozoniine almirsa

J(R(Z.EEY) = o= [S(Y. 2) = 0(¥)S(2,€)] (513)
yazilir. Bundan bagka, bir a-kosimplektik manifold keyfi Z vektor alani icin

R(Z,8)¢ = (a® +&() n(2)¢ - 7],
ve
8(2,€) = —2n(a® + &(a))n(2),
esitliklerini saglar. Burada «, M?"*! iizerinde da A n = 0 ile verilen bir diizgiin

fonksiyondur. (5.13) esitligi ve bu son iki denklem birlikte hesaba katilirsa

g((@®+ () (2)E - 2],Y) = % [S(Y, Z) +n(Y)2n(a® + &(a))n(Z)]
bulunur. Buradan
S(Y, Z) = —2n(a? + &(a))g(Y, 2),

elde edilir. Ozel olarak, £(a) = 0 almdiginda
S(Y, 7) = ~2n0%g(Y, 2),

denklemine ulagilir. Einstein manifoldun tanimindan istenen sonuca ulagilir.

9.3 Konsirkiiler Flat Hemen Hemen (-Kosimplektik Manifoldlar

Bu kisimda da benzer bir metodoloji ile manifold yapisi iizerinde konsirkiiler egrilik
tensoriiniin 6zdes olarak sifir olmasi anlamina gelen C' = 0 sartin ele alalim. Gergek-
ten (2.4) denklemiyle verilen konsirkiiler egrilik tensorii keyfi vektor alanlar igin 6zdeg
olarak sifir oldugunda konsirkiiler flat denir ve bu durumda manifoldumuzun iizerinde

C(X,Y)Z = 0 sarti1 saglaniyorsa manifoldumuza konsirkiiler flat hemen hemen a-

kosimplektik manifold adi verilir.

43



Teorem 5.3.1 (M?"*! ¢, £ 1, g) bir konsirkiiler hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun. Eger M?"*! {izerinde ¢h tensor alanina gore n-paralellik ozelligi saglaniyorsa o
zaman M?"*! manifoldu

r=(2n+1)Iz(1),

skalar egriligine sahiptir. Burada «, M?"*! iizerinde do A 7 = 0 seklinde taniml bir

diizgiin fonksiyondur.

Ispat Oncelikle C' = 0 oldugunu varsayalim. O halde (2.4) esitligi kullanilirsa

r

R(X,Y)Z = @) 9(Y, 2)X — g(X, 2)Y], (5.14)
bulunur. (5.14) denkleminden
ROXY, Z.W) = 5oas 0V 2)g (X W) = g(X, 2)g( W), (5.15)

yazilir. Burada R(X,Y,Z, W) = g(R(X,Y)Z, W) dir. (5.15) denkleminde W = ¢

alinirsa
r

n(R(X,Y)Z) = mEn 1)

m(X)g(Y,Z) —n(Y)g(X, Z)],

ve tekrardan bu son denklemde X = ¢ secildiginde

r

2n(2n + 1) (Y, Z2) =n(Y)n(Z)]. (5.16)

n(R(,Y)Z) =

elde edilir. Burada ¢h tensor alanina gore n-paralellik sart1 gozoniine alindiginda yani,
Onerme 3.3.7 yardimiyla
S(X,€) = n(X)1=(1), (5.17)

bulunur. (5.17) esitligi (5.16) egitliginde yerine yazildiginda

r

nian 1) 92 2) — ¥ )n(Z)l, (5.18)

n(R(¢,Y)Z) =

denklemine ulagilir. Tanjant uzayimn herhengi bir noktasindaki bir ortonormal taban
{E;},i=1,....2n+ 1 olsun. Buduwrumda 1 < i <2n+1,Y = Z = E; i¢in (5.18)
esitliginin her iki tarafinin Y ve Z ye gore kontraksiyon yapildiginda

2n+1 2n+1 2n+1

; 9(R(& ENEi. §) = ey ; 9(Ei, E;) — ; n(E)n(E:)|
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yazilir. Bu son denklem sadelestirilirse

r

S(S?&) - m7

dir. Burada S(€, €) = I2(1) oldugundan istenen sonuca kolayca ulagilir.

Simdi, genel bir hemen hemen a-kosimplektik manifold 6rnegi inga edelim:

Ornek 5.3.1 R (2y,..., 20,91, . .., Yn, 2) standart koordinat sistemi ve M C R**1,
M ={(z1,....Tp, Y1, Y, 2) ER¥L 240},

bi¢iminde tanimlh (2n + 1)-boyutlu bir manifold olsun. Ayrica, M nin global bazlarini

2 0 0

Y; = f=— i=12...,n

0
Xi =2 Y ) ’
: 23 Qy; 0z

8337;’

seklinde alalim. Herhangi i,5 € {1,2,...,n} i¢in bu vektor alanlarinin Lie braketleri

» =]

ve

£X1= X%, [EYi=-1Y

ile verilsin. Bundan bagka, g metrigi
11 5 5 2
g:ZZ ;d:pi + 2°dy; | +dz°, n=dz,
i=1

seklinde tanimlansin. Buna gore,

0 1 0 o . P -

olmak iizere, (¢, &, 7, g) yapist M bir hemen hemen degme yapisidir. Oyleyse bu yapmm

bir hemen hemen a-kosimplektik yap1 olup olmadigini aragtirmaliyiz. Bu durumu kon-
trol etmek i¢in d® = 2a (n A D) esitliginin varligim sorgulamaliyiz. Burada segilen tiim

D, ler &;; =g <gz5 <a%> , ai) = ZZ hari¢ hepsi 6zdeg olarak sifirdir. Buna ilaveten,

2 n
z
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oldugundan d® dig tiirevi

1 1
dq):ﬁz(dx/\dy/\dz)zg (nA D),

8z
1
ile verilebilir. Sonug olarak, M manifoldu iizerinde «a(z) = 162 olacak gekilde bir «(z)
z

diizgiin fonksiyonu mevcuttur. Burada ¢ ye gore Nijenhuis torsiyon tensoriiniin sifirdan

farkli oldugu agiktir. Boylece manifold yapisi bir hemen hemen yapidadir.
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6 TARTISMA ve SONUC

Bu yapilan calisma sonunda goriilmiistiir ki hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar
icin ozellikle n-paralel ve diger paralel tensor alanlar1 goz 6niine alindiginda genel bir
siniflandirma problemi hala agiktir. Genel bir karakterizasyon bazi 6zel sartlar veya
ek ilave durumlar disinda mevcut degildir. Daha sonraki ¢alismalarimizda ozellikle
konformal, projektif ve konsirkiiler egrilik tensorlerinin yar1 simetriklik sarti ile diger
paralellikler arasindaki iligkiler aragtirilacaktir. Ayrica, lokal simetrik ve yari simetrik
hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar icin paralellik sartlar1 yeniden incelenebilir.
Bu durumda daha genel sonuclarin ortaya ¢ikmasi biiyiik bir olasiliktir. Diger yandan,
Ricci simetrik, Ricci yari simetrik, D-Konformal tensor, Pseudo simetrik ve Pseudo
yar1 simetrik gibi 6zel tensor sartlari altinda hemen hemen a-kosimplektik yapilar ele
alimabilir. Gelecek caligmalarda temel amacimiz ve motivasyonumuz, bu planladigimiz
tensor alanlar ile ilgili caligmalart hemen hemen a-kosimplektik (k, i, v) uzaylarinda

null sartina bagh olarak incelemek olacaktir.
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