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1 GİRİŞ

Boş cümleden farklıkeyfiM cümlesi üzerinde en önemli durumlardan biri c = c(t) eğrisi

boyunca kovaryant türev kavramıdır. Eğer Y , c = c(t) eğrisi boyunca bir diferensiyel-

lenebilir vektör alanıise o zaman

Y
′
(t) = DY

∂

∂t
,

denklemi geçerlidir. Eğer burada c
′
(t) = 0 olsa bile Y

′
(t) sıfırdan farklıolabilir. Örnek

olarak, c = c(t) eğrisi sabit bir eğri olduğunda c(t) ≡ p ve Y , c = c(t) eğrisi boyunca

bir diferensiyellenebilir vektör alanıdır. Yani, Y vektör alanıTpM üzerine bir düzgün

dönüşümse o zaman Y
′
sabit TpM uzayı üzerine bir dönüşüm anlamında Y vektör

alanının alı̧sılmı̧s anlamda normal türevidir. Dolayısıyla bir vektör alanının bir dönüşüm

boyunca paralelliğini şu şekilde tanımlayabiliriz:

Tanım 1.1 f : N −→ M bir dönüşüm olsun. Eğer N nin tüm X vektör alanlarıiçin

DXY = 0 şartısağlanıyorsa Y vektör alanına f : N −→ M boyunca paraleldir denir

(Sharpe 1997).

Genel olarak, bir f dönüşümü boyunca hiçbir paralel vektör alanıyoktur. Fakat bir

düzgün eğri için Y
′

= 0 şartınısağlayan bu tür alanlar her zaman mevcuttur. Böylece

şu sonucu verebiliriz:

Sonuç 1.1 c : I −→ M bir düzgün eğri olsun. t0 ∈ I ve υ ∈ Tc(t0)M olmak üzere,

Y (t0) = υ denklemiyle verilen c = c(t) eğrisi boyunca sadece bir tek Y paralel vektör

alanımevcuttur (Sharpe 1997).

c : I −→ M bir düzgün eğri, t0, t1 ∈ I ve p0 = c(t0) ile P1 = c(t1) olsun. Buradaki

P : Tp0M −→ Tp1M dönüşümüne p0 noktasından p1 noktasına c = c(t) eğrisi boyunca

bir paralel dönüşüm denir, Y (t1) ∈ Tp1M , c = c(t) eğrisi boyunca Y (t0) = υ denklemiyle

verilen bir tek Y paralel alanının değeridir. P dönüşümü bir lineer izomorfizmadır. Bu

izomorfizma p1 noktasından p0 noktasına c = c(t) eğrisi boyunca P nin ters dönüşümün

bir paralel dönüşüm olduğu anlamında tektir. Bir başka ifadeyle, eğer Tp0M uzayının

bir bazı (υ1, υ1, . . . , υm) ve Ei, Ei(t0) = υi, 1 ≤ i ≤ m, denklemiyle verilen paralel
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vektör alanıise o zaman (E1(t), . . . , Em(t)) her t ∈ I için Tc(t)M uzayının bir bazıdır.

Bu şekilde tanımlanan böyle bir çatıparalel bir çatıolarak adlandırılacaktır.

Örnek 1.1 Rm üzerinde bir Y vektör alanının bir düzgün c : I −→ Rm eğrisi boyunca

paralel olması için gerek ve yeter şart Y vektör alanının sabit olmasıdır. Burada D

konneksiyonunun eğrilik tensörü R

R : χ(M)× χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

R(X, Y )Z = DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z
,

biçiminde tanımlansın. Eğer R tensörü özdeş olarak sıfıra eşitse (R = 0) D konneksiy-

onuna flat denir. R = 0 olmasıdurumunda herhangi bir konneksiyon için de geçerlidir.

Şimdi yukarıda verdiğimiz paralellik izahınımanifold üzerinde ele elalım. Bir M mani-

foldu üzerinde bir lineer konneksiyon olan ∇ ile verilen bir T tensör alanı, M üzerinde

eğriler boyunca paralel yer deği̧stirmeler altında deği̧smez kalır. Başka bir ifadeyle, her

p, q ∈ M için Tp değeri (p noktasındaki T tensör alanının değeri) p ve q noktalarıyla

birleşen herhangi bir düzgün eğri boyunca q noktasına paralel yer deği̧stirmeler altında

Tq tensör değerine dönüşür. Bir T tensör alanının paralel olması için gerek ve yeter

koşul herhangi bir keyfiX vektör alanıdoğrultusunda onun kovaryant türevinin özdeş

olarak sıfıra eşit olmasıdır. Yani, ∇ konneksiyonuna göre, ∇XT = 0 veya diğer bir

deği̧sle, T tensör alanının kovaryant diferensiyelinin sıfır olmasıdır (Sharpe 1997).

Levi-Civita konneksiyonu ile verilen bir Riemann manifoldu üzerinde diferensiyel form-

ların paralel alanlarıözel bir ilgi alanıolmuştur. Her böyle ω formu Laplace-Beltrami

operatörü olan∆ ile yer deği̧stirilen diferensiyel formların uzayındaki bir çok lineer oper-

atörlerle ili̧skilidir. Bu ili̧skiler ω formuna göre tensör çarpımıyoluyla gerçekleşir. Örnek

olarak, ω tarafından iç ve dı̧s çarpımsal operatör veya diferensiyel formlar uzayının al-

tuzaylarının üzerine dik izdüşümlerinin operatörü holonomi grubuna göre deği̧smez kalır

(Blair 2002).

En önemli teori (Hodge Teoremi) Kaehler ve kuaterniyon Kaehler manifoldları için

geli̧stirilmi̧stir. Burada bu manifoldlar için sırasıyla, 2-formlar ve 4-formlar her zaman

paralel alanlardır. Bir Riemann uzayında herhangi paralel diferensiyel form harmonik-

tir. Fakat bir kompakt simetrik Riemann uzayında bu durumun tersi doğrudur. Yani,
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harmonik form paraleldir. Bu alanda yapılan çalı̧smalar genelde topolojik ve cebirsel

anlamdadır. Çalı̧smalarda özellikle metriğin deği̧stirilmesi problemlere farklıanlamlar

yüklemi̧stir. Örnek olarak, T paralel vektör alanıbir pseudo Riemann metriğine sahipse

bu durumda Levi-Civita gibi herhangi bir konneksiyon daima mevcut ve tektir (Blair

2002).

Bu tez çalı̧smasında kullanacağımız hemen hemen değme metrik manifoldların bir alt-

sınıfıolan manifoldumuzun yapısıile ilgili literatür bilgisi vermeye çalı̧salım:

Geometride özellikle manifold teorisinde oldukça önemli bir yere sahip olan hemen

hemen değme Riemann manifoldlarının biraz yakın tarihinden bahsedelim. Tek boyuta

sahip manifoldlar üzerinde yapılan çalı̧smada U(n)× 1 yapısal grubunun bir indirgen-

mesiyle hemen hemen değme yapılar ilk olarak Gray tarafından tanımlanmı̧stır (Gray

1959). Bu arada (2n + 1)-boyutlu bir (C∞) sınıfından dif.bilir. bir M manifoldunun

tanjant demetlerinin grup yapısıU(n)×1 tipine indirgenebiliyorsaM nin hemen hemen

bir değme manifold olarak adlandırıldı̆gınıhatırlatalım. Bu durumda, (2n+ 1)-boyutlu

bir hemen hemen değme yapısı

φ2X = −X + η(X)ξ, η(ξ) = 1,

denklemleriyle verilmi̧s ve (1, 1)-tipli bir tensör alanıφ, bir vektör alanıξ ve bir 1-form

olan η sayesinde elde edilen (φ, ξ, η)-üçlüsüyle gösterilmi̧stir. Bunu takiben, (φ, ξ, η)

hemen hemen değme yapısıüzerinde

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ),

η(X) = g(X, ξ),

denklemleri yardımıyla bir g metriği tanımlanarak hemen hemen değme metrik yapıtam

olarak ifade edilmi̧stir (Sasaki 1960). Daha sonra aynıyazar hemen hemen değme man-

ifoldlar üzerinde normallik şartıolarak da bilinen belli bir şartın J kompleks yapısının

(J2 = −I) integrallenebilmesi olduğununu göstermi̧stir (Sasaki 1961).

O zamanlar yapılan en önemli çalı̧smalardan biri Tanno tarafından kaleme alınmı̧stır

(Tanno 1969). Maksimum boyutlu otomorfizm gruplarına sahip hemen hemen değme
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Riemann manifoldlarınısınıflandırmı̧stır. Bu sınıflandırmayı3 sınıfta ele almı̧stır. Bir-

inci sınıf manifoldlar; eğer ξ vektör alanını ihtiva eden 2-düzlemler için kesit eğriliği

K(X, ξ) > 0 ise sabit φ-holomorfik kesit eğriliği ile verilen homojen normal değme

Riemann manifoldlar olarak adlandırılmı̧stır. İkinci sınıf ise; K(X, ξ) = 0 olduğunda

sabit holomorfik kesit eğriliği ile verilen bir Kaehler manifold ve bir çember veya bir

doğrunun global Riemann çarpımlarıbiçiminde verilen manifoldlardır. Üçüncü sınıf ise;

K(X, ξ) < 0 için L×f CEn katlı(warped) çarpım uzayıile ifade edilen manifoldlardır.

Bilindiği üzere birinci sınıfta verieln manifoldlar bazı tensör denklemleri yardımıyla

karakterize edilmi̧stir. Bu manifoldlar Sasakian yapıya sahiptir.

Ayrıca, bu çalı̧smaları takiben hemen hemen değme metrik yapı yardımıyla kosim-

plektik manifold olarak adlandırılan hemen hemen değme metrik yapıların bir altsınıfı

tanımlanmı̧stır (Goldberg and Yano 1969). Bu tanımlamadan sonra özellikle Olszak

kosimplektik manifoldlar üzerinde çok fazla çalı̧sma yapmı̧stır (Olszak 1981).

Bizim çalı̧stı̆gımız manifold yapısının esasınıteşkil eden en temel referans çalı̧sma ise

1972 yılında Kenmotsu tarafından yapılmı̧stır (Kenmotsu 1972). Kenmotsu hemen

hemen değme metrik manifoldlar üzerinde yeni bir karakterizasyon ve sınıflama ortaya

koymuştur. Bu yeni yapıyla kurulan manifold sonraları Kenmotsu manifold olarak

adlandırılmı̧stır (Kenmotsu 1972). Bundan başka, Vanhecke hemen hemen Kenmotsu

yapıyıdaha genel halde hemen hemen α-Kenmotsu manifoldlarıolarak literatüre ek-

lemi̧stir (Vanhecke 1981).

Son zamanlarda yapılan yeni bir tanımlama hemen hemen α-Kenmotsu ve hemen hemen

kosimplektik yapılarınıbirlikte ele almaya neden olmuştur. Kim ve Pak hemen hemen

değme metrik manifoldların geni̧s bir altsınıfıolan hemen hemen α-kosimplektik man-

ifold kavramını literatüre katmı̧stır öyle ki bir (2n + 1)-boyutlu (M,φ, ξ, η, g) hemen

hemen α-kosimplektik yapısı

dη = 0, dΦ = 2αη ∧ Φ,

denklemleriyle verilmi̧stir. Burada α, keyfi bir reel sayıve Φ, temel 2-formdur (Kim

and Pak 2005). Verilen bu denklemlerde özel olarak α = 0 alınırsa hemen hemen
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kosimplektik manifold, α 6= 0 alındı̆gında ise hemen hemen α-Kenmotsu manifold elde

edilir. Nijenhuis tensör alanına göre normallik şartıaltında ise α-kosimplektik manifold

ya kosimplektik yada α-Kenmotsu manifoldudur.

Şimdi, bu tez çalı̧smasında ele alacağımız belli bazıtensör alanlarıve paralellik şart-

larıyla ilgili gerekli literatür bilgilerini verelim:

Genel olarak Riemann geometrisinde, R Riemann eğrilik tensöründen sonra en önemli

eğrilik tensörlerinin Weyl konformal eğrilik tensörü C, projektif eğrilik tensörü P ve

konsirküler eğrilik tensörü C olduğu ifade edilir (Yano and Kon 1984). Bu yüzden pek

çok yazar bu tensörleri veya bunlar tarafından tanımlanan tensör çarpımlarını isim-

leri, sırasıyla, konformal yarısimetrik, projektif yarısimetrik, konsirküler yarısimetrik

olan R(X, Y ) · C = 0, R(X, Y ) · P = 0 ve R(X, Y ) · C = 0 tensörlerini ele almı̧stır

(Bagewadi et al. 2007, Özgür 2007). Burada R(X, Y ) manifoldun her bir noktasındaki

tensör cebirinin türevi olarak alınmı̧stır. Bu tanımlardaki yarı simetrik kavramının

esasıyarısimetrik manifold kavramından gelmektedir. Bu tür manifoldlar için önemli

bir sınıflandırma Szabó tarafından yapılmı̧stır (Szabó 1982). Litertürdeki ilk tanım-

lama ise R · R = 0 denklemiyle ilk kez Nomizu tarafından verilmi̧stir (Nomizu 1968).

EğerMn Rn+1 Öklid uzayının bir tam bağlantılıyarısimetrik hiperyüzeyi (n > 3) yani,

R · R = 0 ise Mn lokal simetriktir. Yani, ∇R = 0 dır. Bundan sonraki çalı̧smalarda

manifold sınıflandırmalarında lokal simetri ve yarısimetrik şartıönemli rol oynamı̧stır.

CR-yapıdeğme metrik uzaylarda önemli bir yere sahiptir. Bu yapının integrallenebilme

şartıbu φ tensör yapısının η-paralel olmasına denktir. Yani, ξ vektör alanına dik olan

tüm vektör alanlarıiçin

g((∇Xφ)Y, Z) = 0,

dır. Başka bir bakı̧s açısıyla, D = ξ⊥ değme dağılımına kısıtlanmı̧s tensör alanlarıkom-

pleks anlamda bazıkompleks tensörlerle ili̧skilidir. O halde değme yapıüzerinde tanım-

lanan η-paralellik kompleks durumdaki paralellikle ili̧skilidir (Boeckx 2000). Örnek

olarak, φ tensör alanının η-paralelliği ∇J = 0 özelliğiyle verilen Kaehler yapıyla ili̧sk-

ilidir. Diğer bir örnek ise Takahashi tarafından Sasakian manifoldlar için verilen lokal
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φ-simetrik kavramıdır. Eğer eğrilik tensörü η-paralel ise o zaman bir Sasakian manifold

lokal φ-simetriktir. Yani, her ξ vektör alanına dik olan vektör alanlarıiçin

g((∇XR)(Y, Z)U, V ) = 0,

denklemi geçerlidir. Benzer yolla, h = 1
2
Lξφ tensör alanıyla verilen bir değme metrik

manifoldun η-paralel olmasıher ξ vektör alanına dik olan vektör alanlarıiçin

g((∇Xh)Y, Z) = 0,

şartının sağlamasıyla mümkündür (Boeckx 2000). Burada h tensör alanıdiğer tensör

alanlarına göre daha az önemdedir. Çünkü h nın tanımında kullanılan tensör alanlarıξ

ve φ temel tensör alanlarıdır. Bu yüzden h tensör alanının kompleks yapıyla bir benzer-

liği yoktur. Bu tensör alanının değme metrik manifold geometrisi üzerindeki sonuçları

oldukça şaşırtıcıdır. BirK-değme olmayan değme metrik manifold bir η-paralel h tensör

alanıyla verildiğinde onu ilgilendiren CR-yapıintegrallenebilirdir. Ayrıca aynışartlar

altında h tensör alanıη-paralel ise o zaman manifold bir (k, µ)-uzayıdır. Burada özel bir

sonuç vermek gerekirse, 3-boyutlu bir değme metrik manifold üzerinde h tensör alanı

η-paralel ise manifold bir (k, µ)-uzayıdır (Boeckx and Cho 2005).

Ayrıca, değme metrik manifoldlar üzerinde her X, Y vektör alanlarıiçin,

g(τX, Y ) = (Lξg)(X, Y ),

denklemiyle τ torsiyon tensör alanıtanımlanmı̧stır (Boeckx and Cho 2005). Bu çalı̧s-

mada τ torsiyon tensör alanının η-paralelliği incelenmi̧stir. Özellikle kesit eğrilik ve τ

torsiyon tensör alanının η-paralellik şartlarıaltında bir (k, µ)-yapıda olmasının gerek

ve yeter şartlarıbulunmuştur.

Dileo ve Pastore hemen hemen Kenmotsu manifoldlar üzerinde bazıtensör alanlarının

η-paralellik şartlarını araştırmı̧slardır (Dileo and Pastore 2009). Özellikle h
′

= h ◦

φ bileşke tensör alanının η-paralelliği üzerinde durulmuştur. Bu çalı̧smaları takiben

hemen hemen α-kosimplektik manifoldlar üzerinde h ve φ ◦ h tensör alanlarına göre

η-paralellik çalı̧sılmı̧stır (Öztürk 2009, Öztürk vd. 2014).
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Bu yüksek lisans tez çalı̧smasında, hemen hemen α-kosimplektik manifoldlar üzerinde α

yıdα∧η = 0 şeklinde bir düzgün fonksiyon seçtiğimizde h tensör alanının η-paralelliği ve

bazıilave şartlarla birlikte ortaya çıkan geometri incelenmi̧stir. Ayrıca τ torsiyon tensör

alanının bazıparalellik şartlarıaraştırılmı̧s ve bazısonuçlar verilmi̧stir. Bundan başka,

Weyl konformal flat, konsirküler flat ve projektif flat hemen hemen α-kosimplektik

manifoldlar ele alınmı̧stır.

İkinci bölümde, temel manifold teori ile ilgili temel tanım ve kavramlar verilmi̧stir. Bu

bölümün birinci alt kısmında Riemannmanifoldlarıve bazıtemel kavramlar tanıtılmı̧stır.

İkinci alt kısmında ise hemen hemen değme metrik manifoldlar ile ilgili literatürde yer

alan temel kavramlar verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, hemen hemen α-kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel kavramlar

verilmi̧stir. Bu bölümün ilk kısmında; hemen hemen α-kosimplektik yapılar ele alın-

mı̧stır. İkinci kısmında, temel eğrilik özellikleri hemen hemen α-kosimplektik manifold

üzerinde verilmi̧stir. Üçüncü kısmında ise bazıparalel tensör alanlarıtanıtılmı̧stır.

Dördüncü bölümde, h tensör alanının η-paralel olmasıdurumunda bazıilave şartlarda

ortaya koyulduğunda kaŗsımıza çıkan geometri çalı̧sılmı̧stır. Ayrıca bazıbelli tensör

alanları ile de ilgilenilmi̧s olup, bazısonuçlar verilmi̧stir. Burada α, M2n+1 üzerinde

dα∧η = 0 şeklinde tanımlanan bir düzgün fonksiyondur. Birinci kısımda, hemen hemen

α-kosimplektik manifoldlar üzerinde h tensör alanının η-paralelliği verilmi̧stir. İkinci

kısımda, φh tensör alanının η-paralelliği incelenmi̧stir. Üçüncü kısımda, τ torsiyon

tensör alanının bazıparalellik şartlarıaraştırılmı̧s ve bazısonuçlar verilmi̧stir.

Son bölümde, belli bazıflat koşullarısağlayan hemen hemen α-kosimplektik manifoldlar

ele alınmı̧stır. Özellikle bu flat durumlar için η-paralel tensör alanlarının manifold

yapısıüzerindeki etkileri araştırılmı̧stır. Birinci kısımda, konformal flat hemen hemen

α-kosimplektik manifoldlar araştırılmı̧stır. İkinci kısımda, projektif flat hemen hemen

α-kosimplektik manifoldlar çalı̧sılmı̧stır. Üçüncü kısımda ise konsirküler flat hemen

hemen α-kosimplektik manifoldlar incelenmi̧stir. Üçüncü kısım sonunda hemen hemen

α-kosimplektik manifoldlar üzerinde genel bir örnek inşa edilmi̧stir.
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2 TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Bu bölümde, çalı̧sma konumuzla ilgili olan temel tamımlar ve kavramlar verilmi̧stir. Bu

tanımlar ve kavramlar manifold teori alanından alınmı̧stır.

2.1 Manifoldlar

Bu kısımda, daha sonraki bölümlerde kullanılacak manifoldlar ile ilgili temel kavramlar

verilmi̧stir.

2.1.1 Riemann Manifoldları

Bu alt kısımda, Riemann manifoldların temel kavramlarıele alınacak ve önemli özellik-

leriyle tanıtılacaktır.

Tanım 2.1.1.1 M, n-boyutlu bir C∞ manifold olsun. Mn üzerinde vektör alanlarının

uzayıχ(Mn) ve reel değerli C∞ fonksiyonlarının halkasıC∞(Mn,R) olmak üzere,

g : χ(Mn)× χ(Mn) −→ C∞(Mn,R)

simetrik, 2-lineer ve pozitif tanımlıbir g dönüşümüneMn üzerinde bir Riemann metrik

tensörü ve (Mn, g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir (O’neill

1983).

Mn manifoldunun herhangi iki p ve q noktasıiçin Mn üzerinde bu noktalarıbirleştiren

bir eğri bulunabiliyorsa Mn ye bağlantılımanifold adıverilir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.1.2 Mn bir C∞ manifold olsun. Mn üzerinde vektör alanlarının uzayı

χ(Mn) olmak üzere,

∇ : χ(Mn)× χ(Mn)
2-lineer−→ χ(Mn)

(X, Y ) −→ ∇(X, Y ) = ∇XY

dönüşümü, ∀ f, g ∈ C∞(Mn,R), ∀ X, Y, Z ∈ χ(Mn) için,

(1) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(2) ∇fX+gYZ = f ∇XZ + g ∇YZ,
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(3) ∇X(f Y ) = f ∇XY +X(f)Y,

özellikleri sağlanıyorsa ∇ ya Mn üzerinde bir afin konneksiyon denir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.1.3 (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve ∇ da Mn üzerinde bir afin konnek-

siyon olsun. O zaman, ∇ dönüşümü; ∀ X, Y, Z ∈ χ(Mn) için,

(1) ∇XY −∇YX = [X, Y ] (Konneksiyonun sıfır torsiyon özeliği),

(2)Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z)+g(Y,∇XZ) (Konneksiyonunmetrikle bağdaşma özeliği),

şartlarınısağlıyorsa ∇ ya Mn üzerinde sıfır torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

Mn nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.1.4 (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve ∇, Mn üzerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. O zaman,

R : χ(Mn)× χ(Mn)× χ(Mn) −→ χ(Mn)

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z
(2.1)

ile tanımlanan (1, 3)-tipli tensör alanıR ye Mn nin Riemann eğrilik tensörü denir.

Ayrıca, ∀ X, Y, Z, V,W ∈ χ(Mn) olmak üzere, R Riemann eğrilik tensörü

(1) R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z,

(2) g(R(X, Y )V,W ) = −g(R(X, Y )W,V ),

(3) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,

(4) g(R(X, Y )V,W ) = g(R(V,W )X, Y ),

özelliklerini sağlar (O’neill 1983).

Önerme 2.1.1.1 (Mn, g) bir Riemann manifold, ∇ konneksiyonuMn üzerinde bir Levi-

Civita konneksiyonu, E, (1.1)-tipli bir tensör alanı, F simetrik bir tensör alanıve G

ters simetrik bir tensör alanıolmak üzere,

(∇XE)Y = ∇XEY − E (∇XY ) ,

g((∇XF )Y, Z) = g(Y, (∇XF )Z), g((∇XG)Y, Z) = −g(Y, (∇XG)Z),

dır (O’neill 1983).

Tanım 2.1.1.5 (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. TpM tanjant uzayının iki boyutlu

altuzayıΠ ve V,W ∈ Π vektörleri üzerine kurulan paralel kenarın alanı

g(V, V )g(W,W )− g(V,W )2 6= 0
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olsun. O zaman,

K(V,W ) =
g(R(V,W )W,V )

g(V, V )g(W,W )− g(V,W )2

eşitliğine Π nin kesit eğriliği denir ve K(Π) ile gösterilir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.1.6 (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve {e1, e2, ..., en} , lokal ortonormal

vektör alanlarıolmak üzere,

S : χ(Mn)× χ(Mn) −→ R

(X, Y ) −→ S(X, Y ) =
n∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei)
(2.2)

biçiminde tanımlı (0, 2)-tipindeki S tensör alanına Mn üzerinde Ricci eğrilik tensörü

denir.

Bundan başka, (0, 2)-tipli Q Ricci operatörü

S(X, Y ) = g(QX, Y )

eşitliği ile verilir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.7 (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve {e1, e2, ..., en} , lokal ortonormal

vektör alanlarıolmak üzere,

r =
n∑
i=1

S(ei, ei)

değerine Mn nin skalar eğriliği denir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.8 (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. Eğer Mn nin eğrilik tensörü

paralel yani, ∇R = 0 ise o zaman, Mn ye lokal simetrik uzay denir (Yano and Kon

1984).

Tanım 2.1.1.9 (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve Mn üzerinde bir pozitif fonksiyon ρ

olsun. Bu durumda, g∗ = ρ2g eşitliği Mn üzerinde metrik deği̧simini tanımlar. Burada

her bir noktadaki iki vektör arasındaki açıdeği̧smezdir. Bu nedenle, bu şekilde tanım-

lanan metrik deği̧simine metriğin bir konformal deği̧simi denir. Eğer ρ fonksiyonu sabit

ise konformal dönüşüm homotetik olarak adlandırılır. Eğer ρ fonksiyonu özdeş olarak

1 ’e eşit ise bu dönüşüm bir izometri olarak adlandırılır.
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Ayrıca, eğer bir g Riemann metriği lokal düzlemsel olan bir g∗ Riemann metriği ile

konformal olarak ili̧skili ise o zaman, Mn Riemann manifolduna konformal düzlemsel

(konformal flat) denir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.10 (M2n+1, g) bir Riemann manifoldu olsun. M2n+1 nin (1, 3)-tipli Weyl

konformal eğrilik tensör alanıC, M2n+1 üzerindeki herhangi X, Y, Z vektör alanları

için,

C(X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1
2n−1 [S(Y, Z)X − S(X,Z)Y − g(X,Z)QY

+g(Y, Z)QX] + r
2n(2n−1) [g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ],

(2.3)

şeklinde tanımlanır. Bundan başka, C nin divergensi c olmak üzere (c = divC),

c(X, Y ) = (∇XQ)Y − (∇YQ)X − 1
2(2n−1) [(∇Xr)Y − (∇Y r)X]

dır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.11 (M2n+1, g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y, Z vektör alanları

için M2n+1 nin (1, 3)-tipli konsirküler eğrilik tensör alanıC ve projektif eğrilik tensör

alanıP ,

C(X, Y )Z = R(X, Y )Z − r
2n(2n+1)

[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ] , (2.4)

P (X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1
2n

[S(Y, Z)X − S(X,Z)Y ] , (2.5)

şeklinde tanımlanır. Burada S Ricci tensörü ve r = tr(S) skalar eğriliktir (Yano and

Kon 1984).

Tanım 2.1.1.12 (M2n+1, g) bir Riemann manifoldu olsun. M2n+1üzerinde tüm keyfi

X, Y vektör alanlarıiçin, bir (M, g) Riemann manifoldunun Riemann eğrilik tensörü

R(X, Y ).R = 0, (2.6)

şartınısağlıyorsa (M2n+1, g) bir yarısimetrik uzaydır denir (Yano and Kon 1984).

Teorem 2.1.1.1 (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn nin konformal düzlemsel

olmasıiçin gerek ve yeter koşul n > 3 için C = 0 ve n = 3 için c = 0 olmasıdır (Yano

and Kon 1984).
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Teorem 2.1.1.2 (Mn, g) bir sabit k eğriliğine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, Mn üzerindeki herhangi X, Y, Z vektör alanlarıiçin,

R(X, Y )Z = k [g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ] (2.7)

dır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.13 Mn bir C∞ manifold olmak üzere,

ϕ : R×Mn −→Mn

(t, p) −→ ϕt(P )

dönüşümü

(1) ∀ t ∈ R için, ϕt : P −→ ϕt(P ) diffeomorfizm,

(2) ∀ t, s ∈ R ve P ∈Mn için, ϕt+s(P ) = ϕt(ϕs(P )),

şartlarını sağlıyorsa ϕ ye Mn nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir

(Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.14Mn bir C∞ manifold veMn üzerindeki bir vektör alanıX olmak üzere,

X ile gerilmi̧s lokal dönüşümlü bir 1-parametreli grup ϕt olsun. O zaman, K bir tensör

alanıve p ∈Mn için,

(LXK)p = lim
t→0

1

t
[Kp − (ϕtK)p]

şeklinde tanımlanan LXK dönüşümüne X yönünde K nın Lie türevi denir ve LXK ile

gösterilir (Yano and Kon 1984).

Önerme 2.1.1.2 Mn bir C∞ manifold ve Mn üzerindeki bir X vektör alanıyönündeki

Lie türevi için,

(1) LX(Y ⊗ Z) = (LXY )⊗ Z + Y ⊗ (LXZ), (Y, Z herhangi tensör alanları)

(2) LXf = X(f), ( f, K cismi üzerinde bir fonksiyon)

(3) LXV = [X, V ] , V ∈ χ(Mn)

özellikleri geçerlidir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.1.15 (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. HerX vektör alanıiçin, LXg =

0 ise X vektör alanına bir Killing vektör alanıdenir (Yano and Kon 1984).
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2.1.2 Hemen Hemen Değme Manifoldlar

Bu kısımda, hemen hemen değme manifoldlar teorisi ile ilgili temel kavramlar ver-

ilmi̧stir.

Tanım 2.1.2.1 (2n + 1)-boyutlu bir manifold M , φ, ξ, η da M2n+1 üzerinde, sırasıyla,

(1, 1)-tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanı ve 1-form olsunlar. O halde, M2n+1

üzerinde herhangi bir vektör alanıX olmak üzere,

η(ξ) = 1,

φ2X = −X + η(X)ξ,
(2.8)

eşitlikleri geçerli ise (φ, ξ, η) üçlüsüne M2n+1 üzerinde bir hemen hemen değme yapıve

bu yapıile birlikte M2n+1 ye bir hemen hemen değme manifold denir (Yano and Kon

1984).

Tanım 2.1.2.2 M2n+1manifoldu (φ, ξ, η) üçlüsüyle birlikte hemen hemen bir değme

yapıolsun. O zaman M2n+1 üzerinde bir g Riemann metriği

η(X) = g(X, ξ),

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )
(2.9)

biçiminde veriliyorsa g metriğineM2n+1 üzerinde hemen hemen değme metrik, (φ, ξ, η, g)

yapısına da hemen hemen değme metrik yapıve (φ, ξ, η, g) yapısıileM2n+1 ye de hemen

hemen değme metrik manifold denir (Yano and Kon 1984).

Önerme 2.1.2.1 M2n+1, (φ, ξ, η, g) hemen hemen değme metrik yapısıile verilsin. Bu

durumda,

g(φX, Y ) = −g(X,φY ) (2.10)

dır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.2.3M2n+1 üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı(φ, ξ, η, g) olmak

üzere,

Φ(X, Y ) = g(X,φY ) (2.11)

şeklinde tanımlıΦ dönüşümüne hemen hemen değme metrik yapısının temel 2-formu

denir (Yano and Kon 1984).
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Tanım 2.1.2.4 (Mn, g) bir Riemann manifold ve x1, x2, . . . , xn Mn nin lokal koordi-

natlarıolsun. w =
√
|g|dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn ve g(x) > 0 ise w ye Mn üzerindeki bir

hacim form denir. Burada dxi, Mn üzerindeki kotanjant uzayda 1-formlar ve |g| , Mn

üzerinde metrik tensörün determinantıdır (Spivak 1965).

Tanım 2.1.2.5 (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn üzerinde bir hacim form

mevcut ise Mn ye yönlendirilebilirdir denir (Gallot et al. 2004).

Sonuç 2.1.2.1 Φ temel 2-formu ters simetrik ve Tanım 2.1.2.3. yardımıyla η ∧ Φn 6= 0

dır. Böylece Tanım 2.1.2.5 gereğince (Mn, φ, ξ, η, g) hemen hemen değme metrik mani-

foldu yönlendirilebilirdir (Gonzalez 1990).

Tanım 2.1.2.6 Mn bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eğer Mn nin her p

noktasıiçin J2 = −I olacak şekilde TpM tanjant uzayının bir J endomorfizmasımevcut

ise, o zamanMn üzerindeki J tensör alanına bir hemen hemen kompleks yapıadıverilir.

Bir J hemen hemen kompleks yapısıile verilen manifolda bir hemen hemen kompleks

manifold denir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.2.7 Mn bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere, Mn üzerinde (1, 1)-

tipli bir tensör alanıF olsun. ∀ X, Y ∈ χ(M) için,

NF (X, Y ) = F 2[X, Y ] + [FX,FY ]− F [FX, Y ]− F [X,FY ]

şeklinde tanımlıNF tensör alanına F tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü

denir (Yano and Kon 1984).

J, Mn üzerinde bir hemen hemen kompleks yapıolsun. Tanım 2.1.2.7 yardımıyla Mn

üzerinde J tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü

NJ(X, Y ) = J2[X, Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]

= −[X, Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]

şeklindedir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.2.8 (M2n, J) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, NJ = 0 ise

J dönüşümüne integrallenebilirdir denir Eğer M2n × R üzerindeki bir J hemen hemen
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kompleks yapısı integrallenebilir ise (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısına normaldir

denir (Yano ve Kon 1984).

Önerme 2.1.2.2M2n+1 üzerinde (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısının normal olması

için gerek ve yeter koşul

Nφ + 2dη ⊗ ξ = 0

eşitliğinin geçerli olmasıdır. Burada Nφ, φ tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon ten-

sörüdür (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.2.9 (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. O

zaman, verilen bu yapı

dΦ = 0 (Φ, kapalıdır), dη = 0 (η, kapalıdır)

şartlarını sağlıyorsa M2n+1 manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.

Eğer bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir (Olszak 1981).

Teorem 2.1.2.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen değme metrik manifold olsun.

M2n+1 manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasıiçin gerek ve yeter koşul ∇Φ ve

∇η kovaryant türevlerinin sıfıra eşit olmasıdır (Olszak 1981).

Tanım 2.1.2.10 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik manifold olsun.

Eğer M manifoldu üzerinde her X, Y, Z vektör alanlarıve α ∈ R, α 6= 0 için,

dη = 0, dΦ = 2αη ∧ Φ

şartları geçerli ise M manifolduna bir hemen hemen α-Kenmotsu manifoldu denir.

α = 1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandırılır (Kenmotsu 1972).

Önerme 2.1.2.3 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu olsun. Bu

durumda,

η′ =
1

α
η, ξ′ = αξ, φ

′
= φ, g′ =

1

α2
g, α 6= 0, α ∈ R (2.12)

şeklinde tanımlı homotetik deformasyon yardımıyla M2n+1 üzerinde bir (φ′, ξ′, η′, g′)

hemen hemen α-Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim and Pak 2005).
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Teorem 2.1.2.2 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik manifold olsun.

M2n+1 nin bir Kenmotsu manifold olmasıiçin gerek ve yeter koşul

(∇Xφ)Y = g(φX, Y )ξ − η(Y )φX, ∇Xξ = −φ2X,

eşitliğinin sağlanmasıdır (Kenmotsu 1972).
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3 HEMEN HEMEN α-KOSİMPLEKTİK MANİFOLDLAR

Bu bölümde, hemen hemen değme metrik manifoldların bir altsınıfıolan hemen hemen

α-kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmi̧stir.

3.1 Hemen Hemen α-Kosimplektik Yapılar

Bu kısımda hemen hemen α-kosimplektik yapılar için temel literatür bilgisi verilmi̧stir.

Tanım 3.1.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. Keyfi

α reel sayısıve M2n+1 üzerinde herhangi vektör alanlarıiçin

dη = 0, dΦ = 2αη ∧ Φ

denklemleri sağlanıyorsa M2n+1 ye hemen hemen α-kosimplektik manifold denir. Özel

olarak, α = 0 durumunda manifold hemen hemen kosimplektik ve α 6= 0 durumunda

ise hemen hemen α-Kenmotsu manifoldudur (Kim and Pak 2005).

Önerme 3.1.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. O

zaman, her X, Y vektör alanlarıiçin,

hX = 1
2
(Lξφ)X, h(ξ) = 0 (3.1)

∇Xξ = −αφ2X − φhX (3.2)

∇ξξ = 0, ∇ξφ = 0 (3.3)

(φ ◦ h)X + (h ◦ φ)X = 0 (3.4)

(∇Xη)Y = α [g(X, Y )− η(X)η(Y )] + g(φY, hX) (3.5)

δη = −2αn, İz(h) = 0 (3.6)

h = 0⇔ ∇ξ = −αφ2 (3.7)

eşitlikleri geçerlidir (Öztürk 2009).

YardımcıTeorem 3.1.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme manifold olsun.

Bu durumda her X vektör alanıiçin,

(∇ξh) ◦ φ+ φ ◦ (∇ξh) = 0
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denklemi sağlanır (Blair 2002).

YardımcıTeorem 3.1.2 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold

olsun. M2n+1 üzerinde (1, 1)-tipli A ve h tensör alanları, sırasıyla, A = −∇ξ ve h =

1
2
Lξφ biçiminde verilsin. O zaman M2n+1 üzerindeki keyfi vektör alanlarıiçin,

(a) A ve h simetriktir ve Aφ+ φA = −2αφ,

(b) η ◦ A = 0, η ◦ h = 0 ve h = A ◦ φ+ αφ,

(c) hA+ Ah = −2αh, İz(A) = −2αn ve İz(φA) = 0

ifadeleri sağlanır (Öztürk 2009).

İspat (a) M2n+1 de X ve Y vektör alanlarıolmak üzere,

g(AX, Y ) = g(αφ2X + φhX, Y )

= −αg(φX, φY )− g(X, hφY ))

= g(αφ2X, Y ) + g(φhY,X)

= g(AY,X)

dır. Buradan A simetrik bir tensör alanıdır. Özel olarak, X = ξ seçildiğinde Aξ = 0

olarak bulunur. Ayrıca, h tensör alanının simetrik olduğu kolayca görülebilir. A tensör

alanıiçin Aφ = (αφ2 + φh)φ ve φA = φ(αφ2 + φh) eşitlikleri yazılır ki bu iki eşitlik

taraf tarafa toplanırsa Aφ+ φA = −2αφ eşitliği bulunur.

(b) A tensör alanının tanımıgereğince

(η ◦ A)X = g(−∇Xξ, ξ),

0 = g(X,∇ξξ),

yazılır. Benzer şekilde, (η ◦ h) bileşke ifadesinin sıfıra özdeş olduğu L Lie türev op-

eratörünün tanımı kullanılarak kolayca bulunur. Bundan başka, (3.2) dekleminden

Aφ = −αφ+ h dır. Buradan h = Aφ+ αφ elde edilir.

(c) hA ve Ah bileşke tensör alanlarıgözönüne alındı̆gında

hA = αhφ2 + hφh, Ah = αφ2h+ φh2
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yazılır. Burada yukarıdaki iki eşitlik taraf tarafa toplanırsa hA + Ah = 2αφ2h olduğu

görülür. A ve φA tensör alanlarının izleri alınarak (3.6) eşitliği kullanıldı̆gında İz(A) =

−2αn ve İz(φA) = 0 eşitlikleri elde edilir.

3.2 Temel Eğrilik Özellikleri

Bu kısımda, Riemann eğrilik tensörü yardımıyla hemen hemen α-kosimplektik manifold

üzerindeki bazıeğrilik özellikleri verilmi̧stir.

Önerme 3.2.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Bu

durumda,

R(X, Y )ξ = α2 [η(X)Y − η(Y )X]− α [η(X)φhY − η(Y )φhX] (3.8)

+(∇Y φh)X − (∇Xφh)Y

= (∇YA)X − (∇XA)Y,

denklemi geçerlidir (Öztürk 2009).

İspat R Riemann eğrilik tensörü tanımıdan ve (3.2) eşitliğinden

R(X, Y )ξ = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ

= ∇X(−αφ2Y − φhY )−∇Y (−αφ2X − φhX)

− (−αφ2 [X, Y ]− φh [X, Y ])

= −α∇Xφ
2Y −∇XφhY + α∇Y φ

2X +∇Y φhX

+ αφ2 [X, Y ] + φh [X, Y ]

= α2 [η(X)Y − η(Y )X]− α [η(X)φhY − η(Y )φhX]

+ (∇Y φh)X − (∇Xφh)Y

bulunur.

Önerme 3.2.2. (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. O

zaman

R(X, ξ)ξ = α2φ2X + 2αφhX − h2X + φ(∇ξh)X (3.9)

(∇ξh)X = −φR(X, ξ)ξ − α2φX − 2αhX − φh2X (3.10)
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R(X, ξ)ξ − φR(φX, ξ)ξ = 2
[
α2φ2X − h2X

]
(3.11)

S(X, ξ) = −2nα2η(X)− (div(φh))X (3.12)

S(ξ, ξ) = İz(l) = −
[
2nα2 + İz(h2)

]
(3.13)

eşitlikleri geçerlidir (Öztürk 2009).

Önerme 3.2.3 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir lokal simetrik hemen hemen α-kosimplektik man-

ifold olsun. O zaman ∇ξh = 0 dır (Pastore and Dileo 2007).

Önerme 3.2.4 Sabit eğrilikli bir hemen hemen Kaehler manifoldun Kaehler manifold

olmasıiçin gerek ve yeter koşul manifoldun lokal düzlemsel olmasıdır (Goldberg 1969).

Önerme 3.2.5 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. O

zamanM2n+1 nin α-kosimplektik manifold olmasıiçin gerek ve yeter koşulD dağılımının

integral altmanifoldlarının Kaehler ve h = 0 olmasıdır (Kim and Pak 2005).

Şimdi temel manifold tanımımızdaki α sabit reel fonksiyonu yerine M2n+1 üzerinde

dα ∧ η = 0 şartınısağlayan bir düzgün fonksiyon seçelim. Bu durumda hemen hemen

α-kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel eğrilik özellikleri aşağıdaki gibi verilmi̧stir:

R(X, Y )ξ = (∇Y φh)X − (∇Xφh)Y − α [η(X)φhY − η(Y )φhX] (3.14)

+
[
α2 + ξ(α)

]
[η(X)Y − η(Y )X] ,

R(X, ξ)ξ =
[
α2 + ξ(α)

]
φ2X + 2αφhX − h2X + φ(∇ξh)X, (3.15)

R(X, ξ)ξ − φR(φX, ξ)ξ = 2
[
(α2 + ξ(α))φ2X − h2X

]
, (3.16)

(∇ξh)X = −φR(X, ξ)ξ −
[
α2 + ξ(α)

]
φX − 2αhX − φh2X, (3.17)

S(X, ξ) = −2n
[
α2 + ξ(α)

]
η(X)− (div(φh))X, (3.18)

S(ξ, ξ) = −
[
2n(α2 + ξ(α)) + İz(h2)

]
. (3.19)

Burada ξ(α) ifadesi α düzgün fonksiyonunun ξ vektör alanıyönündeki ∇ konneksiy-

onuna göre türevidir (Aktan vd. 2013).
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Örnek 3.2.1 IR3(x, y, z) standart koordinat sistemi olmak üzere, 3-boyutlu M ⊂ IR3

manifoldu

M =
{

(x, y, z) ∈ R3 : z 6= 0
}
.

biçiminde tanımlansın ve M üzerindeki vektör alanları

e1 = ez
3 ∂

∂x
, e2 = ez

3 ∂

∂y
, e3 =

∂

∂z
,

ile verilsin. {e1, e2, e3} cümlesininM nin her noktasında lineer bağımsız olduğu açıktır.

Ayrıca, g Riemann metriği

g(e1, e1) = g(e2, e2) = g(e3, e3) = 1, g(e1, e2) = g(e1, e3) = g(e2, e3) = 0,

dır ve

g =
1

e2z3
(dx⊗ dx+ dy ⊗ dy) + dz ⊗ dz,

tensör çarpımıyardımıyla tanımlansın.

Bundan başka, η 1-formu her keyfiX vektör alanıiçin η(X) = g(X, e3) şeklinde ve φ

(1, 1) tensör alanıφ(e1) = e2, φ(e2) = −e1, φ(e3) = 0 biçiminde tanımlansın. Bunun

yanında, h (1, 1) tensör alanıh(e1) = −λe1, h(e2) = λe2 ve h(e3) = 0 ile verilsin. O

zaman g ve φ nin lineer özelliklerinden keyfi vektör alanlarıiçin

φ2X = −X + η(X)e3, η(e3) = 1, g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ),

yazılır.

∇, g metriği ile verilen Levi-Civita konneksiyonu olsun. O halde,

[e1,e3] = −3z2e1, [e2,e3] = −3z2e2, [e1,e2] = 0,

dır. Bu hesaplamalarıtakiben (φ, ξ, η, g) dörtlü yapısıkolayca elde edilmi̧s olur. Böylece

bu yapının bir hemen hemen α-kosimplektik yapıolmasıiçin Φ 2 temel formunun sıfır-

dan farklıbileşenlerini kontrol etmek yeterli olacaktır. Bu durumda,

Φ(
∂

∂x
,
∂

∂y
) = −Φ(

∂

∂y
,
∂

∂x
) = − 1

e2z3
,

ve buradan

Φ = − 1

e2z3
(dx ∧ dy), (3.20)
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dır. Burada Φ(e1,e2) = −1 ve aksi halde i ≤ j için Φ(ei,ej) = 0 dır. Dolayısıyla Φnin

dı̧s türevi tanımıgereğince

dΦ = 6z2e−2z
3

(dx ∧ dy ∧ dz), (3.21)

yazılır ve η = dz olduğundan (3.20) ve (3.21) eşitliklerinin yardımıyla

dΦ = −6z2 (η ∧ Φ) ,

bulunur. Burada α düzgün fonksiyonu α(z) = −3z2 olarak kaŗsımıza çıkmaktadır. Bun-

dan başka, φ tensör alanına göre Nijenhuis tensörü hesaplandı̆gında Nφ = 0 dır. Başka

bir deği̧sle, bu örnek bize 3-boyutta normal bir hemen hemen α-kosimplektik mani-

foldun varlı̆gını göstermektedir. Yani, üzerinde çalı̧stı̆gımız manifold α-kosimplektik

manifoldudur.

3.3 BazıParalel Tensör Alanları

Bu kısımda, belli bazıözel paralel tensör alanlarıtanıtılmı̧s ve hemen hemen α-kosimplektik

manifold üzerinde bu tensör alanlarıile ilgili literatür bilgisi verilmi̧stir.

Tanım 3.3.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. Her

X, Y, Z ∈ ker η olmak üzere,

g((∇Xη)Y, Z) = 0 (3.22)

şartınısağlanıyorsa M2n+1 ye η-paraleldir denir (Boeckx 2005).

Tanım 3.3.2 (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn üzerinde herhangi simetrik

(1, 1)-tipli tensör alanıT olmak üzere, herhangi X, Y, Z vektör alanlarıiçin,

(∇XT )Y = (∇Y T )X (3.23)

ise T ye Kodazzi tensör alanıdenir (Blair 2002).

Tanım 3.3.3 (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn üzerinde herhangi simetrik

(1, 1)-tipli tensör alanıT olmak üzere, herhangi X, Y, Z vektör alanlarıiçin,

g((∇XT )Y, Z) + g((∇Y T )Z,X) + g((∇ZT )X, Y ) = 0 (3.24)
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eşitliği sağlanıyorsa T ye devirli paralel tensör alanıdenir (Boeckx and Cho 2006).

Tanım 3.3.4 (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. Her

X, Y, Z ∈ ker η olmak üzereM2n+1 üzerinde herhangi simetrik (1, 1)-tipli T tensör alanı

g((∇XT )Y, Z) + g((∇Y T )Z,X) + g((∇ZT )X, Y ) = 0 (3.25)

eşitliği sağlanıyorsa T ye devirli η-paralel tensör alanıdenir (Boeckx and Cho 2006).

Tanım 3.3.5 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir değme metrik manifold olsun. Her X, Y vektör

alanlarıiçin,

g(τX, Y ) = (Lξg)(X, Y ) (3.26)

eşitliği ile verilen τ tensör alanına torsiyon tensör alanıdenir (Boeckx and Cho 2006).

Bu tanımlamaya göre aşağıdaki önermeyi verebiliriz.

Önerme 3.3.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. O

zaman M2n+1 manifoldu için τ torsiyon tensör alanı

τX = 2∇Xξ, (3.27)

dır.

Önerme 3.3.2 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun.

Eğer h tensör alanıη-paralel ise o zaman, her X, Y vektör alanlarıiçin,

(∇Xh)Y = −η(X)
[
φlY + α2φY + 2αhY + φh2Y

]
(3.28)

−η(Y )
[
−αφ2hX + φh2X

]
+ g((∇Xh)Y, ξ)ξ

= η(X)(∇ξh)Y − η(Y )
[
−αφ2hX + φh2X

]
+g(Y, αhX + φh2X)ξ,

eşitliği sağlanır. Burada l = R(., ξ)ξ dır (Öztürk 2009).

Önerme 3.3.3 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Eğer

h tensör alanıη-paralel ve∇ξh = 0 ise o zaman, h tensör alanının karakteristik değerleri

sabittir (Öztürk 2009).

23



Önerme 3.3.4 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun.

Eğer φh tensör alanıη-paralel ise o zaman, her X, Y vektör alanlarıiçin,

(∇Xφh)Y = η(X)
[
lY − α2φ2Y − 2αφhY + h2Y

]
(3.29)

−η(Y )
[
αφhX − h2X

]
− g(Y, αφhX − h2X)ξ

eşitliği geçerlidir (Öztürk 2009).

Önerme 3.3.5 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun.

Eğer φh tensör alanıη-paralel ise o zaman, her X, Y vektör alanlarıiçin,

R(X, Y )ξ = η(Y )lX − η(X)lY (3.30)

dir (Öztürk 2009). Benzer olarak, bu iki önermeyi α nın düzgün fonksiyon olması

durumunda da verebiliriz:

Önerme 3.3.6 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun.

Eğer φh tensör alanıη-paralel ise o zaman, her X, Y vektör alanlarıiçin,

(∇Xφh)Y = η(X)
[
lY − (α2 + ξ(α))φ2Y − 2αφhY + h2Y

]
(3.31)

−η(Y )
[
αφhX − h2X

]
− g(Y, αφhX − h2X)ξ,

eşitliği geçerlidir (Aktan vd. 2013). Burada α, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 şeklinde

tanımlanan bir düzgün fonksiyondur.

Önerme 3.3.7 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun.

Eğer φh tensör alanıη-paralel ise o zaman, her X, Y vektör alanlarıiçin,

R(X, Y )ξ = η(Y )lX − η(X)lY, (3.32)

dir (Aktan vd. 2013). Burada α, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 şeklinde tanımlanan bir

düzgün fonksiyondur.

Ayrıca, α fonksiyonu için h tensör alanının η-paralel olmasıile ilgili Önerme 3.3.2 yi

aşağıdaki şekilde verebiliriz:
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Önerme 3.3.8 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun.

Eğer h tensör alanıη-paralel ise o zaman, her X, Y vektör alanlarıiçin,

(∇Xh)Y = −η(X)
[
φlY + (α2 + ξ(α))φY + 2αhY + φh2Y

]
(3.33)

−η(Y )
[
−αφ2hX + φh2X

]
+ g(Y, αhX + φh2X)ξ,

eşitliği sağlanır (Aktan vd. 2013). Burada α, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 şeklinde

tanımlanan bir düzgün fonksiyondur.

Teorem 3.3.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Eğer

φh tensör alanıη-paralel ise o zaman, ξ vektör alanıM2n+1 üzerinde Ricci operatörünün

bir özvektörüdür (Öztürk 2009).

Önerme 3.3.9 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun.

Eğer τ tensör alanıη-paralel ise o zaman, her X, Y, Z vektör alanlarıiçin,

(∇Xφh)Y = η(X) (∇ξφh)Y − η(Y )φh∇Xξ + g ((∇Xφh) ξ, Y ) ξ (3.34)

denklemi geçerlidir (Öztürk 2009).

Teorem 3.3.2 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Eğer

τ tensör alanıη-paralel ise o zaman, ξ vektör alanıM2n+1 üzerinde Ricci operatörünün

bir özvektörüdür (Öztürk 2009).
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4 BAZI TENSÖR ŞARTLARINI SAĞLAYAN HEMEN HEMEN

α-KOSİMPLEKTİK MANİFOLDLAR

Bu bölümde,M2n+1 üzerinde α yıdα∧η = 0 biçiminde tanımlanan bir düzgün fonksiyon

seçeceğiz. Bu durumda h tensör alanının η-paralel olmasıdurumunda bazıilave şart-

larda ortaya koyulduğunda kaŗsımıza çıkan geometriyi çalı̧sacağız. Ayrıca bazıbelli

tensör alanlarıile de ilgilenilmi̧s olup, bazısonuçlar verilmi̧stir.

4.1 h Tensör Alanının η-Paralelliği

Bu kısımda h tensör alanının η-paralelliği ile ilgileneceğiz. O halde öncelikle Önerme

3.3.8 de verilen (3.33) denkleminin kısaca nasıl elde edildiğini gösterelim. Kabul edelim

ki h tensör alanıη-paralel olsun. Bu durumda keyfi bir Z vektörünü tanjant kısmıile

normal kısmının toplamışeklinde düşünürsek, ZT = Z−η(Z)ξ denklemi ile yazabiliriz.

Böylece h tensör alanının tanımında tanjant vektör alanlarınıkullanırsak

g((∇XTh)Y T , ZT ) = 0,

g(
(
∇X−η(X)ξh

)
(Y − η(Y )ξ), Z − η(Z)ξ) = 0,

g((∇Xh)Y, Z)− η(X)g((∇ξh)Y, Z)− η(Y )g((∇Xh) ξ, Z)

−η(Z)g((∇Xh)Y, ξ) + η(X)η(Y )g((∇ξh) ξ, Z) + η(Y )η(Z)g((∇Xh) ξ, ξ)

+η(Z)η(X)g((∇ξh)Y, ξ)− η(X)η(Y )η(Z)g((∇ξh) ξ, ξ) = 0

denklemi bulunur. Bu son denklem sadeleştirmelerden sonra düzenlenirse

g((∇Xh)Y,−φ2Z)− η(X)g((∇ξh)Y, Z)− η(Y )g((∇Xh) ξ, Z) = 0, (4.1)

denklemi elde edilir. (3.2), (3.4) ve (3.17) eşitlikleri birlikte ele alındı̆gında Önerme

3.3.8 ’in temel ifadesi olan

(∇Xh)Y = −η(X)
[
φlY + (α2 + ξ(α))φY + 2αhY + φh2Y

]
−η(Y )

[
−αφ2hX + φh2X

]
+ g(Y, αhX + φh2X)ξ,

yazılır.

Bu son denklem ı̧sı̆gında, Öztürk tarafından elde edilmi̧s bazıönerme ve teoremleri α nın

sabit fonksiyon olmadı̆gıdurumlarda incelemeye başlayalım (Öztürk 2009). M2n+1 bir
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hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Eğer ∇ξh = 0 ve h tensör alanıη-paralel

ise o zaman h tensör alanının karakteristik değerleri sabittir. Bu sonuç α nın reel sabit

olmasıdurumunda geçerlidir. Fakat ∇ξh = 0 özel seçiminden dolayı(Öztürk 2009) de

verilen ispat gereğince (4.1) eşitliği gözönüne alındı̆gında α nın dα ∧ η = 0 şeklinde bir

diferensiyellenebilir fonksiyon olmasısabit durumda bulunan sonucu deği̧stirmeyecektir.

Yani, h tensörünün bir karakteristik birim vektör alanıZ ∈ D olmak üzere, h(Z) = λZ

için

Z(λ) = η(Z)ξ(λ),

ve

dλ = ξ(λ)⊗ η,

bulunur ki, burada ∇ξh = 0 hipotezinden dolayıdλ = 0 denklemi elde edilir. Böylece

aşağıdaki sonucu verebiliriz:

Önerme 4.1.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Eğer

∇ξh = 0 ve h tensör alanının η-paralel olmasıdurumunda h tensör alanının karakteristik

değerleri sabittir. Burada α, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 şeklinde tanımlıbir düzgün

fonksiyondur.

Dağılım üzerinde Zi ∈ D olacak şekilde {Zi} , 1 ≤ i ≤ n, h tensör alanının bir karakter-

istik vektör alanıolsun. O halde, h(Zi) = λiZi olacak şekilde Zi ∈ D(λi) ⊂ D şartını

sağlayan

D(λi) = {Zi : h(Zi) = λiZi} ,

cümlesinin var olduğunu söyleyebiliriz. φ ve h tensörleri ters simetrik şartınısağladı̆gın-

dan h(φZi) = −λiφZi dır. M2n+1 bağlantılıolduğundan λi karakteristik değerleriM2n+1

nin tamamında sabit olacaktır. Bir Zi karakteristik vektör alanıiçin h(Zi) = 0 olduğunu

kabul edelim. (3.33) ve ∇ξh = 0 hipotezlerinden

(∇ξh)Zi = −φR(Zi, ξ)ξ − α2φZi − 2αhZi − φh2Zi
g(φR(Zi, ξ)ξ, φZi) = −(α2 + ξ(α)),

bulunur. Bu son eşitlikten kesit eğriliği fonksiyonu K(ξ, Zi) = −(α2 + ξ(α)) elde edilir.

Dolayısıyla h(Zi) kesinlikle sıfırdan farklıolmak zorundadır. Yani hipotezimizle çeli̧sir.
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Burada ξ(α) = 0 yani, özel olarak α, ξ vektör alanıboyunca sabit seçilirse aşağıdaki

sonucu verebiliriz:

Teorem 4.1.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifoldu h tensör

alanına göre η-paralel, ∇ξh = 0 ve α, ξ vektör alanıboyunca paralel olsun. Eğer ξ

vektör alanınıihtiva eden bütün düzlemlerin kesit eğrilikleri en az bir noktada (−α2)

değerinden farklıise o zaman, h tensör alanıD dağılımıüzerinde sıfırdan farklıkarak-

teristik değerlere sahiptir.

Hatırlatma 4.1.1 ξ vektör alanınıihtiva eden bütün düzlemlerin kesit eğrilikleri en az

bir noktada (−α2) değerine eşit olduğunu kabul edelim. O halde, bir birim vektör alanı

Z ∈ D olmak üzere, (3.17) eşitliğinden dolayı

[
−(α2 + ξ(α))− g(h2X,X)

]
= −(α2 + ξ(α)),

yazılır. Özel olarak ξ(α) = 0 için İz(h2) = 0 eşitliğinden h = 0 bulunur. Demek ki

hipotezdeki kabul ettiğimiz bu şart h tensör alanının sıfırdan farklıolmasınıgaranti

etmek için koyulmuştur.

Aşağıda verilen lemma α dan bağımsız bir şekilde elde edilebilir:

Lemma 4.1.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Bun-

dan başka, D dağılımıüzerinde h tensör alanının karakteristik vektör uzayıtamamen

D(λ)⊕D(−λ) direkt toplamından oluşsun. Bu durumda,

λ2(I − η ⊗ ξ) = h2, (4.2)

denklemi sağlanır.

İspat M2n+1 üzerinde h tensörünün ZT = Z − η(Z)ξ vektör alanına kaŗsılık gelen

karakteristik değeri λ olsun. Bu durumda,

h2ZT = λ2ZT ,

ve

λ2(Z − η(Z)ξ) = h2Z,
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bulunur. Bu nedenle (4.2) denklemine ulaşırız. Bu da istenen sonuç olacaktır.

Gelecek teorem ispatında kullanacağımız yardımcıteorem aşağıda verilmi̧stir:

Lemma 4.1.2 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. O

zaman

−(∇Xφh)Y = (∇Xh)φY + h(∇Xφ)Y, (4.3)

eşitliği M2n+1 üzerinde keyfi vektör alanlarıiçin sağlanır (Blair 2002).

Ayrıca, Olszak ve Dacko bir hemen hemen kosimplektik manifoldun D dağılımının

integral altmanifoldlarının Kaehler yapıya sahip olma şartınıaraştırmı̧slar ve daha sonra

Pastore ve Falcitelli ise bu şartıhemen hemen Kenmotsu manifoldlara geni̧sletmi̧stir

(Olszak and Dacko 1998, Pastore and Falcitelli 2007). Biz de bu şartıbenzer olarak

hemen α-kosimplektik manifold için de verebiliriz:

Önerme 4.1.2 Bir hemen hemen kosimplektik manifoldun D dağılımının integral alt-

manifoldlarının Kaehler yapıda olmasıiçin gerek ve yeter şart

(∇Xφ)Y = −g(φAX, Y )ξ + η(Y )φAX, (4.4)

denkleminin sağlamasıdır. Burada AX = φhX dır (Olszak and Dacko 1998).

Önerme 4.1.3 Bir hemen hemen α-kosimplektik manifoldun D dağılımının integral

altmanifoldlarının Kaehler yapıda olmasıiçin gerek ve yeter şart

(∇Xφ)Y = −g(φAX, Y )ξ + η(Y )φAX, (4.5)

dır. Burada AX = αφ2X + φhX dır (Pastore and Falcitelli 2007).

Önerme 4.1.4 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Bu

durumda

g(RξXY, Z)− g(RξXφY, φZ) + g(RξφXY, φZ) + g(RξφXφY, Z)

= 2(∇hXΦ)(Y, Z) + 2(α2 + ξ(α)) [η(Y )g(X,Z)− η(Z)g(X, Y )]

−2α [η(Y )g(φhX,Z)− η(Z)g(φhX, Y )] , (4.6)
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denklemi gerçeklenir (Öztürk 2009).

Yukarıdaki önermeler ı̧sı̆gında, α nın dif.bilir. bir fonksiyon olmasıdurumunda Kaehler

yapıyla ilgili aşağıdaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.1.2 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold, ∇ξh = 0

ve ξ vektör alanını ihtiva eden bütün düzlemlerin kesit eğrilikleri en az bir noktada

(−α2) değerinden farklıolsun. Eğer h tensör alanıη paralel ise o zaman, D dağılımının

integral altmanifoldlarıKaehler yapıya sahiptir. Burada α, M2n+1 üzerinde dα∧ η = 0

şeklinde tanımlıbir düzgün fonksiyondur.

İspat D dağılımından XT , Y T ve ZT vektör alanlarınıkeyfi olarak seçelim. (3.14),

(3.33) ve (4.5) eşitlikleri birlikte hesaba katılırsa

g(R(Y T , ZT )ξ,XT ) = g((∇Y Tφ)ZT − (∇ZTφ)Y T , hXT ) = g(R(ξ,XT )Y T , ZT ),

ve

g(R(ξ, φXT )Y T , φZT ) = g((∇Y Tφ)φZT − (∇φZTφ)Y T , hφXT ),

g(R(ξ, φXT )φY T , ZT ) = g((∇φY Tφ)ZT − (∇φZTφ)φY T , hφXT ),

−g(R(ξ,XT )φY T , φZT ) = −g((∇φY Tφ)φZT − (∇φZTφ)φY T , hXT ),

elde edilir. Bu son üç denklem taraf tarafa toplanırsa

g(R(ξ,XT )Y T , ZT )− g(R(ξ,XT )φY T , φZT ) + g(R(ξ, φXT )Y T , φZT )

+g(R(ξ, φXT )φY T , ZT ) = g((∇Y Tφ)ZT , hXT )− g((∇ZTφ)Y T , hXT )

−g((∇φY Tφ)φZT , hXT ) + g((∇φZTφ)φY T , hXT ) + g((∇Y Tφ)φZT , hφXT )

−g((∇φZTφ)Y T , hφXT ) + g((∇φY Tφ)ZT , hφXT )− g((∇φZTφ)φY T , hφXT ),

(4.7)

yazılır. Buna ilaveten her X ve Y vektör alanıiçin

(∇XTφ)φY T = ∇XTφ2Y T − φ∇XTφY T , (4.8)

dır. Burada ∇XTφ2Y T = −∇XTY T dır. Bu durumda (4.8) denkleminin her iki tarafı

ZT ile iç çarpılırsa

g((∇XTφ)φY T , ZT ) = −g(∇XTY T , ZT )− g(φ∇XTφY T , ZT )

= −g(φ∇XTY T , φZT ) + g(∇XTφY T , φZT )

= g((∇XTφ)Y T , φZT ) (4.9)
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bulunur. O halde, (4.9) denklemi gözönüne alındı̆gında

g((∇XTφ)Y T , ZT ) = −g((∇φXTφ)φY T , ZT ), (4.10)

yazılır. (4.9), (4.10), (4.7)ve (4.6) birlikte hesaplanırsa

g(Y T , (∇hXTφ)ZT ) = 2[g((∇Y Tφ)ZT , hXT )− g((∇ZTφ)Y T , hXT )], (4.11)

elde edilir. h tensörü D dağılımıüzerinde dejenere olmadı̆gından h tensörünün D üz-

erinde tersi mevcuttur. Bu durumda (4.11) denklemininde h tensörüne h−1 tensörünü

uygularsak

g(Y T , (∇XTφ)ZT ) = 2[g((∇Y Tφ)ZT , XT )− g((∇ZTφ)Y T , XT )], (4.12)

bulunur. Buradan

g((∇XTφ)Y T , ZT ) + g((∇Y Tφ)ZT , XT ) + g((∇ZTφ)XT , Y T )

= −2[g((∇Y Tφ)ZT , XT )− g((∇ZTφ)Y T , XT )

+g((∇ZTφ)XT , Y T )− g((∇XTφ)ZT , Y T )

+g((∇ZTφ)Y T , XT )− g((∇Y Tφ)ZT , XT )]

= 2[g((∇ZTφ)XT , Y T )− g((∇XTφ)ZT , Y T )], (4.13)

denklemine ulaşır. Ayrıca,

dΦ(XT , Y T , ZT ) = 2α(η(XT )Φ(Y T , ZT ) + η(ZT )Φ(XT , Y T ) + η(Y T )Φ(ZT , XT )) = 0,

olduğundan

g((∇ZTφ)XT , Y T ) = g((∇XTφ)ZT , Y T ), (4.14)

bulunur. (4.14) denklemi ve φ nin ters simetrik özelliğinden

g((∇Y Tφ)ZT , XT ) = 0,

yazılır. Tanjant vektör alanlarıyerine yazıldı̆gında

(∇Y φ)Z = [g(Z, hY )− αg(φZ, Y )]ξ − η(Z)[αφY + hY ] (4.15)

= −g(φAY, Z)ξ + η(Z)φAY,

31



elde edilir. (4.4) eşitliğinden dolayıispat tamamlanır. Burada yapılam tüm hesapla-

malarda α nın dif.bilir. fonksiyon olmasından kaynaklanan kalıntıifadeleri sadeleşmi̧stir

ve Öztürk tarafından daha önce elde edilen sonuç yeniden bu ek şartlarla bulunmuştur

(Öztürk 2009).

4.2 φh Tensör Alanının η-Paralelliği

Bu kısımda temel manifold yapımızın üzerinde (φ ◦ h) tensörünün η-paralel olması

durumunu inceleyeceğiz.

Şimdi, literatür bilgisinde verdiğimiz Önerme 3.3.6 ve Önerme 3.3.7 önermelerine biraz

yakından bakalım. Öncelikle φh tensörünün η-paralel olduğunu varsayalım. Buna göre,

hesaplamalarıh tensör alanına benzer şekilde yapalım. O halde, keyfivektör alanlarının

tanjant kısımlarıiçin

0 = g((∇XTφh)Y T , ZT )

= g((∇Xφh)Y, Z)− η(X)g((∇ξφh)Y, Z)− η(Y )g((∇Xφh) ξ, Z)

−η(Z)g((∇Xφh)Y, ξ) + η(X)η(Y )g((∇ξφh) ξ, Z) + η(Y )η(Z)g((∇Xφh) ξ, ξ)

+η(Z)η(X)g((∇ξφh)Y, ξ)− η(X)η(Y )η(Z)g((∇ξφh) ξ, ξ),

yazılır. Bu son denklem düzenlenir ve tüm sadeleştirmeler yapılırsa

(∇Xφh)Y = η(X) (∇ξφh)Y − η(Y )
[
αφhX − h2X

]
− g(Y, αφhX − h2X)ξ,

bulunur. Burada α, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 şeklinde tanımlı bir diferensiyel-

lenebilir fonksiyon olarak seçilmi̧stir. Dolayısıyla (3.31) denklemi elde edilir. Böylece

(M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold için (3.32) eşitliğinin nasıl

elde edildiğine bakalım. (3.14) eşitliği yardımıyla

R(X, Y )ξ = (α2 + ξ(α) [η(X)Y − η(Y )X]− α [η(X)φhY − αη(Y )φhX]

−η(X) (∇ξφh)Y + η(Y ) [αφhX − h2X] + g(Y, αφhX − h2X)ξ

+η(Y ) (∇ξφh)X − η(X) [αφhY − h2Y ]− g(X,αφhY − h2Y )ξ
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elde edilir. Yukarıdaki eşitlik sadeleştirilirse

R(X, Y )ξ = −η(X)lY + η(Y )lX + η(X)(α2 + ξ(α)φ2Y

−η(Y )(α2 + ξ(α)φ2X + η(X)(α2 + ξ(α)Y

−η(Y )(α2 + ξ(α)X,

bulunur. Bu son denklem düzenlenirse (3.32) eşitliği bulunur. Böylece Ricci operatörü

ile ilgili aşağıdaki sonucu verebiliriz.

Teorem 4.2.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Eğer

φh tensör alanıη-paralel ise o zaman, ξ vektör alanıM2n+1 üzerinde Ricci operatörünün

bir özvektörüdür.

İspat {E1, . . . , E2n, ξ} , tanjant uzayın herhangi bir noktasındaki bir ortonormal baz

olmak üzere (3.32) denkleminin her iki tarafınıkeyfi W vektör alanı ile iç çarpalım.

Bu durumda, X = W = Ei, 1 ≤ i ≤ 2n + 1 için, (3.32) denklemine kontraksiyon

yapıldı̆gında

2n+1∑
i=1

g(R(Ei, Y )ξ, Ei) =
2n+1∑
i=1

[η(Y )g(lEi, Ei)− η(Ei)g(lY, Ei)] ,

ve

S(ξ, ξ) = −
[
2n(α2 + ξ(α)) + İz(h2)

]
=

2n+1∑
i=1

g(lEi, Ei),

bulunur. Bu son eşitlikten

Qξ = İz(l)ξ

elde edilir. Burada elde edilen sonuç α nın reel sabit seçiminde olduğu gibi bir düzgün

fonksiyon olduğunda da geçerlidir. Yani elde edilen sonuç yine α dan bağımsızdır.

4.3 τ Tensör Alanının Paralellikleri

Bu kısımda, Tanım 3.3.5 de verilen (3.26) denklemi yardımıyla hemen hemen α-kosimplektik

manifoldlar üzerinde belli bazıparalel tensör alanlarıincelenecektir. Öncelikle hesapla-

malara geçmeden ispatlarda temel olarak kullanacağımız önermeleri ve teoremi verelim:

33



Önerme 4.3.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. O

zaman

(i) D dağılımının integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yapıdadır,

(ii) α = 0 durumunda D dağılımının integral altmanifoldu total geodezik veya α 6= 0

durumunda D dağılımının integral altmanifoldunun total umbilik olmasıiçin gerek ve

yeter şart h tensör alanının özdeş olarak sıfır olmasıdır (Kim and Pak 2005).

Önerme 4.3.2 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Bu

durumda, M2n+1 manifoldunun α-kosimplektik yapıya sahip olmasıiçin gerek ve yeter

şart D dağılımının integral altmanifoldlarının Kaehler ve h tensör alanının özdeş olarak

sıfır olmasıdır (Kim and Pak 2005).

Önerme 4.3.3 Bir hemen hemen kosimplektik manifold bir hemen hemen Kaehler

manifold ile R veya S1 nin bir lokal aşikar çarpımıolması için gerek ve yeter şart h

tensör alanının özdeş olarak sıfır olmasıdır (Kim and Pak 2007).

İlk olarak, τ torsiyon tensörü olarak adlandırılan tensör alanının tanımınıve Lie türev

tanımınıbirlikte gözönüne alalım. Bu durumda, keyfi vektör alanlarıiçin

(Lξg)(X, Y ) = Lξg(X, Y ) + g(LξX, Y )− g(X,LξY )

= g(∇Xξ, Y ) + g(X,∇Y ξ)

= 2g(−αφ2X − φhX, Y ),

= 2∇Xξ,

yazılır. Şimdi, τ tensörünün paralelliğini araştıralım. Gerçekten, τ tensör alanının

paralel olmasıkeyfi X ve Y vektör alanları için (∇Xτ)Y = 0 denkleminin sağlaması

anlamındadır. Bu denklem kovaryant türev tanımından

(∇Xτ)Y = −α [αη(Y )X − αη(Y )η(X)ξ − η(Y )φhX + αg(Y,X)ξ

−αη(Y )η(X)ξ − g(Y, φhX)ξ]−∇XφhY + φh(∇XY )

= 0,

olarak yazılır. Burada Y = ξ seçildiğinde

0 = (α2 + ξ(α))φ2X + 2αφhX − h2X,
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elde edilir. Bu son eşitliğin her iki tarafının izi alınırsa

0 = −2(α2 + ξ(α))n− İz(h2),

bulunur. Burada İz(φh) = 0 olduğu açıktır. Özel olarak, ξ(α) = 0 şartı altında

yukarıdaki denklemin sağlaması için h ve α aynı anda sıfır olmalıdır. Bu nedenle,

Önerme 4.3.3. den aşağıdaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.3.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Eğer

τ tensör alanıparalel ve α, ξ vektör alanıboyunca paralel ise o zaman,M2n+1 bir hemen

hemen Kaehler manifold ile R veya S1 nin bir lokal aşikar çarpımıdır.Bundan başka,

τ tensör alanının η-paralellik şartıüzerinde duralım. Keyfi bir vektör alanıveya onun

tanjant kısımlarıiçin

g((∇XT τ)Y T , ZT ) = 0,

yazılır. Buradan

(∇Xτ)Y = η(X)(∇ξτ)Y + η(Y )(∇Xτ)ξ + g ((∇Xτ)Y, ξ) ξ (4.16)

(∇Xτ)Y = −2αη(Y )∇Xξ − 2αη(Y )g(∇Xξ, Y )ξ − 2 (∇Xφh)Y (4.17)

(∇Xτ)ξ = −2α∇Xξ + 2φh∇Xξ (4.18)

(∇ξτ)Y = −2 (∇ξφh)Y (4.19)

elde edilir. (4.16), (4.17), (4.18) ve (4.19) birlikte hesaba katılırsa aşağıdaki önermede

verilen (4.20) elde edilir:

Önerme 4.3.4 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun.

Eğer τ tensör alanıη-paralel ise o zaman, her X, Y, Z vektör alanlarıiçin,

(∇Xφh)Y = η(X) (∇ξφh)Y − η(Y )φh∇Xξ + g ((∇Xφh) ξ, Y ) ξ (4.20)

denklemi geçerlidir.

Son elde ettiğimiz (4.20) eşitliğinden

(∇Y φh)X − (∇Xφh)Y = η(Y ) (∇ξφh)X − η(X)φh∇Y ξ (4.21)

−η(X) (∇ξφh)Y + η(Y )φh∇Xξ
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yazılabilir. (3.14), (3.17) ve (4.21) denklemleri yardımıyla

R(X, Y )ξ = η(Y )
[
−φ2lX − (α2 + ξ(α))φ2X − 2αφhX − φ2h2X

]
−η(X)

[
−φ2lY − (α2 + ξ(α))φ2Y − 2αφhY − φ2h2Y

]
−η(X)φh(−αφ2Y − φhY ) + η(Y )φh(−αφ2X − φhX)

+(α2 + ξ(α))η(X)Y − (α2 + ξ(α))η(Y )X

−αη(X)φhY + αη(Y )φhX,

elde edilir. Bu son denklem düzenlenir ve sadeleştirilirse

R(X, Y )ξ = η(Y )lX − η(X)lY

sonucuna ulaşılır. Bu son eşitliğe Teorem 4.2.1 de olduğu gibi kontraksiyon yapıldı̆gında

aşağıdaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.3.2 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Eğer

τ tensör alanıη-paralel ise o zaman, ξ vektör alanıM2n+1 üzerinde Ricci operatörünün

bir özvektörüdür. Burada α,M2n+1 üzerinde dα∧η = 0 şeklinde tanımlanan bir düzgün

fonksiyondur.

Son olarak,M2n+1 üzerinde τ tensör alanının devirli paralel ve devirli η-paralel şartlarını

araştıralım. Keyfi vektör alanları için τ tensörünün devirli paralel şartınısağladı̆gını

kabul edelim. Yani,

0 = g((∇Xτ)Y, Z) + g((∇Y τ)Z,X) + g((∇Zτ)X, Y ), (4.22)

dır. (4.22) denkleminde yer alan ilk terim g((∇Xτ)Y, Z) ifadesini ve sırasıyla, diğer iki

terimi gözönüne alalım. Bu durumda

g((∇Xτ)Y, Z) = −2αg(((∇Xφ
2)Y, Z)− 2g((∇Xφh)Y, Z)

= −2α [η(Y )g(∇Xξ, Z) + η(Z)g(Y,∇Xξ)]− 2g((∇Xφh)Y, Z),

bulunur. Bu son denklemin yardımıyla diğer iki terimi de benzer şekilde hesapladı̆gımızda

bu üç terimin toplamı

0 = −2α [η(X)g(∇Zξ, Y ) + η(Y )g(X,∇Zξ)]

−2g((∇Xφh)Y, Z)− 2g((∇Y φh)Z,X)− 2g((∇Zφh)X, Y ),
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denklemiyle gösterilir. Burada Z = ξ seçilirse

(∇ξh)X = 4αhX + 2(α2 + ξ(α))φX + 2φh2X,

yazılır. Bu son denklemde X keyfi vektör alanıyerine φX alır ve (3.17) denklemini

kullanırsak

lX = 3(α2 + ξ(α))φ2X + 6αφhX − 3h2X,

elde edilir. Burada (3.15) denkleminin kullanılması ve her iki tarafın izi alındıktan

sonra

−2(α2 + ξ(α))n− İz(h2) = 0,

bulunur. Bu son denklemin sol tarafının özdeş olarak sıfır olmasıiçin gerek ve yeter koşul

α ve h nın sıfır olmasıdır. Bunun için ξ(α) = 0 alarak α nın ξ boyunca paralel olduğunu

kabul etmeliyiz. Bu nedenle Önerme 4.3.3 yardımıyla aşağıdaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.3.3 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Eğer

τ tensör alanıdevirli paralel ve α, ξ vektör alanıboyunca paralel ise o zaman, M2n+1

bir hemen hemen Kaehler manifold ile R veya S1 nin bir lokal aşikar çarpımıdır.

Şimdi, M2n+1 üzerinde τ tensör alanının devirli η-paralel şartını inceleyelim. Keyfi

vektör alanlarıiçin τ tensörünün devirli η-paralel şartınısağladı̆gınıkabul edelim. Yani,

0 = g((∇XT τ)Y T , ZT ) + g((∇Y T τ)ZT , XT ) + g((∇ZT τ)XT , Y T ),

dır. Yukarıdaki denklemde bulunan üç ifadeyi ayrıayrıhesaplarsak,

g((∇XT τ)Y T , ZT ) = g((∇Xτ)Y, Z)− η(X)g((∇ξτ)Y, Z) (4.23)

−η(Y )g((∇Xτ)ξ, Z)− η(Z)g((∇Xτ)Y, ξ),

yazılır. (4.23) denklemindeki terimler ayrıayrıele alınırsa,

g((∇ξτ)Y, ξ) = 0, g((∇Xτ)ξ, ξ) = 0,

g((∇ξτ)ξ, ξ) = 0, (∇ξτ)Y = −2 (∇ξφh)Y,

(∇Xτ)Y = η(X)(∇ξτ)Y + η(Y )(∇Xτ)ξ + g ((∇Xτ)Y, ξ) ξ,

(∇Xτ)Y = −2αη(Y )∇Xξ − 2αη(Y )g(∇Xξ, Y )ξ − 2 (∇Xφh)Y,

(∇Xτ)ξ = −2α∇Xξ + 2φh∇Xξ,

37



elde edilir.Bu son elde ettiğimiz denklemler (4.23) eşitliğinde yerine yazılır ve gerekli

düzenlemeler yapılırsa

⊕
X,Y,Z

g((∇Xτ)Y, Z)− η(X) ⊕
Y,Z,ξ

g((∇Y τ)Z, ξ)

−η(Y ) ⊕
Z,X,ξ

g((∇Zτ)X, ξ)− η(Z) ⊕
X,Y,ξ

g((∇Xτ)Y, ξ) = 0,

bulunur. Burada ⊕
X,Y,Z

, X, Y, Z vektör alanlarıüzerindeki devirli toplamdır. Bu devirli

toplama τ tensörünün tanımıuygulanır, daha sonra kontraksiyon yapılır ve düzenlenirse

2(div(φh))X − η(X)
[
İz(l) + 2n(α2 + ξ(α)) + 3İz(h2)

]
= 0,

sonucuna ulaşılır. Buradan

Qξ =

[
−1

2
İz(l)− 3

2
İz(h2)− 3n(α2 + ξ(α))

]
ξ,

yazılır. Böylece aşağıdaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.3.4 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Eğer

τ tensör alanıdevirli η-paralel ise o zaman, ξ vektör alanıM2n+1 üzerinde Ricci oper-

atörünün bir özvektörüdür.
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5 BAZI FLAT HEMEN HEMEN α-KOSİMPLEKTİK MANİFOLDLAR

Bu bölümde belli bazıflat koşullarısağlayan hemen hemen α-kosimplektik manifoldlar

ele alınacaktır. Burada α, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 şeklinde tanımlanan bir diferen-

siyellenebilir fonksiyondur. Özellikle, Weyl konformal, konsirküler ve projektif hemen

hemen α-kosimplektik manifoldlar çalı̧sılmı̧stır. Belli bazıη-paralel tensör alanlarının

manifold yapısıüzerindeki etkileri araştırılmı̧stır. Bölüm sonunda α ya bağlıgenel bir

örnek inşa edilmi̧stir.

5.1 Konformal Flat Hemen Hemen α-Kosimplektik Manifoldlar

Bu kısımda araştırmamıza konformal flat durumla başlayalım. (2.3) denklemiyle verilen

konformal eğrilik tensörü keyfi vektör alanlarıiçin özdeş olarak sıfır olduğunda konfor-

mal flat olarak adlandırılır. O halde, M2n+1 üzerinde C(X, Y )Z = 0 şartısağlanıyorsa

manifoldumuza konformal flat hemen hemen α-kosimplektik manifold denir.

Teorem 5.1.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir konformal flat hemen hemen α-kosimplektik man-

ifold olsun. Eğer M2n+1 üzerinde φh tensör alanına göre η-paralellik özelliği sağlanıyor

ve α fonksiyonu ξ vektör alanıboyunca paralel ise o zamanM2n+1 sıfır skalar eğriliğine

sahiptir. Burada α, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 şeklinde tanımlıbir düzgün fonksiyon-

dur.

İspat Öncelikle (M2n+1, φ, ξ, η, g) hemen hemen α-kosimplektik manifoldunun konfor-

mal flat yani, C(X, Y )Z = 0 olduğunu kabul edelim. O halde,(2.3) denklemi gözönüne

alındı̆gında

R(X, Y )Z = 1
2n−1 [g(Y, Z)QX − g(X,Z)QY + S(Y, Z)X (5.1)

−S(X,Z)Y ] + r
2n(2n−1) [g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ] ,

yazılır. (5.1) eşitliğinin her iki tarafıkeyfiW vektör alanına göre iç çarpıldı̆gında

R(X, Y, Z,W ) = 1
2n−1 [g(Y, Z)g(QX,W )− g(X,Z)g(QY,W ) (5.2)

+S(Y, Z)g(X,W )− S(X,Z)g(Y,W )]

+ r
2n(2n−1) [g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W )] ,
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eşitliği elde edilir. Burada R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) dır. Bu hesaplamayı

takiben (5.2) eşitliğinde W yerine ξ vektör alanınıalırsak, (5.2) eşitliği

η(R(X, Y )Z) = 1
2n−1 [g(Y, Z)S(X, ξ)− g(X,Z)S(Y, ξ) (5.3)

+η(X)S(Y, Z)− η(Y )S(X,Z)]

+ r
2n(2n−1) [η(X)g(Y, Z)− η(Y )g(X,Z)] ,

formuna gelir. Benzer olarak, (5.3) eşitliğinde X = ξ seçilirse

η(R(ξ, Y )Z) = 1
2n−1 [g(Y, Z)S(ξ, ξ)− g(ξ, Z)S(Y, ξ) (5.4)

+η(ξ)S(Y, Z)− η(Y )S(ξ, Z)]

+ r
2n(2n−1) [η(ξ)g(Y, Z)− η(Y )g(ξ, Z)] ,

bulunur. Şimdi, ek şartlar olarak φh tensör alanına göre η-paralellik ve α nın ξ ye

göre paralel olma şartlarınıgözönüne alalım. Yani, Önerme 3.3.7. ve ∇ξα = 0 birlikte

düşünüldüğünde

g(lY, Z) =
(
tr(l)
2n−1 + r

2n(2n−1)

)
g(Y, Z) +

S(Y, Z)

2n− 1
(5.5)

−
(
2tr(l)
2n−1 + r

2n(2n−1

)
η(Y )η(Z).

yazılır. Buradan S(Y, Z) çekilirse

S(Y, Z) = (2n− 1)g(lY, Z)−
(
tr(l) +

r

2n

)
g(Y, Z) (5.6)

+
(

2tr(l) +
r

2n

)
η(Y )η(Z),

elde edilir. Tanjant uzayın herhengi bir noktasındaki bir ortonormal taban {Ei} , i =

1, . . . , 2n+ 1 olsun. Bu durumda 1 ≤ i ≤ 2n+ 1, Y = Z = Ei için (5.6) eşitliğinin her

iki tarafının Y ve Z ye göre kontraksiyon yapıldı̆gında
2n+1∑
i=1

S(Ei, Ei) = (2n− 1)
2n+1∑
i=1

g(lEi, Ei)−
(
tr(l) +

r

2n

) 2n+1∑
i=1

g(Ei, Ei)

+
(

2tr(l) +
r

2n

) 2n+1∑
i=1

η(Ei)η(Ei), (5.7)

bulunur. (5.7) eşitliği düzenlendiğinde

r = (2n− 1)S(ξ, ξ)− (2n+ 1)
(
tr(l) +

r

2n

)
+
(

2tr(l) +
r

2n

)
,

yazılır. Bu son denklemden r = 0 sonucuna ulaşılır. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.
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5.2 Projektif Flat Hemen Hemen α-Kosimplektik Manifoldlar

Bu kısımda ise çalı̧stı̆gımız manifold yapısıüzerinde projektif eğrilik tensörünün özdeş

olarak sıfır olmasıanlamına gelen P = 0 durumunu gözönüne alalım. Gerçekten (2.5)

denklemiyle verilen projektif eğrilik tensörü keyfi vektör alanlarıiçin özdeş olarak sıfır

olduğunda projektif flat olarak adlandırılır ve böylece M2n+1 üzerinde P (X, Y )Z = 0

şartısağlanıyorsa manifoldumuza projektif flat hemen hemen α-kosimplektik manifoldu

denir.

Teorem 5.2.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifold olsun. Eğer

M2n+1 bir projektif flat manifold ve α fonksiyonu ξ vektör alanıboyunca paralel ise o

zaman M2n+1 manifoldu

r = (2n+ 1)S(ξ, ξ) + 2nİz(φ(∇ξh)),

skalar eğriliğine sahiptir. Burada α, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 şeklinde tanımlıbir

düzgün fonksiyondur.

İspat (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen α-kosimplektik manifoldu projektif flat yani,

P (X, Y )Z = 0 olsun. Bu durumda (2.5) eşitliğinin yardımıyla

R(X, Y )Z =
1

2n
[S(Y, Z)X − S(X,Z)Y ] , (5.8)

yazılır. (5.8) denkleminin her iki tarafıkeyfiW vektör alanına göre iç çarpılırsa

R(X, Y, Z,W ) =
1

2n
[g(X,W )S(Y, Z)− g(Y,W )S(X,Z)] , (5.9)

bulunur. Buradan (5.9) eşitliğinde W = ξ alındı̆gında

η(R(X, Y )Z) =
1

2n
[η(X)S(Y, Z)− η(Y )S(X,Z)] , (5.10)

elde edilir ki burada R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) dir. Aynımantıkla tekrardan

X vektör alanıyerine ξ seçildiğinde

g(R(ξ, Y )Z, ξ) =
1

2n
[S(Y, Z)− η(Y )S(Z, ξ)] ,

yazılır. Riemann eğrilik tensörü tanımıdüşünüldüğünde

g(R(Z, ξ)ξ, Y ) =
1

2n
[S(Y, Z)− η(Y )S(Z, ξ)] ,
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olduğu görülür. Burada (3.15) ve (3.18) eşitlikleri birlikte hesaba katılırsa

S(X, Y ) = −2n [(α2 + ξ(α))g(Y, Z) + 2αg(φY, hZ) + g(hZ, hY )

+g((∇ξh)Z, φY ) + 1
2n
η(Y )(div(φh))Z

]
,

(5.11)

denklemine ulaşılır. Tanjant uzayın herhengi bir noktasındaki bir ortonormal taban

{Ei} , i = 1, . . . , 2n + 1 olsun. Bu durumda 1 ≤ i ≤ 2n + 1, Y = Z = Ei için (5.11)

eşitliğinin her iki tarafının Y ve Z ye göre kontraksiyon yapıldı̆gında
2n+1∑
i=1

S(Ei, Ei) = r,

İz(φh) = İz(h) = 0 olmak üzere,

r = −2n

[
2n+1∑
i=1

(α2 + ξ(α))g(Ei, Ei) + 2αg(φEi, hEi) + g(hEi, hEi)

+g((∇ξh)Ei, φEi) +
1

2n
η(Ei)(div(φh))Ei

]
, (5.12)

elde edilir. Burada

(div(φh))ξ =
2n+1∑
i=1

g((∇Eiφh)ξ, Ei),

=
2n+1∑
i=1

g(−φh(∇Eiξ), Ei),

=
2n+1∑
i=1

g(−φh(−αφ2Ei − φhEi), Ei),

=
2n+1∑
i=1

g(αφ3hEi, Ei)−
2n+1∑
i=1

g(φ2h2Ei, Ei),

=
2n+1∑
− α

i=1

g(φhEi, Ei) +
2n+1∑
i=1

g(h2Ei, Ei),

= İz(h2),

dır. Böylece (5.12) eşitliği düzenlendiğinde

r = −2n
[
(α2 + ξ(α))(2n+ 1)− 2α İz(φh) + İz(h2)

−İz(φ(∇ξh)) + 1
2n

(div(φh))ξ
]
,

bulunur. Hipotezden dolayıξ(α) = 0 alınıp, sadeleştirme yapıldı̆gında

r = −(2n+ 1)
[
2nα2 + İz(h2)

]
+ 2nİz(φ(∇ξh)),

sonucu elde edilir. Bu son denklemde (3.19) eşitliği gözönüne alınırsa istenen sonuca

ulaşılır.
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Teorem 5.2.2 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir projektif flat α-kosimplektik manifold olsun. Eğer

α fonksiyonu ξ vektör alanıboyunca paralel ise o zaman M2n+1 manifoldu bir Einstein

manifoldudur.

İspat (2.5) eşitliği gözönüne alınırsa

g(R(Z, ξ)ξ, Y ) =
1

2n
[S(Y, Z)− η(Y )S(Z, ξ)] , (5.13)

yazılır. Bundan başka, bir α-kosimplektik manifold keyfiZ vektör alanıiçin

R(Z, ξ)ξ = (α2 + ξ(α)) [η(Z)ξ − Z] ,

ve

S(Z, ξ) = −2n(α2 + ξ(α))η(Z),

eşitliklerini sağlar. Burada α, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 ile verilen bir düzgün

fonksiyondur. (5.13) eşitliği ve bu son iki denklem birlikte hesaba katılırsa

g((α2 + ξ(α)) [η(Z)ξ − Z] , Y ) =
1

2n

[
S(Y, Z) + η(Y )2n(α2 + ξ(α))η(Z)

]
,

bulunur. Buradan

S(Y, Z) = −2n(α2 + ξ(α))g(Y, Z),

elde edilir. Özel olarak, ξ(α) = 0 alındı̆gında

S(Y, Z) = −2nα2g(Y, Z),

denklemine ulaşılır. Einstein manifoldun tanımından istenen sonuca ulaşılır.

5.3 Konsirküler Flat Hemen Hemen α-Kosimplektik Manifoldlar

Bu kısımda da benzer bir metodoloji ile manifold yapısıüzerinde konsirküler eğrilik

tensörünün özdeş olarak sıfır olmasıanlamına gelen C = 0 şartınıele alalım. Gerçek-

ten (2.4) denklemiyle verilen konsirküler eğrilik tensörü keyfi vektör alanlarıiçin özdeş

olarak sıfır olduğunda konsirküler flat denir ve bu durumda manifoldumuzun üzerinde

C(X, Y )Z = 0 şartı sağlanıyorsa manifoldumuza konsirküler flat hemen hemen α-

kosimplektik manifold adıverilir.
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Teorem 5.3.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir konsirküler hemen hemen α-kosimplektik manifold

olsun. Eğer M2n+1 üzerinde φh tensör alanına göre η-paralellik özelliği sağlanıyorsa o

zaman M2n+1 manifoldu

r = (2n+ 1)İz(l),

skalar eğriliğine sahiptir. Burada α, M2n+1 üzerinde dα ∧ η = 0 şeklinde tanımlıbir

düzgün fonksiyondur.

İspat Öncelikle C = 0 olduğunu varsayalım. O halde (2.4) eşitliği kullanılırsa

R(X, Y )Z =
r

2n(2n+ 1)
[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ] , (5.14)

bulunur. (5.14) denkleminden

R(X, Y, Z,W ) =
r

2n(2n+ 1)
[g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W )] , (5.15)

yazılır. Burada R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) dır. (5.15) denkleminde W = ξ

alınırsa

η(R(X, Y )Z) =
r

2n(2n+ 1)
[η(X)g(Y, Z)− η(Y )g(X,Z)] ,

ve tekrardan bu son denklemde X = ξ seçildiğinde

η(R(ξ, Y )Z) =
r

2n(2n+ 1)
[g(Y, Z)− η(Y )η(Z)] . (5.16)

elde edilir. Burada φh tensör alanına göre η-paralellik şartıgözönüne alındı̆gında yani,

Önerme 3.3.7 yardımıyla

S(X, ξ) = η(X)İz(l), (5.17)

bulunur. (5.17) eşitliği (5.16) eşitliğinde yerine yazıldı̆gında

η(R(ξ, Y )Z) =
r

2n(2n+ 1)
[g(Y, Z)− η(Y )η(Z)] , (5.18)

denklemine ulaşılır. Tanjant uzayın herhengi bir noktasındaki bir ortonormal taban

{Ei} , i = 1, . . . , 2n + 1 olsun. Bu durumda 1 ≤ i ≤ 2n + 1, Y = Z = Ei için (5.18)

eşitliğinin her iki tarafının Y ve Z ye göre kontraksiyon yapıldı̆gında

2n+1∑
i=1

g(R(ξ, Ei)Ei, ξ) = r
2n(2n+1)

[
2n+1∑
i=1

g(Ei, Ei)−
2n+1∑
i=1

η(Ei)η(Ei)

]
,
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yazılır. Bu son denklem sadeleştirilirse

S(ξ, ξ) =
r

(2n+ 1)
,

dır. Burada S(ξ, ξ) = İz(l) olduğundan istenen sonuca kolayca ulaşılır.

Şimdi, genel bir hemen hemen α-kosimplektik manifold örneği inşa edelim:

Örnek 5.3.1 R2n+1(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z) standart koordinat sistemi ve M ⊂ R2n+1,

M =
{

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z) ∈ R2n+1 : z 6= 0
}
.

biçiminde tanımlı(2n+ 1)-boyutlu bir manifold olsun. Ayrıca, M nin global bazlarını

Xi = 2z
∂

∂xi
, Yi = − 2

z3
∂

∂yi
, ξ =

∂

∂z
, i = 1, 2, . . . , n

şeklinde alalım. Herhangi i, j ∈ {1, 2, . . . , n} için bu vektör alanlarının Lie braketleri

[Xi, Yj] = [Xi, Xj] = [Yi, Yj] = 0,

ve

[ξ,Xi] =
1

z
Xi, [ξ, Yi] = −3

z
Yi,

ile verilsin. Bundan başka, g metriği

g =
n∑
i=1

1

4

(
1

z2
dx2i + z6dy2i

)
+ dz2, η = dz,

şeklinde tanımlansın. Buna göre,

φ

(
∂

∂xi

)
= − 1

z4
∂

∂yi
, φ

(
∂

∂yi

)
= z4

∂

∂xi
, φ(ξ) = 0,

olmak üzere, (φ, ξ, η, g) yapısıM bir hemen hemen değme yapısıdır. Öyleyse bu yapının

bir hemen hemen α-kosimplektik yapıolup olmadı̆gınıaraştırmalıyız. Bu durumu kon-

trol etmek için dΦ = 2α (η ∧ Φ) eşitliğinin varlı̆gınısorgulamalıyız. Burada seçilen tüm

Φij ler Φii = g
(
φ
(

∂
∂yi

)
, ∂
∂xi

)
=
z2

4
hariç hepsi özdeş olarak sıfırdır. Buna ilaveten,

Φ =
z2

4

n∑
i=1

(dxi ∧ dyi),
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olduğundan dΦ dı̧s türevi

dΦ =
1

2
z(dx ∧ dy ∧ dz) =

1

8z
(η ∧ Φ) ,

ile verilebilir. Sonuç olarak, M manifoldu üzerinde α(z) =
1

16z
olacak şekilde bir α(z)

düzgün fonksiyonu mevcuttur. Burada φ ye göre Nijenhuis torsiyon tensörünün sıfırdan

farklıolduğu açıktır. Böylece manifold yapısıbir hemen hemen yapıdadır.
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6 TARTIŞMA ve SONUÇ

Bu yapılan çalı̧sma sonunda görülmüştür ki hemen hemen α-kosimplektik manifoldlar

için özellikle η-paralel ve diğer paralel tensör alanlarıgöz önüne alındı̆gında genel bir

sınıflandırma problemi hala açıktır. Genel bir karakterizasyon bazıözel şartlar veya

ek ilave durumlar dı̧sında mevcut değildir. Daha sonraki çalı̧smalarımızda özellikle

konformal, projektif ve konsirküler eğrilik tensörlerinin yarısimetriklik şartı ile diğer

paralellikler arasındaki ili̧skiler araştırılacaktır. Ayrıca, lokal simetrik ve yarısimetrik

hemen hemen α-kosimplektik manifoldlar için paralellik şartlarıyeniden incelenebilir.

Bu durumda daha genel sonuçların ortaya çıkmasıbüyük bir olasılıktır. Diğer yandan,

Ricci simetrik, Ricci yarı simetrik, D-Konformal tensör, Pseudo simetrik ve Pseudo

yarısimetrik gibi özel tensör şartlarıaltında hemen hemen α-kosimplektik yapılar ele

alınabilir. Gelecek çalı̧smalarda temel amacımız ve motivasyonumuz, bu planladı̆gımız

tensör alanlarıile ilgili çalı̧smalarıhemen hemen α-kosimplektik (k, µ, ν) uzaylarında

null şartına bağlıolarak incelemek olacaktır.
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Eğitim Durumu (Kurum ve Yıl)

Lise : Serik Lisesi, (2005-2009)

Lisans : Afyon Kocatepe Üniversitesi, Fen Edebiyat Fakültesi,

Matematik Bölümü, (2010-2015)

Çalı̧stı̆gıKurum/Kurumlar ve Yıl
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52


