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1. GIRIS

Esitsizlikler hakkindaki klasik ¢alismalar Hardy vd. (1934) tarafindan ortaya ¢ikarilmis
ve matematikciler arasinda yerini almistir. Bu calismada klasik ve yeni esitsizlikler

hakkinda genis c¢esitlilik, problemler, sonuclar, teoremler ve ispatlar sunulacaktir.

Holder esitsizligi, Minkovski esitsizligi ve aritmetik ve geometrik manadaki
esitsizliklerin; esitsizlik teorisi listiinde biiyiikk bir rolii vardir. Bunlar ve bir¢ok temel
esitsizlikler artik diinya dilinde ortak kullanimdadir ve bu alanda yapilan sayisiz

calismalar vardir.

Konveks fonskiyonlarin tarihi olduk¢a eskidir. Konveks fonksiyonlar hakkindaki ilk
calismalar 19. yiizyilin sonlarmma kadar dayanmaktadir. Bu matematiksel ifadenin
koklerini Holder (1889), Stolz (1893) ve Hadamard (1893) atmistir. Gegen ylizyilin
basinda Jensen (1905, 1906) konveks fonksiyonlar hakkindaki ilk ger¢ek c¢alismayi
vermistir. Sonraki yillarda da konveks fonksiyonlar matematiksel analizde onemli bir

yere sahip olmustur.

Eger f"(x) = 0 olursa f fonksiyonu bilinen Jensen esitsizligini saglar (Holder 1889).
Stolz (1893) ve Popoviciu (1944, 1964) da f nin [a, b] araliginda siirekli oldugunda

x+y\ _f)+fQ)
f( - )s _ (1.1)

esitsizligini sagladigini gostermislerdir. Bu durumda f, (a,b) araliginda sagdan ve

soldan tiirevlenebilirdir. Hadamard (1893), [a, b] araliginda artan tiirevlere sahip olan
konveks fonksiyonlar hakkinda temel integral esitsizlikleri elde etmistir. Onun bu 6ncii
calismasi; Jensen (1905, 1906) tarafindan yapilan ¢alismada (1.1) esitsizligini
kullanarak esitsizliklerin ne derece O6nemli ve perspektif bir yapiya sahip oldugunu

kesfetmesini saglamistir.

f fonksiyonu [a, b] de Jensen hassasiyetine sahip bir konveks fonksiyon olsun. [a, b]

deki herhangi x;, ..., x;,, noktalar1 ve en az biri negatif olmayan rasyonel r;, ..., r;, sayilari



icinry + -+ 1, = 1 esitsizligi saglansin. O halde

f (i Tixi> < zn: rif (x) (1.2)

i=1 i=1

dir. (1.2) esitsizligi literatiirde bilinen Jensen esitsizligidir. Bu esitsizlik konveks
fonksiyonlar i¢in en Onemli esitsizliklerden birisidir. Jensen esitsizliginin
incelenmesindeki temel amag; analizdeki problemlerin ¢oziimiine bir temel kaynak
olmasmi saglamaktir. Konveks fonksiyonlar1 igeren esitsizlikler matematigin ¢esitli

dallarindaki gelisimler i¢in verimli bir aractir ve literatiirde 6nemli bir yere sahiptir.

f:la, b] - R bir konveks fonksiyon olsun. O halde asagidaki esitsizlik gegerlidir:

b 1 (b b
f(a;r )sb_af f(x)dxsw (13)

(1.3) esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak adlandirilir. Esitsizligin
sol tarafinin ispatt Hadamard (1893) yapmadan once f ve [a, b] de artan /”” fonksiyonu
icin kesinlik olarak yapilmistir ve Hadamard esitsizligi olarak ve esitsizligin sol tarafi

da bilinen Jensen esitsizligi olarak adlandirilmistir.

f:la,b] = R ye [a, b] de siirekli, (a,b) de tirevlenebilir ve f':[a,b] - R ye (a,b)
de sinurl olsun. Burada ||f|lce = supreqpilf’ (x)| < oo dur. O halde

a+b\2
(T)

+o—| b - Dlf ll (1.4)

1
< |=
“ 14 (b—a)?

1 b
f00 -5 | flode

(1.4) esitsizligi Ostrowski esitsizligi olarak adlandirilir. (1.4) esitsizliginin {ist siniri,
x € [a,b] olmak tizere bir f(x) degeri igin integralin ortalama degerini verir. Bu

konuda literatiirde de son on yilda ¢ok 6nemli sonuglar yer almistir.



1.1 Temel Kavramlar

Tamm 1.1 (Siireklilik) a € A € R ve f: A — R bir fonksiyon olsun. Eger Ve > 0 igin;
Vx € A igin, eger |x —a| < § ise |f(x) — f(a)| < € olur 6nermesinin dogru oldugu bir

& > 0 sayisi varsa o zaman f fonksiyonuna a’ da siireklidir, denir.

Tanmm 1.2 (Diizgiin Siireklilik) (X,p) ve (Y, o) iki metrik uzay olsun ve f: X - Y

fonksiyonu verilsin. Eger Ve > 0 sayisina karsilik;

p, )8 =p(f(0),f(y) <e

olacak bicimde, yalniz verilen € sayisina bagli, bir § > 0 varsa; f fonksiyonuna diizgiin

siireklidir, denir.

Tanim 1.3 (Mutlak Siireklilik) (x, x; + h;) araliklarinin sonlu her alt kiimesi igin;

n
Zlhk| <5
k=1

kosulu saglandiginda ve verilen € > 0 sayisi i¢in;

D UGt h) = frol < e
k=1

olacak sekilde & > 0 sayis1 varsa, f(x) fonksiyonuna [a, b] kapali araliginda mutlak

siireklidir, denir.

Tanmim 1.4 (Lipschitzian Kosulu) / c R bir aralik olsun. Vx,y € [ i¢in;

lf(x) = fl = Clx =)

olacak sekilde bir C sabiti varsa f:1 - R fonksiyonuna I’da Lipschitzian kosulunu

sagliyor, denir.

Tamim 1.5 (Diferansiyel Kavrami) f: R — R tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. x in
sonsuz kiigiik degisimi dx olarak ifade edilir. Fonksiyondaki degisim ise dy olarak

kabul edilir. y = f(x) fonksiyonunun tiirevi alinirsa;



dy df(x)

dx ~ dx
veya
dy ,
i f'(x)
olarak ifade edilir. Buradan:
dy = f'(x)dx

elde edilir. Bu ifadeye y = f(x) fonksiyonunun diferansiyeli denir.

Tammm 1.6 (Monoton Artan ve Azalan Fonksiyonlar) /S R ve f:I - R bir
fonksiyon olsun. x4, x, € I olmak tizere x; < x, iken f(x;) < f(x;) sart1 saglaniyorsa;
f ye monoton artan fonksiyon denir. f(x;) < f(x;) oluyorsa f kesin olarak artandir.
x1 < x5 iken f(x1) = f(x,) ise f monoton azalan bir fonksiyondur. f(x;) > f(x,)

oldugunda ise f kesin olarak azalandir.

Tammm 1.7 (Vektor Uzayr (Lineer Uzay)) X bir kiime ve K bir cisim olsun.
+: XxX —» X ve.: KxX — X iki fonksiyon olmak iizere:
Vvx,y,zeX,(x+y)+z=x+y+2),

(i)Vvx,y,zeX,x+y=y +x,
(i3I0 eX, Vxe X, x+ 0 =x,
(iV)Vx,—x€X,x+(—x) =0ve (—x) +x =0,
(V)Va €K, Vx,y e X; (x+y)a=xa+ya,
(VijVa €K, Vx,y € X; a(x +y) = ax + ay,
(vi)Va € K, Vx,y € X; a(xy) = (ax)y,

(vil) Vx € X, 1x = x,

sartlar1 saglanirsa (X, K, +,.) dortliisiine Vektor Uzayi veya Lineer Uzay denir.
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2. JENSEN TiPi ESITSIZLIKLER

2.1  Jensen Esitsizlikleri

I, reel (R) sayilarda bir aralik olsun. Eger X,y el igin f:I = R fonksiyonu asagidaki

sartlar1 sagliyorsa f; Jensen konveks, J-konveks veya mid-konveks olarak adlandirilir.

x+y\ _f)+f(y)
f( ) < (2.1.1)

2 2

Jensen ilk tanimlamayi (2.1.1) esitsizligini kullanarak yapmis ve bunun altini 6nemle
cizmistir. Vx,y € I ve a € (0,1) i¢in f: I — R konveks ise;

flax+(1-a)y) < af () + (1 - Of ) (212)

esitsizligi tanimlansin. (2.1.2) esitsizligi mutlak x # y i¢in kesinlikle saglanir. Eger
burada —f:1 — R olarak tanimlanirsa f fonksiyonu bir konkav fonksiyondur. (2.1.2)
esitsizliginde de a = Ziahnlrsa hem (2.1.1) hem de (2.1.2) esitsizligini saglar ancak bu

tanimlamalar acik bir aralikta siireksiz oldugundan birbirileriyle esdeger degildirler. Bu
durumda biitiin fonksiyonlar (2.1.1) i¢in bu agik aralikta siireklidir. Konveks
fonksiyondaki bu tanimlama, normlu L lineer uzay: iizerinde reel degerli fonksiyonlar
i¢cin oldukc¢a yeterli bir genellemedir. Bu tanimlama f nin U da konveks oldugunda
yapilir. Bu da xy,x, €U,a € (0,1) i¢in ax; + (1 —a)x,de fnin bu sekilde

tanimlanmasini garanti eder. U C L tizerinde asagidaki tanimlama yapilabilir:

flax; + (1 —a)xy) < af (%) + (1 — a)x;

dir. Konveks fonksiyonlar hakkinda detayli agiklamalar Mitronovic (1970), Pecaric vd.
(1992) ve Roberts (1973) tarafindan verilmistir.

Teorem 2.1.1 f bir J-konveks fonksiyon ve I = [a, b] olsun. Bazi rasyonel ve negatif

olmayan xq,x,,..,x, €I ve 1,1y, ..,1, i¢in 1 +1r,+ -+ 1, =1 saglansin. Bu

durumda:
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f (i Tixi> =< zn: rif (x;) (2.1.3)

i=1

dir (Pachpatte 2005a).

ispat:

1. DURUM: n=2ve r,r, €1 i¢in (2.1.1)’1 elde ederiz. r; —% i=12,..,nigin

(2.1.3) esitsizligi;

f (%Zn: xi> < %if(xi) (2.1.4)

gibi olur. Ilk olarak Pecaric (1992) de verilen hipotezler incelenecektir. (2.1.4) de k,

2 <k <n i¢in gegerli oldugu kabul edilsin. x = Z" x; alinirsa,
n
n—1 + 1
2|72 (o zxm)
i=1

1
<> Z Flx) += ((n—l)f(x)+f(xn+1))

olurki f(x) < (

— far i (xl)> saglanir ve Teorem 2.1.1 bu sekilde ispatlanmus olur.

2. DURUM: 14,13, ...,1, negatif olmayan rasyonel sayilar, burada m negatif olmayan

bir dogal say1 ve py,p2, ., Pn i¢in M =py +p,++p,, ;= %, i=12,..,n

olsun. Simdi 1.durumdan:

f((x1 4+t xg) + Qo o+ xn)>

m

- ((f(xl) +o A fO)) + et () + +f(xn))>

m
dir. Burada ilk olarak parantez i¢indeki ifadeler p, olarak ayri kategoriye alinsin ve

ayni sekilde p,. terim olsun. Boylece (2.1.5) ten;

( an)si% (x;) (2.1.6)

=1

12



olur ve (2.1.6) da% = r olarak segilirse (2.1.3) elde edilir ve ispat tamamlanir. [ ]

Hatirlatma 2.1.1 Jensen, serilerde hangi sartlarda (2.1.3) esitsizliginin gegerli oldugunu
notlarinda belirtiyor. Eger r; lizerindeki bazi kisitlamalar1 yok sayarak, x4, x5, ..., x, € [
den tiirecyen kombinasyonlar g6z Oniine alinirsa bu siniftaki fonksiyonlarin Jensen

esitsizligini kiigiiltmesi icin yeterli olacaktir.

Bu durumda Teorem 2.1.1 in sonucunu incelemek Jensen esitsizligi i¢in faydali

olacaktir.

Sonu¢ 2.1.1 f:U S L — Rolarak tamimlansin. L lineer uzay1 {stiinde segilmis bir

konveks doniistim, x; € C,i = 1,2,..,n ve p; >0, B, =X p; > 0olursa:

1x 1x
f (P_nZ Pixi> < P_”Z pif (x;) (2.1.7)

dir (Pecaric 1982).

Teorem 2.1.2 x ve p iki n-degiskenli reel sayilar ve x bir bilinmeyen x; € [a, b] ve aymi
zamandal<i<n ve0<P,P,k=1,..,n—1,P, =0, P, =Y pe_; ilebirlikte

k =1,..,n—1olsun. O halde [a, b] deki her reel degerli konveks f fonksiyonu igin;

1x 1x
f (P_n; pixi> < P_n; pif (x;) (2.1.8)

esitsizligi yazilabilir (Pachpatte 2005a).
Ispat: Eger her p; pozitif olursa (2.1.8) esitsizligi konveks fonksiyonlarda kolaylikla

tanimlanir. A da karakterize edilmis bir f konveks fonksiyon ise bu durumda:

f@) = fx) <M(z—-c) (2.1.9)

dir. (2.1.9) tim c ve z ler i¢in ¢; M de bagimhi (M = f'(c) olacak sekilde;
M = f'(c) nin var olmasi M nin sayilamayan ve ardindan f'(c) ve f{(c) nin sayilabilir
secilmesi burada onemlidir. (2.1.9) kullanilirsa; kolaylikla asagidaki esitsizlik elde
edilir.

fO-fMNzMz-y), zzy=c

13



f@O-fyY)=2M(z—-y), y<z<c (2.1.10)

dir. M yukaridaki gibi tanimlanmaistir.

Simdi x ve p Jensen-Steffensen esitsizligindeki durumlari saglasin. Bu durumda:

— 1 >
X = - ?=1 pix; v&é P =P, — Pr_4 olursa, o halde;
n

n n
P = Py(xy — xp) = ZPi(M —x)= ) (%21 —%)B>0,x<x
i=2 =2

j
olur. Benzer sekilde;

n n
P_k = Pn(f_ xn) = zpi(xl - xn) = Z(xj - xj+1)ﬁ1 >0, %, X< x4
i=1 j=1

dir. Simdi m, X € [X;,41,%X, | oOlsun. Daha sonra, M, ¢ = X oldugunu veriyor.
Kolaylikla benzer durum gosterilebilir. Simdi (2.1.10) ve (2.1.11) kullanilirsa (2.1.8)

elde edilir ve ispat tamamlanir. ]

n n m—1
1 1 ,
f (P_"Z pixi) - p_nZ pif () = Z (M(xi —xip1) — f(x) + f(xi+1))$

Pm

+(M Q= %) = f () + f(f))i—: + (f(®) = f(tma1) = MO = xi41)) .
Y Pryq
+ Z (f ) = fCrinn)) = MCx; — Xi41) 7; (2.1.11)

i=m+1

dir. f:1 - R reel degerli fonksiyon ve x = (xy, x5, ..., x, € I) olsun.

1 1
fin = fin(x) = (kT)le f(; (i + -+ xik))

<<ipsn

ifadesi kullanilirsa bu ifade Gabler tarafindan “ serisel konveks fonksiyon ” olarak
tanimlanir. Bu fonksiyonlar 6zel taniml1 fonksiyonlardir. Gabler ayrica esitsizligi serisel

fonksiyonlar igin;

fO) Z firin()k=1,..,n (2.1.12)

seklinde ifade ediyor. Bu teorem Pecaric (1994) tarafindan konveks fonksiyonlar i¢in

lyi-bilinen Jensen esitsizligine, dizilerin hangi sartlarda eklenebilecegi verilmistir.

14



Teorem 1.2.3 f: I — R reel degerli bir fonksiyon ve x = (xq, x5, ..., X, € I) olsun.

p. X + e + p X
fin=fin@P) e Y (o 4ot pik)f( - - "‘)fk,n(x. P)ficrin
( ) n 1<iy<-<ig<n pil ot pik

> fiesrn(6D) (2.1.13)

dir. Burada p pozitif sayilardir ve B, =}, p; dir (Pachpatte 2005a).
Ispat: Gergekten:

§(+11 (p11 + -t plk pij)

PigXig t 4 Pigy g Xigsq

DigttPy Py

(pi, + - +py) = (i, ++ 13, )f

K43 (b, +  + Piy, — 1))

\Pir X t Py g Figyq

i/ Pigt Py, 7Pi;

Sh 2 (piy + 4D, D

= (pi1 Tt pi"“) Z;‘+11(P11+ HPigy, P )

k+1

12 PiXiy * -+ Digyy Xigeyy
k & ( l1 lk+1 l]) pil + .-+ pik+1 —_ pl]

oldugunu biliniyor. Bu nedenle;

Jerin = m Z (pi, + -+ pik)f< i ix 1k>
k 1<i,

SiqS-<igsn pil ot pik
1 Z b, Xiy + o+ Py Xy, — PiyXi;
=g pi, + -+, — i f(
k(nkl)Pn 1Si15"'5ik5n ( ' * ]) pll + A + plk - pl]

p e + p X:
(p11 + -4+ plk)f< llpll -k lk) = fk,n

(k—l 1<i < <ig<n 1 Pi

olur ve ispat tamamlanir. ]

Hatirlatma 2.1.2 (2.1.12) de konveks fonksiyonlar icin verilen Jensen esitsizliginin ara

degerini hesaplanmisti. Gergekten:

n n
1 1
Flo) P )= fan S S foon < fan S S fin=5 ) poi (2114)
=1 =1

dir. Yukarida verilenler keyfi lineer uzaylarda tanimli konveks fonksiyonlarda;

p; = 1,...,n Kadar olan rasyonel sayilar i¢in keyfi reel lineer uzaylarda tanimli mid-
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konveks fonksiyonlarda tanimlidir.

Simdi f:C c X - R konveks fonksiyon ve C de X lineer uzaym istiinde konveks
olarak secilmis olsun. f:C c X - R, x; € Cve P, =2 0,i = 1,...,n i¢in T bostan farkli
olarak segilsin ve m > 2 bir dogal say1 olsun. Kabul edilsin ki simdi m fonksiyonu ve

t € Tigin a;(t) + -+ apy(t) = 1 esitligi saglansin.

Dragomir ve Sandor (1992) tarafindan verilen dizisel fonksiyonlari g6z oniinde

bulundurursak t € T ve n > 1 igin;

Fl[m](t) = Plnz P.f [al(t)xi1 + (az(t) + ot am(t))P_an pixi]

i1=1
n n
ey = L 1
BV =55 ) PuPuf |a®x, + @2(0x;, + (a:(0) + -+ an®) 5 ) pixi
n . n<
i1,ip=1 i=1

1 1
AL () = 5 B iy Py - Pif |aa (i, + -+ @1 (D%, + O (D) 5 Ty Pii]

ve

n

Fm(t) = pim Z Py P, flag(Ox;, + -+ (O |

il,...,im=1

esitlikleri gegerlidir. Yukaridaki teoremin ispatt Dragomir ve Sandor (1992) tarafindan

verilmistir. n

Teorem 2.1.4 f,p;, x; i = 1, ...,n kadar ve m dnceki teoremdeki gibi olsun. O halde:

(i) vt € T igin:

f(%; pzxi> <F™@©) < <FE™@©<Fme) < PinZ pif(x)  (2.1.15)

dir.
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(ii) Eger burada ty(t) €T ve a;(ty) = = a,(ty),1 <p <m—1olursa, o halde
1 <j<migin;
n
o plm] [m] 1
inf F™ @) = F™ () = | - ) p (21.16)
teT Pn =1

dir.

(iii) Eger burada t; € T ve a,(t;) = 1 olursa;

n
1
sup Fj[m](t) = Fj[m](t1) =f <P_z pixi> (2.1.17)
teT n im1
olurvetimp<j<m-1vel<q<p-—1i¢in;
1 n
inf B @) = B () = £ 5 ) pexy (21.18)
teT Pn =1

esitligi gegerlidir.
(iv) T, Y lineer uzayinda konveks olarak segilirse a; = 1,...,n e kadar yeteri sartlar
saglandiginda t1,t, € T ve a, § = 0 i¢in;

ai(V(ﬁ) + ﬁ(tz)) =ya;(t) + Ba;(t;)

dir. O halde Fj[m],l <j<m-—1 ve FIM T de konveks déniisimlerdir (Pachpatte

20053).
Ispat:

(i) Jensen esitsizliginden t € T igin:

1% & o
(P_nZ Pixi) a () + -+ (a(®) + -+ am(t))P—nZ pixi] = f(P_nZ;pixi>

dir. Simdi 1 < j <m —2vet € T olsun. O halde Jensen esitsizliginden;

FM@) = f

P}[ﬁ](t) = Pr{+1 Z Pi1+-~-+Pi]-+1f [“1(t)xi1 + ot @i (Ox41 + (aj42(8)

il""!ij+1=1

1 n
+ an (1)) P_Z Pixi]

17



n
; 1
> p] Z Piy+--+Pijy, f lal(t)xil + -+ ai(Ox; + P_nz PijpsXijyq aj1 ()
ig,enijp1=1 i+l

1 n
+ (@2(®) + am@) 5 ) e[ = FM©
ni=1

1
dir. Burada ifade edilen {F}[m] (t)} dizisi t € T igin monoton azalmayandir.
1

m—
j=
Diger taraftan Jensen esitsizliginden;

1
F(t) 2 pm1 Z Piy+tDipy S | @1 (Oxi, + - a1 (Ox;,_,
n

ilv"'vim+1=1

n
1
+ (E > pimxim> @, (®) | =FM @

lj+1

elde edilir. Sonugta C de f nin konveksligi bir tek t € T ve x; € C igin;

flay@®x;, + -+ am(©Ox;, ) < ay (Of (x1,) + -+ am (O f (x;,)

esitsizligi gecerlidir.

Artan p; p;,, den ve ozetle iy, ..., iy, i = 1,...,n ¢ kadar agagidaki elde edilir. Vt € T

1¢in;

2 pi, P far(Ox;, + -+ an(®)x; )

il,...,im=1
n
< Z Di, - Pip, (0!1(t)f(xi1) + -+ am(t)f(xim))
il,...,imzl
n n
= @ (P ) by flog) + o @@ by, f(x,)
i1=1 im=1
n
=B py f)
i1=1
(2.1.15) esitligine denktir. ]
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(i) a1 (tg) = - = a,(tp) = 0,1 < p < m — 1 olursa o halde:

n n n
1 1 1
Fp[m](tO) =5 E Py, Py f[(aq(to) + -+ + am(to))P— E pixi] = f<P_ E Pi%’)
n, = n b= n b=
i1, lp=1 i=1 i=1

olur. Bu yiizden;

1 n
f(P—an ><F[’" (to) < - < E™(ty)

elde edilir. -

(iii) Eger a,(t;) =1 olursa, bu durumda as(t;) =0 olur (Vs # picin). Buradan
p<j<m-1icin:

1 n

—J Z Pi1 --P f xlj zpl f(xl)_F[m](tl)

Pn ilj---ij=1

elde edilir. Eger 1 < g < p — 1 olursa,

n n
1 1
M) = = E P ..P f (P_ E pixi> § pi f(x;)
n . ne<
I, lJ 1 =1 11—1
dir. Bu sekilde (2.1.17) ve (2.1.18) gosterilmis olur. ]

(iv) Simdia,f =0, a + B = 1ve ty,t, € T olsun. O halde f nin konveksliginden;

1
=5 Z Py ..Pyf (“1()“1 +Bt)x;, + o+ vty + Bty)x;,
n il,...i]'=1

+ (flj+1(yt1 +Bty) + o an(yty + ﬁtz))%z Pixi>

n
1
= Z Py . Pyf

L'1,...l'j=1
,

(y (ar(e)xs, + -+ a(t)x;;) + (@aa(t) + - + @ (8)) Piz plxl)

+ (,8 (al(tz)xi1 + ot aj(tz)xij) + (aj+1(tz) +ot am(tz) )PLZP ]

i=1

S

<yF™(t) + BE™(t,)

[m]

esitsizligi elde edilir. V1<j<m—1 i¢in F;" nin T lzerinde konveks oldugu

gosterildi.
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Klasik esitsizliklerin ardindan agirlikli aritmetik ve geometrik durum su sekilde

verilebilir. x4, ... x,, Ve py, ..., p,, pozitif reel sayilar1 igin;

1

n Pn 1 n
(1_[ xl?’i) < P—nz pixs (2.1.19)

dir (Pachpatte 2005a). [

Sonu¢ 2.1.2 f: C c X - (0,0), C lineer uzay1 tizerinde konveks bir fonksiyon ve X te
logaritmik 6zellikli C tizerinde konkav bir fonksiyon olsun. O halde tim x;, p;, @; ve m

ler igin aritmetik ve geometrik manada Vt € T igin:

n n
1 1
= e = FM() = B @ = - = B = Fof (FZ pixi)
"= iz

> ™M) = 6™@) = = 6™ () = ¢

> (ﬂ(ﬂxa)’”) (2.1.20)

esitsizligi gecerlidir (Pachpatte 2005a).

Burada:
1
n . n Pn
M ={ [ [oq(t)xil (@) + ot an(®) 5 ) pixi]
inip=1 =
n 1 n pgl
M@ =[] rrure [al(t)xil + @O, + (@50 + ++ an(®) 5 Y pixl-]
i1,i=1 "=

1

n n pm—1
o 1 '
Gi, =< [ rroeerin [al(t)xil+---+am-1<t)xim_1+am(t)]P—Zpixi>
=

i1,02,0im—1=1

dir ve
n 4
Glml t) = 1_[ fPirPiz.Pim [a1(t)xi1 4ot am(t)xim + am(t)]
i1,iz,mim=1
olur ve sonu¢ tamamlanir. [ ]
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Hatirlatma 2.1.3 Eger f sonu¢ 2.1.2 deki gibi f:(0,00) = (0,00) olarak segilirse

f(x) = x olmak iizere aritmetik ve geometrik anlamda;

1
n

= n piy\ Pr
_1 1
P, Zl: piX; = <| | [ai(t)xil + (az(t) 4ot am(t))—Pn ._El pl-xl-] >

i1=1
1
n 1 n DiyDiy \ P2
=[] [m(t)xil + @O, + (@0 + -+ an®) 5 > pm]
il,izzl nlzl

1

n 1 n Piy-PiyDip_q \ P 1
= [(ai(t)xil +-t+ am—1(t)xim_1) P_Z pixi‘
i1iz "=t

.,im_]_:l

1

n 1 n Diy PipPip \ P
> 1_[ [(ai(t)xil ot (D) P—Z pixi]
ni=

i1,i2,.mim=1

no NP

= Q:l[ xl-pl)

elde edilir. Jensen esitsizlikleri analizde 6nemli rol oynar. Bir¢ok matematik¢i sadece
(2.1.3) veya (2.1.7) yi incelemekle kalmamis bu konuda ¢esitli aragtirmalar yapmislardir
(Dragomir and Sandor 1992, Dragomir et. al. 2000, McShane 1937, Mond and Pecaric
1993, Mond and Pecaric 1994, Pecaric 1992, 1993).

Teorem 2.1.5 f:1 = [a,b] » R konveks fonksiyon olsun. h:1 — (0,) ve ardindan
u:I -» R, = [0, ) integrallenebilen fonksiyonlar olsun. O halde:

(ff h(t)u(t)dt) _ L h@f (u(®)dt
[Pheyae )T J2 (Ddt

(2.1.21)

dir. (2.1.21) tiim integraller i¢in tamimlidir (Pachpatte 2005a).

Ispat: ¥ > 0 secilsin. f nin konveksliginden k € R olmak iizere:

f@®) =f) =2kt —y),(Vt=0)

dir. t = u(t) alinip verilen esitsizlikte h(t) ile garpilir ve ardindan [a, b] araliginda

integre edilirse;
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b

b b b
f h()f (u(t))dt —f(y)f h(t)dt > k{f h(Hu(t)dt — yj h(t)dt} (2.1.22)
elde edilir. (1.2.21) esitsizliginde bu ifade yerine koyulursa;
B f;’ h(t)u(t)dt
- f;’ h(t)dt

ifadesi yerine konulursa ispat tamamlanir. |

Steffensen (1919) tarafindan kullanilan esitsizlik simdiki literatiirdeki konveks
fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizliginin tiiretilmis halidir. Buna da “Steffensen

Esitsizligi” denir.

Simdi Jensen esitsizligi i¢in bagka bir genelleme ve integral 6rnekleri igin Ciesielski
(1958) tarafindan sunulan ve ilgiyle okunan iki degiskenli integrallere deginilecektir.

Boas (1970) integral 6rneklerine iliskin degisik veriler elde etmistir.

f:1 - R siirekli konveks fonksiyon ve | bir aralik olsun. g:[a, b] = R olarak

tanimlansin. Esitsizlik (Jensen esitsizligi);
(ff g(x)da(x)> _Ja Fle@)datx)
[dat) ) [ da®)

tir. f stirekli, tamiml ve kararli, @ azalmayan, sinirli ve a(a) # a(b) dir. [

(2.1.23)

Jensen-Steffensen Esitsizligi: Esitsizlik (2.1.23) te f siirekli ve monoton (her iki

anlamda) taniml, a ya siirekli ya da sinirh varyasyonlu ise;
a(a) < a(x) < a(b),x € [a,b]; a(b) > a(a)

dir (Pachpatte 2005a).

Jensen-Boas Esitsizligi: (2.1.23) teki integralde tanimli bir f ve a siirekli veya sinirh

varyasyonlu ise;
a(a) < alx;y) < a(yr) < alxz) < - < a(yp-1) < alxy) < a(b)

dir (Pachpatte 2005a). Vx; i¢in (Yx—1, Vi), Yo = @,V = b ve a(b) > a(a), f burada
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tanimli, siirekli ve monotondur (her iki anlamda) . V(n — 1) aralikli (yy_q,y)) araligi
icin ve n = 1 igin Jensen-Boas esitsizliginden Jensen-Steffensen esitsizligi elde edilir.
Limit n— oo, a arttirilir ve f de gerektigi kadar siirekli olursa, boylece Jensen esitsizligi,

Jensen-Boas esitsizligini limitlenmis durumudur.

Pecaric (1982, 1984) tarafindan Jensen-Boas esitsizligi hakkinda kisa ve ilgi ¢ekici

ispatlar verilmistir. O bu ispatla toplam sembolii i¢in sadece Jensen esitsizligini

1% 1%
f(P—nZ pixi> < P—nZ pif (x;) (2.1.24)

dir. Burada p; =0 ve B, =Y",p; >0,x;€I,1=1,..,n igin Jensen-Steffensen
esitsizligidir. Esitsizlik (2.1.24) ve (2.1.23) ten kolayca elde edilebilir.

kullanmistir. Yani;

Eger a(a) <a(y,) <a(y,) < <a(y,-1) <a(b) olursa Jensen-Steffensen

esitsizliginden;

[, 9@da@) L 1(g(0)datx)
LEdat) )T [ da(x)

elde edilir. Yani:

1 (Y«
f(tk)sp—f flgx))da(x), k=12, ..,n
kJyr_1
olur. Burada:
p—f”d e 9@de@)
=), CTT I da()

tir. P, >0vet, €1,k =1,2,..,nigin (2.1.24) Jensen esitsizliginden;

n
k=1Pk

f;}kk—lg(x)da(x) _ <22‘=1 pktk> - Yi=1Prf ()
¢ da(x) T Tian

3 Yh=1Dxk (P—lk) 5 flgt)da(x) D f(gG0)da(x)
- Yh-1Pxk [P da

elde edilir. Eger a(yj_l) = a(yj) olursa ( bazi j’ler i¢in), o halde da(x) = 0 olur.
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[y]'_l, yj] araliginda;

| goota = Y p | ‘ww= Y n

k=1,k+j k=1k=#j

dir. (2.1.24) kullanilirsa, Jensen-Boas esitsizliginin gegerli oldugunu kolayca kanitlanir.
Jensen integral esitsizligi i¢in Mitrinovic (1970) bazi ilgi ¢ekici varyanslar ve

genellemelerle ilgili atifta bulunuyor.

Mitrinovic ve Vasic (1975) “centroid method” adindan konveks fonksiyonlar igin
tamamlayicit olan (bagka bir versiyon) iki yeni Jensen esitsizligi elde etmislerdir.
Beesack (1983) bu tiir esitsizliklerin genel halini savunmus ve ayni geometrik
diistinceleri kullanmigtir. Fakat centroid methodtan yaralanmamistir. Beesack (1983)
tarafindan verilen sonug¢ esitsizliklerin alanin1 genisletmis ve esitsizligin ortaya ¢ikan

sabit degerini agiklamistir.

Teorem 2.1.6 7, o cebiri iizerinde negatif olmayan bir 6l¢ii olsun. (D climlesinin bir alt
ciimlesi) ve q,f reel D iizerinde t-6l¢iilebilir fonksiyon,

q(x) >0,—0<x; < f(x) <x,<oo,(Vx€D) ve [ qdt=1 ¢ konveks
fonksiyon, I = [xq,x;] 2 ¢'(x) =0 ( | da izole noktalar), (¢, tlizerinde kesin
konveks) ise asagidaki 6nermeler birbirine denktir:

(i) p(x) >0,(vx €I

(i) (%), %1 < x < xp; p(x1) =0,¢'(x1) # 0veyap(xy) =0,¢'(x) #0

(i) p(x) < 0, (vVx € 1) veya

(iv) p(x),x; < x < xy, p(x1) = 0,¢(x;) = 0 dir. O halde:

qub(f)drstqb qudr (2.1.25)

D D

dur. Baz1 a > 1 ler igin (i) ve (ii) gegerli veya a € (0,1) i¢in (iii) ve (iv) gecerlidir.
Daha kesin olarak , a, (x;,x,, ¢) ye bagl olursa (2.1.25) asagidaki gibi belirlenebilir.
Burada u = [¢p(x3) — ¢p(x1)/(x; — x,)] olarak alinsin. Eger u =0 olursa, x = x
oldugunda ¢'(x) = 0 da esitligin bir tek ¢oziimii, x; < x < x, olursa a = ¢(x;)/ P(x,)

yeterli olur. (2.1.25) esitligi i¢cin u # 0 oldugundan esitligin tek ¢oziimii x = x
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oldugunda da [x4, x, ] kapal araliginda;

g(x) = pp(x) = ' ([P (x1) + ulxy —xz)] = 0 (2.1.26)

K
@' (x)

ve (ii) elde edilir. Ayrica esitlik (2.1.25) ancak ve ancak f(x) = x; durumunda

oldugunda a = olmasi (2.1.25) igin yeterlidir. Ustelik x; < X < x, durumunda (i)

gecerlidir. (x € D;). Burada Dy, D, ; D'de t-0lgiilebilir alt ciimle 3 D = D;UD, ve

olarak tanimlanir (Pachpatte 2005a).
Ispat: Daha 6nce belirtildigi iizere (2.1.25) teki her iki integral mevcut oldugundan f ve
¢(f) smurht Olgiilebilir fonksiyonlardir. Biitin durumlarda ¢'(x) sirekli ve | da

kesinlikle artan oldugunda, y ye ortalama deger teoremi uygulanirsa,
¢'(x1) < u<P'(xz) (2.1.27)

esitsizligi saglanir. A(x1,¢(x1)),B(x2,¢(x2)) ciftleri ele alinsin. (konveks y = ¢(x)
egrisi izerinde). Esitlik [AB] kirisi igin;

y = ¢(x1) + ulx —x;) = m(x)
tir. Konveks egriler ailesi ile @ > 0 igin y = a¢(x), egrisi alinsin. Buradaki ¢oziimde
a >0 3 egri F(x, ad (E)) noktasinda [AB] kirisine teget olsun. (x € I).(x; < x < x3)

ise oldugunda (i) ve (ii) gegerlidir. Bu durumda:

ap'(x) =u (2.1.28)
ag(x) = m(x) (2.1.29)

esitlikler gegerlidir. (X, a) da tek ¢oziime sahiptir. (x € I), (a > 0), u = 0 oldugunda
(2.1.28) ve (2.1.29) a¢p'(x) = 0, a¢'(x) = x; esitliklerine indirgenir. Eger ¢p(x;) # 0
olursa bu esitlikler ¢'(x) =0 oldugunda (x,a) da tek ¢Oziime sahiptir.
a= ¢(x;)/ ¢(x) oldugunda da x yi x; < x < x, araliginda incelenir. Bu durumda
u =+ 0 iken ¢(x;) = 0 olabilir. Buradan da p # 0 iken ¢(x,) = 0 olabilir. (Fakat
u # 0 olugunda degil). @ > 0 olursa ¢(x;) # 0 olur.

u # 0 oldugunda durum (i) ve (ii) gegerlidir. (2.1.28) den a # 0 ve a yok edildiginde
(2.1.28) ve (2.1.29) ¢ifti goruliir ki burada x = x oldugundan (2.1.26) da tek ¢oziim
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olmalidir. Simdi bu esitligin (x;,x,) de tek bir ¢dziime sahip oldugu gosterilsin. ilk

olarak;

g(x) = ¢(x1)(ll - ¢I(x1)); g(x) = ¢(x2)(.“ - ¢,(x2))

dir. ¢(x1), $(x,) ayni isaretlere sahip olursa (2.1.27) den g(x;),g(x;) ayni isaretlere

sahip olur. Béylece g, (x4, x,) araliginda en az bir sifir noktasina sahiptir. Ustelik:

g'(x) = —mg"(x)

esitliginin  [xq,x,] de isareti degismez. Bunun igin m(x) lineer fonksiyonu
(x;) = ¢(x;) ve i =1,2 igin esitligine sahip olur ve bundan dolay1r [x,,x,] kapali

araliginda ya durum (i) de her zaman pozitiftir ya da durum (ii) de her zaman negatiftir.

Devam edilirse g, [xq,x,] de kesinlikle monoton fonksiyon ise (2.1.26) esitligi
x =X € (x1,x,) de tek ¢oziime sahiptir. Ustelik ¢'(x) = 0 oldugunda (2.1.26) da
x = x olurdu ve u¢(x) = 0 anlamina gelirdi. Bu durum g # 0 oldugunda imkéansizdir
clinkii (x1,x,) de ¢(x) = 0 dir. Eger simdi &« = u/¢’(x) esitligini kullanilirsa (x, )
ikilisinin (2.1.28) ve (2.1.29) esitligini sagladigi kolaylikla goriiliir ve x; < x < x,
icin;

X—x X

X ¢ (x2)

ap(x) = p(x1) + pulx — x;) = (1 - >¢(X1) + ;CZ__

1

Xy — Xq
dir veya

agp(x) > ¢(x) (2.1.30)

dir. Bu hipotezden a > 1 oldugundan durum (i) ve @ < 1 oldugundan da durum (ii) bir
onceki paragraftaki halini alir. Kalanlar gosteriyor ki ¢ > 0 oldugunda durum (ii) p # 0
oldugunda gegerlidir. (2.1.29) dan a¢(x) = m(x) ve yukarida belirtildigi gibi ¢ ve u

niin | da ayn1 isaretlere sahip olur.

Ayni sekilde (ii1)) ve (iv) durumlari, (i) ve (i) nin kolay versiyonlaridir. Sirasiyla
¢(x;) =0,¢'(x;) # 0 oldugunda ¢'(x;) >0 ve u>0 olur. Bu durumda eger
P(x;) =0 ve ¢'(xy) #0 olursa, u < ¢'(x;) <0 sartina bagh olunur. Bunu igin
buradaki ilk kosullar:
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g(x) = pp(x) — pulx —x1) ¢'(x) = ulx —x)[P"(X) — p'(X)], x; <X < x,
esitligini verir. Burada g(x) < 0; x; < x < X, i¢in ayn1 zamanda x = x (2.1.26) dan
[xq1,x,] daki tek ¢Oziimiidir ve (2.1.28) ve (2.1.29) esitlikleri @ = u/ ¢'(x;) > 1

oldugunda x = xq, [x;, x,] araliginda tek ¢6ziime sahiptir.

Benzer uygulamalarda durum (ii) den x = x, ve a = u/ ¢'(x,) > 1 oldugunu bulunur.
Durum (ii) i¢in ilk olarak ¢'(x;) <0 durumu x =x,0<a= pu/ ¢'(x) <1 ve
¢'(x,) > 0 oldugundada x, =x ,0 < u/ ¢'(x,) < 1 olur.

Yukarida belirtilen a degeri sadece (2.1.25) esitligini kanitlamak i¢indir. Bu kanit bu

noktann @ > 0 oldugunda Vx €I igin [AB]kirisinin grafise P noktasinda teget

oldugunu ve kesinlikle konveks oldugunu soyler. Bu durumda:

d(xz) — d(xq)

Xy —Xq

ap(x) =2m(x) = ¢(x;) +

dir. Esitlik sadece x = x oldugunda gegerlidir. x = fD qfdt x €1 oldugunda

kullanilabilir. Buradan:

B (x2) — P(xq)
—x

2

a f afdr | = ¢r) +

D

f qfdr — x;
D

- [{oo + 222280 ke > [ o

2
D D

esitsizligi (2.1.30) daki gibidir. Bir 6nceki esitlikte ancak ve ancak f(x) = x; veya x,
D; veya D, alt climlesinin iistiinde 7 —dlg¢iilebilir oldugunda gegerlidir. Bundan dolay1

(2.1.25) esitligi buraya ilave edilirse;

§=Jq¢(f)dr=x1fqdr+xzjqdr

D Dy D,
olur. Bu durumda ¢(4) = [ 4 qdt en kiigiik halindedir. Bu verilenler incelenirse

herhangi bir x € [x;,x,] araliginda segilen D;, D, ciimleleri mevcuttur fakat genel

¢oziimde degillerdir. [ ]
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Sonu¢ 2.1.3 (2.1.6) daki tiim hipotezleri kabul edilsin ve ¢, da konkav olursa

¢"'(x) < 0 dir ve I daki izole noktalar igin;

qub(f)dr = af q fdr (2.1.31)

D D

dur. Burada a reel bir degerdir. Simdi a > 1 olursa ¢(x) < 0 olur. (x4, x,) araliginda
ve 0 < a < 1olursa ¢p(x) > 0 olur. (xq,x,) de esitlik (iii) de kesinlikle ayni f yi temsil
eder. (Teorem 2.1.6). Bu nokta ¢, = —¢ olursa Teorem 2.1.6 elde edilir (Pachpatte
2005a).

Teorem 2.1.7 t,D,q, f,x,,x, Teorem 2.1.6 daki gibi olsun ve ¢(x); I = [a,b] de
diferansiyellenebilir herhangi bir fonksiyon 3 ¢'(x) var ve | {izerinde kesin artandir. O

halde bazi1 a lar i¢in 0 < a < (x; — x1) [ — &' (x;1)] esitsizligini saglayan « lar i¢in;

f qp(fldt <a+¢ f qfdr (2.1.32)

D D

dur. Burada:

[¢(x2) — d(x1)]

Xy —Xq

olarak tanmimlanir. Kesin olarak a, (2.1.32) icin asagidaki gibi belirlenebilir. x = x,

[u = ¢'(x)] oldugunda esitligin tek ¢6ziimii olsun. x; < X < x, olursa;
a= ¢(x1) — Pplxz) + ulx — x1)

(2.1.32) igin yeterlidir. Esitlik (2.1.32) de f(x) = x; i¢in gegerlidir. x € D;, burada

Dy, D, D alt ctimlesinin iizerinde T —06l¢iilebilir 3 D = D;UD, ve

§=x1fD1qdr+x2fD2qdr

oldugunda bu ciimleler vardir (Pachpatte 2005a).

Ispat: Bu ispat Teorem 2.1.6 daki gibi benzer olarak verilebilir. Ayni sistem kullanilirsa
tekrar (2.1.27) elde edilir ve konveks egri ile (x,y) noktasinda [AB] kirisine teget olan
y = a + ¢(x) i¢in incelensin. Bu sonug ancak ve ancak x ve a asagidaki ¢iftler i¢in

meydan gelir:

d'(x) = u (2.1.33)
a+ ¢p(x) =m(x) (2.1.34)
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tir. ¢, | da kesin artan oldugunda x € (x;,x,) de ortalama deger teoreminden (2.1.33)

esitligi tek ¢6ziime sahiptir ve a tektir. (2.1.34) de;
a=mx)— ¢(x)
= ¢(xq) — () + plx —xy)
=X —x)u—¢'(X)],buradax; <X <x

dir. Buradan:

0<a<(x—x)[u—d(x1)]

elde edilir. (2.1.32) nin ispat1 6nceki gibidir ve simdi a nin degerinden;

d(x2) — Pp(xq)

X2 —Xq

dir. Tekrar x = fD q fdt alimirsa ve ¢ nin | daki konveksligi kullanilirsa (2.1.32) elde

a+ dp(x) =mx) =

(x —x1),Vx €1

edilir. .

Sonug 2.1.4 Teorem 2.1.7 deki biitiin hipotezler gegerli olsun ve bunun disinda ¢’(x),
P(x2)—p(x1)

X2—X1

| da kesin azalan olsun. O halde 0 < a < (x, —x)[¢p'(x;) —u] ve u=

olmak tizere;

¢ jqfdr Sa+J qd(fdt (2.1.35)

D D

dur.

Aslinda, a = ¢(x) — ¢p(x;) — u(x —x;) olarak alimrsa x=x ve ¢'(x) = u
esitligin tek ¢oziimii olur. Esitlik (2.1.35) ayni kosullar altinda (2.1.32) deki gibidir.
Uy = —u yi kullanip ¢, = —¢ fonksiyonunu kanitlamak ig¢in (2.1.7) teoremini
uygulamaya ihtiya¢ vardir (Beesack 1983). ]
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2.2 Jessen Esitsizlikleri

Bu boliimde konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizliklerine uygun olan izotonik
Jessen lineer fonksiyonlariyla ilgili bilgi verilecektir. Beesack ve Pecaric tarafindan
verilen bazi1 genel esitsizlikler Jessen esitsizliklerini tamamlar. (Izotonik lineer Jessen

fonksiyonlari igin).

E # 0 bir alt cimle olsun ve L lineer uzayda reel degerli bir fonksiyon olan g: E - R

bir fonksiyon ise asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(L) f,g €L = (af +bg) € L,Va,b € R
(Ly) 1 € L,buradaeger f(t) =1, te Eiseohalde f €L

dir. Izotonik lineer fonksiyonlarda diisiiniiliirse, A: L = R igin;

(A1) A(af + bg) = aA(f) + bA(g), f,g €L, abeR
(4,) f €L, f(t) = A(f) = 0 (A izotonik)

olur. Burada:

A(g) = j gau A(g) = Zpkgk

E kEE
dir. Burada p, E iizerinde bir pozitif 6l¢ii (1.durumda) , ikinci durumda ise E dogal
sayilarda bir alt ciimledir. Jessen (1931) Jensen esitsizlikleriyle ilgili genellemeler

veriyor.

Teorem 2.2.1 L bos olmayan E ciimlesinin tizerinde (L;) ve (L,) ozelliklerini saglasin
ve ¢, I € R araliginda bir konveks fonksiyon olsun. A herhangi bir izotonik lineer
fonksiyon ve A(1) = 1 olsun. O halde Vg € L i¢in 3 ¢(g) € L olursa A(g) € L elde

edilir ve

P(A(9) < A(P(9)) (2.2.1)

dir (Pachpatte 2005a).
Ispat: 11k olarak I = [a, 8] ve g € L ile ¢(g) € L olursa o halde a« < g(t) < B, t €E
bulunur. Burada a« = A(a — 1) < A(g) < B,A(g) €1 dir. Buradan ¢, | da konveks

Xo €I ve m=m(xy) 3 ¢p(x)=¢d (xg) + m(x —xy),a €1 dir. Bu esitsizlikte
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x = g(t), xo = A(g) almirsa ve A fonksiyonuna uygulanirsa;

A(®(9) = $(A(9) + m(A(g) — A(9) = $(A(9) < AlP(9)

olur ve teoremin ispati tamamlanr.

Simdi Beesack ve Pecaric (1985) tarafindan ti¢ temel lemma verilecektir. Bunlar (2.2.1)

de Jessen esitsizligi ile ilgi olacak ve bu esitsizlikler de uygun bir X igin
#(A(9)) < X(A(g)) formunda olacaktur. ]

Lemma 2.2.1 ¢, I = [m,M] de konveks olsun. —co <n <M < o ve L de (L;) ve
(L,) kosullarini saglansin ve A, | da izotonik lineer bir fonksiyon ve A(1) = 1 olsun. O

halde Vg € Licin3 ¢(g) €L, m< g(t) < M, Vt € E ise;

(M — A(9)p(m) + (A(g) — m)(M)

A(p(9) = = (2.2.3)
dir (Beesack and Pecaric 1985).
Ispat: Konveks fonksiyonun tanimindan;
¢(v)<W_v¢>(u)+v_uq.’>(w) usvswu<w
w—u w—u

dir. Simdiu =m ,v = g(t), w = M alinirsa;

$(g(®) < )¢<)+“)_ S(M),t € E

olur. Buradan A.(4,),(A,) ve A(k) =k olur. (Vk € R) Lemma 2.2.1 in ispati

tamamlanir.

Lemma 2.2.2 (a) L; (L,) ve (L,) ve A da (4;) ve (4,) kosullarin1 saglasin ve A(t) = 1
olsun. ¢, [m, M] de konveks ve —co <m <M < o 3 ¢''(x) =0 ile esitlik | da en
izole noktalara sahip olsun. (¢, | da kesin konveks). ¢(x) > 0,Vx € I ve buradan
¢(x) >0m<x<M oldugunda ya ¢(m)=0, ¢'(m) 0 veya ¢(M)=0,
¢'(M) # 0 ikinci durumda ¢(x) <0, Vx € I veya ¢p(x) <0, m < x < M ile kesin
olarak ¢p(m) = 0 ve ¢’ (M) = 0 olsun.
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(b)OhaldevVvg € Licin3 ¢p(g) EL(m < g(t) <M, Vt €EE) ise;

A(P(9)) < ap(A(g)) (2.2.3)
esitligi baz1 a > 1 ler i¢in 1. durum ve 2. durumu veya a € (0,1) igin durum 3 veya
durum 4 i saglar. Daha kesin olarak a nin degeri (yalnizca m, M, ¢ ye bagl olarak)
(2.2.3) igin tespit edilebilir. u = (¢(M) — ¢p(m))/(M —m) alinsin. Eger p =0 ise
x=x, ¢'(x) =0 esitliginin tek ¢ozimi olur ve m<x <M dir. O halde:

a = ¢(m)/d(x) esitligi (2.2.3) igin yeterlidir. Eger u # 0 olursa x = x [m, M] de;

pp(x) —d'(x){p(m) + u(x —m)} =0

esitliginin tek ¢oziimiidiir. O halde a = u/¢'(x) (2.2.3) igin yeterli olur. Ustelik

m < x < M durum 1 ve durum 2 elde edilir.

(c) (a) daki biitiin hipotezler disinda ¢, | da konkav ve ¢''(x) < 0 olsun ve esitlik | da
en izole noktalara sahip olsun. O halde (2.2.3) esitliginin tersi gegerlidir. Burada «
onceki gibi belirlenmistir. Eger ¢(x) < 0 (m,M) deve 0 < a <1, ¢p(x) <0, (m, M)
araliginda saglanir (Beesack and Pecaric 1985).

Ispat: a) Mitrinovic ve Lackovic (1985) tarafindan verilen y = ¢p(x) egrisi iizerinde
B(m, d)(m)) ve B(m, qb(m)) C (M , (M )) noktalari ele alinsin. Esitlik [BC ] kirisinde;
y = ¢(m)+ pulx —m) = h(x)

esitligine denktir. Lemma 2.2.1 den A(¢(g)) < h(A(g)) esitsizligi elde edilir. Simdi
y = a¢p(x), (a > 0) ile konveks egri ailesini diistiniiliirse, Mitrinovic ve Vasic (1975),
Lieb ve Thirring (1976) a > 0 icin belirtilen sartlar saglandigini sdylemislerdir. Oyle ki
egri [BC] kirisine tegettir. Bundan dolayidir ki h(y) < a¢p(y),Vy €1 ve y = A(g)

olmak tizere;

A(9(9)) < h(A(9)) < aA($(9))

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

(b) (a) daki konveks fonksiyona ¢, = —¢ uygulandigindan kolayca elde edilebilir.

Hatirlatma 2.2.1 Acik olarak goriiliir ki yukaridaki ispat (2.2.3) den olusturularak elde

edilmistir.
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Lemma 2.2.3 a) A ve g Lemma 2.2.2 deki gibi ve ¢(x) I =[m,M] de herhangi
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun 3 ¢'(x) mevcuttur ve | da kesin azalandir. O
halde:

A(@(9) < a+ ¢(Al9) (2.2.4)
dirr Bazs a lar i¢in 0<a<M-—m){u—¢'(m)} saglanir. Burada

p= (M) - ¢p(m))/(M—m) ve a  (224) deki gibidir. x=T%,
¢'(x) = u,(m < x < M) esitligin tek ¢6ziimii olsun. O halde:

a=¢(m)—¢Xx)+ puM-m)

(2.2.4) i¢in de gegerlidir.

b) (a) daki tiim hipotezlerin disinda ¢'(x) | da kesinlikle azalan olsun. O halde:

P(A(9) < a+A(9(9)

olur. Burada 0<a< (M — m){¢p'(m) — u} diir. Gergekten de:
a=¢'(x)—p(m)— u(x —m) esitligi kullanilirsa kolaylikla elde edilebilir. (x, (a)
daki gibidir) (Pachpatte 2005a).

Ispat: (a) (2.2.2) nin ispatma benzerdir. Lemma 2.2.1 kullanilirsa
A(p(9)) < h(A(g)) bulunur. Burada y = h(x) , B(m, ¢(m)) , C(M, $(M)) noktalari
da kirise tegettir. Simdi ise burada y = a + ¢(x) ve konveks egri ailesi ele alinsin.
(Bennett 1988, Mond and Pecaric 1994).

Burada a > 0 belirtilen kosullar1 saglar 3 egri [BC] kirisine tegettir. Bu nedenle
h(A(g)) < a+ $(A(9) , A(P(9) < h(A(9)) < a+ ¢(A(g)) olur ve (2.2.4) iin

ispat1 tamamlanur.
(b) (a) daki konveks fonksiyona ¢, = —¢ uygulanarak elde edilir. [
Hatirlatma 2.2.2 Esitsizliklerin ispat1 (2.2.4) ten olusturularak verilmistir.

Hatirlatma 2.2.3 Lemma (2.2.2) ve Lemma (2.2.3), Mitrinovic ve Vasic (1975), Lieb

ve Thirring (1976) tarafindan genellestirilerek verilmistir. Mitrinovic ve Vasic (1975)

i1 Pidi
n

i=1Fi

A(g) = 0 >0
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6zel durumunu ela almistir ve (2.2.3) esitligi bu kosullar altinda verilmistir. Beesack

(1983) 6zel durumu A(g) = [, pqdr ile [ qdr =1 dir ve esitlik sartlar (2.2.3) ve

(2.2.4) deki durumlarla ayn1 verilmistir.

Bu veriler Maligranda vd. (1994) belirlenmis ve bazi1 teoremlerin uygulamalar1 veya
temel esitsizlikler (2.2.1) teoreminde ve (2.2.1)-(2.2.3) lemmalarinda vermistir ve A

fonksiyonelinde ayrintili olarak uygulamalara dahil edilmistir.

Teorem 2.2.3 L, E deki (L;) ve (L,) sartlarin1 saglasin ve A da (A;) ve (4,) sartlarmi
saglasin. Kabul edilsin ki ¢, I = [a, b] araligindan konveks ve f:I — R konveks olsun.
O halde:

d(x) < f(x) < CHB(x),x €1 (2.2.5)
f(A(9)) < CA(f(Bg)) (2.2.6)

dir (Pachpatte 2005).
Ispat: (2.2.5) ve (2.2.1) kullanilirsa;

f(A(9)) < CB(A(9)) = CP(A(B(9))) < CA($B(9))< CA(f(Bg))

elde edilir ve ispat tamamlanir. ]

Hatirlatma 2.2.4 (2.2.6) esitsizligi Teorem 2.2.1 genellestirilmisidir (Mulholland
1932). f baz1 ¢ ler igin (2.2.5) saglandiginda Mullholland f yi “’quasi-konveks’’ olarak

adlandirmistir.

Teorem 2.2.3 A, Teorem 2.2.1 deki gibi olsun. ¢,I € R de konkav ve ¥ (x) = x¢(x)
esitligi de | da konveks olsun. O halde Vg € L icin 3 g2, ¢(g),¥(g) € L ve A(g) >0
ise;
2

Alp(@) < ¢(A(Q) < A(%g(‘)g)) < ¢ <%) (2.2.7)
dir (Pachpatte 2005a).
Ispat: (2.2.7) deki 1. ve 2. esitsizliklerin sonuglari (2.2.1) de —¢ ve ¢(x)
fonksiyonlarina uygulansin. Buradan A;(f) = A(gf)/A(g) operatorii lineer ve
izotonik bir fonksiyondur ve A; =1 dir. (2.2.7) deki esitsizlikten (2.2.1) elde edilir.

I =[ab],—o<a<b<o ve Yy IR sirekli ve kesin monoton olsun. Kabul
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edilsin ki L ve A (L,),(L,) ve (A;),(A,) sartlarim1 saglasin ve A; = 1 olsun. (E baz
ciimlesi tizerinde) ve baz1 g € L i¢in ¥ (g), x(g) € L dir. Bu tamimlama genel olarak

yapildiginda A operatoriinden ve i den;

mp(g:) = v (AW(@)),  geL (2.28)

elde edilir. Eger a < (g(x)) < B arasinda incelenirse o halde A nin izotonik
karakterinden dolay1 da a < A(¥(g)) < B aym sekilde p, (2.2.8) den tammlanir. Bu

da yukaridaki varsayimdan x € E i¢in g(x) € I anlamina gelir. ]

Teorem 2.2.4 Yukaridaki hipotezlerin 15181nda;
1y (g; A) < py(g; 4) (2.2.9)

esitsizligi saglanir ya y artan ve ¢p = yoy ! konvekstir ya da y azalan ve ¢ konvekstir
(Beesack and Pecaric 1985).

Ispat: Varsayimdan g € L igin ¥ (g) € L elde edilir. Bundan dolay1 da g € L igin
(j)(l/)(g)) = x(g) € L dir. Ayn sekilde ¢ konveks olursa (2.2.1) Jensen esitsizliginden:

$(A(¥(9) < Ax(®)
olur. Bundan dolay: x artan ise =1 de artan olur ve (2.2.9) dan;
2 eA@)] < v (Ax(@))

elde edilir. Bu durumda ¢ konkav ve - ¢ konveks olursa dnceki sayfada elde edilen ilk

esitsizlik yon degistirir. Buradan y ~! azalan ve y den tekrar (2.2.9) elde edilir.

Hatirlatma 2.2.5. Teorem 2.2.4 fonksiyonellerin bir genellemesidir. Genel anlamdaki

esitsizlikler i¢in bakiniz (Hardy et. al. 1934).

Teorem 2.25 L, A, x ve y Teorem (2.2.4) deki gibi olsun fakat I = [m, M] ve burada
—oo<m<M<oodur.Ohalde Vg € L3 m < g(t) < M, (t € E) igin;

(W) —p(m)A(x(8) — (x(M) = x(m)A(Y () < YpMDx(m) —x(M)Yp(m)  (2.2.10)

esitsizligi ¢ = xoy~! oldugunda saglanir. Ters olarak (2.2.10) ¢ konkav oldugunda
gecerlidir (Pachpatte 2005a).

35



Ispat: ¥ nin | da artan olmas1 durumunda t € T igin;

my; = P(m) < l/)(g(t)) < YyWM) =M,

elde edilir. Lemma 2.2.1 de m yerine M ve m, yerine de M; konulursa;

AP @) < {yM) — AW (@ )x(m) + A(x(®) — wm)x(M) }x{y(M) — y(m)}™*

olmast  durumunda  (2.2.10)  azalandir. Eger ¢, | da azalansa;

M; < ll)(g(t)) < my,t € E ve sonuglarin ardindan ispat aciktir. [ ]

Jensen esitsizligine (2.2.1) ve (2.2.1)-(2.2.3) lemmalarina benzer lemma Beesack (1985)

tarafindan verilmistir.

Lemma2.24 L; (L,),(L,) ve Ada (A;),(A,) sartlarin1 E baz climlesi tizerinde saglasin.
Kabul edilsin ki E de k € L i¢in k = 0 ve A(k) > 0, ardindan ¢, I € R de konveks
fonksiyondur. Herhangi bir g;: E = Ri¢in 3 kg, € L ve k¢(g,) € L olursa;

A(kgn)y _ Alk¢(g1))
( Ak ) < A0k) (2.2.11)
dir. Bu sartlarda I = [m, M] ve burada —co < m < M < oo olursg;
Ak (g) < [MA(k) — A(kgl)]¢(ﬂ13 i L‘j(kgl) — mA(k)]p(M) (2.212)
olur. Ustelik ¢, 2.2.2 ve 2.2.3 lemmalarinda konvekslik sartlarini saglarsa,
ACkp(9,)) < aA(k)p (1) (2.2.13)
dir ve
A(k(gq
A(kp(gy)) < A(k) {a + ¢ (%@)} (2.2.14)

olur. Burada a sirasiyla 2.2.2 ve 2.2.3 deki gibidir (Pachpatte 2005).
Ispat: g, €L ve ¢(g;) €L olmasi durumunda ve k Dkh €L olur. VheL

icin F: L — R sodyle tanimlanmistir:

_A(kh)
F(h) —m,h €L

dir. F(h) izotonik lineer fonksiyonu F(1) =1 sartimi saglar. Bu durumda
(2.2.11)-(2.2.14) ; (2.2.1)-(2.2.4) e benzer olur. Zayif hipotezler altinda belirtilen
yukaridaki k, g; i¢in farkli olarak belirli bir yere kadar ilerlenebilir. (2.2.11)-(2.2.14)
boyunca ayni yerde (2.2.1)-(2.2.4) kullanilmistir. (2.2.11) in ispatinda ayni islemler
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diger ispatlara uygulanir. Oncesinde I =|a,p] olursa
kp(g) €L, a < g,(g9) < B,t € E olur ve ak(t) < k(t) g,(t) < Bk(t) dir. Devam
edilirse x, = Ak(g,)/A(k) € I dir. ¢ nin | daki konveksliginden;

$g1(t) = p(xp) + m[g,(t) — xo],t €E

dir. Ayn1 sekilde:

k(@) ¢(9:1(1)) =2 d(xo)k(t) + m[k(t)g1(t) — xok(D)],t €E

dir. Herhangi uygun sabitler i¢in A izotonik lineer fonksiyonunun uygulamalar1 burada

verilmigtir. n

Izotonik fonksiyonlar i¢in devam eden teoremler Beesack ve Pecaric (1985) sirasiyla

Hoélder ve Minkovski esitsizliklerini vermistir.

Teorem 2.2.6 E baz ciimlesi tizerinde L, (L,),(L,) ve A da (4,),(4,) sartlarini

saglasin. Egerp > 1,q = ﬁ olursaw, f,g = 0,wfP,wg?,wfg € L durumunda;

1 1
A(wfg) < AP(wfP)Aa(wg?) (2.2.15)
esitsizligi gecerlidir. 0<p<1 (veya p <0) ve
A(wg?) > 0, A(wfP > 0) durumunda (2.2.15) esitsizligi gecerlidir (Pachpatte 2005a).
Ispat: ilk olarak A(wg9) > 0 ve p > 1 olsun. O halde gerekli islemlerden ve (2.2.15)
ve (2.2.11) den:

_4

¢(x) =xP, g, =fg v,k = wg? (2.2.16)

dur. Buradan k € L,kg, =wfg € L ve k¢p(g,) = wfP € L olur. Boylece (2.2.15)

gegerli olur. A(wfP) > 0 durumunda ise (2.2.15) deki p, qf, g yerine koyulursa tekrar

(2.2.15) elde edilir. Son olarak A(wg?) > 0 ve A(wfP) =0 oldugu kabul edilsin.
Buradan;

1 1
0 <wfg S; wfP +awgq

dur. Bu da ve A(wf?) =0 oldugunu gosterir. Tekrar (2.2.15) gegerli olup p > 1

durumunda ispat tamamlanir.
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0<p<1 durumunda P = % >1 ve (2215 te p,qf,g yerine

P.Q=0A-p) L fi=U9gP g1 =9 wf, =wfg,wg, = wg? esitlikleri meydana
gelirve wf; g, = wfP € L olur. Budurumda :
AwfP) < AP(wfg)A' P (wg?)

elde edilir. Ardindan (2.2.15) te A(wf?) > 0 saglanir. Sonug olarak eger p < 0 olursa
0<g<liging,p,g, f yerinep,q,f,g konulursa A(wfP) > 0 saglanir. [

Teorem 2.2.7 A ve L Teorem 2.2.6 daki gibi olsun. Eger E iizerinde p < 0 olursa o
haldew, f,g = 0ile wf?,wg9,w(f + g)? € L olur. Bu durumda:

1 1 1
Ar(w(f + g)P) < Ar(wfP) + Arwg1 (2.2.17)
dir (Pachpatte 2005a).

Ardindan (2.2.17) esitsizligi 0 < p < 1 durumunda gegerli olur ve p < 0 durumunda
A(wfP) >0, A(wg?) > 0 saglanir.
Ispat: Bilinen Minkovski esitsizliginden;
w(f + 97 =wf(f + P +wg(f + )P
yazilabilir. Buna A operatorii uygulanirsa (2.2.15) gelir. p > 1 durumunda;
1 1 1
AQ(f + gPP)= (AP (f + gIP) + Ab(wg?)} AT AQw(F + g)P) p < 0
elde edilir. Burada g = p% dir. Bu da (2.2.17) de A(w(f + g)?)> 0 olmasini gerektirir.

Ancak A(w(f +g)?)=0 olursa 0 < wfP < wg?< w(f +g)? olur. Buradan
A(wfP) = A(wg?) = 0 olur ve (2.2.17) gegerli olur.

Eger 0 < p <1 olursa (2.2.15) i¢cin A(w(f + g)P)> 0 ifadesi gegerlidir ve bundan
dolay1 ayni sekilde A(w(f + g)P)> 0 olursa (2.2.17) de gegerli olur. Yukaridaki gibi
eger A(w(f + g)P) =0 olursa buradan A(wfP) = A(wg?) =0 olur ve (2.2.17)
gecerli olur. Sonug olarak p < 0 olursa tekrar yukarida da belirtilen A(w(f + g)?)> 0
ve A(wgP) > 0 esitsizligi elde edilir. A(wgP) =0 olursa o halde (2.2.17) agikga

1
gecerli olur ve A?(w(f + g)P) = oo dur. n

Beesack ve Pecaric (1986) tarafindan verilen lemma (2.2.1) de ¢ nin konveks olmasinin

gerekebilecegi gostermistir. [ ]
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3. KONVEKS FONKSIYONLARI iCEREN BAZI ESITSIZLIKLER

Bu boliimde gegmis birkag yil iginde iyi-bilinen;

f (P_ii Di xi) < Pini pi f (x;) (3.1)

Jensen-Steffensen esitsizligi ile ilgili ¢esitli arastirmacilar tarafindan belirlenmis
konveks fonksiyonlari igeren bazi esitsizlikler verilecektir. Burada x ve p iki-degiskenli
reel sayllar 3 x; €1,1<i<n ve burada ISR, B,=%{,p; >0 ve f:I >R
konveks ve her n-degiskenli X ler i¢in;

0<P,<P,k=12,..,n
dir. Pecaric (1981) esitsizligin tersinin gegerli olmasi igin gerek ve yeter sartin ne

olmasi gerektigi belirtilmistir. Bu da;

1w 1w
f (P_n; D; xi) < P_n; i f(x;) (3.2)

oldugunu gosterir. Pecaric, (1981) Fuchs genellemesi i¢in majorlagtirilmis teoremler

Jessen (1931) tarafindan verilmistir.
Lemma3.la; =+ > asby =+ = bg Ve qy, ..., qs reel sayilar olsun. Oyle ki:

k k S s
ZqiaiSZqibi 1Sk£5—1 ve Zqiai=zqibi
i=1 i=1 i=1 i=1

dir. O halde her konveks f fonksiyonu igin;
N N
Y af@) < ) aifb)
i=1 i=1
dir (Pachpatte 2005a).

Teorem 3.1 x reel sayilarda artmayan bir degisken, x; €I, 1 < k <n ve p reel n-

degiskenli ve burada x; var olsun. j € (1, ..., n) i¢in;

k n

1
E Pi(xi_ xj)gvki(;in 3 x"ZE:P_E pi X;
i=1 "=

k
Zpl-(xl- — xj) > Vkicin 3 x;, <x (3.3)
1

i=
dir (Pecaric 1981).
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Eger x; < x olursa ilk sartin kullanilmas1 anlamsiz olur ve ayni sekilde x,, < x olursa
ikinci sartin kullanilmasi anlamsizdir. x € I oldugunda her f:I - R konveks
fonksiyonu i¢in (3.2) gegerlidir. Ters olarak (3.2) esitsizligi gecerli oldugunda (3.1) de
gegcerli olur.

Ispat: x € [x,,4,x,] Olsun ve gerekli diizenlemelerden;

(i)S:n+1r qi = Pi» a; = Xj, 1S1ST', Qr+1:_Pn' ar+1:E
a; = Xi—1, T+2Sl§n+1, bl=xj 1<i<n+1
(i)s=n+1, a; = x;j, 1<is<n+1, qi=vi, bi=x;, 1<i<r

Gri1 =P,  bri1 =X, q4i = Pi-1, b; = x;_1, r+2<n+1l

olur. Lemma 3.1 den Teorem 3.1 elde edilir. x; <x durumunda bu kolaylikla

gosterilebilir. x,, < x i¢in (3.2) esitsizligi gecerlidir. ]

Teorem 3.2 x ve p iki n-degiskenli reel sayilar olsun Oyle ki x; € I, 1<i<n,x €1
ve P, > 0 olsun. (3.2) esitsizligi her konveks f:1 — R fonksiyonu ve her monoton n-

degiskenli X i¢in gegerlidir ancak ve ancak m € (1, ...,n) vardir 3
P,<0,k<m, P,<0 k<m (3.5)
dir. Burada P, = P, — P,_, dir (Pachpatte 2005a).

Ispat: (3.2) esitsizliginin gegerli oldugu kabul edilsin. Buradan:

k k-1
Z pi(x; — %) = (X — X)) Py + Z pi(x; — xi41) (6 — Xi41)
i=1 i=1

D b = xm) = G = xn)P+ ) Py (i = %i0) (3:6)
i=k

i=l+1

Ozdeslikleri kullanilirsa x; = -+ = x,, 0lmas1 durumunda;

k
ZPi(xi—xm)SO, 1<k<m

=1

pi(xi —xm) 20, m<k<n (3.7)

-

1l
&

l

3

elde edilir. x € [x,41,x,] V < r olsun. O halde (3.4) {in sartlar1 j = m i¢in agiktir.

w
IA

Eger 1<k<m ve r< m olursa esitsizlik saglanir. Kabul edilsin ki k; ve

m < k; <r igin (3.4) gegersiz olsun. Burada Zlelpi (x;i —xym) = 0 dir. Ardindan
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(3.7) den Y ipi1 i (x; — xp,) = 0 olur. X = x,,, oldugundan bu apagik bir geligkidir.
Benzer sekilde m < r veya x; < x, x < x,, olursa (3.2) gegerli olur. Eger x; < -+ < x,,

olursa (3.2) nin ispat1 gegerlidir.

Daha sonra (3.2) nin gegerli oldugu kabul edilsin. f(x) = x%,x; =0, i=1,..,k—1
ve x; =1,i = k,...,n dir. O halde (3.2) esitsizligi (P_k/Pn)2 > P, /P, haline gelir.

Bundan dolay1 k = 2, ...,nigin P, < 0 veya P,_, < 0 dur.

Simdi k<m ve P, <0 gecerli olsun. x;,=0,1<i<k—1 ve x;=1 ile
k<i<m-1ve x;=1+¢ m<i<n olsun. O halde x = (P, + B,)/B, dir.
Buradan P, < 0 icin € sayisini oldukea kiigiik secilebilir. z > 1 i¢in f(z) =z —1 ve
z < 1i¢in f(z) = 0 halini alir. O halde (3.2) i M ep; < 0 e doniisiir. Benzer sekilde

P,, < 0 olarak sonuglandirilabilir ve bu da P, < 0 anlamina gelir. Bu yiizden (3.5) bazi

m € (1, ...,n) i¢in saglanmak zorundadir. [

Hatirlatma 3.1 Benzer sekilde (3.2) de ispatlanabilir. Gergekten (3.6) daki 6zdeslikler
kullanilirsa x; = -+ = x,, i¢in ve Vm = 1, ..., n i¢in (3.7) esitsizliginin tersi elde edilir.
Buradan x € [x,,1, %] igin j = r ve j = r + 1 i¢in (3.4) esitsizliginin tersi gegerli olur.
Ardindan (3.1) gegerli olsun. f(x) =x%, x;=1, 1<k<nvex;=0,k+1<i<n
olsun. Buradan (3.1) esitsizligi (Py/P,)? < (Py/B,) haline doniisir ve
0 < P, <P, 1<k <ndir (Pachpatte 2005a).

Simdi Pecaric (1981) tarafindan verilen sonuglar verilecektir.

Sonu¢ 3.1 x; < <x,<0<xp1<<x, me(,1,..,n), x; €I, 1<i<n
ve 0 € I ve p reel n- degiskenli olsun.

(i) Her f: 1 = konveks fonksiyonu igin;

Zn:pif(xi) 2 f (Zn: Di xi) + Zn:(l’i —1f(0) (3.8)

esitsizligi ancak ve ancak 0 < P, <1,1<k<mve 0SSP, <1,m+1<k <n icin

gecerlidir.
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(i) X7, pi x; € I olsun. (3.8) esitsizliginin tersi gegerlidir ancak ve ancak j < m vardur.

Oyle ki;

P,<0, i<j P>1 j<i<m P,<0, i<sm+1
veya
P,<0, i<m P>1, m+1<i<j P<0, i<j

dir (Pecaric 1981).
Ispat: Teorem 3.1 ve 3.2 gegerli olsun. (x; = x; ve p; = p;, 1 <i <n+ 1). Verilenler

yerine  konursa  x;=Xx;, pi=p;, 1<i<m, xp;1 =0, pp1=1—-PF, ve

m+ 2 <i<n+ 1olurve sonug 3.2 ispatlanir. ]

Sonug 3.2 x ve p n-degiskenli reel sayillar 3 x; € I, 1 < i <n, x € [ oldugunda,
Pm >0, pi <0, i #=m, P,>0
olur. O halde (3.2) her konveks f:1 — R i¢in gegerlidir.

Simdi de Dragomir ve lonescu (1990) tarafindan konveks-domine fonksiyonlar igin bazi

esitsizlikler verilecektir (Pecaric 2005).

Tamim 3.1 g:1 - R, I € R aralifinda verilen konveks bir fonksiyon olsun. f:/ —» R
fonksiyonu Vx,y € I ve a € [0,1] i¢in asagidaki sartlar1 sagladiginda I da g-konveks

domine olarak adlandirilir.

laf () + (1 -a)f @) —flax+ (1 —a)y)| <ag(x) + (1 —a)g(y) — flax+ (1 —a)y) (3.9)

dir (Pachpatte 2005a).

Lemma 3.2 g, | da konveks ve f:I = R olsun. O halde asagidaki ifadeler birbirine

denktir.

(i) f, I da g-konveks dominedir.

(i) g-f ve g+f, | da konvekstir ve

(iii) Burada h,| ikilisi konvekstir 3 f = "= ve g = dir (Pachpatte 2005a).

Ispat: (i)« (ii):
a(g(x) = fON + (1 - (g») - f()) = gla(x) + (1 - a)y) — fa(x) + (1 — @)y)
a(g() +f)) + (1 - (g + f(1) = gla(x) + (1 - a)y) + fa(x) + (1 — @)y)
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dir.
(if)e(iii) oldugu agiktir. [

F(1), | tizerinde tanimli, lineer uzaylarda reel degerli bir fonksiyon ve J: F(I) = R

fonksiyonu;

(o) j(af +Bg) = (f) + BJ(g), Va,B ERve f,g € F(I)
(J2) J(f) = 0 1 daki her konveks f fonksiyonu i¢in gegerlidir.

Lemma 3.3 J, (J;) ve (J,) sartlarin1 saglayan bir fonksiyonel olsun. O halde | daki her

konveks g ve her g-konveks domine f fonksiyonu i¢in

lg(HOI < 179l (3.10)
esitsizligi gecerlidir (Pachpatte 2005).

Ispat: f, | iizerinde g-konveks ve g-konveks domine olsun. Lemma 3.2 den g-f ve g+f te
I da konvekstir. O halde:

0<J@-1f=J@—-JH)veo=<Jg+f)=](g +]{)

oldugunda —J(g) <J(f) <J(g) © |lg(f)l <1/(g)| dir. Buradan J(g) = 0 olur ve

esitsizlik ispatlanir. n
Dragomir ve lonescu (1990) Jensen esitsizliginin daha gelismis halini elde etmislerdir.

Teorem 3.3 g, I da bir konveks fonksiyon ve f:] — R g-konveks domine olsun. O

halde vx; €I, P; >0, 1 <i <nigin B, = Y/, p; > 0 oldugunda;

Pinzn: pif (x) — f (Pinzn: 14 xi) < P_ii pig(x) — g (Pinzn: bi xi) (3.11)

dir (Pachpatte 2005).

Ispat: Asagidaki 6zdeslik;

1% 1%
](f):P_nzpif(xi)_f<P_anixi>' fekrd)

seklindedir. O halde J, (J;) ve (J,) sartlarin1 saglar (Jensen esitsizliginden). Lemma 3.3

kullanilirsa esitsizlik 3.11 elde edilir ve ispat tamamlanir. Fuchs (1947) bu esitsizligin

43



genel halini vermistir. [ ]

Teorem 3.4. a; = = a,, by =+ = bs; Ve q; = -+ = q, reel sayilar olsunlar. Buna

gore;

k k S S
zqiaiszqibi' 1<k<s—-1 ve qu'ai=qu'bi
i=1 i=1 i1 i1

olur. Eger g, | da konveks ve f de | da g-konveks domine olursa;

D af) - f@d| < ) glb) - glap (3.12)

dir (Pachpatte 2005a).
Ispat: Asagidaki fonksiyondan hareketle;

IO =) af )~ fa), fEFU)

dir. J, (J;) ve (J2) sartlarin1 saglar (Fuchs esitsizliginden). Ayni sekilde Lemma 3.1 e

Lemma 3.3 uygulanirsa 3.12 esitsizligi elde edilebilir.

Teorem 3.5 x ve p reel sayilarda iki n-degiskenli sayilar olsun. Oyle ki 1 <i < n ve |,
R de bir aralik ve B, > 0 olsun. O halde ifadeler birbirine denktir.

(i) g:1 >R her konveks fonksiyon ve her g-konveks domine fonksiyon igin
n-degiskenli X i¢in (3.1) esitsizligi gecerlidir.

(i)0 < P, < B, k=1,2,..,ndir (Pachpatte 2005).

Ispat:

(i)—(ii): Jensen-Steffensen esitsizliginden agiktir.

(if)—=(1): Asagidaki 6zdeslik gbz 6niinden bulundurulursa;

1w 1%
](f)=P—nZPif(xi)—f<P_nZPixi>' feFrd)

olur ve J, (J;) ve (J,) sartlarini saglar. Lemma 3.3 uygulanirsa (3.11) elde edilir. [
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4. HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI

Hadamard (1893) analizdeki temel esitsizlikleri arastirmis ve bunu da literatiirde bilinen
Hadamard esitsizligi olarak adlandirmistir. Sonraki yillarda birgok arastirmaci gesitli
genellemeler, varyanslar ve ¢oziimler elde etmislerdir. Bu boliimde ¢esitli arastirmacilar
tarafindan verilen Hadamard esitsizlikleri incelenecektir. Asagidaki teoremde

Hadamard esitsizligini igeren konveks fonksiyonlara deginilmistir.

Teorem 4.1 f: 1 — R konveks fonksiyon, burada I = [a, b] araliginda reel sayilarin bir

alt aralig1 olsun. O halde:

b 1 (P b
(% )sb_aj f(x)dxsw (4.1)

dir (Pachpatte 2005a).
Ispat: f nin | daki konveksliginden ve t € [0,1] igin;

f(ta+ (A —-t)b) <tf(a)+ (1 —2t)f(b) (4.2)

elde edilir. (4.2) esitsizligi [0,1] de integre edilirse;
1 1

1
f f(ta+ (1 —t)b)dt < f tf(a)dt + f(1 — )f(b)dt
0

0 0

() t2 1 tz 1
< f(a (—) +f(b)<t——>
2 0 2 0

_f@ +f(b) f@+ k)
2 2 2
olur. Diger taraftan f nin | daki konveksliginden t € [0,1] igin;

(4.3)

f<a+b)=f<ta+(1—t)b+(1—t)a+tb

> > > ) < % [f(ta+ (@ —tb+ f((1 —t)a+ th)] (4.4)

esitsizligini elde edilir. (4.4), [0,1] araliginda integre edilirse;

1

f (a Jz“ b) < %J [F(ta+ (1 —Ob) + f((1 — Da + th)]dt
0

= l Jf(ta + (1 -t)b)dt + J f((1—-t)a+th)dt (4.5)
2 ) 0

dir. (4.5) esitsizliginin sag tarafinda 1 — t = s alinirsa;
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f (“ il b f [F(ta+ (1—D)b) + F((sa + (1 — s)b)]dt

1
=5 2[ f(ta+ (1 —-t)b)dt = f f(ta+ (1 —t)b)dt (4.6)
0 0
elde edilir. (4.3) ve (4.6) dan;
a+b 1 (P f(a) + f(b)
< <— " )
f( 2 )—b—afaf(x)dx— 2 (4.7)
elde edilir. Ardindan ta + (1 — t)b = x alinir ve (4.7) esitsizligi integre edilirse:
1 . b
j f(ta+ (1 —t)b)dt = —J f(tdt (4.8)
b—al,
0
oldugu goriiliir. (4.7) ve (4.8) birlikte kullanilirsa istenilen (4.1) esitsizligi elde edilir.
Lupas (1976); p,q > 0 igin f de | nin bir alt aralig1 olan [a, b] de konveks, v = %
ise o0 halde:
e (@) + af ()
pa+qgb j pf(a) +qf (D
>0 (D)dt < 4.9
(5 5 ) o (49)

oldugunu soylemistir. (0 <y< ( q) min(p, q)) =q=1vey= b_Ta olursa (4.9)

esitsizligi Hermite-Hadamard esitsizligine doner. |

Beesack ve Pecaric (1986) aymi hipotezler altinda Hadamard esitsizliginin (4.9) un

gelismis hali oldugu kanitlamistir.

Teorem 4.2 p,q > 0 ve f de [a, b] de konveks olsun. v = pgizb ise;
o (@) + af )
pa + gb j 1 pf(a) +qf (b
— tdt <-=[f(v— +f(v+ < 4.10
(o 2y | SO@S3UE e SEEEEE )

dir (Pachpatte 2005a).
Ispat: ilk olarak 0 <y <[ ]mm(p, q) oldugunda su iki durum dikkate alinir.

0<p<q 0<qg<p durumunda a<v—-—y<v+y<b ve f de [v—yv+y]

araliginda tanimlanir. (4.1) esitsizliginde a = v — y, b = v + y alinirsa;
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v+y

f f(®dt

b
f<a;b)Sﬁfﬂt)dt:f(v_y;v-l_y)<v y+v+y

v+y

=)< — f f(Odt < —[f(v W+ +9)] 4.11)

olur. Konvekslik tanimindan su elde edilir. a < x; < x, < x3 < b i¢gin;

X3 — X3 Xy —
flxy) < f(x) +
X3 — X1 37 X1

dir. Bundan dolay1 x; = a ve x; = b alinirsa;

-9 28 p@ + L2 (412)
Foty) s 28D gy f PEY 2 py (4.13)
y)= b—a b—a '
olur. (4.11)-(4.13) ten:
) <5 | Hyf(t)dt <lf -3+ fw +)]
=2y =7 Y y
11p — —y— — (v — —
<> %ﬂn 2+ @ + 2w |
S%I{(T)(b— +y+b—v—y)+f()(v— —a+v+y—a)]
RINC )
_Ezb—(b— v)+25 (v—a)l

= m [f(@)b — f(a)v+ f(b)v — f(b)a]

1
=3 g f(@b—fb)a +v(f(b) - f(a))]

= @b - rwa+ (B ) - @)

[ + @)(bf (@) — af (b)) + (pa + qb)(f(b) — f(a))]

_ B pf(a) + qf (b))
R )[(b a)(pf(a) +qf(b))] = —

elde edilir ve ispat tamamlanir. Dragomir (1990) Hermite-Hadamard esitsizliklerinin

1
S b-a)+q

gelismis halini vermistir. [
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Teorem 4.3 f: [a, b] —» R konveks bir fonksiyon olsun. O halde Vt € [a, b] igin;

b
b 1 (bt 1 b
(a; )s G _a)zf f Flex + (1 — )y)dxdy < mff(x)dx Sw (4.14)

dir (Pachpatte 2005a).
Ispat: f nin [a, b] deki konveksliginden Vx,y € [a, b] ve t € [0,1] icin;

flex+ (A -y) <tf()+ A -Df ()

elde edilir. Bu esitsizlik [a, b] araligindan integre edilirse;

b b b rb b
j ff(tx+(1—t)y)dxdy§j jtf(x)+(1—t)f(y)dxdy=(b—a)f f(x)dx

olur. Hadamard esitsizliginin sol tarafi kullanilarak (4.14) iin ikinci kism1 da ispatlanir.
Diger yandan;
1 b rb 1 b rb
t 1—-t)y)dxd t 1—-1t)y)dxd
Fg=a ], [ @+ a-omasy) < g [ [ s a-omasay

dir. Buradan:

L[ a+b
mLLf(tX+(1—t)y)dxdy:T

bulunur ve ispat tamamlanir. [ ]

Sonug 4.1 f, Teorem 4.3 teki gibi olsun. O halde:

f(a;b> b — a)sz x+y)dxdy—b ff(x)dx

Sf(a);f(b)

(4.16)

dir (Pachpatte 2005a).
Teorem 4.4 f:[a,b] - R, [a, b] de konveks bir fonksiyon olsun. O halde:

e[ [ =i [ [ et o

dir (Pachpatte 2005a).
Ispat: g:[a,b] > R de konveks bir fonksiyon ve Vt;,t, €[0,1] ve a,8 =0 ile

a+ f =1igin;
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g) =

dir. O halde:

(—fbf f(tx + (1 —=t)y)dxdy

1 b b
9aty+Bt) = oz | [ F((ati + Be)x+ (1= (ats + eo))y) +dxdy

a b
Gz | flex+ (= t)y)dxdy

+ =L [T F(tx + (1 - t)y)dxdy = ag(ty) + Bo(t)

dir. Boylece g nin [0,1] araligi tizerinde konveks oldugu gosterilmis oldu. g nin

konveksliginden, Hermite-Hadamard esitsizliginden ve Fubini teoreminde kullanilan

cift katl integralden:

ﬁf:fabf X

elde edilir (Hildebrandt 1963).

~ (b -a)?

9

C —1 a)? f: fab folf (b + (1 = ) dxdyde

~ (- a)z fab fab flf(tx + (1 —t))dtdydx

b rb 1
==/ | ( f(x)+(t——)f(y)> dydx

b b
f <f(x);f(y)>dxdy

a a

[(b a? ), f f(x)dxdy + fbjjf(y)dxdy]

_9(0) +g(1)

1 b
> =b—a_f f(x)dx
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Teorem 4.5 f:[a,b] » R ye diferansiyellenebilir konveks bir fonksiyon olsun. O
halde:

1 b 1 b b
OSbTafaf(x)dx—mLfaf(tx+(1—t)y)dxdy

b
<t <f(a) ; f(b) ~3 i afa f(x)dx) (4.17)

dir (Pachpatte 2005a).

Ispat: f fonksiyonu,[a,b] kapali araliginda de konveks bir fonksiyon ise;
fiex+ A -y) <tf() + A -Df(y)

dir. Vx,y € [a, b] ve t € [0,1] i¢in asagidaki esitsizlik [a, b]x[a, b] de integre edilirse;

1 b b 1 b rb
G f ] flex+ (= y)dady < s j j (tf @) + (1 — Of ())dxdy

1 b
S

elde edilir. (5.17) esitsizliginin ilk kisminin ispati bu sekilde tamamlanmis olur. Diger

taraftan f nin konveksliginden [a, b] de tiirevelenebilirliginden;

fE)+A-f) =tlx—y)f' )

dir. Bu esitsizligin sag tarafinin [a, b]x[a, b] de integrali alinirsa;

t f b f G —y)f dxdy = ¢ f b ( f oo - yf'(y))dx) dy

2 b

b
[ (ro- yf’(y)>a dxdy

tfb il P —tfbaa—a) f')d
. ) y)ay . yj (y)ay

fla) + f(b)>

b
=(b—a)Jf(x)dx—(b—a)2< 5

elde edilir. Bu formiil (5.18) de kullanilirsa

b b b
(b—a)J f(x)dx—J ff(tx+(1—t)y)dxdy

b
< t[(b—a)2 (M)—(b—a)[ f(x)dx]
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bulunur. Boylelikle (4.17) esitsizliginin ikinci kismi da ispatlanmis olur. [

Sonug 4.2 f, Teorem 4.5 teki gibi olsun. O halde:

R [ I L v

dir (Pachpatte 2005a). [

Teorem 4.6 f, Teorem 4.5 teki gibi olsun. O halde t € [0,1] i¢in;
0<—f f(x)dx——f tx+(1—t)—)

<(1-10 lf (@+70) ia f f(x)dxl (4.19)

dir (Dragomir 1992a).
Ispat: ilk olarak Vt € [a, b] ve t € [0,1] igin;

a+b a+b
f(tx (- t)T) <tf(O)+ (1 - 0Of (T)
esitsizligini dikkate alinsin. Asagidaki esitsizlik x’e gore integre edilir ve ardindan [a, b]

de integrali alinir ve (4.1) in sol tarafinin yaris1 kullanilirsa;

ﬁ]jf(m(l—t)%)d%—([ f(x)dx+(1—t)fbf(azb)dx)

_b— jf(x)dx+—f f(x)dx

1
:mL f(X)dX

elde edilir. Diger taraftan f fonksiyonu [a, b] de integre edildiginde Vt € [a, b] ve
t € [0,1] igin;

Foer a-022) - reo = a-of (57) e

esitsizligi elde edilir. Asagidaki esitsizlik sirasiyla X’e gore [a, b] de integre edilirse;

ﬁfabf(tﬁ (1 —t)#)dx—ﬁjjf(x)dx > (1 —t)fab<azj—x>f'(x)dx (4-20)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik (4.20) i¢cinde kullanilirsa istenilen (4.19) esitsizligi

elde edilir. n
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Sonuc 4.3 f, Teorem 4.6 daki gibi olsun. O halde:

+
4

1 b 2 (% 1 By 1 (P
Osmfaf(x)dx—mﬁm f(x)dxgzlf(a);f( )—b_afaf(x)dxl

4

dir. (Pachpatte 2005a).

Pecaric ve Dragomir (1991) ve Dragomir (1993) izotonik lineer fonksiyoneller i¢in
Hadamard esitsizliginden yararlanarak genellemeler elde etmislerdir. Sonraki

teoremlerde ise bunlardan yararlanilacaktir. Bunun i¢in asagidaki lemmalar verilmistir.

Lemma 4.1 X, C de bir lineer ve konveks bir alt ctimle olsun. O halde f: X - R ye
asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) f, C de konvekstir ve

(i) Vx,y € C igin g,,:[0,1] > R, gy, = f(tx +(1- t)f(y)), [0,1] de konvekstir
(Pecaric and Dragomir 1991, Dragomir 1993).

Ispat:

(i)—(ii) Kabul edilsin ki x,y € C ve t,t, € [0,1] olsun ve a;,a, = 0 durumunda
a; + a, = 1 dir. O halde:

Iry(aity + azty) = f ((“1t1 + azty)x + (1 — (a1t + aztz)))’)
= f((“1t1 + aztz)x) + (a1 (1 —t)) + a,(1 - t3)y)
Sa f(tix+ (1 —t)y) + azf((tzx + (1 - tz))’))

= algx,y(tl) + azgx,y(tz)

dir. g, doniisiimii [0,1] de konvekstir.

(i)—=(@) x,y € C, ay,a, = 0 ve a; + a, = 1 olsun. O halde:

flax + azy) = flagx + (1 —ay)y) = gx,y(“l- 1+ a,.0)
= algx,y(l) + azgx,y(o) = alf(x) + af(¥)

dir. Bu da f nin C deki konveksligidir. Boylece ispat tamamlanur. [
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Lemma 4.2 X, C de bir lineer ve konveks bir alt ciimle olsun. Eger f:C - R
fonksiyonu C de konveks ise Vx,y € C igin g, ,:[0,1] = R doniisiimii,
1
Gy (t) = > [FE)+ A =DfO)) + (1 - D) +tf ()]

seklinde verilir ve g, ,, doniisiimii [0,1] de konvekstir. Ek olarak;

fla) +f(b)
2

x+y
F(52) <900 <

esitsizligi verilebilir (Pecaric and Dragomir 1991, Dragomir 1993).
Ispat: x,y € C ve t;,t, € [0,1] ve @, f = 0 durumunda a + B = 1 olur. O halde:

gx,y(atl + Btz)
1

1
=3 [f(a(t1x +(1- t1)3’)) + (ﬁ(tzx +(1- tz)y))

+ fa((@ = t)x + t1y) + B((1 — t)x + t,)))]

N| =

S slaf(tix + (1 —t)y) + Bf(tx + (1 —tx)y) + af (1 — t)x + t1y)

+ Bf((1 —t2)x + t2y)]
= agx,y(tl) + ﬂgx,y (t2)

dir. Bu da gdsterir ki g, ,, doniisiimii [0,1] de siireklidir. f nin konveksliginden t € [0,1]

i¢in;
1
Gy 2 S[f(tx+ (1 - y) + (1 - Ox + ty] = f(x er y)
elde edilir. Benzer sekilde;
1
9xy(®) SS[F@) + A= Of () + A= Of @) + tf )] = f(x) erf(y)
esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir. .

Teorem 4.7 f:C < X — R ye konveks bir fonksiyon olsun ve L ve A; (L,),(L,) ve
(A1), (Az) sartlarmm saglasin. h:E > R, 0<h(t) <1,h€L 3 gy,,°oh€L dir. E

bos olmayan bir ciimle olsun. Eger A(1) = 1 ise;

fAMMx + (1 = A(h)y) < Alf(hx + (1 = h)y] < A(R)f(x) + (1 = A(Wf(Y)

esitsizligi gecerlidir (Pachpatte 2005a).
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Ispat: g, ,:[0,1] » R déniisiimii i¢in gy, (s) = f(sx + (1 —s)y) olsun. Lemma 4.1
den g, nin [0,1] de konveks oldugu elde edilir. Vt € E igin,

A(gry (M) < A(R) Gry (1) + (1 — A(h)) gx,, (0)
dir. Bu da;
Alf(hx + (1 — W)Y)] < ARG)f(x) + (1 — AR))F )

oldugunu gosterir. Teorem 3.1 deki Jessen esitsizligi g, ,, donlisimiinde kullanilirsa;

Iy (A(R)) < A(gay (M)
elde edilir. Son olarak;

fAAMx + (1= A(h)y) < Alf (hx + (1 = h)y)]

bulunur ve ispat tamamlanur. [

54



4.1 I.Tip Hermite-Hadamard Esitsizlikleri

Gegmis yillarda, farkli notlarda belirtilen Hadamard esitsizliklerini igeren farkl
siniflarda fonksiyonlar ortaya c¢ikmistir. Bu boliimde son zamanlarda incelenen
Hadamard tipindeki temel esitsizlikler verilecektir. Gudunova ve Levin (1985) I.tip

Hadamard esitsizlikleri i¢in 6rnekler veriyor. ]

fil > R ye Q(I) smifina ait bir doniigiim olsun. Eger bu doniisim negatif degilse
Vx,y € I ve a € (0,1) igin;

flax+ (1 —-a)y) <

fi) pieo) @.11)

1 —
esitsizligi literatiirde l.tip Hermite-Hadamard esitsizligi (Gudunova-Levin konveksligi)

olarak adlandirilir. Burada her negatif olmayan konveks fonksiyon bu sinifa aittir ve

benzer bir gosterimle;

fOE=-NE-2)+fMG-00-2+f@DEz-0z-y)=0 (411)

oldugu sonucuna varilir. Gergekten Q(I) smifinda (4.1.1°) esitsizligi (4.1.1)
esitsizliginin alternatifi olarak kullanilir. f(x) = x", r € R durumunda (4.1.1°)

esitsizligi iy1 bilinen Schur esitsizligidir.

Teorem4.1.1 f € Q(I), a,b €I, a< bve f € Ly[a, b] olsun. O halde:

<a+b)< 4 Jb()d 412
() sp=a ) Feoax (412)
1 (P f(a) + f(b)
_ <— N
b=z PerCodr <=5 (4.13)
dir. Burada p(x) = % olarak verilmistir. (4.1.2) esitsizliginde “4” en iyi sabittir

(Dragomir et. al. 1994).
Ispat: f € Q(I) veVx,y € I i¢in (4.1.1)de a = % alinirsa;

flax+ -y <P SO (E D) <ot + 1)

= 2(f) +fON 2 f(5+3)
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elde edilir. x = ta+ (1 —t)b,y = (1 — t)a + tb olarak alinsin. t € [0,1] i¢in;

ta+b—tb+a—ta+tb>

2(f(ta+(1—t)b)+f((1—t)b+ta))) zf( >

a+b)

= 2(f(ta+ (1 — )b) + f((1 — )b + ta))) = f (T

dir. Asagidaki esitsizlik (0,1) de integre edilirse;

1 1 a+b
2 (fo f(ta+ (1 —t)b)dt +f0 f(1-ta+ tb)dt) >f (T) (4.1.6)

esitsizligi elde edilir. Burada:

1 1 1 b
fo f(ta+ (1 —t)b)dt =f0 f((1=ta+th)dt = mfa f(x)dx
dir. Ayn1 zamanda,
f f(ta+ (1 —t)b)dt = j f((1=t)a+th)dt < w
0 0

oldugu kolayca goriilebilir. Gerekli iglemler yapildiktan sonra (4.1.2) esitsizligi (4.1.6)

da kullanildiginda ispat tamamlanur.

(4.1.3) in ispat1 igin f € Q(I), Va,b € I ve a € [0,1] olmak iizere;

flaa+ (1 -ayp) < L2 LD
a a

a(l—a)f(aa+ (1 —a)b) <af(a) + (1 —a)f(b)
a(l — a)f((l —a)a+ ab) <(A-a)f(a)+af(b)

dir. Son iki esitsizlik (0,1) araliginda integre edilirse;

J a(l—a)f(aa+ (1 —a)b)da = j a(l— a)f((l —a)a+ ab)da
0

0

by — —
1 f(b x)(x a)f(x)dx

" b—a a (b — a)?
esitsizligi elde edilir. (4.1.5) ve (4.1.6) birlikte kullanilirsa (4.1.3) elde edilir.

(4.1.2) deki sabitin en iyi sabit oldugunu gostermek igin;
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( a+b

1, <x<
a<x >
+b
f(x) =14, x:az
a+b
(L > <x<b

fonksiyonu ele alinsin. Ustelik bu fonksiyon Q (1) sinifina aittir. Ciinkii;

1 1 1

dir ve ispat tamamlanir. [

Dragomir vd. (1994) bu smuftaki fonksiyonlari incelemistir. f:1 — R, P(I) smifina ait

bir doniisiim ise Vx,y € I ve a € [0,1] igin negatif degilse esitsizlik saglanir.

flax+ (1 -a)y) s af () + 1 —a)f (¥)

esitsizligi acik olarak, Q(I) D P(I) oldugunu gosterir ve P(I) y1 igeren her monoton,

konveks ve quasi-konveks fonksiyonlar;

flax + (1= @)y) < max (F@), f)

esitsizligini saglar.

Teorem4.1.2 f € P(I) a,b €I, a<b ve f € Ly[a, b] olsun. O halde:

b b
f(aJZr ) < 2 aJ FO0dx < 2(£(@) + £(b)) (4.1.8)

dir (Pachpatte 2005a).
ispat: (4.1.7) de uygun bir x = ta + (1 — )b, y = (1 — t)a + tb igin & = > segilirse;
flax+ (1 —a)y) < f(x) + f(»)

=>f<ta+(;—t)b+(1—t)2a+tb

> <f(ta+ @A —-t)b)+ f((1—t)a+th)

= f(#) <f(ta+ (A —-0)b)+f((1—ta+th)

esitsizligi elde edilir. En son yazilan esitsizlik t € [0,1] araliginda integre edilirse;

L1f<a;b) dt < folf(ta+ (1- t)b)dt+J01f((1 —t)a +th)dt
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dir ve esitsizligin sol tarafi ispatlanmis olur. Esitsizligin sag tarafi i¢in (4.1.7) de x = a
ve y = b alinirsa ve [0,1] de a ya gore integre edilirse istenilen esitsizlik elde edilir ve

ispat tamamlanir. [ ]

Gill vd. (1997) r-konveks ve r-konkav fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard

esitsizliklerinin iist versiyonlarini vermistir. [ |

Reel [a,b] araliginda Vx,y € [a,b] ve a € [0,1] i¢in pozitif f fonksiyonlar1 log-

konveks olarak adlandirilir ve bu da;
flax+ (1 —a)y) < f(O)*+ f(y)'

esitsizligi ile gosterilir. Tersi durumda da esitsizlik gecerlidir. ]

Logaritmik manada;
xX—Yy

Inx — Iny’ XEY

L(x,y) =
X, X=y
biciminde gosterilir ve x,y € RT icin r-konveks fonksiyonlarinin genellestirilmis

logaritmik tanimai:

(T xr+1_yr+1
1 o —y r=+0,-1, XFYy
xX—=y
_, =0 #*
F(x,y) = { Inx = Iny ' Y
Inx — Iny
XJ’ﬁ, r=-—1 X+Yy
\ X, xX=y

seklinde yapilir (Dragomir et. al. 1990).

Sonraki teoremde log-konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard esitsizliginin baska

bir versiyonu veriliyor.
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Teorem 4.1.3 f, [a, b] de pozitif log-konveks bir fonksiyon olsun. O halde:

1 b
— f f®)dt < L(f(@), £ (b))

dir. Pozitif log-konkav bir f fonksiyonu igin esitsizlik yon degistirir (Gill et. al. 1997).
Ispat: Ilk olarak f(a) # f(b) durumu ele alinsin. (4.1.9) dan;

fb) - f(a)
Inf(b) — Inf(a)
esitsizligi elde edilir. ikinci durumda f(a) = f(b) icin;

b
f f®dt = (b—a) I = (b —a)L(f(a), f (b))

b
j f@®)dt = (b —a)f(a) = L(f(a),f(b))

elde edilir ve ispat tamamlanir. [

Teorem 4.1.6 f, U € X te pozitif, log-konveks fonksiyon olsun. Burada X bir lineer

vektor uzayidir. O halde a, b € U i¢in;

1
f f(sa+ (1—)b)ds < L(f(a), f(b))
0

dir. Sonraki teoremler Teorem 6.1.3 ve 6.1.4 {in sonuc¢larindan tiiretilerek verilmistir

(Pachpatte 2005a).

Sonug¢ 4.1.1 f, [a, b] de pozitif log-konveks olsun. O halde:

1 (=) (f(@), f(x) + (b —x)(f(x),f (b))
mfa ftdt < xrerw’é] Py (4.1.11)
dir. Eger f, pozitif log-konkav fonksiyon ise o halde:
1 (P (x = a)(f(a), f(x)) + (b — x)(f (x), f (b))
mfa f(tdt = le[g,ag] - (4.1.12)

dir (Pachpatte 2005a).

Ispat: f, pozitif log-konveks fonksiyon olsun. Teorem 4.1.3 ten;

1 (b 1 [(* b
mLf(t)dtzm_L f(t)dt+fxf(t)dtl

_ (x—a)f flsx+ (1 —s)a)ds]
0

+(b — x)J f(sb+ (1 —s)x)ds
L 0
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b
, [(x—a) | f(x)s-f(a)l‘stl

< min ——
x€lablb — a

[+0 - f bf(x)s-f(a)l‘SdSJ

1 [(x—a)f(a)j:<%>sds]

_b—a|

l+(b —x)f(x) fl <%) dSJ|
(?Eiii)} {(—) }
(x—a)f() + b -7
{mﬁﬁ) (7)),

1
=@ - OLf (@, f@) + (b~ DL(f@), fB))]

elde edilir ve ispat tamamlanir. Benzer sekilde (4.1.12) de ispatlanabilir. ]

Sonug¢ 4.1.2 f, [a, b] de pozitif log-konveks fonksiyon olsun. O halde:

b n ._ .
ﬁ] f(t)dtS%ZL[f<a+%(b—a),a+%(b—a))l

dir. f, pozitif log-konkav olursa esitsizlik yon degistirir (Pachpatte 2005a).
Ispat: Asagidaki 6zdeslige Teorem 4.1.3 uygulanirsa ispat tamamlanir.

a+ (b a)

j fdt = ZJ+_(b Y f(tdt

Sonug 4.1.3 a) f, [a, b] de pozitif log-konveks fonksiyon olsun. O halde:
1 b
— [ 1@t < M@, £o)
—alj, 3
dir. Eger f log-konkav olursa;

1 b
— f F(©)dt < F@ ) (4.1.13)

dir.
b) f, U € X te pozitif log-konveks bir fonksiyon olsun. Burada X lineer vektor uzayidir.
O halde a, b € U i¢in;
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[ e+ @ -smrds < Ma(r @, £ o)
0 3
dir. f, log-konkav olursa;

1
f f(sa+ (1—s)b)ds = JF@).F(b)

olur. (Pachpatte 2005a)
Ispat: (a) Teorem 4.1.3 ten goriiliiyor ki;
G(a,b) < L(a,b) < Mi(a,b)
3

dir. Burada L(a,b),M,(a,b) daha onceden tanimlanmisti. G(a,b) ise geometrik

manay1 temsil eder.
(b) Benzer sekilde Teorem 4.1.3 ten kolayca goriilebilir. [

Teorem 4.1.5f, [a, b] de pozitif r-konveks fonksiyon olsun. O halde:

1 b
— f f(®)dt < E(f(@), f (b))

dir. Eger f pozitif r-konkav olursa esitsizlik yon degistirir (Pachpatte 2005a).
Ispat: r = 0 durumunda Teorem 4.1.3 elde edilir. Kabul edilsin ki r # 0, —1 olsun. Bu
durumda f (a) # f(b) olur. (4.6.10) dan;

b 1
f f()dt = (b — a)f f(sb+ (1 —s)a)ds
a 0

<(b-a j (sf7(b) + (1 — $)f" (@)} ds
0
() tr
e O — @
= (b— OF(F(@), f (b))

=(b—a)

elde edilir.

f(a) = F(b) igin;
b 1 L
[rode<t-o | 6re+a-srr@yds
a 0

= (b-a) fo (F7(@) + (1= ) f (@)} ds
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- 0= [ (r@yds
0
= (b—-a)f(a) =(b—a) E(f(a),f(b))
dir. Son olarak f = —1 olsun. Bu durumda tekrardan f'(a) # f(b) olur. O halde:
b 1
[rode<®-0 [ sr@+a-sr @) ds

1 1
== “)fo @+ A-of @

l — Inf(b
= (b -a)(f(a).f(b)) n;gg - fn(g :

= (b - a)F_1(f(a),f (b))

olur ve ispat tamamlanir.
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4.2 I1.Tip Hermite-Hadamard Esitsizlikleri

Bu béliimde birgok arastirmaci tarafindan incelenen Hermite-Hadamard esitsizligine ait
cesitli genellemeler ve varyanslar verilecektir. Dragomir (1992b) konveks fonksiyonlara

ait baz1 gelistirmeler elde etmistir.

b
H(t) = ﬁf f (tx +(1-1¢) asz) dx (4.2.1)

ve
1 b rb

F(t =—ff tx + (1 —t)y)dxd 4.2.2

®) (b_a)zaaf( (1 —t)y)dxdy (4.2.2)

dir. Burada f:[a, b] = R ye konveks bir fonksiyon ve H ve F de [a, b] de reel degerli

fonksiyonlardir.

Teorem 4.2.1 f: [a, b] = R ye konveks bir fonksiyon olsun. O halde:
(i) H, [0,1] araliginda konvekstir.

(i) Burada:
) _ _.(a+b
nf 1O = HO = £ ()
1 b
té‘[zég] H(t)=H(Q) = mfa f(x)dx
dir.

(iii) H, [0,1] araliginda monoton artandir (Pachpatte 2005).
ispat:
()a,B =0vea+ p =1olsun. t;,t, € [0,1] olmak iizere;

H(at1+/3tz)=Lf:f(a(t1x+(1—t1)a+b)+ﬁ<t2x+(1—t2)a+b)>dx

b—a 2 2
b b
Sab—afa f(t1x+(1—t1)a; )dx
1 (b b
+ﬁmfa f<1:2x+(1—t2)a;r >dx= aH(t) + BH(t,)

dir. Bu da H nin [0,1] de konveks oldugunu gosterir.

(i) Esitsizlik kanitlanirsa ispat tamamlanir:
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a+b
2

f(a er b) < H() < tﬁfabf(x)dx (- t)f( )dx < E af:f(x)dx (4.2.3)

dir. Jensen integral esitsizliginden;

b
H(t)2f<ﬁf tx+(1—t)a;bdx>= f(a;b>=H(0)

dir. f nin konveksliginden;

a+b
2

1 b 1 b b
H(t)2f<mf tx +(1—-1¢t) dx>=tmf f(x)dx+(1—t)f<%)

elde edilir. Boylece (4.2.3) iin ispati tamamlanmis olur. Son olarak:
() = t— fb()d+1 t (a+b)
90 = 15— | fedx+ (-0 f (=

oldugu agiktir. Ciinkii g(t) doniisiimii [0,1] de monoton artandir.

(iii) t4, t, € (0,1), t, > t; olsun. O halde H nin (0,1) deki konveksliginden;
H(t,) — H(t)

th—ty

) 1 re a+b
2H(t1)=mfft<t1x+(1—t1) : )dx
b

dir. fnin [a, b] deki konveksliginden;

a+b a+b , a+b\/a+b
f( - )—f<t1x+(1—t1) - )Ztlft(t1x+(1—t1) - )( - —x)
elde edilir. Bundan dolay1:
1 fa , (t ra t)a+b)<a+b )d
p—a), [ e\6¥ VT 2 )Y

1
< —
ty

i, (e -0 e ()

2o

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak H(t,) — H(t;) = 0vel >t, >t; = 0dir. BudaH

nin [0,1] de monoton artan oldugunu gosterir. [

Teorem 4.2.2 f:[a, b] —» R ye konveks bir fonksiyon olsun. O halde:

() Vo € [0, %] olmak {izere:

dir.
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(ii) F, [0,1] araliginda konveks bir fonksiyondur.

(iii) Buradan:
1 b
ti%ﬁ]F(t) =F0)=FQ) = mfa fx)dx
b b
i Fo=r () =ggz | [ 1) ey
dir.
(iv)

(t)=r )
2 )7 \2
esitsizligi gecerlidir.
(v) f, [O, %] de monoton azalan ve E, 1] de monoton artandir.
(vi) vt € [0,1] igin;
H(t) < F(t)

esitsizligi gecerlidir (Pachpatte 2005a).
Ispat:

() o  [0,2] olsun. Buradan:
F(o+D) =g [ (43 (1= (o)) s
e (G R R P
(b—a>zjbfbf<(% (“*%)y>d"dy=”@‘“)
ede il
(i) @6 = 0ve o+ § = 1 olsun. O halce:

b b
F(at, + Bt;) = j j f(aty + Bt)x + (1y(aty + Bty)) dxdy

(b—a)?J,

1 b rb
= am[ f f(tix + (1 —ty)y)dxdy
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b b
+Bflff@ﬂ+{1—QbOMﬂy=aF@ﬂ+B@ﬁ

dir. Bu da F nin [0,1] de konveks oldugunu gosterir. [

(iii) Vx,y € [a,b] ve t € [0,1] i¢in;
fax+ A -)y) <tf(x) + (A -Of ()
dir. Bu esitsizlik [a, b]x[a, b] de integre edilirse;
b (b b (b b
f f fltx+ (1 —t)y)dxdy < f f tfx)+ A -t)f(y)dxdy = (b — a)f f(x)dx

elde edilir. Bu da F(t) < F(0) =F(1) oldugunu gosterir. f nin [a,b] deki
konveksliginden Vt € [0,1] ve x,y € [a, b] igin;

—[f(tx+(1—t)y)+f(ty+(1—t)x)] >f( +y)

elde edilir. Bu esitsizlik [a, b]x[a, b] de integre edilirse:
b byt a b
] f ( )dxdysf j Fltx + (1= )y)dxdy
a Ja 2 b Ya

esitsizligi elde edilir. Bu da gosterir ki F (3) < F(¢) dir. .

(iv) Iki katli integraller igin Jensen esitsizligi kullanilirsa;

e, | 1C vz i (o[ | (D) ar) =graen

elde edilir ve ispat tamamlanir.

(v) f nin (0,1) deki konveksliginden ve t; > t; € (3,1) igin;

F 2 —F 1 1 b b
(ttz—tl(t)ZFt,(tl)zm L fa fi(tx + (1 —t)y)(x — y)dxdy

dir. f nin [a, b] deki konveksliginden;
f(52) - fltaix + (1= t)y)

> fi{(tix + (1 —t)y)

5 (tx + (1—)y)
1-12t,
= f(x;y)_f(t1x+(1—t1)}’)th'(t1x+(1_t1)y)(x_y)( 2 t>

esitsizligi elde edilir. Vx,y € [a,b] ve t, € (% 1) icin esitsizlik;

66



) feex+ -t - £ (52)

esitsizligine doniisiir. Bu esitsizlik [a, b]x[a, b] de integre edilirse;

1-
(= Pfiltx+ (1 - t)y) = (-

b b
f f (= f (tyx + (1 — t1)y)dxdy

>

1_
=F 2

elde edilir. Bu da f nin E, 1] de monoton artan oldugunu gésterir. F nin [O,%] deki

(1 g Ztl f f fltix + (1 —t)y) - f( )dxdy

) (Rt — Fl(£)) 2 0

monoton artanligi da (i) den kolayca gosterilebilir.

(vi) Basit bir hesaplamadan;

H(®) ——f <f f(tx + (1—t)Y)dY>

oldugu goriiliir. Jensen integral esitsizligi kullanilirsa;
b

H(t) Sﬁj

a

b
f <J flex+ (1 - t)y)dy> dx, te[01]

a
olur ve ispat tamamlanir. ]
Teorem 423 f:C € X - R, C alt climlesine ait X lineer uzayinda konveks bir

fonksiyon olsun. a, b € C degiskenleri i¢in F(a, b):[0,1] = R seklinde tanimlansin. O
halde:

F(a,b)(t) = %[f(ta +(@1-0b)+f((A-ta+th)], te[01]
dir. Buradan asagidaki ifadeler gecerlidir.
() F(a,b) (o +3) = F(a,b) (5~ o), o€ o]
(i) suptejo,1) F(a, b)(6) = F(a,b)(0) = F(a,b)(1) = M

(iii) infeefo,1) F (a, b)(t) = F(a,b) G) =f (a_+b)

2

(iv) F(a, b) doniisimi [0,1] de konvekstir.

< f f(ta+ (1 —t)b)dt < w (4.2.4)

) (%5
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(vi) p; = 0 olmak tizere B, = Y\- p; > 0,i = 1,2, ..., n olmak tizere t; € [0,1] ig¢in;

b 1% 1% b
f (“ er ) < F(a,b) (P_nzl pixi> < P_"Z piF (@, b)(t) < w (4.2.5)

dir. Bu da Hadamard esitsizliginin farkl1 bir sonucudur. Ustelik X = R alinirsa € € R

olur. a,b € C ve a < b olmak iizere:

(vii) F(a, b), [O, %] de monoton azalan, E, 1] de monoton artandir.

(viii)
b 1 b
f F(a,b)(t)dt =mj f(x)dx
0zdesligi gegerlidir.
b 1 (P b
(%) f(a;r )Sb—aj f(x)dxsm

durumunda Hadamard esitsizligi gegerlidir.

(X) f, [a, b] de diferansiyellenebilir ise;

a+b fl@+fb) b—a
f( 2 )2 2 2

(f'®) - f'(@)

dir (Pachpatte 2005a).
Ispat:
(i) Basit bir hesaplamadan;

. :1-f<<a+%)a+<1 b>]|
Ot

Sl Des G Go)er (o] 0

(6o (- G2)e)]

(1 G-r)) o))

s oo oo s (o Do
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dir. (1) ve (2) denklemleri birbirilerine esit olduklarindan ispat tamamlanir. ]

(ii) f nin konveksligi kullanilirsa;

Sup. F(a,b)(t) = %[tf(a) + @1 -f )+ A —-0)f(a)+tf(b)] = fa) +7(b) ;f(b)
elde edilir. Buradan:
F(a,b)(0) = F(a,b)(1) = w
oldugu agikga goriilmektedir. Boylece hipotez kamtlanir. -

(ii1) Ayni sekilde f nin konveksliginden;
ta+(1—t)b+(1—t)a+tbl _f<a+b>

inf F(a,b)(t) = f
[01] 2

tefo,1 2

elde edilir ve boylece hipotez kanitlanir. ]

(iv) a, B > 0 olmak tizere « + 8 = 1 ve t;, t, € [0,1] dir. O halde:

1[f(a(tia+ (1 = t)b) + f(t,a + (1 - t2)b))
2|+f(a(1—t)a+tb) + B((1 —ty)a + t,b)

= aF(a,b)(t1) + BF(a, b)(t;)

F(a,b)(at, + Bt,) =

dir. Bu da f nin [0,1] araliginda konveks oldugunu gosterir. [

(V) F(a,b) nin [0,1] deki konveksliginden, ayni aralikta integrallenebilirliginden ve

(ii) ve (iii) den;

fl@) + f(b)
2

f (a er b) < folF(a, b)(H)dt <

elde edilir. Basit bir hesaplamadan;

f F(a, b)(t)dt = %f f(ta+ (1—6)b) + f((1 — a + tb) dt
0 0

= flf(ta +(1—t)b)dt
0

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir. [ ]
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(vi) (4.2.5) deki ilk esitsizlik ve (iii) den;

F(457) < F@b) (P—iipitl)

1 1% a+b
= E[f(ta +(A-t)b)+ f((1—-1t)a+tb)] P—Epiti > f( 5 )
=
1 a+b
=@+ = f (=)
dir. F(a, b) doniistimiine Jensen esitsizligi uygulanirsa;
n n
1 1
Fab)(5 ) piti | == ) piF@b)(e)
P 4 P 4
i=1 i=1
esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir. [

(vii) F(a,b) nin (0,1) deki konveksliginden ve Vt, > t; igin ty,t, € E, 1) olmak

uzere:

F(a, b)(t;) — F(a,b)(ty)
=t

> F'(a,b)(ty)

b—a
2

[fi(t:b + (1 —t;)a) — fL(tia + (1 —t1)b)]

dir. t, € E 1) den (1—t)a+tb>tia+ (1—t)b dir. Cinkii f! (a b)’de

monoton artandir. Sonug olarak;

fitb + (1 —ty)a) = fL(tia+ (1 —ty)b)
oldugu agikca goriiliir. Boylece F(a, b) de monoton artandir ve (ii) den benzer sekilde
E, 1] de monoton artan oldugu gosterilebilir. Ayn1 sekilde F(a,b) nin [O, %] de

monoton azalan oldugu gosterilebilir. |
(viii) Basit bir hesaplamadan;
b 1 1 1 b
j F(a,b)(t)dt =—f [F(A=tDa+t;b+ f(tya+ (1 —t;)b))dt] = —f f(x)dx
a 2y b—a a
dir ve hipotez kanitlanir. ]

(ix) (v) ve (viii) birlikte kullanilirsa ispat tamamlanir. ]
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(x) Eger f, [a, b] de diferansiyellenebilir ise;

f(ta+ (A —-t)b) <tf(a+ (1 —-1t)f(b))
= f(ta+ (1 - 0)b) - f(a) < tf(a) + f(b) — t(b) — f(a)
= fta+ (1 -0)b) — f(a) < —f(@)(A -t) + f(b)(1 - 1)
= f(ta+ (1 -0)b) - f(a) < (1 -)(f(b) - f(a)

= f(ta+(1—-t)b)—f(a) < (1—1¢) <M> (b—a)
= fta+(1-)h)<A-t)b-a)f'(a) + f(a)
dir. Ayni1 sekilde;
f((A-ta+tb) <tb—a)f'(a)+ f(a)
oldugu kolayca goriilebilir. Vt € [0,1] igin;
b —
F@b)(®) = f(@ +——f'(@
dir. Benzer bir bicimde;
b —
F@b)(©) = f(B) == f'(H)
oldugu gosterilebilir. n

Teorem 4.2.4 f:1 - R, | da M-Lipschitzian doniisiimii ve a, b € I olmak iizere a < b

olsun. O halde:

a+b

M 4.2
- (42.6)

b
(% —bljfmw
(@ 1

i 4.2
<30-0 (4:2.7)

J f(x)dx
dir. Burada M, Lipschitzian sabitidir (Dragomir et. al. 2000).
Ispat: t € [0,1] olsun. O halde a, b € I icin;

ltf(a) + X =) f(b) — f(ta+ (1 = 8)f(B))| = 2t(1 — t)M|b — af (4.2.8)

dir. Eger t = % olarak secilirse;

‘f(a);rf(b)_f(l;rb)

M
<= Ib-al (4.2.9)

elde edilir. (4.29)daa =ta+ (1 —t)b ve b = (1 — t)a + tb olarak alinirsa sirasiyla;
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ta+(1—-t)b)+f(th+ (1 —1t)a a+b M
fta+ (= 0)b)+/(th +( )))—f( ) <Zib—all2t—1] (42.10)
2 2 2
dir. (4.2.10) esitsizligi [0,1] araligindan integre edilirse;

E Ulf(m +(1— t)bdt + flf(tb +(1- t)“))dtl -/ (#)‘
0

M a+b 1
S? —al.f |12t — 1|dt = f _b ff(x)dx

<Mip—a
4a

olur ve (4.2.6) nin ispati tamamlanir. (4.2.8) esitsizliginden vt € [0,1]; a,b €1 ve

a < b olmak tuzere:

ltf (@) + A =0)f(b) = f(ta+ (1 =) f(b))| = 2¢(1 — t)M[b — a|

dir. Bu esitsizlik [0,1] de integre edilirse;

1 1 1 1
f(a)f tdt+f(b)f (1—t)dt—f f(ta+ (1 —t)b)dt SZM(b—a)f t(1—t)dt
0 0 0 0

ve

M
<—=|b—al

‘f(a) + f(b)
2

1 b
- Jf(x)dx

olur ve (4.2.9) un ispat1 tamamlanir. [ ]

Diger Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler Bullen (1978), Hammer (1957-1958),
Pachpatte (2000), Pachpatte (2003a) tarafindan verilmistir.
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5. OSTROWSKI TiPi ESITSIZLIKLER

Bu boéliimde birgok arastirmaci tarafindan son dénemlerde incelenen bazi Ostrowski tipi
esitsizlikler verilecektir. Dragomir (1999) tarafindan Lipschitzian dontisiimleri igin

Ostrowski tipi esitsizlikler verilmistir.

Teorem 5.1 f: [a, b] = R ye [a, b] de Lipschitzian doniisimii olmak {izere:

() = fWI < Llx -yl

dir. Vx,y € [a,b] ve L = 0 igin;

< L(b - a)? %+ o (5.1)

b
[ rode-reoe - a

esitsizligi gecerlidir. Burada % en iyi sabittir (Dragomir 1999).

Ispat: Riemann-Stieltjes integrali kullanilirsa;

f(vwwﬂﬂ=ﬂ@w—w—ff@m

b b
](vwwﬂ®=ﬂ@w—®—Jf®ﬂ

elde edilir. Bu iki esitsizlik birlestirilirse;

b X b
ﬂ@@—@—Jf@ﬁ=J(hﬂﬂﬂﬂ+[@-@#ﬁ) (5.2)

(m M

< x; ()

n _

olur. Simdi Ay:a = x, - <x,2; <x, =b arasinda bir dizi olsun ve

7(A,) - 0°a giderken n — oo olur. Burada 7(4,) = maxic[o1,.n-1] (xl(ﬂ l(”)) ve

fi(n) c [x(n) (n)

i l+1

] dir. Eger p:[a,b] » R ye [a,b] de Riemann integrallenebilir ve

7: [a, b] = R de L-Lipschitzian doniisiimii ise o halde:

llm nz: f(n) 1(1)1) T(xi(n))]
™Y _ (™
I

l+ 1 i (n) (n)

l+1 xi

j bp (x)dtx| =
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7(Ap)—0

n—-1
b
<L lim Z |p(€i(n))| (xl(f:)l - xi(n)) = Lf |p(x)|dx
i=0 a
dir. (5.3) de [a, x] ve [x, b] ye integral uygulanirsa;

< +

f (t - df (©)

X b
SLU |t—a|dtl+f |t — b|dt
a x

_ atb)?
=L(b—a)2 %4‘%

X b
f (t - a)df () + f (¢ - B)df ()

elde edilir. (5.4) ten (5.2) 6zdesligi araciligiyla (5.1) esitsizligi gegerlidir.

Simdi (5.1) esitsizligi C > 0 sartinda altinda gegerli olsun. O halde:

( a+b)2
x — —
N 27

<Lb-a)?|C+ b

b
[ rode- o0 -o

dir. f:[a, b] = Rigin (5.5) te f(x) = x olsun. O halde:

( a+b)2'
x — —
2

(b —a)?

( a+b)2'
x — —
N 27

(b —a)?

<Lb-a)|C+

b
f tdt —x(b —a)

a+b
(b—a)|T—x|SL(b—a)2 C+

(e-22)

(b —a)?

|x— |£ C+ (b—a)

elde edilir. x = a igin;

b-a_[ =%

2 (b —a)?

tiir. Boylece C nin en 1iyi sabit oldugu da gdsterilmis olur.
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Hatirlatma 5.1 f doniisimii (a,b) de diferansiyellenebilir ve f” de (a,b) de sinirh
oldugunda ||f|le = Supxeam|f (t)| < oo olur. O halde (5.1) de L yerine ||f|l, da
konulabilir. Dragomir ve Wang (1997) Ostrowski tipi esitsizligi bagka bir bigimde

ispatlamiglardir. [ ]

Teorem 5.2 f:[a,b] - R ye (a, b) de diferansiyellenebilir bir doniisiim ve a < b dir.
Kabul edilsin ki f' [a, b] de integrallenebilir ve y < f'(x) < T olsun. Vx € [a, b] ve

y,I' € Rig¢in;

b) — b
f<;_£<a>(x_“+ ) <-(b-a)T-y) (56)

1
2 4

1 b
£ —5— | F@de-

dir (Dragomir and Wang 1997).
Ispat: p(x,t) fonksiyonu;

t—a, t € [a,x]

p(x,t) = {t — b, t € [x,b] .7)

seklinde tanimlansin. p(x, t) doniisimii [a, b] de integrallenirse:

1 b 1 x b
mf plx, Of (O)dt = m“ (t - a)f'(tdt +L (t- b)f’(t)dtl

1 b
= )~y | Float (58)
elde edilir. (5.7) den;
x—b<pkt)<x—a

esitsizligi yazilabilir. p(x,.) ve f'(c) ye Griiss esitsizligi uygulanirsa;

1 b 1 b 1 b
bh— aja p(x, O)f' (O)dt — <mL p(x, t)dt) <mfa f’(t)dt)

1 1
SZ(x—a+b—x)(F—y)=Z(b—a)(r‘—y) (5.9

sonucu elde edilir. Simdi (5.9) un sol tarafindaki integralleri hesaplansin. Bu durumda:

1 (P 1 (P
b=z pe0r O = 0 = [ rwae

1 fb N a+b
b—aap(x') - 2
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1 (P 1
— | i =—¢o) - f@)

olarak bulunur. Son olarak bunlar1 yerine koyarsak istenilen (5.6) esitsizligi elde edilir.m

Hatirlatma 5.2 (5.6) da sirasiyla x = az;b ve x = b alinirsa;

(a+b

)l ren- o o)) <3

) <z0b-a)  (5.10)

1 (b 1 b—ay 1
F®) — 5= | 10— (F®) - r@) (F77) s 30 -0 -y G11)

elde edilir. -

Teorem 5.3 f:[a,b] > R ye mutlak siirekli bir fonksiyon ve f' € L,[a,b] de

tirevlenebilirdir. O halde:

(b — a)z

i Vvo(f) (512)

<

a+b
YT

- 70 - J170) - @1 - [ 1o

. 1 - .y
dir. Burada SNy sabittir ve

1 1 b 2
o(f)=(b-a) [b —IIfIl3 _(b——a)2<f f(t)dt> ]
dir (Ujevic 2004).

Ispat: p(x,t) (5.7) den tanimlansin ve bu fonksiyonun [a, b] de integralini almsin.

Boylece;
1 (P 1 (P
— j pCx, Of (Ddt = £ () - — f oL (>13)
1 b a+b
1 (P, 1
— f f©)dt = —(f () ~ f(@) (5.15)

integralleri elde edilir. (5.13)-(5.15) ten;

b 1 b 1 b
fa [p(x,t)—m f p(m)ds] If’(t)—m f f'(s)ds]dt
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b—a

1 b b
+ m(f p(x, S)dS) (f f’(S)dS)

b 1 b b
=fap(x,t)f’(t)dt—mj; fap(x,t)f'(s)dsdt

b b b
- [ Ppwore- ;= [ pworeds -5 [ earwa

1 b rb
—mf fp(x,s)f’(t)dsdt

(b _1a)2 fab (fabp(x, s)ds fabf’(s)ds> dt

elde edilir. Simdi son 6zdesligin sag tarafindaki integraller hesaplansin. O halde:

+

b b
[ peor@a=o-wrw- [ rou

b i aLb J:’p(x, t)f'(s)dsdt = (f(b) — f(a)) (x _ aT—i-b>
b i aj;b f:p(x, s)f'(Odsdt = (f(b) — f(a)) (x _ aT-I—b>

sonuclar1 elde edilir. Ote yandan;

b 1 b 1 b
fa [p(x,w—m f p(x.s)ds] If’(t)—m f f’(s)ds]

< ! ’ d ! ! ’ "(s)d 5.17
< per 5= ) pwsas| |5 ) r@es|
dir. Ayni sekilde;
1 (P Ph-a)?
p(x,.)—mj p(x,s)ds =( 12(1) (5.18)
1 (P L) — f(@)?
p- [ _G®—f@) 5.19)

olarak hesaplanabilir. (5.16)-(5.19) dan kolaylikla (5.12) esitsizligi elde edilir.

b b
(- @f 60 - (x = 22) 1) - F@I - | fae
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<

1 (° 1
pe) = [ pesas| |- = [ reas

2 2

esitsizligi goz oniine alinsin. Buradan (5.18) ve (5.19) ifadelerinin karekokii alinirsa;

(b—a)* _(b—a):
12 243

— 2
j g - SOTOF_ o

olur. Bu ozdeslikler (5.17) de yerine konuldugundan istenilen esitsizlik elde edilir.

Simdi (5.12) nin kesinlikle gegerli oldugu gésterilmelidir. x € [0,1] igin;

1
Etz, t e [ny]

f© =47 (5.20)
Etz—t+x, t €[x,1]

biciminde tanimlansin. Bu fonksiyon mutlak siireklidir ve ayn1 zamanda siirekli parcali
bir polinom fonksiyonudur. Simdi kabul edilsin ki C > 0 sart1 altinda (5.12) gecerli
olsun. Buradan:

b - a)f )~ (x - 237

) r® - r@) - | ot

_(f®) = F@)°T

— o ez
<CO-ag |If 13—~ =0 —| (62D
elde edilir. a = 0 ve b = 1 segilir ve f de (5.20) den tanimlanirsa;
1 X 1 xZ 1
] f(tdt = j f(t)dt +j fdt=x———=
0 0 x 2 3

tiir. Ayrica,;

1
F@=0, fM=5 f)=2
secildiginde (5.21) in sol tarafi 1—12 olur. Ayni sekilde (5.21) in sag tarafi da % bulunur

ve bundan dolay1 C > % olur ve ispat tamamlanir. [ ]
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Teorem 5.4 f:[a,b] - R ye I° da diferansiyellenebilir bir dniisiim (I°,I nin igi) ve

a,b €1 olmak iizere a < b dir. Eger y,[ € R sabitleri i¢in y < f'(t) <T sarti

saglaniyorsa, Vt € [a, b] olmak lizere /” de [a, b] de integrallenebilir ise;

dir. Burada S = % dir (Pachpatte 2012).
Ispat: p(x,t) (5.7) den tanimlansin. Kismi integrasyon kullanilirsa;
1 (b 1 (b
=2 ) P 0r Ot =0 5= | o

olur. Benzer sekilde;

1 f” Nt = a+b
p_a) PROA=x"—3

b
| r@de=ro) - f@

dir. (5.24)-(5.26) dan;

+b 1 (P
£ = (2 =257) ) - @) ~ = | (ot

1 (P 1 b b
= 5= | P or o -g—s [ roa | roa

1 b 1 b b
Ra) = 5= | PG OF @t~ =z [ fde [ f'(Orae

olur. C € R keyfi sabiti igin;

1 (b 1 P
Ry(x) = m[ (f'(®e)—0) lp(x, t) — m[ p(x, S)dsl dt

halini alir. Buradan:

b 1 b
ja [p(x, t) — mJa p(x, s)dgl dt =0

sonucuna ulasilir. {1k olarak (5.29) da C = ¥ segilirse;

1 (b 1 (b
Rn(x)=mf '@ -7 lp(x,t)—mf p(x.S)dSldt
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b —
£ = (1= 52) () ~ f@) 5 [ F@ae <355 -n) 522)

b b b—
£(x) — (x - %) (FB) = f(@)) ﬁ f FOde| <2 -5) (5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)



olur ve

1 b\| (P
IRuCOl < — max [p(x,0) - (x = 222) f F'(®) —ylde  (5.31)

esitsizligine ulasilir. Buradan:

melpee0 - (-7 -5 (532
f If'®) —vldt = f(b) — f(a) —y(b—a) =(S—y)(b—a)
olur. (5.31) den;
b—a
IRn (Ol < —5—(S =) (533)

elde edilir. (5.27), (5.28) ve (5.33) den kolaylikla (5.22) elde edilir. Diger esitsizlik igin
(5.29) da C =T olarak alinsin. O halde:

1 1
R =5 [ 0= b0 - 52 [ pGasyas|ae

olur ve
1
IR ()] < 5= mazx (x —%) f IF'(6) — T|dt (5.34)
oldugu goriiliir. Buradan:
b
] If'(t) —Tldt = (T —S)(b—a) (5.35)
elde edilir. (5.32), (5.34) ve (5.35) ten;
b—a
1Rn ()] < —— (= 5) (5.36)

oldugu kolayca goriilebilir. (5.27), (5.28) ve (5.36) dan (5.23) elde edilir ve boylece

ispat tamamlanur. ]

Teorem 5.5 I € R de bir acik aralik olmak iizere a,b € I ve a < b dir. f:1 - R ye
diferansiyellenebilir bir fonksiyon 3y < f'(t) < T, Vt € [a,b] vey,T € Rise:

b b
6-0l50m - r@)+a-or@-ra-a (- 57) - [ 1ol

b—a b—ab —a}(b ) 5 37
z,xaaz, xoz2 a (5.37)

< (S —y)max {a
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a+b

a b
‘(b -0 [5 (F®) = f@) + (1 - f ) -1 - (x-252) - | f(t)dt]

b—a b—ab b—a
2,xaaz, xaz

f(b)-f(a)
b—a

< (- S)max {a }(b —a) (5.38)

dir. Burada S = ve a+ ab%a <x<b- abz;a dir (Pachpatte 2012).

Ispat: k(x,t) doniisiimii;

b—a
t—(a+a > ), t € [a,x]

k(x,t) = (5.39)

b—a
t—(b—a > ) t € [x,b]

seklinde tanimlansin. Bu fonksiyona kismi integrasyon uygulanirsa;

b b
j k(x,t)f'(t)dt = (b — a) K(l —a)f(x) +%(f(a) + f(b)))l — J f(t)dt (5.40)

elde edilir. Ayn sekilde;

. (5.41)

olarak bulunur. C € R de bir sabit olsun. (5.40) ve (5.41) den;

fbk(x, Ddt = (b — a)(1 — @) (x _at b)

b b b
J k(x,t)lf’(t)—CIdt=J k(x,t)f'(t)dt — C f k(x, t)dt

a+b

: )]— fa ot (542)

= (b - )5 (F@ + F(B) + (1~ f ()~ €A~ ) (¥ -

dir. Eger (5.42) de C = y segilirse;

G- [3(r@-+7®) + 0= af@ -ya-o (-3 - [ o

2
b
=] k(x,t)|f'(t) —yldt (5.43)
a
elde edilir. Ote yandan;
b b
f k(e O)If'(8) —yldt] < maXIk(x,t)If If'(¢) —yldt (5.44)
a t€la,b] a
b—a b—a b—a
trél[gif]lk(x,t)lzmax{a X—a—a— b—x—a 5 } (5.45)
b
[ @ -viae| = s -1 - o (5.46)
a

oldugu kolayca goriilebilir. (5.43)-(5.46) dan (5.37) gegerlidir. Eger (5.42) de C =T
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secilirse;

@—aﬂ%000+fwﬂ+(Lﬂﬂﬂw—Fﬂ—aﬂ%—giﬁﬂ—L%@Mt

2
b
= f k(x,t)|T — f'(t)|dt (5.47)
a
elde edilir. Ayrica;
b
f IT —f'(t)|dt = (T —S)(b—a) (5.48)
a
dir. (5.45), (5.47) ve (5.48) den kolaylikla (5.38) elde edilir ve ispat tamamlanur. [

Sonug 5.1 Teorem 5.5 teki sartlar altinda;

o -a-6-a(x-32) - [ o

bh—
2

a—+

S
2

X — bH (b—a) (5.49)

<s-|

‘ﬂmw—w—wwwwmfgg—Lﬁwa

b—a a+b
S(S—y)[ 5 + [x — 5 ”(b—a) (5.50)
esitsizlikleri vardir (Pachpatte 2012).
Ispat: (5.37) ve (5.38) de a = 0 segilirse;
a+b b
f)b—a)—yb—a) (x — T) — f f®)dt| < (S —y)max{0,x —a,b —x} (%)
a
halini alir. Burada:
1 b—a a+b
max{x—a,b—x}==[b—a+|2x—a—-b|] = +|x— |
2 2 2
dir. Yukardaki ifade;
1
max{A,B} = 3 [A+ B+ |A-BJ], A,BER (5.51)

0zdesligi kullanilarak elde edilmistir. (5.51) ifadesi (*) denkleminde yerine koyulursa;
(5.37) esitsizligi elde edilir.

b
FO)b —a) —T(b - a) (x - ﬂ) - J F(O)dt| < (T = $)max{0,x — a,b — x}

2

ifadesi yukardakine benzer sekilde ispatlanabilir. [
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Sonug 5.2 Teorem 5.5 teki sartlar altinda;
(b—a)’
2

(b — a)?
2

<E-v

(5.52)

@+ - [ o

<([T-95)

b — b
@ o= [ o (553)

esitsizlikleri gegerlidir (Pachpatte 2012).

Ispat: (5.37) ve (5.38) de @ = 1 alinirsa x = asz olur ve

S@E-b-a

1 b
b-a [z (F@+ 1) - | f@ae

oldugu biliniyor. Burada:

b—a a+b ( a+b>} b—a
2 T T\ T 2

dir. Bu ifade yerine yazilirsa (5.52) esitsizligi elde edilir. Ayni yontemle (5.53)

max {

esitsizligi de elde edilebilir. [

Sonug 5.3 Teorem 5.5 teki sartlar altinda;

@ - @) (B2 43700 =5 (x - 57) - i r0ee

2

sw—yﬂb_a+h—a+b”w—a) (5.54)
2 2
-0 (5259 02 (c-2) - P
S(F—S)[b;a+|x—a;b”(b—a) (5.55)
dir (Pachpatte 2012).

Ispat: (5.37) ve (5.38) de a = % alinirsa;

b b
6-ol50® - r@)+ a-arw-ra-a (-5 - [ rowl

b—a b—ab b—a
,X—a—a > X—a 5

< (S —y)max {a }(b —a)

elde edilir. (5.37) ifadesinde;

{b—a 3a+b a+3b }
max 2 X T 2 X
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l(b—a+ 3a+b)+’b—a ( 3a+b>|
A 4 YTy
max
L (b—a+a+3b )+‘b—a <a+3b )U
2\ 2 s ” 4 s "

1
2

+| a+b|1(b +| a+b|)
x—a+|x >3 x+ |x >

elde edilir. Ayn1 seyler (5.38) i¢in de yapilarak sonuca ulasilabilir.
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5.1 iki Fonksiyonun Carpimim I¢eren Ostrowski Esitsizlikleri

Bu boliimde Pachpatte (2002, 2005b, 2006a, 2007) tarafindan verilen ve yakin

zamanda yaygin olarak kullanilan Ostrowski tipi esitssizlikler verilmistir.

Teorem5.1.1 f,g € C*(|a, b|,R) ve a < b dir. O halde Vx € [a, b] igin;

f(x)g(x)——[g(x)F+f(x)G [Ig(X)I If’ (t)ldt+|f(x)lf lg’ (t)ldt] (4.1.1)

1 b b
F0)g@) — g@F + FQ)G| + FG| < Z( f |f'(t)|dt) ( f |g'(t)|dt) (4.12)

dir. Burada:
f(a) + f(b) g(a) + g(b)
=, G =
2 2
dir. i, (4.1.1) ve (4.1.2) i¢in en iyi sabittir (Pachpatte 2006a).
Ispat: Hipotezlerden;

x b
f(x)—F = %Ua f'()dt — Jx f’(t)dtl (4.1.3)

x b
gx)—G = %Ua g'(t)dt —Jx g’(t)dtl (4.1.4)

Ozeslikleri vardir (Pachpatte 2002).

Sirasiyla (4.1.3) ve (4.1.4) iin her iki yam1 g(x) ve f(x) ile carpilir ve bulunan

0zdeslikler yeniden diizenlenirse;

FgG) ~517(O.6 + g(2). F]

1 x b x b
SZ[g(X)Ua f’(t)dt—fxf’(t)dt>+f(x)<fa g'(t)dt—Lg’(t)dt)] (4.1.5)

elde edilir. (4.1 .5) te mutlak degerin 6zellikleri kullanilirsa;
[F(0.900 = 5 706 + 9. F| [|g<x)| f IF©lde + £ )l f 9 (t)|dt]

elde edilir. Bu da istenilen (4.1.4) esitsizligidir. (4.1.3) ve (4.1.4) iin sag ve sol taraflar

taraf tarafa ¢arpilirsa,

fO).g() = [f(x).G + g(x).F]1 + FG

85



= %Kf:f’(t)dt + fxbf’(t)dt) (faxg’(t)dt + ng’(t)dt)] (4.1.6)

bulunur. (4.1.6) dan ve mutlak degerin 6zelliklerinden;

1 b b
900 - Lo+ @61+ el < 3 [ 1rwiae) ([ g ©lar)

elde edilir ve bu da istenilen (4.1.2) esitsizligidir.

Simdi i sabitinin (4.1.1) ve (4.1.2) esitsizlikleri i¢in en iyi sabit oldugu gosterilsin.

Bunun igin (4.1.1) ve (4.1.2) esitsizlikleri ¢ > 0 ve k > 0 i¢in gegerli olsun. Buradan
Vx € [a, b] icin;

1 b b
F00900 - 319007 + 01| < gl [ 1 @lae+ v [ lg'@iae| @)

b b
If()g(x) = gOF + f()G[ + FG| < k(f If'(t)ldt> <f Ig'(t)ldt> (4.1.8)

esitsizlikleri elde edilir (4.1.7) ve (4.1.8) de g(x) = x segilirse buradan:

a+b

f'(x).gx)=1,F=G= — olur. O halde basit bir hesaplamadan;

_f@tf®) . _g@ +a®)

F
2 2

olmak tizere;

|x - % (a+ b)| <2c(b—-a) (4.1.9)

2

x(x—(a+b))+ (aT-l-b> <k(b—a)? (4.1.10)

elde edilir. x = b alinirsa (4.1.9) da C Zi ve (4.1.10) dan k Zi oldugu kolayca

goriiliir. Bu da (4.1.1) ve (4.1.2) de i iin en iyi sabit oldugunu gosterir ve ispat

tamamlanir. n
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Hatirlatma 5.1.1 (5.1.5) ve (5.1.6) nin her iki yan1 (b — a) ya boliiniir, [a, b] de x’e

gore integrallenir ve Teorem 5.1.1 in ispat1 takip edilirse;

1 (P 1 b b
‘b_a.fa f(x)g(x)dx—m[GL f(x)dx+FLg(x)dxl

1 b b b b
S4(b—a) [(L |9(x)|dx> <L If’(x)ldx> +<fa If(x)ldx) <L |g’(x)|dx>] (5.1.11)

1 (b 1 b b
‘m.fa f(x)g(x)dx—m[Gfa f(x)dx+Ffag(x)dx—FG”

_4(b (f |f' (x)ldx) <f lg’ (x)Idx> (5.1.12)

elde edilir. (5.1.11) ve (5.1.12) diye adlandirilan esitsizlikler bilinen Griiss ve Cebysev
esitsizlikleriyle iligkilidir (Griiss 1935, Cebysev 1882). |

Teorem 5.1.2 f,g:[a,b] » R ye [a,b] de siirekli, (a,b) de diferansiyellenebilir
ve f',g":(a,b) - R, (a,b) de sinirh olsunlar. O halde:

FG)g() — )[g(x) j FO)dy + F() j gO)dy

(-5

1 1
< E{Ig(X)IIIf oo + 1f GOl |0} 2770 b — a)?

] (b -a) (5.1.13)
ve

1 b b 1 b
0900 - 559 [ ronay+ 1@ [Cawiar|+ 5= [ ey

<l N llg N [(’“ skt ")2] (5.1.14)
esitsizlikleri elde edilir (Pachpatte 2005a).
Ispat: 3x,y € [a, b] icin;
f)—fy) = Jyf'(t)dt (5.1.15)
xy
9gx)—gy) = f g'(®)dt (5.1.16)

X

ozdeslikleri gegerlidir. (5.1.15) ve (5.1.16) esitsizliklerinin her iki yan1 sirasiyla g(x) ve

f (x) ile garpilir ve taraf tarafa toplanirsa,
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y y
2f(09(0) — [gF O + FIgON] = g(0) f FOdt + £ () f g'(Odt (5.1.17)

esitsizligi elde edilir. (5.1.17) nin her iki yan1 [a, b] araliginda y ye gore integrallenir ve

bulunan 6zdeslik yeniden diizenlenirse;

1 b y y
2(b — a)f {g(x)f f'(®)dt +f(x)f g'(t)dt} dy

)

= ;)2 (b—a) (5.1.18)

1 1
< S UgINf Moo + 1£ OGN} |7 +

esitsizligi elde edilir. Bu da istenilen (5.1.13) esitsizligidir. Simdi (5.1.15) ve (5.1.16)

nin her iki yani taraf tarafa ¢arpilirsa,

y y
fgx) = [f)g®) + fg]+ fg(y) = (f f’(t)dt> (f g’(t)dt) (5.1.19)

X

esitsizligi elde edilmis olur. (5.1.19) un her iki yani [a, b] de y ye gore integrallenir ve

yeniden diizenlenirse;

1 b b
0900 = 5 [0 [ a0y 490 [ 1y

1 b
to— ) fOg»)dy

= i af: {(Lyf’(t)dt> (fxyg'(t)dt)} dy (5.1.20)

bulunur. (5.1.20) den ve mutlak degerin 6zelliklerinden istenilen (5.1.14) esitsizligi elde

edilir ve ispat tamamlanir. [

Teorem 5.1.3 f, g: [a, b] = R ye mutlak siirekli bir fonksiyon ve p > 1 i¢in f', g’ €
L,[a, b] olsun. O halde:

1 a b
F)9 () —m[g(x) | rode+ e | g(t)dt]

1 1
<30 =y IOl + 1 @Il (BGO)" (5.1.23)

ve
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1

a b
g0 —mlgm | rode+reo | g(t)dt]

1 (b 1 (P
+ (EL f(t)dt) <—b — aL f(t)dt)

1 2
< m“f,”p”g’”p(B(x))q (5.1.24)

dur. Burada % + % = 1 dir (Pachpatte 2005a).

Ispat: Hipotezden;

_(t—a, t € [a,x]
p(x't)_{t—b, £ € [x,b]

fonksiyonu gegerlidir (Pachpatte 2005). Buradan:

—a

1 (b 1 (b
f(x)—mf f(t)dtzb fp(x,t)f’(t)dt (5.1.25)

1 P 1 (b
glx) — mf g®)dt = mf p(x,t)g'(t)dt (5.1.26)

dir. (5.1.25) ve (5.1.26) nin her iki yan sirasiyla g(x) ve f(x) ile ¢arpilir ve bulunan
0zdeslikler yeniden diizenlenirse;

1
2(b—a)

b b
f)g(x) - lg(x) ] f@®)dt + f(x) f g(t)dtl

1
2(b—a)

b b
[g(x)j p(x, t)f'(t)dt+f(x)J p(x, t)g'(t)dtl (5.1.27)

esitsizligi elde edilir. (5.1.27) de mutlak degerin Ozelliklerini ve Holder integral
esitsizligi kullanilirsa;

1 b b
00900 365590 [ F0ae 7 [ g0

1
2(b —a)

| ( fb e t)qut>E ( fb a|f'(t)|pdt)5

19 q , vy P
_+|f<x>|<fb pCx, O] t) (fb PRO) t)_

<

[ b b
()| j e OIFOde + £ (O] f IpCx, t)||g'(t>|dt]

<
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1

1 a 7
=m(f,, 'P<x't>|"dt> [lg@OIlF I, + IfFlllg'll,]  (5.1.28)

oldugu sonucuna ulasilir. Burada:

falp(x, t)|9dt = [(x — @)™ + (b — x)91] = B(x) (5.1.29)
b

q+1
oldugu kolayca hesaplanabilir. (5.1.30) esitligi (5.1.29) esitsizligi i¢cinde kullanilirsa

istenilen (5.1.23) esitsizligi elde edilmis olur.

Simdi (5.1.26) ve (5.1.27) nin sag ve sol taraflari taraf tarafa ¢arpilirsa;

b b b b
96 [ e+ 00 [ gae|+ (5 [ rwar) (2 [Cowar)

-~ L e )(—— [ "(t)d 5
ek b_afap(x,t)f (Ddt EL p(x,)g'(t) t) (5.1.30)
elde edilir. (5.1.30) dan, mutlak degerin Ozelliklerinden ve Holder integral

1
fx)gx) — b—a

esitsizliginden;

b b
90 j FOdt+ £() j g(t)dtl

1 b 1 b
N <—b_afaf(t)dt><mfag(t)dt>
L (r o[ 5[ P ;
S(b_ay(fb Ip(x,t)lth> <fb \f (t)|Pdt> <fb Ip(x,t)lth) (fb lg (t)lpdt>

1 2
= = I Ibllg Iy (BE):

1
‘f(x)g(x) “h_a

elde edilir. Bu da istenilen (5.1.24) esitsizligidir.

Hatirlatma 5.1.2 (5.1.23) te g(x) =1 aliirsa buradan g'(x) = 0 olur. Basit bir

hesaplamadan Vx € [a, b] i¢in;

1 b
-5 [ 1w

1

= 1 . [(’; " (Z:—Z)Wr(b —aillfll,  (5131)
q+ 1)

dir. (5.1.32) olarak adlandirilan esitsizlik Dragomir ve Wang (1998) tarafindan ayrintili

olarak incelenmistir (Pachpatte 2005a). ]
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Teorem 5.1.4 f,g:[a,b] - R ye [a, b] de strekli, (a,b) de diferansiyellenebilir ve
f',g':la,b] » R; (a,b) de smirli olsun. O halde:

b b
gOILIf ()] + fF()LIg ()] —g(X)J f(t)dt—f(x)J f(®)dt

< 11N N + 1F NG o] M) (5.132)
b b
‘L[f(x)]L[g(X)] — LLg(x)] f FOdt — LIF ) j g(Ddt

([ro) o)

dir. Burada a + ab;—a <x<b- abz;a ; a € [0,1] arasindadir. Ayrica;

<1 Neollg'lloo (M) (5.1.33)

2
M(x) = %(b —@)?[a? + (@ — 1] + (x _Z er b) (5.1.34)
olarak tanimlanmustir (Pachpatte 2003a).
Ispat: Hipotezden;
b b
LIf(x)] — j f(tdt = f k(x, t)f'(t)dt (5.1.35)
b b
Llg(x)] — j g®)dt = J k(x,t)g'(t)dt (5.1.36)

0zdeslikleri vardir (Pachpatte 2005).
(5.1.36) ve (5.1.37) nin her iki yami sirasiyla g(x) ve f(x) ile ¢arpilir ve bulunan

0zdeslikler yeniden diizenlenirse;

b b
GEILIFCI] + () Lo - 90 [ f(©de = 1) [ ge

b b
= g(x)f k(x, t)f’(t)dt+f(x)f k(x,t)g'(t)dt (5.1.38)

elde edilir. (5.1.38) den ve mutlak degerin 6zelliklerinden;

b b
‘g(x)L[f(x)Hf(x)L[g(x)]—g(x) | r@de-re0 [ g
b b
< 19| f ke DIIF ©lde + £ (O] f k(e Dllg’ ©)lde

b
=g Nl + If(x)lllg'lloo]J |k(x, t)|dt
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= [gCIlf Moo + 1f GOl g N0 1M (x)

esitsizligine ulagilir. Bu da istenilen (5.1.33) esitsizligidir. Simdi (5.1.36) ve (5.1.37)

taraf tarafa garpilirsa kolayca (5.1.34) esitsizligine ulasilir ve ispat tamamlanir. |
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5.2 Ostrowski-Griiss Tipi Esitsizlikler

Bu boéliimde son donemlerde Pachpatte (2004a,2007b) ve Cerone vd. (1999) tarafindan
verilen bazi1 Ostrowski-Griiss tipi esitsizlikler tamitilacaktir. Keyfi f, g: [a, b] = R igin;

+b
$(7.9) = 10 ~ 5= 9N [ £t + 760 [ a3 (v~ 52 R + 670

(

1 1 (b
H9) =5 | f(x)g(x)dx—< 3l f(x)dx)(b [ o)

a+b
- f =) [Fgo) + G (0)]dx
olarak verilmistir. Burada:
P fO-f@ g —g@
b—a b—a

dir (Pachpatte 2007b).

Teorem 5.2.1 f, g:[a, b] = R ye mutlak siirekli fonksiyon ve f’, g’ € Ly[a, b] dir. O
halde:

ISCF, 9) s%([mw(ﬁum% —FZ)]%+ el (52 gl —GZ)]%> (5:2.1)

H(f, g>l<— [|g(x)|( 13 - )]ldx
ol il (gt - 62)]%dx (5.22)

dir (Pachpatte 2005a).

Teorem 5.2.2 Teorem 5.2.1 deki tiim sartlar gecerli olsun. y, T, ¢, @, € R olmak iizere
y<f'(x)<T, ¢ < g'(x) < @ dir. O halde:

IS(F,9)] < == [1gCIT = 1) + [f @I (@ — $)] (5-2.3)

\/_

H(f . 9l = —= (F V) +fOI(P - ¢)ldx (5.2.4)

1
8v3 Ja
dir (Pachpatte 2005a).

Ispat: (Teorem 5.2.1 ve Teorem 5.2.2) p(x, t) fonksiyonu;

_(t—aq, t €[a,x]
p(x't)_{t—b, t € [x,b]
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olarak tamimlansin. Iyi bilinen Korkine esitsizligi kullanilirsa f, g: [a, b] = R igin;

1 b rb
TG0 = gg—ayz ). |, O~ FED @@ ~ g(e)deds

esitsizligi elde edilir (Mitrinovic et. al. 1993, Pachpatte 2005a).

1 b 1 b 1 b
b— aL p(x, )f'(D)dt — (mfa p(x, t)dt) (mfa f’(t)dt>

1 b b
= 5= | @0 -pGn@© - F)ds (52:5)

oldugu kolayca gosterilebilir. Basit bir hesaplamadan:

1 (P 1 (P
b= ), P 0r©d = £ 3 [ Foa

1 fb N a+b
b—aap(x') —rTT

1, _f) - f(a)
b—ajaf(t)dt_ b—a

0zdeslikleri elde edilir. Ayrica;

1 b rb
G j j (e, 0) — p(e, ) (F'(0) — F(s))drds
b
= 1)~ [ 1o —r (x-27) (526)

0zdesligi vardir. Benzer sekilde;

60— f "y (©de- 6 (x- 232

1 b ~b
=20 —a)2 a)zj j (p(x,t) = p(x,$))(9'(t) — g'(s))dtds (5.2.7)

oldugu da kolayca gosterilebilir. Simdi (5.2.6) ve (5.2.7) sirasiyla g(x) ve f(x) ile

carpilir taraf tarafa toplanir ve bulunan 6zdeslikler yeniden diizenlenirse;

S(f.9)

1 b I
90 55—z | | (b0 =pG)(F'©) = /(5))deds
1 a a

=3 (5.2.8)
1 b b
0 s —ay | | @G0 -p@ ) © - g sdeas

b
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Ozdesligi elde edilir. (5.2.8) den ve mutlak degerin 6zelliklerinden;

IS(f,g)I

b
19015 20— )ff|(p(x t) —p(x,))||(f'@®) - f(s))|dtds
(5.2.9)

IA
N =

+1F =z f f (pCe 0~ pe)| (9 — 9'))| |

esitsizligi elde edilir. Cift katl1 integraller i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa;

1 b rb
20— a2 f f (PG ) = PG, )[(f1(©) = £(5)|deds

1 (bt N\
(2(b—a)2f f |(P(X t) —p(x, S))| dtds) x<mja L |(f’(t)—f’(s))| ) (5.2.10)

dir. Ayrica Griiss-Cebysev esitsizliginden yararlanarak;

2

1 b
WI f(p(x t) — p(x,s))*dtds = —f p?(x, t)dt — <b — af p(x, t)dt>
1 (b z
2(b — a)zf f (p(x t) —p(x, 5)) dtds ——f p?(x, t)dt — (b—af p(x,t)dt)
= —(b—ay? 5.2.11
=7 0-a) (5.2.11)
ve

1 b b 1 b 1 b 2

s | [0 e = [ o (7 e o)
- fI - F? (5.2.12)

b —a 2 L

Ozdeslikleri elde edilir. (5.2.11) ve (5.2.12) ; (5.2.10) un i¢inde kullanilirsa;

1 b b
=) | M@0 - pe ol © - /(s ldeds

1

< 0-o(;IFI3-F) (5213
24/3 b—a

elde edilir. Benzer sekilde:
1 (bb 1 1 2
a7, | @D -p@llf © - f ©ldeds < =0 - (101 - 6?) 52.14)

oldugu kolayca hesaplanabilir. (5.2.13) ve (5.2.14); (5.2.9) da kullanilirsa istenilen
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(5.2.1) esitsizligi elde edilir. Simdi (5.2.8) in her iki yan1 [a, b] de x e gore integrallenir

ve (b — a) ya boliiniirse;

b b
U, g)_Z(b 3 f z(f(x) f f [(pCx, ©) = P D(F/(®) — £'(s))deds
b
+2(£(x))2 f fa (p(x,t)—p(x,s))(g’(t)—g'(s))dtdsldx (5.2.15)

(5.2.15) ten ve mutlak degerin 6zelliklerinden,;

g(x)
lH(fg)l_Z(b a)j 2(b — )sz [p(x,t) = p(x, )IIf' () — £'(s)|dtds
b b
+% f f |p(x,t)—p(x,s>||g'(t)—g'<s>|dtds]dx (52.16)

elde edilir. (5.2.13) ve (5.2.14) ; (5.2.16) nin i¢inde kullanilirsa istenilen (5.2.2)

esitsizligi de ispatlanir ve Teorem 5.2.1 in ispati tamamlanur.

Teorem 5.2.2 nin ispati i¢in Griiss esitsizligi kullanilirsa,

2 1 b ! i 1 2
o<—f JHO] dt—(b_af If(t)ldt> <70C-p)

esitsizligi bu sekilde gosterilebilir. Bu esitsizligin orta kism1 T'(f, f) olarak adlandirilir.
T(f,f) ayn1 zamanda;

1
T(F.) <30 =77

seklinde de yazilabilir. Sonu(; olarak;

0<—IIf"I} - %(r % (5.2.17)

dir. Benzer sekilde;

1
0<-—llg’ 15 - (F v)? (5.2.18)

esitsizliginin varligina kolayca ulasilabilir. (5.2.17) ve (5.2.18) ; (5.2.1) ve (5.2.2) de
kullanilirsa istenilen (5.2.3) ve (5.2.4) esitsizlikleri elde edilir ve boylece Teorem 5.2.2

nin de ispat1 tamamlanmis olur. |
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Hatirlatma 5.2.1 (5.2.1) ve (5.2.2) de g(x) = 1 alinirsa buradan g'(x) = 0 olur. O

halde basit bir hesaplamadan;

F(x) -

b E(x) 1 ( a+b)<b—a(
—a b-a 2 T 2V3
esitsizligi elde edilir (Barnett et. al. 2000). Ayrica;

/ 1 %
—lIf112 —m>

1

02 H(F9) = = [ (oI - Gy
= ) = - X
g 43), \b—a Z (b—a)?

tir (Barnett et. al. 2000).

Teorem 5.2.3 f:[a,b] = R ye [a, b] de siirekli, (a, b) de iki kez diferansiyellenebilir
olsun ve kabul edilsin ki f":(a,b) > R ye Vx € (a,b) igin ¢ < f"(x) < @ sarti
saglansin. O halde:

b_ 2 b2 Ib _ !
ﬂx)‘("‘ f(”[( - 2("_anr )lf(zz—i(a)
1 1 1 NG
- ff(t)dt §(¢—¢)[§(b—a)+|x—a; ] (5.2.19)

dir (Pachpatte 2005a).
ispat: Hipotezden;

fk(x Of"(®)dt = — ! ff(t)dt+<x——>f(x) f)  (5.2.20)

0zdesligi vardir (Pachpatte 2005a). Burada k: [a, b]x[a, b] = R ¢ekirdek fonksiyonu:

(t —a)?

_ 2
k(x,t) = (t = b)>?

2 )
seklinde tanimlanmustir. Ayrica k(x,t) ¢ekirdeginden yaralanarak (5.2.20) 6zdesliginin

t € [a,x]

€ [x, b]

saglandig1 kolaylikla gosterilebilir. Diger yandan k ¢ekirdeginin;

[0, ezt
0<k(x,t) < k%’ xe[“;b,b]

esitsizligini de sagladigi soylenebilir. f'(.) ve k(x,.) doniisiimlerine Griiss integral

(5.2.21)

esitsizligi uygulanirsa;
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1 b 1 b 1 b
‘ mfa k(x,t)f"(t)dt — (mfa k(x, t)dt) <mfa f”(t)dt>

(b — x)? a+b
<1(<,‘D—¢)x{ z [a' 2 ) (5.2.22)
=12 (b — x)? a+b “
—— xe[ 2 'b]

esitsizligi elde edilir. Asagidaki 6zdeslik te kolayca gosterilebilir.

L [Ckenae = e @ + 0 -0
=ry) (x, t)dt = c XxX—a X
Son 6zdesligin sag tarafi hesaplandiginda;

(x—a)3+(b—x)3=(b—a)[@+3<x—a+b)l

elde edilir. Bu veri ﬁ ff k(x, t)dt de yerine yazildiginda;

1 (P (b—a)* 1 a + b\?
mLk(x,t)dt:(b—a)lT+§(x— )l

olur. (5.2.22) kullanilirsa;

1 (b . 1 [b-a)? 1 a+ b\ f'(b) - f'(a)
mLk(x,t)f(t)dt—(b—a)b_a[ — +§(x— )]

2 b—a
(b — x)? a+b
1 { 2 *F [a’ 2 )
<—( - 2.
<7 (@—d)x b — )2 e[a+bb] (5.2.23)
R B
esitsizligi elde edilir. (5.2.20)-(5.2.23) kullanilirsa (5.2.19) elde edilir [

Sonug 5.2.1 f, Teorem (5.2.3) teki gibi olsun. (5.2.19) da x = == alnirsa

> < %(qb —)b-a)? (5.2.23)

+b\y 1 1 (b
‘f (557)+ 33 6 — (F'®) - @) ~5— | florde
“’kesin olmayan orta nokta esitsizligi’’ elde edilir (Pachpatte 2005a).
Hatirlatma 5.2.2 Klasik orta nokta esitsizligi;

(2 oo

seklinde  belirtilebilir. ~ Burada  [[f"|le = supiefaplf ()| < oo  dur.  Eger;

1 2 "
<57 0= a)lf "l (5.2.25)
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®—¢ < % IIf" |l olarak alinirsa (5.2.24) olarak adlandirilan esitsizlik (5.2.25) ten daha

kullanishidir. 0 < ¢ < @ esitsizliginin dogru olmast @ — ¢ < §|| "l igin yeterli bir

sarttir (Pachpatte 2005a).

Sonug 5.2.2 f, Teorem 5.2.3 teki gibi olsun. O halde:

f@+fb) 1

2 12 = %((D —-$)(b—a)? (5.2.26)

1 b
b= ('®) - @) - 5— | F@de

kesin olmayan trapezoid esitsizlik gegerlidir (Pachpatte 2005a).
Ispat: (5.2.19) da x = a ve x = b alinirsa;

b— 1
@+ E 2 + L2 Uw)f(n———JJﬁMt 5(0-9)b -7 (5227)
ve

b — 1
-2 + 3——%f@)/%@)~——jf@Mt <S(P-Pb-)? (5228)

esitsizlikleri elde edilir. (5.2.27) ve (5.2.28) esitsizlikleri taraf tarafa toplanir ve

sonrasinda tiggen esitsizligi uygulanirsa istenilen (5.2.23) esitsizligi elde edilir.

Teorem 5.2.4 f,g:[a,b] - R ye (a, b) de iki defa diferansiyellenebilir doniisiimler ve

f",g":(a,b) = R tiirevleri de siirl fonksiyonlar olsun. O halde:

e o) o)
1 a+b 1 ’
<mfa g(t)dt> - [g(x) - (x - T) gl(x)] (b - afa ﬂt)dt)

1 (P 1 (P
< 56|17 (5 [ 9@1ae) + o' (52 [ 01| 52309

—a

ve

1 1
(m | f(t)dt>g(x)+<b 3l g(t)dt>f(x)+(x——) (fg)' () = 2f ()9 ()

S EQIf ool gl + 119" loo 1 f COII (5.2.31)
dir. Burada:

2
E(x) = %(b —a)? + %(x _Z er b) (5.2.32)

olarak tanimlamistir (Pachpatte 2005a).
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Teorem 5.2.5 f, g Teorem 5.2.4 teki gibi olsun. O halde:

(b% f bf(t)dt>f(x)+<r1a f bg(odt)g(x)—z( f f(t)dt>< - [ bg(t)dt)
) )| 022y
+ <$ ff(t)dt)

1 1 (°
<1017 (525 [ @) 10 (52 [ o) (5233)

dir ve

1
‘Zf(x)g(X) - {b — f @)t +

1 (b — b
e oo L9 20 )

f() Z(a)< a+b) (x)}

2
< LI Nleol gl + 11g Nl o | £ O] (5.2.34)
dir. Burada:
a+b\?
1 X —— 1 1
L(x) =3 l((b_—;)2>+2 +ﬁ (b — a)?

olarak tanimlanmustir (Pachpatte 2005a).
ispat: Hipotezden;

1 b b 1 b

b

1 b b 1

0zdeslikleri gecerlidir (Pachpatte 2005a).

Burada k(x,t) Teorem 5.2.3 iin ispatinda tanimlandig1 gibidir. (5.2.36) ve (5.2.37) nin
her iki yani sirasiyla ﬁ f: gt)dt ve ﬁ f: f(t)dt ile carpilir ve elde edilen

Ozdeslikler taraf tarafa toplanirsa;

2<ﬁ f:g(t)dt>< ) f(t)dt)=[<f(x>—(x—L)f(x))( - fbg(t)dt>
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b 1 (b
+<g(x)—(x_‘“2r )g'(x)><b_af f(t)dt)
1 (b 1 (b
+ <mfa k(x, t)f”(t)dt) (b — afa g(t)dt)

1 b 1 b
+ (mfa k(x, t)g/’(t)dt) (mfa f(t)dt)l (5.2.38)

dir. (5.2.38) den ve mutlak degerin 6zelliklerinden;
2 1P d 1 (" 4 a+by 1 (b p
(rf 9 t) <be o t) -(r@- (- <mf 90 f)

(g(x) ~(x-239) g'(x)) (5= [ roa)
< <||f"||oo (5= [ o) + 191 (52 | blf(t)ldt)> (5= [ wotae) 5239

esitsizligi elde edilir. Ayrica burada;

a+ b\?
) (5.2.40)

[ niae = 5 0 - 2 5
b—al, TN TR T TN T T

dir. Vx € [a, b] igin (5.2.39) un iginde (5.2.40) kullanilirsa istenilen (5.2.30) esitsizligi
elde edilir. Simdi (5.2.36) ve (5.2.37) nin sag taraflarindaki f(x) ve g(x) sabit kalir;

geriye kalan ifadeler sol tarafa atilirsa;

b b
Flx) = ﬁ L F(Odt + (x _ asz> £1(x) — ﬁ Ja ko, Of"(Odt  (5.2.36")

1 b b 1 b
g(x)=m]ag(t)dt+(x—%>g’(x)—mfak(x,t)g”(t)dt (5.2.37")

0zdesliklerinin var oldugu goriiliir. (5.2.36°) ve (5.2.37°) ifadelerinin her iki tarafi

sirastyla g(x) ve f(x) ile ¢arpilir ve elde edilen sonuglar taraf tarafa toplanirsa;

1 b 1 b
209900 = (5 [ 10t )at + (52 [ ooae) reo

1 b 1 b

- <—f k(x, t)f"(t)dt>g(X) - <—j k(x, t)g"(t)dt>f(X) (5.2.41)
b—al, b—al,

Ozdesligi elde edilir. (5.2.41) den ve mutlak degerin Ozelliklerinden ve (5.2.40) tan

istenilen (5.2.31) esitsizligi elde edilir ve Teorem 5.2.4 {in ispat1 tamamlanir.
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Teorem 5.2.5 ispat1 i¢in Vx € [a, b] olmak {izere;

b
f(X)——f f(t)dt+f( )~ ﬂa)( a42- )
oo |, [ reopsr s (5242)

b

9(>—mf g(O)dt +

a

g() g(a)< a+b)
2

1

b rb
o] | P OPEg (st (5243)

Ozdeslikleri yazilabilir (Pachpatte 2005a).
Burada:

_(t—aq, t € [a,x]
P ) = {t—b, t € [x,b]

olarak tanimlanmistir. (5.2.42) ve (5.2.43) uin her iki yani sirasiyla ﬁ f: gt)dt ve

ﬁ f: f(t)dt ile ¢arpilir ve bulunan 6zdeslikler yeniden yazilirsa;

G0 (ﬁ | bg(t)dt) +9() (% [ bf(t)dt>
) ) 20 o
RESE R
Hama | [ pworteor @asic) (52 [ aoa)

+<m fa fa p(x,t)p(t.S)g”(S)dsdt>(m fa f(t)dt> (5.2.44)

0zdesligi elde edilir. (5.2.44) ten ve mutlak degerin 6zelliklerinden;

‘f(x) (ﬁfbg(t)dt) + g(x) <ﬁfbf(t)dt>
5 <ﬁfabf(t)dt> (ﬁfg(wdt) - f(b; :Z(a) (x _ ;’ b) (b i af:g(t)dt>

I o), _athy <b - afabf(t)dt>
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1 (b 1 (b
< (uf"noo(b_a [Ctgonae) +1g"na (52 [ If(t)ldt>>
b rb
x((ﬁ [] |p(x,t)||p<t.s)|dsdt>)

elde edilir. Son esitsizlikte;

bZ
b b 1 (x——aZ) 1|l 1 ,
ff|p(x,t>||p<t,s>|dsdt=— Vo 2) o 2l _g
a Ja 12

1
(b—a)? 2| (b—a)? 4

oldugu hesaplanip yerine konuldugunda istenilen (5.2.33) esitsizligi elde edilir. Diger
esitsizlik te bir Onceki teoremin ispati takip edilerek yapilabilir ve boylece ispat

tamamlanir (Dragomir and Barnett 1998). [
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5.3 Yiiksek Mertebeden Ostrowski Esitsizlikleri

Bu boliimde Cerone ve Dragomir (2000), Matic vd. (2001), Pachpatte (2004b, 2006b)
tarafindan verilen n-kere diferansiyellenebilir bazi Ostrowski tipi esitsizlikler

verilecektir.

Teorem 5.3.1 f:[a, b] = R ye bir doniisiim olsun 3 £~V [a, b] de mutlak siirekli ve

£ € Ly[a,b] dir. O halde Vx € [a, b] igin;

b n-1 k+1 K k+1
(b—x)""+(-D*(x—a)
fa f®)dt — kio I K+ DI lfk(x)‘

_lIrel, _Irel,
T (n+1)! “(n+1)!

esitsizligi gegerlidir. Burada ||f™| = sup.ejap|f™ ()| <o dur (Cerone and

[(x _ a)n+1 + (b _ x)n+1]

(b — Q)1 (5.3.1)

Dragomir 2000).
Ispat: Hipotezden;

b (b — ) 4+ (= 1)K (x — g)k+1 b
| f(t)dt=2[( 0 e ]fk(x)+<—1)n [ B@ormed 632
a k=0 ) a

Ozdesligi gegerlidir (Pachpatte 2005a).

Burada:

(t—a)"
n

(t—h)"
n!

t € [a,x]
E,(x,t) =

, t € [x,b]

olarak tanimlanmustir. (5.3.2) den ve mutlak degerin 6zelliklerinden;

b ol NKHL o (YK (4 — )KL
[roa-y (B EEE D
a k=0

k + 1!

b b
=|[ B or@@ar < @], [ 1B ol
[ [(*(t—a)" b(t - b)" 71,
:_fa — dt+fx oy dtlz(n_l_l)![(x—a) + (b —x)""]

elde edilir ve (5.3.1) esitsizligin birinci kismi ispatlanmig olur. Esitsizligin ikinci

kismini ispati i¢in;
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(X _ a)n+1 + (b _ x)n+1 < (b _ a)n+1
esitsizliginin varligim1 tiimevarim yontemiyle gostermek yeterli olacaktir. Bdylece

teoremin ispat1 tamamlanir. [

Hatirlatma 5.3.1 (5.3.1) esitsizliginde x = asz alinirsa,
L7

1+ (=D /(b —a)k*? +b - -
ff(t)dt_Z[(k+1)']< Jer )f"(az )Szn(n+1)!(b_“) G

esitsizligi elde edilir (Pachpatte 2005a). [

Teorem 5.3.2 f:1 — R ye bir fonksiyon olsun. Burada I < R dir. Kabul edilsin ki f,
1°(I min ici) diferansiyellenebilir ve a,b € I° olsun. Ayrica a < b dir. f™ [a,b] de
integrallenebilir ve ¥ < f™ <T, Vx € [a, b] olarak alinsin. Burada y,'€ R dir. O
halde:

Rn(x) = f() + fie(x)

(b )k+1 + (_1)k(x _ a)k+1
[ (k+ 1!

(b _ x)n+1 + (_1)n(x _ a)n+1
(n+ 1) —a)?

[V (b)) — f™V(a)]

1 b
- a_L f(t)dt (5.3.4)
ozdesligi gegerlidir. Sonug olarak Vx € [a, b] i¢in;
—y [(x @) (- )P ((x @ - (x b)"“)zl P (535)

| Rn ()] < —2( )! (b—a)(2n+1) (b—-a)(n+1)

esitsizligi elde edilir (Pachpatte 2005a).
Ispat: (5.3.2) esitsizliginde k = 0 eleman1 disar1 ¢ikarilirsa;

b el — VKL 4 (Ve (e — )KL b
| f(t)dt=(b—a)f(x)+2[(b iR ]fk(x)+(—1)n [RCIAIC:
a k=0 a

(k+ 1)!
veya
(b )k+1 + (_1)k(x _ a)k+1
f FO)dt = f0) + [ s e
n+1 ,b
_%f f(t)dt+(b )a faEn(x,t)f(n)(t)dt (5.3.6)
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seklinde yazilabilir. Ayni1 zamanda;

(x _ a)n+1 _ (b _ x)n+1

b
f E,(x, t)dt =
a

(n+1)!
dir. Burada:
(x — )" + (b — x)"+? _ (=)™ 1(h — )™ + (=)™ (x — @)1
(n+1)! (n+1)!
ve

b
[ ro@de = rr0 ) - 100 @)

dir. Buradan;

-1 n+1 b b
Eb _)a)z <f En(x,t)dt>f ™ @dt

3 (_1)n+1 ((_1)n+1(b _ x)n+1 + (—1)"(96 _ a)n+1

~(b—a)? (n+1)!

b — n+1 —1)" _ n+1
-° X)(n +J;)(! (b)—(;)z 2 (F*2) - f* (@) (53.7)

elde edilir. (5.3.6) ve (5.3.7) birlikte kullanilirsa istenilen R, (x) 6zdesligi elde edilir.

) (F®=Vb) - F*V(a))

Simdi ise;

1
| RGO 5 (=) JT(En(x,),EnCx,.)) (5.38)
esitsizligi yazilabilir (Pachpatte 2005a). Ayrica;

(x _ a)2n+1 _ (x _ b)2n+1
b—-—a)(2n+1)

b
f E%(x, t)dt =
a

oldugu kolayca hesaplanabilir. Ayn1 zamanda;

1 (x — a)2n+1 _ (x _ b)2n+1 (x _ a)n+1 _ (b _ x)n+1 2
n!)? [ b-a)2n+1) B ( (b—a)yn+ 1) > l (5.3.9)

T(En(x' D En(x,. )) = C

dir. (5.3.8) ve (5.3.9) birlikte kullanilirsa istenilen (5.3.1) esitsizligi elde edilir ve ispat

tamamlanir. ]
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Teorem 533 f,g:la,b]> R vye [ab] de siirekli ve (a,b) de n-kere
diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve f®™, g™:(a,b) >R ye (a,b) de smurh
oldugunda;

IF ™, = subrerapmlf ™ @] < o ve g™ = suptefan|g™ (@®)] < oo

esitlikleri gegerlidir. O halde:

1 1 n-1 n-1
f)g(x) - 20-a) g lo + f(x)]o] — 20-a) g(x) lek + f(x) ;]k]
)n+1 + (b )n+1
< m[lg(x)lllf(”)ll el — ] (53.10)
esitsizligi gecerlidir (Pachpatte 2004b).
Burada:
1 b
o= f FOWG -y, o= | fOIdy
1 b
=) gty o= [ 9oy
(k—1) — Nk _ £k-1) _ Nk
F () = ( )(f (a)(x a)b _Z (b)(x — a) )
n—ky (g*P(@)(x - a)* — g*V(b)(x — a)*
Gie() = ( k! > ( b—a >
dir (Pachpatte 2005a).

Ispat: x € [a, b] ve y € (a, b) olsun. Milovanovic ve Pecaric (1976) tarafindan verilen

Taylor formiiliiniin Lagrange formu kullanilirsa;

(k)
f (y)( — k= f(”)(f)(x — )" (5.3.11)

FG) = £) + z
ve

g® (y)

1
960 = g + Z ~FF—gP @G-y (5312)

Ozdeslikleri elde edilir.
Buradaé =y +alx—y), (0<a<1l)ve og=y+B(y), (0<p <1)dir. F(x)
ve Gi(x) teoremin ifadesinde tanimlandig: gibidir. I, ve J, nin tanimidan ve kismi

integrasyonu kullanarak;
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b 1 b 1 (P
0 - - [ foay=Y o[ 100 G-y =— [ FOOE -
. n.
a k=1 a a
0zdesligi elde edilir (Milovanovic and Pecaric 1976).

I, 6zdesliginde kismi integrasyon uygulanirsa;

i .
I + Z I, =nly— (b - a) Z F, (5.3.13)
k=1 k=1

elde edilir. Benzer sekilde;

Jo +Z]k =nj, _(b—a)sz (5.3.14)
k=1 k=1

olarak bulunur. (5.3.11) ve (5.3.12) nin her iki tarafi sirasiyla g(x) ve f(x) ile carpilir

ve bulunan 6zdeslikler taraf tarafa toplanirsa;

f® (y) )

F9(0) = 39GIFG) +3 /(g0 +3 g(x)z

1 n-1 g
2700 Y TP gy 4 g M@ -y
k=1

1
+2—n!f(x)g(")(0)(x —-)" (5.3.15)
0zdesligi elde edilir. Bu 6zdeslik [a, b] de y ye gore integrallenirse;
1
fgkx) = m [9()1o + f(x))o]
Tl z e + F) ka ‘
1 b
b 960 [ OO -y + e [ 6@ - | 3

elde edilir. (5.3.16) dan ve mutlak degerin 6zelliklerinden;

1 1 n-1 n—1
fx)g(x) _m[g(x)lo + f(0)o] T g(x)Zlk +f(x);]k]
< sz ls@Ilr @I, + r@ilg®l, ] f |G = y)"Idy

esitsizligi elde edilir. Burada:
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b 1
| 1=y = o MG = @+ o=

olarak hesaplanip yerine konursa istenilen (5.3.10) esitsizligi ispatlanir ve ispat

tamamlanir. u

Sonu¢ 5.3.1 f,g:[a,b] > R ye [a,b] de siirekli, (a,b) de diferansiyellenebilir ve
f',g':la,b] > R ye (a,b) de smirli oldugunda ||f’'[le = supeefaplf’ ()] < oo ve
benzer sekilde |19 |lco = suprefapilg’ (t)| < o gegerlidir. O halde:

fg(x) — [9()Io + £ (0)]o]

1
2(b—a)

(2

<= [lgGlFl, + 1Flllg ™I, ) |7 o 7y (Gl

BJIP*

esitsizligi gegerli olur. (Vx € [a, b]) Burada I, ve J, Teorem 5.3.3 ten tanimlanmistir
(Pachpatte 2005a). [

Teorem 5.3.4 (B,) harmonik bir polinom dizisi, P, = P,,_;, n = 1, P, = 1 dir. Burada
f,g:la,b] >R olsun > f@ U ve g™ n>1 icin mutlak siirekli;
f™, g™ € L,la,b], 1 <p < oodur. O halde:

1 b b
‘g(x)B[f(x)] + FOBlg(] - 5— [g(x) [ rode+re | g(t)dt]

< D(n,p,x) [Ig(x)lllf(”)llp + If(x)lllg(")llp] (5.3.17)

ve

1 b b
By @IBlo0) - 5 |Blew) [ e+ s [ g

( 3l f(t)dt)<b1 fbgmdt)

<[ OF (IlF™, + 9™ (53.18)

Vx € [a, b] i¢in esitsizlikler gegerlidir (Pachpatte 2006b). Burada ||. ||, L, uzaynda bir

normdur ve ayrica,

B[.]

1 n-1 n L
=20+ ) CDFRMOR@ + Zc.)k],
k=1 k=1
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1
D(n,p,x) = T

1€, ) ps (5.3.19)

_(t—a, t € [a,x]
e(t,x) = {t — b, t € [x, b]
dir (Pachpatte 2005a).
Ispat: Hipotezden;

1 1 n-1 b
BIf (O] - — f fodt = [ e PO (5320

B (_1)n—1 b
Bl f gt =5 |

Ozdeslikleri gegerlidir (Pachpatte 2005a).

P,_1(De(t,x)g™ (t)dt (5.3.21)

Vx € [a, b] igin (5.3.20) ve (5.3.21) in her iki yani sirasiyla g(x) ve f(x) ile ¢arpilir ve

elde edilen sonuglar taraf tarafa toplanirsa;

1 b b
gEIBIF (] + FBlg ()] - — (g(x) f F(©)dt + F() f g(t)dt)

(_ " 1[ (n) (n) ]
) f Po_s (O)e(t, ) F ™ (©)de + F(x) f Pos(De(t, g™ O)dt|  (53.22)

ézdeshgl elde edilir. (5.3.22) den ve mutlak degerin Ozellikleriyle beraber Holder

fbg(t)dt>

Ig( )Ij |Pa_1(®e(t, x)f ™ (0)|dt + If(x)lf |Pa_1(De(t, x)g(”)(t)ldt]

integral esitsizliginden;

b
9B )] + F)BIg(O] - %(goc) j F@©dt+ £

n(b

1

b ; b > )P
Ig(x)IU |Pn—1(t)e(t;x)|pldt} U [F™@®| dt}

<
=0 -a)

b % b %
+|f(x>|{f |Pn_1<t)e<t,x)|P'dt} {f |g<”>(t)|”dt}

[1Pn-1(Be(t, x)IIp,{Ig(x)lllf(")“ +1FI]lg™| }

(b a)
0zdesligi elde edilir. Bu da istenilen (5.3.17) esitsizligidir. Simdi (5.3.20) ve (5.3.21)

taraf tarafa garpilirsa;
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1 b b
BIf(0)B [g(x)]——( 9] f F(Odt + Bf )] f g(t)dt)

1 (P 1 (P
+<m.faf(t)dt><mﬁg(t)dt>

-1 2n—2 b b
=%_a)z{f Pn_l(t)e(t,x)f(")(t)dt}U Pn_l(t)e(t,x)g(”)(t)dt} (5.3.23)

0zdesligi elde edilir. (5.3.23) ten ve mutlak degerin Ozellikleriyle birlikte Holder

esitsizliginden;

1 b b
BIf(0]B g(x)]——( [9(0)] f F(Odt + BIf )] f g(t)dt)

( 3l f(t)dt)<b — | bg(t)dt)

b
f IPn_l(t)e(t,x)f“”(t)ldt}U IPn_l(t)e(t,x)g“”(t)ldt}

1

{f |1 (Be(t, x)lp’dt} U @) dt}

1

b % b >
XU IPn-l(t)e(t,x)Ip'dt} U |9(”)(t)|pdf}

esitsizligi elde edilir. Bu da elde edilmek istenen (5.3.18) esitsizligidir ve ispat

1
< -
“n%(b —a)z{

<
nz(b —a)?

= 0P [IF, +g®| ]

tamamlanir. ]

Hatirlatma 5.3.2 (5.3.17) de g(t) = 1 aliursa, g™~ P (t) = 0, n > 2 olursa:

1 b
B ()] - 5— f FOdt

< D@p @,

seklinde Ostrowski tipi esitsizliklerin degisik bir varyasyonu elde edilir (Dedic et. al.
2003). [
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5.4 Ayrik Ostrowski Esitsizlikleri

Bu boliimde Pachpatte (2002, 2005¢, 2006a, 2007c) tarafindan verilmis olan ayrik

Ostrowski esitsizliklerine deginilecektir.

Teorem 5.4.1 {x;}, i =0,1,...,n,n € N olmak {izere reel sayilarda bir dizi olsun. O
halde:

- Xo + X, 1 S
X — n( ) < E z Xiy1 T+ xi)Axil (541)
i=0 i=0
n-1 + n—
X X
Z x;2 — n< 4 z > Zl(xlﬂ + x;)Ax;| (5.4.2)
i=1 =0
esitsizlikleri gegerlidir (Pachpatte 2002). Burada Ax; = x;,1 — x; dir.
Ispat: Asagidaki 6zdesliklerin;
X = xo + Z Ax, (5.4.3)
=0
n-1
- ) Axjyq (5.4.4)
j=1
2 =x%+ Z(xjﬂ + x;)Ax; (5.4.5)
i—1
j=0
seklinde oldugu kolayca gosterilebilir (Pachpatte 2002).
(5.4.3) ve (5.4.4) taraf tarafa toplandiginda;
- n-1
Xo + xn 1
X = Z Ax; — 5 Z Ax; (5.4.7)
= j=1

elde edilir. Ayni sekilde (5.4.5) ve (5.4.6) taraf tarafa toplandiginda ise;

n—1
4+ x
x;% = n Z:(x]+1 + x;)Ax; — Z(xj+1 + x;)Ax; (5.4.8)
j=1

Ozdesligi elde edilir. (5.4.7) ve (5.4.8) in her iki yan1 i =0 dan (n—1) e kadar
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toplanirsa elementer satir islemlerinden istenilen (5.4.1) ve (5.4.2) esitsizlikleri elde

edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 5.4.2 {u;} ve {v;} , i =1,..,n, n €N olmak lizere reel sayilarda birer dizi

olsun. O halde:

1 1 n-1 n-1 1
uivi—z[viU+uiV]| SZ |UI|Z|AU,]| + |u,|Z|Av]|
j=o = ]

-1 n-1
1 1
j=0 j=0
dir. Burada:
Uuq + Uy Uy + Un
U = , V =
2 2

olarak tanimlanmustir ve A ileri fark operatoridiir (Pachpatte 2005).

Ispat: Hipotezden;

i-1 n-1
ul—U=2 ZAu] Ay
j=0 j=0
i—-1 n-1
1
vl—sz ZAUJ-—ZA‘U]
j=0 j=0

ozdeslikleri gecerlidir (Pachpatte 2002).

(5.4.9)

(5.4.10)

(5.4.11)

(5.4.12)

(5.4.11) ve (5.4.12) nin her iki yan1 sirasiyla v; ve u; ile ¢arpilir ve bulunan 6zdeslikler

yeniden diizenlenirse istenilen (5.4.9) esitsizligi elde edilir. Ikinci esitsizligin ispati i¢in

(5.4.11) ve (5.4.12) esitsizliklerinin sag ve sol taraflar1 taraf tarafa carpilirsa (5.4.10)

esitsizliginin ispat1 kolayca yapilabilir.
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Teorem 5.4.3 {u,} ve {v,}, k =1,2,...,n olmak {lizere reel sayilarda bir sonlu dizi

olsun. Oyle ki max;<p<n_1{Aukl} = A, max;<p<n_1{|Av|} = B dir. Burada A, B

negatif olmayan reel sabitlerdir. O halde:

ul-I-uk

_1
| < S 1kl A + e | B1H, () (5.4.13)

a5

i= i=1

U Vg

i= i=1

n
ul+uk2vl

i=1

< AB{H,(K)}? (5.4.14)

n

UV — — [Uk
i

esitsizlikleri gegerlidir (Pachpatte 2007c). Burada:

n L 1<i<k-1
Ha(k) = ) IDa(k, Dbl Dalled) =47
i=1 ——1, k<i<n
n
dir (Pachpatte 2005).
Ispat: Hipotezden;
1 n n—-1
2y — —Z w =) D,k i)Ay (5.4.15)
n i=1 i=1
1 n n-1
v — ;Z v; = Z D, (k,i)Av; (5.4.16)
i=1 i=1

Ozdeslikleri gegerlidir. (5.4.15) ve (5.4.16) nin her iki yam sirasiyla v, ve u; ile

carpilip, bulunan 6zdeslikler yeniden diizenlenirse;

1 n n 1 n—-1 n—-1
Uk =5 [vk Z u; +uy Z vi] =3 [vk 2 D, (k, i)Au; + uy Z D, (k, i)Av;
i=1 i=1 i=1 i=1

0zdesligi elde edilir. (5.4.17) den ve mutlak degerin 6zelliklerinden;

n n
Uy ——[kaul +uk2vl] <3 [|vk|2wn(k 1w

i=1 i=1

(5.4.17)

e Z|Dn(k Ollav|

elde edilir. Teoremin ifadesinde max;<i<p—1{|Aux|} = A, max,<x<p—1{|Avi|} = B
olarak verilmisti. Bu ifadeler son yazilan esitsizlikte yerine konulursa istenilen (5.4.13)
esitsizligi elde edilir. Simdi (5.4.15) ve (5.4.16) taraf tarafa ¢arpilirsa;

eSSl (50 (50)

i=1 =1 i=1 i=1
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n—1 n—-1
= D, (k, i)Aui>< D, (k, i)Av,-) (5.4.18)
(2 rom) (3

O0zdesligi meydana gelir. (5.4.18) den ve mutlak degerin 6zelliklerinden istenilen

(5.4.14) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir. [ ]

Hatirlatma 5.4.1 (5.4.13) te v, = 1 alinirsa buradan Av, = 0 olur. k = 1,2, ..., n igin

basit bir hesaplamadan;

1
5|, max (8w 3| Ha() (5419

elde edilir. Ayrica;

Hy, (k) = Zlnn(k, Dl = %["24_ -+ (" - er 1)Zl

dir (Dragomir 2002).

Teorem 544 Ny, ={a,a+1,..,a+n=>b}a€RneN olsun. f(t),g(t),h(t),
N, p lizerinde reel degerli fonksiyonlar ve t € N, ve [Af(t) < Mq|,|Ag(t) < M,| aym
sekilde |Ah(t) < Ms]| iken sifirdirlar. Burada My, My, M5 € R* dir. O halde:

f@®g@Oh(t) -

b-1 b-1 b-1
1
S [IORD Y &)+ OO Y 96+ 9) ) h(s)]

1
<3 llgOIR®OM; + [hONf(OIMz + 1 (Ollg(O)|M5]B (1)

esitsizligi gecerlidir. Burada:

B(t) = E+ |t—a-zl-b” (5.4.20)
dir (Pachpatte 2005).
Ispat: 3t,s € N, ;, igin;
O 1) = ) Af(m) (5.421)
9O =g =) agm) (5.422)
h(t) — h(s) = z Ah(m) (5.4.23)
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0zdeslikleri kolayca elde edilebilir (Pachpatte 2005).

(5.4.21), (5.4.22) ve (5.4.23) Uin her iki yan1 sirastyla g(t)h(t), h(t)f(t) ve f(t)g(t)

ile carpilir ve bulunan 6zdeslikler taraf tarafa toplanirsa;

3f()g®Oh(E) = [gORDf(s) + fF(OR(Dg(s) + f () g(®)h(s)]

t-1 -1 -1
= gOR®) ) Af() + FOR®) D Bglm) + f©g(6) D Bh(m)  (5:424)

elde edilir. (5.4.24) iin her iki yan1 s = a dan b — 1 ¢ kadar toplam sembolii altina alinir
ve yeniden diizenlenir ve mutlak degere alinirsa istenilen (5.4.20) esitsizligi elde edilir

ve ispat tamamlanir. [
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