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Bu çalıĢma beĢ bölümden oluĢmuĢtur. Ġlk bölüm giriĢ kısmına ayrılmıĢtır. Ġkinci 

bölümde Jensen eĢitsizliklerinin tanımı verilmiĢ ve teoremlerle desteklenmiĢtir. Üçüncü 

bölümde konveks fonksiyonları içeren bazı eĢitsizliklerle ilgili teoremler verilmiĢtir. 

Dördüncü bölümde ise Hermite-Hadamard eĢitsizliklerinin ne olduğu verilmiĢtir ve bazı 

teoremlerin ispatları açık halde verilerek incelenmiĢtir. BeĢinci bölümde ise Ostrowski 

eĢitsizlikleri dört kısma ayrılarak ele alınmıĢtır. 
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1. GĠRĠġ 

 

EĢitsizlikler hakkındaki klasik çalıĢmalar Hardy vd. (1934) tarafından ortaya çıkarılmıĢ 

ve matematikçiler arasında yerini almıĢtır. Bu çalıĢmada klasik ve yeni eĢitsizlikler 

hakkında geniĢ çeĢitlilik, problemler, sonuçlar, teoremler ve ispatlar sunulacaktır. 

 

Hölder eĢitsizliği, Minkovski eĢitsizliği ve aritmetik ve geometrik manadaki 

eĢitsizliklerin; eĢitsizlik teorisi üstünde büyük bir rolü vardır. Bunlar ve birçok temel 

eĢitsizlikler artık dünya dilinde ortak kullanımdadır ve bu alanda yapılan sayısız 

çalıĢmalar vardır. 

 

Konveks fonskiyonların tarihi oldukça eskidir. Konveks fonksiyonlar hakkındaki ilk 

çalıĢmalar 19. yüzyılın sonlarına kadar dayanmaktadır. Bu matematiksel ifadenin 

köklerini Hölder (1889), Stolz (1893) ve Hadamard (1893) atmıĢtır. Geçen yüzyılın 

baĢında Jensen (1905, 1906) konveks fonksiyonlar hakkındaki ilk gerçek çalıĢmayı 

vermiĢtir. Sonraki yıllarda da konveks fonksiyonlar matematiksel analizde önemli bir 

yere sahip olmuĢtur. 

 

Eğer          olursa f fonksiyonu bilinen Jensen eĢitsizliğini sağlar (Hölder 1889). 

Stolz (1893) ve Popoviciu (1944, 1964) da f nin [   ] aralığında sürekli olduğunda  

                                                      (
   

 
*  

         

 
                                                       

eĢitsizliğini sağladığını göstermiĢlerdir. Bu durumda f,       aralığında sağdan ve 

soldan türevlenebilirdir. Hadamard (1893), [   ] aralığında artan türevlere sahip olan 

konveks fonksiyonlar hakkında temel integral eĢitsizlikleri elde etmiĢtir. Onun bu öncü 

çalıĢması; Jensen (1905, 1906) tarafından yapılan çalıĢmada (1.1) eĢitsizliğini 

kullanarak eĢitsizliklerin ne derece önemli ve perspektif bir yapıya sahip olduğunu 

keĢfetmesini sağlamıĢtır. 

 

f fonksiyonu [   ] de Jensen hassasiyetine sahip bir konveks fonksiyon olsun. [   ] 

deki herhangi         noktaları ve en az biri negatif olmayan rasyonel         sayıları 
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için           eĢitsizliği sağlansın. O halde 

                                                     (∑    

 

   

+  ∑       

 

   

                                                       

dir. (1.2) eĢitsizliği literatürde bilinen Jensen eĢitsizliğidir. Bu eĢitsizlik konveks 

fonksiyonlar için en önemli eĢitsizliklerden birisidir. Jensen eĢitsizliğinin 

incelenmesindeki temel amaç; analizdeki problemlerin çözümüne bir temel kaynak 

olmasını sağlamaktır. Konveks fonksiyonları içeren eĢitsizlikler matematiğin çeĢitli 

dallarındaki geliĢimler için verimli bir araçtır ve literatürde önemli bir yere sahiptir. 

 

  [   ]    bir konveks fonksiyon olsun. O halde aĢağıdaki eĢitsizlik geçerlidir: 

                                (
   

 
*  

 

   
∫       

 

 

 
         

 
                                        

(1.3) eĢitsizliği literatürde Hermite-Hadamard eĢitsizliği olarak adlandırılır. EĢitsizliğin 

sol tarafının ispatı Hadamard (1893)  yapmadan önce f  ve  [   ] de artan f” fonksiyonu 

için kesinlik olarak yapılmıĢtır ve Hadamard eĢitsizliği olarak ve eĢitsizliğin sol tarafı 

da bilinen Jensen eĢitsizliği olarak adlandırılmıĢtır. 

 

   [   ]    ye [   ] de sürekli,        de türevlenebilir ve    [   ]    ye        

de sınırlı olsun. Burada ‖  ‖       [   ]|     |    dur. O halde  

                      |     
 

   
∫       

 

 

|  6
 

 
 

(
   

 
)
 

      
7      ‖  ‖                           

(1.4) eĢitsizliği Ostrowski eĢitsizliği olarak adlandırılır. (1.4) eĢitsizliğinin üst sınırı, 

  [   ] olmak üzere bir      değeri için integralin ortalama değerini verir. Bu 

konuda literatürde de son on yılda çok önemli sonuçlar yer almıĢtır.  
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1.1 Temel Kavramlar 

 

Tanım 1.1 (Süreklilik)    ⊆   ve       bir fonksiyon olsun. Eğer      için; 

     için, eğer |   |    ise |         |    olur önermesinin doğru olduğu bir 

    sayısı varsa o zaman   fonksiyonuna  ‟ da süreklidir, denir. 

 

Tanım 1.2 (Düzgün Süreklilik)       ve       iki metrik uzay olsun ve       

fonksiyonu verilsin. Eğer      sayısına karĢılık; 

         (         )    

olacak biçimde, yalnız verilen   sayısına bağlı, bir     varsa;   fonksiyonuna düzgün 

süreklidir, denir. 

 

Tanım 1.3 (Mutlak Süreklilik)            aralıklarının sonlu her alt kümesi için; 

∑|  |   

 

   

 

koĢulu sağlandığında ve verilen     sayısı için; 

∑|              |   

 

   

 

olacak Ģekilde     sayısı varsa,      fonksiyonuna [   ] kapalı aralığında mutlak 

süreklidir, denir. 

 

Tanım 1.4 (Lipschitzian KoĢulu)     bir aralık olsun.        için;  

|         |         

olacak Ģekilde bir   sabiti varsa       fonksiyonuna  ‟da Lipschitzian koĢulunu 

sağlıyor, denir. 

 

Tanım 1.5 (Diferansiyel Kavramı)       türevlenebilen bir fonksiyon olsun.   in 

sonsuz küçük değiĢimi    olarak ifade edilir. Fonksiyondaki değiĢim ise    olarak 

kabul edilir.        fonksiyonunun türevi alınırsa; 
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 veya 

  

  
       

olarak ifade edilir. Buradan: 

           

elde edilir. Bu ifadeye        fonksiyonunun diferansiyeli denir. 

 

Tanım 1.6 (Monoton Artan ve Azalan Fonksiyonlar)  ⊆   ve       bir 

fonksiyon olsun.         olmak üzere       iken             Ģartı sağlanıyorsa; 

  ye monoton artan fonksiyon denir.             oluyorsa   kesin olarak artandır. 

      iken             ise   monoton azalan bir fonksiyondur.             

olduğunda ise   kesin olarak azalandır. 

 

Tanım 1.7 (Vektör Uzayı (Lineer Uzay))   bir küme ve   bir cisim olsun.                

        ve         iki fonksiyon olmak üzere: 

(i)                           

(ii)                    

(iii)     ,     ,         

(iv)                  ve           

(v)                            

(vi)                            

(vii)                           

(viii)            

Ģartları sağlanırsa           dörtlüsüne Vektör Uzayı veya Lineer Uzay denir.        
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2. JENSEN TĠPĠ EġĠTSĠZLĠKLER 

 

2.1  Jensen EĢitsizlikleri 

 

I, reel ( ) sayılarda bir aralık olsun. Eğer ,x y I  için       fonksiyonu aĢağıdaki 

Ģartları sağlıyorsa  ; Jensen konveks, J-konveks veya mid-konveks olarak adlandırılır. 

                                                  (
   

 
*  

         

 
                                                          

Jensen ilk tanımlamayı (2.1.1) eĢitsizliğini kullanarak yapmıĢ ve bunun altını önemle 

çizmiĢtir.        ve         için       konveks ise;  

                                                                                                                              

eĢitsizliği tanımlansın. (2.1.2) eĢitsizliği mutlak     için kesinlikle sağlanır. Eğer 

burada        olarak tanımlanırsa f  fonksiyonu bir konkav fonksiyondur. (2.1.2) 

eĢitsizliğinde de   
 

  
 alınırsa hem (2.1.1) hem de (2.1.2) eĢitsizliğini sağlar ancak bu 

tanımlamalar açık bir aralıkta süreksiz olduğundan birbirileriyle eĢdeğer değildirler. Bu 

durumda bütün fonksiyonlar (2.1.1) için bu açık aralıkta süreklidir. Konveks 

fonksiyondaki bu tanımlama, normlu   lineer uzayı üzerinde reel değerli fonksiyonlar 

için oldukça yeterli bir genellemedir. Bu tanımlama   nin   da konveks olduğunda 

yapılır. Bu da                 için             de f nin bu Ģekilde 

tanımlanmasını garanti eder.  ⊆   üzerinde aĢağıdaki tanımlama yapılabilir: 

                              

dir. Konveks fonksiyonlar hakkında detaylı açıklamalar Mitronovic (1970), Pecaric vd. 

(1992) ve Roberts (1973) tarafından verilmiĢtir.  

 

Teorem 2.1.1 f  bir J-konveks fonksiyon ve   [   ] olsun. Bazı rasyonel ve negatif 

olmayan              ve            için              sağlansın. Bu 

durumda:   
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                                      (∑    

 

   

+  ∑       

 

   

                                                       

dir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: 

1. DURUM:     ve         için (2.1.1)‟i elde ederiz.    
 

 
,           için 

(2.1.3) eĢitsizliği; 

                                           (
 

 
∑  

 

   

+  
 

 
∑     

 

   

                                                               

gibi olur. Ġlk olarak Pecaric (1992) de verilen hipotezler incelenecektir. (2.1.4) de  , 

2 k n   için geçerli olduğu kabul edilsin.   
 

   
∑   

 
  alınırsa; 

 (
 

 
4
 

 
∑  

 

   

  (
   

 
  

 

 
    *5,                                                                  

                                                 
 

 
4
 

 
∑     

 

   

 
 

 
(                 )5 

olur ki       (
 

   
∑      

   
   )  sağlanır ve Teorem 2.1.1 bu Ģekilde ispatlanmıĢ olur. 

 

2. DURUM:              negatif olmayan rasyonel sayılar, burada m negatif olmayan 

bir doğal sayı ve             için               ,     
  

  
,            

olsun. ġimdi 1.durumdan: 

 .
                   

 
/                                                                       

                                    .
(             )    (             )

 
/ 

dir. Burada ilk olarak parantez içindeki ifadeler 1p  olarak ayrı kategoriye alınsın ve 

aynı Ģekilde .np  terim olsun. Böylece (2.1.5) ten; 

                                            (
 

 
∑    

 

   

+  ∑
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olur ve (2.1.6) da 
  

 
   olarak seçilirse (2.1.3) elde edilir ve ispat tamamlanır.             ■ 

 

 

Hatırlatma 2.1.1 Jensen, serilerde hangi Ģartlarda (2.1.3) eĢitsizliğinin geçerli olduğunu 

notlarında belirtiyor. Eğer    üzerindeki bazı kısıtlamaları yok sayarak,              

den türeyen kombinasyonlar göz önüne alınırsa bu sınıftaki fonksiyonların Jensen 

eĢitsizliğini küçültmesi için yeterli olacaktır. 

 

Bu durumda Teorem 2.1.1 in sonucunu incelemek Jensen eĢitsizliği için faydalı 

olacaktır. 

 

Sonuç 2.1.1    ⊆     olarak tanımlansın. L lineer uzayı üstünde seçilmiĢ bir 

konveks dönüĢüm,     ,            ve      ,     ∑    
 
     olursa: 

                                         (
 

  
∑    

  

   

+  
 

  
∑       

  

   

                                                      

dir (Pecaric 1982). 

 

Teorem 2.1.2 x ve p iki n-değiĢkenli reel sayılar ve x bir bilinmeyen    [   ] ve aynı 

zamanda        ve        ,          ,     ,    ∑      
 
    ile birlikte  

          olsun. O halde [   ] deki her reel değerli konveks f fonksiyonu için;  

                                         (
 

  
∑    

  

   

+  
 

  
∑       

  

   

                                                      

eĢitsizliği yazılabilir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: Eğer her    pozitif olursa  (2.1.8) eĢitsizliği konveks fonksiyonlarda kolaylıkla 

tanımlanır. A da karakterize edilmiĢ bir f  konveks fonksiyon ise bu durumda: 

                                                                                                                             

dir. (2.1.9) tüm c ve z ler için c; M de bağımlı (         olacak Ģekilde;                 

         nin var olması M nin sayılamayan ve ardından   
     ve   

     nin sayılabilir 

seçilmesi burada önemlidir. (2.1.9)  kullanılırsa; kolaylıkla aĢağıdaki eĢitsizlik elde 

edilir. 
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                                                           ,                                                          

dir. M yukarıdaki gibi tanımlanmıĢtır. 

ġimdi x ve p Jensen-Steffensen eĢitsizliğindeki durumları sağlasın. Bu durumda: 

  ̅  
 

  
∑     

 
     ve     

̅̅ ̅̅̅          olursa, o halde; 

  
̅̅ ̅            ∑         

 

   

 ∑(       )  ̅

 

   

    ̅    

olur. Benzer Ģekilde;  

  
̅̅ ̅      ̅      ∑          ∑(       )  ̅         ̅     

 

   

 

   

 

dir. ġimdi m,  ̅  [         ]  olsun. Daha sonra, M,    ̅ olduğunu veriyor. 

Kolaylıkla benzer durum gösterilebilir. ġimdi (2.1.10) ve (2.1.11) kullanılırsa (2.1.8) 

elde edilir ve ispat tamamlanır.                                                   ■ 

 (
 

  
∑    

 

   

+  
 

  
∑       

 

   

 ∑(                        )
  

  

   

   

                  

           (      ̅           ̅ )
  

  
 (   ̅                    )

    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

  
 

           ∑ (             )            

 

     

    

  
                                                     

dir.        reel değerli fonksiyon ve                  olsun.  

             
 

( 
 
)

∑  .
 

 
(         )/

           

 

ifadesi kullanılırsa bu ifade Gabler tarafından “ serisel konveks fonksiyon ” olarak 

tanımlanır. Bu fonksiyonlar özel tanımlı fonksiyonlardır. Gabler ayrıca eĢitsizliği serisel 

fonksiyonlar için; 

                                                                                                                        

Ģeklinde ifade ediyor. Bu teorem Pecaric (1994) tarafından konveks fonksiyonlar için 

iyi-bilinen Jensen eĢitsizliğine, dizilerin hangi Ģartlarda eklenebileceği verilmiĢtir. 
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Teorem 1.2.3       reel değerli bir fonksiyon ve                  olsun. 

              
 

(   
   

)  
∑ (         ) .

               

         

/

           

                

                                                                                                                                               

dir. Burada p pozitif sayılardır ve    ∑   
 
    dir  (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: Gerçekten:  

       (         )   (         ) (

∑ (             )
              

     

   
        

    

   
   

∑ (           
    )

   
   

, 

                          (           
)

∑ (         
    

)
   

   
        

     
   

        
    

   
   

∑ (           
    

)   
   

  

                       
 

 
∑(           

    
)  .

              
     

           
    

/

   

   

 

olduğunu biliniyor. Bu nedenle; 

                    
 

(   
 

)
∑ (         ) .

               

         

/

           

 

                        
 

 (   
 

)  
∑ (             )  .

                      

             

/

           

 

                        
 

(   
   

)
∑ (         ) .

               

         

/

           

      

olur ve ispat tamamlanır.                 ■ 

 

Hatırlatma 2.1.2 (2.1.12) de konveks fonksiyonlar için verilen Jensen eĢitsizliğinin ara 

değerini hesaplanmıĢtı. Gerçekten: 

       (
 

  
∑    

 

   

+                            
 

  
∑    

 

   

                   

dir. Yukarıda verilenler keyfi lineer uzaylarda tanımlı konveks fonksiyonlarda;          

         kadar olan rasyonel sayılar için keyfi reel lineer uzaylarda tanımlı mid-
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konveks fonksiyonlarda tanımlıdır. 

 

ġimdi         konveks fonksiyon ve C de X lineer uzayın üstünde konveks 

olarak seçilmiĢ olsun.                              için T boĢtan farklı 

olarak seçilsin ve     bir doğal sayı olsun. Kabul edilsin ki Ģimdi m fonksiyonu ve 

    için                  eĢitliği sağlansın. 

 

Dragomir ve Sandor (1992) tarafından verilen dizisel fonksiyonları göz önünde 

bulundurursak     ve     için; 

          
[ ]    

 

  
∑     [         (             )

 

  
∑    

 

   

]

 

    

      

      
[ ]

    
 

  
 ∑        [                  (             )

 

  
∑    

 

   

]

 

       

 

          . 

          . 

          . 

 

             
[ ]     

 

  
   ∑         *                       

      
 

  
∑     

 
   + 

        

ve  

      
 

  
 ∑        

 

         

 [                   ] 

eĢitlikleri geçerlidir. Yukarıdaki teoremin ispatı Dragomir ve Sandor (1992)  tarafından 

verilmiĢtir.                                   ■ 

 

Teorem 2.1.4                  kadar ve m önceki teoremdeki gibi olsun. O halde:  

(i)      için: 

     (
 

  
∑    

 

   

+     
[ ]          

[ ]      [ ]    
 

  
∑       

 

   

                 

 dir.        
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(ii) Eğer burada         ve                         olursa, o halde 

      için; 

                                
   

  
[ ]      

[ ]      (
 

  
∑    

 

   

+                                              

dir. 

 

(iii) Eğer burada      ve          olursa; 

                                   
   

  
[ ]      

[ ]      (
 

  
∑    

 

   

+                                           

olur ve tüm         ve         için; 

                                  
   

  
[ ]      

[ ]      (
 

  
∑    

 

   

+                                            

eĢitliği geçerlidir.  

 

(iv) T, Y lineer uzayında konveks olarak seçilirse          e kadar yeteri Ģartlar 

sağlandığında         ve       için; 

  (           )                  

dir. O halde   
[ ]

         ve  [ ] T de konveks dönüĢümlerdir (Pachpatte 

2005a). 

Ġspat: 

(i) Jensen eĢitsizliğinden     için: 

    
[ ]     [(

 

  
∑    

 

   

+        (             )
 

  
∑    

 

   

]   (
 

  
∑    

 

   

+ 

dir. ġimdi         ve     olsun. O halde Jensen eĢitsizliğinden; 

    
[ ]      

   
∑            

 [                                        

           

       
 

  
∑    

 

   

] 
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∑            
 6                   4

 

  
∑     

     

 

    

5       

           

                
 

  
∑    

 

   

7    
[ ]

    

dir. Burada ifade edilen  ,  
[ ]   -

   

   

 dizisi     için monoton azalmayandır. 

 

Diğer taraftan Jensen eĢitsizliğinden;  

     
 

  
   ∑            

 (                      
 

           

 4
 

  
∑      

 

    

5   
   ,    

[ ]    

 elde edilir. Sonuçta C de f  nin konveksliği bir tek     ve      için; 

 (                   )        (   )          (   ) 

eĢitsizliği geçerlidir.  

 

Artan           den ve özetle                 e kadar aĢağıdaki elde edilir.      

için; 

∑         (                   )

 

         

                                                                          

                                       ∑        

 

         

(      (   )          (   )) 

                                          
   ∑    

 

    

  (   )           
   ∑    

 

    

  (   ) 

                                        
   ∑   

 

    

       

 (2.1.15) eĢitliğine denktir.                                               ■ 
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(ii)                           olursa o halde: 

  
[ ]     

 

  
∑         [(               )

 

  
∑    

 

   

]

 

         

  (
 

  
∑    

 

   

+ 

olur. Bu yüzden; 

 (
 

  
∑    

 

   

+    
[ ]         

[ ]     

elde edilir.                     ■ 

 

(iii) Eğer          olursa, bu durumda          olur            . Buradan 

        için: 

             
 

  
 

∑        
 (   

)  

 

        
 

 

  
∑   

 

    

         
[ ]     

elde edilir. Eğer         olursa; 

            
[ ]     

 

  
 ∑         (

 

  
∑    

 

   

+  

 

        
 

 

  
∑   

 

    

       

dir. Bu Ģekilde (2.1.17) ve (2.1.18) gösterilmiĢ olur.             ■ 

 

(iv) ġimdi       ,       ve         olsun. O halde f nin konveksliğinden; 

           
 

  
 

∑        
 (                               

       

 

        
 

 (                           )
 

  
∑    

 

   

+ 

           
 

  
 

∑        
 [( (                     

)    (                 )
 

  
∑    

 

   

+

 

        
 

 ( (                     
)  (                 )*

 

  
∑    

 

   

] 

               
[ ]        

[ ]                                                                                                            

eĢitsizliği elde edilir.           için   
[ ]

 nin T üzerinde konveks olduğu 

gösterildi. 
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Klasik eĢitsizliklerin ardından ağırlıklı aritmetik ve geometrik durum Ģu Ģekilde 

verilebilir.        ve         pozitif reel sayıları için; 

                                              (∏  
  

 

   

+

 

  

 
 

  
∑    

 

   

                                                          

dir (Pachpatte 2005a).                 ■ 

 

Sonuç 2.1.2            , C lineer uzayı üzerinde konveks bir fonksiyon ve X te 

logaritmik özellikli C üzerinde konkav bir fonksiyon olsun. O halde tüm          ve m 

ler için aritmetik ve geometrik manada      için: 

 
 

  
∑    

 

   

  [ ]        
[ ]         

[ ]      
[ ]    (

 

  
∑    

 

   

+ 

                        
[ ]      

[ ]          
[ ]      [ ]    

                       (∏(     )
  

 

   

+

 

  

                                                                                            

eĢitsizliği geçerlidir (Pachpatte 2005a). 

 

Burada: 

  
[ ]    4 ∏     [         (             )

 

  
∑    

 

   

]

 

       

5

 

  

 

  
[ ]    ∏         [                  (             )

 

  
∑    

 

   

]

 

       

 

  
 

 

         . 

         . 

         . 

    
[ ]     4 ∏               

 

              

[        
               

      ]
 

  
∑    

 

   

5

 

  
   

 

dir ve  

 [ ]    4 ∏             

 

            

[                         ]5

 

  
 

 

olur ve sonuç tamamlanır.                 ■ 
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Hatırlatma 2.1.3 Eğer f sonuç 2.1.2 deki gibi               olarak seçilirse  

       olmak üzere aritmetik ve geometrik anlamda; 

       
 

  
∑    

 

   

 4∏[         (             )
 

  
∑    

 

   

]

 

    

   

5

 

  

 

                         4 ∏ [                  (             )
 

  
∑    

 

   

]

 

       

       

5

 

  
 

 

                      . 

                      . 

                      .      

                           4 ∏ [(                       
)
 

  
∑    

 

   

]

 

              

             

5

 

  
   

 

                           4 ∏ [(                   )
 

  
∑    

 

   

]

 

            

           

5

 

  
 

 

                           (∏  
  

 

   

+

 

  

 

elde edilir. Jensen eĢitsizlikleri analizde önemli rol oynar. Birçok matematikçi sadece 

(2.1.3) veya (2.1.7) yi incelemekle kalmamıĢ bu konuda çeĢitli araĢtırmalar yapmıĢlardır 

(Dragomir and Sandor 1992, Dragomir et. al. 2000, McShane 1937, Mond and Pecaric 

1993, Mond and Pecaric 1994, Pecaric 1992, 1993).  

 

Teorem 2.1.5     [   ]    konveks fonksiyon olsun.           ve ardından 

       [     integrallenebilen fonksiyonlar olsun. O halde:  

                                    (
∫           

 

 

∫       
 

 

+  
∫      (    )  

 

 

∫       
 

 

                                           

dir. (2.1.21) tüm integraller için tanımlıdır (Pachpatte 2005a). 

Ġspat:     seçilsin. f  nin konveksliğinden     olmak üzere:  

                        

dır.        alınıp verilen eĢitsizlikte      ile çarpılır ve ardından [   ] aralığında 

integre edilirse; 
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  ∫      (    )   
 

 

    ∫       
 

 

  2∫           
 

 

  ∫       
 

 

3                

elde edilir. (1.2.21) eĢitsizliğinde bu ifade yerine koyulursa; 

  
∫           

 

 

∫       
 

 

 

ifadesi yerine konulursa ispat tamamlanır.                ■ 

 

Steffensen (1919) tarafından kullanılan eĢitsizlik Ģimdiki literatürdeki konveks 

fonksiyonlar için Jensen eĢitsizliğinin türetilmiĢ halidir. Buna da “Steffensen 

EĢitsizliği” denir.  

 

ġimdi Jensen eĢitsizliği için baĢka bir genelleme ve integral örnekleri için Ciesielski 

(1958) tarafından sunulan ve ilgiyle okunan iki değiĢkenli integrallere değinilecektir. 

Boas (1970)  integral örneklerine iliĢkin değiĢik veriler elde etmiĢtir. 

 

      sürekli konveks fonksiyon ve I bir aralık olsun.   [   ]    olarak 

tanımlansın. EĢitsizlik (Jensen eĢitsizliği); 

                                (
∫          

 

 

∫      
 

 

+  
∫  (    )     

 

 

∫      
 

 

                                                

tir.   sürekli, tanımlı ve kararlı,   azalmayan, sınırlı ve           dir.                      ■ 

 

Jensen-Steffensen EĢitsizliği: EĢitsizlik (2.1.23) te f sürekli ve monoton (her iki 

anlamda) tanımlı,   ya sürekli ya da sınırlı varyasyonlu ise; 

                 [   ]            

dır (Pachpatte 2005a). 

 

Jensen-Boas EĢitsizliği: (2.1.23) teki integralde tanımlı bir f ve   sürekli veya sınırlı 

varyasyonlu ise; 

                                            

dir (Pachpatte 2005a).     için                     ve          , f burada 
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tanımlı, sürekli ve monotondur (her iki anlamda) .        aralıklı           aralığı 

için ve     için Jensen-Boas eĢitsizliğinden Jensen-Steffensen eĢitsizliği elde edilir. 

Limit n  ,   arttırılır ve f de gerektiği kadar sürekli olursa, böylece Jensen eĢitsizliği, 

Jensen-Boas eĢitsizliğini limitlenmiĢ durumudur. 

 

Pecaric (1982, 1984) tarafından Jensen-Boas eĢitsizliği hakkında kısa ve ilgi çekici 

ispatlar verilmiĢtir. O bu ispatla toplam sembolü için sadece Jensen eĢitsizliğini 

kullanmıĢtır. Yani; 

                                           (
 

  
∑    

 

   

+  
 

  
∑       

 

   

                                                   

dir. Burada      ve    ∑                   
    için Jensen-Steffensen 

eĢitsizliğidir. EĢitsizlik (2.1.24) ve (2.1.23) ten kolayca elde edilebilir. 

 

Eğer                                  olursa Jensen-Steffensen 

eĢitsizliğinden;  

                     (
∫          

  

    

∫      
  

    

+  
∫  (    )     

  

    

∫      
  

    

                  

elde edilir. Yani: 

      
 

  
∫  (    )     

  

    

                

olur. Burada:  

   ∫      
  

    

                    
∫          

  

    

∫      
  

    

 

tir.      ve                için (2.1.24) Jensen eĢitsizliğinden;  

 4
∫          
  

    

∫      
  

    

5   .
∑     

 
   

∑   
 
   

/  
∑        

 
   

∑   
 
   

   

                                           
∑   

 
   (

 

  
) ∫  (    )     

  

    

∑   
 
   

 
∫  (    )     
 

 

∫      
 

 

 

elde edilir. Eğer  (    )   (  ) olursa ( bazı j‟ler için), o halde         olur. 
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[       ] aralığında; 

∫          
 

 

 ∑     

 

       

        ∫      
 

 

 ∑   

 

       

 

dır. (2.1.24) kullanılırsa, Jensen-Boas eĢitsizliğinin geçerli olduğunu kolayca kanıtlanır. 

Jensen integral eĢitsizliği için Mitrinovic (1970) bazı ilgi çekici varyanslar ve 

genellemelerle ilgili atıfta bulunuyor. 

 

Mitrinovic ve Vasic (1975) “centroid method” adından konveks fonksiyonlar için 

tamamlayıcı olan (baĢka bir versiyon) iki yeni Jensen eĢitsizliği elde etmiĢlerdir. 

Beesack (1983) bu tür eĢitsizliklerin genel halini savunmuĢ ve aynı geometrik 

düĢünceleri kullanmıĢtır  Fakat centroid methodtan yaralanmamıĢtır. Beesack (1983) 

tarafından verilen sonuç eĢitsizliklerin alanını geniĢletmiĢ ve eĢitsizliğin ortaya çıkan 

sabit değerini açıklamıĢtır.    

 

Teorem 2.1.6  ,   cebiri üzerinde negatif olmayan bir ölçü olsun. (D cümlesinin bir alt 

cümlesi) ve q,f reel D üzerinde  -ölçülebilir fonksiyon,  

                              ve ∫   
 

   , 𝜙 konveks 

fonksiyon,   [     ]   𝜙        ( I da izole noktalar), (𝜙   üzerinde kesin 

konveks) ise aĢağıdaki önermeler birbirine denktir: 

(i) 𝜙             

(ii) 𝜙             𝜙       𝜙         veya 𝜙       𝜙         

(iii) 𝜙             veya 

(iv) 𝜙            , 𝜙       𝜙       dır. O halde: 

                                            ∫  

 

𝜙         𝜙 4∫     

 

5                                                  

dur. Bazı     ler için (i) ve (ii) geçerli veya         için (iii) ve (iv) geçerlidir. 

Daha kesin olarak ,          𝜙  ye bağlı olursa (2.1.25) aĢağıdaki gibi belirlenebilir. 

Burada   [𝜙     𝜙            ] olarak alınsın. Eğer     olursa,     

olduğunda 𝜙       da eĢitliğin bir tek çözümü,          olursa    𝜙      𝜙     

yeterli olur. (2.1.25) eĢitliği için     olduğundan eĢitliğin tek çözümü     
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olduğunda da [     ] kapalı aralığında; 

                             𝜙    𝜙    [𝜙             ]                                         

olduğunda   
 

     
 olması (2.1.25) için yeterlidir. Üstelik          durumunda (i) 

ve (ii) elde edilir. Ayrıca eĢitlik (2.1.25) ancak ve ancak          durumunda 

geçerlidir.         Burada               -ölçülebilir alt cümle          ve 

                       ∫    

  

   ∫    

  

 

olarak tanımlanır (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: Daha önce belirtildiği üzere (2.1.25) teki her iki integral mevcut olduğundan f ve 

𝜙    sınırlı ölçülebilir fonksiyonlardır. Bütün durumlarda 𝜙     sürekli ve I da 

kesinlikle artan olduğunda,   ye ortalama değer teoremi uygulanırsa;  

                                           𝜙        𝜙                                                                              

eĢitsizliği sağlanır.  (   𝜙    )  (   𝜙    ) çiftleri ele alınsın. (konveks   𝜙    

eğrisi üzerinde). EĢitlik [  ] kiriĢi için; 

       𝜙                  

tir. Konveks eğriler ailesi ile     için    𝜙      eğrisi alınsın. Buradaki çözümde 

      eğri  (   𝜙   ) noktasında [  ] kiriĢine teğet olsun. (   ).           

ise olduğunda (i) ve (ii) geçerlidir. Bu durumda:  

                                                       𝜙                                                                                   

                                                       𝜙                                                                               

eĢitlikler geçerlidir.       da tek çözüme sahiptir.      ,           olduğunda 

(2.1.28) ve (2.1.29)  𝜙        𝜙        eĢitliklerine indirgenir. Eğer 𝜙       

olursa bu eĢitlikler 𝜙       olduğunda       da tek çözüme sahiptir.                      

   𝜙      𝜙    olduğunda da   yi         aralığında incelenir. Bu durumda 

    iken  𝜙       olabilir. Buradan da     iken  𝜙       olabilir. (Fakat 

    oluğunda değil).     olursa 𝜙       olur. 

 

    olduğunda durum (i) ve (ii) geçerlidir. (2.1.28) den     ve   yok edildiğinde  

(2.1.28) ve (2.1.29) çifti görülür ki burada     olduğundan (2.1.26) da tek çözüm 
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olmalıdır. ġimdi bu eĢitliğin         de tek bir çözüme sahip olduğu gösterilsin. Ġlk 

olarak;  

      𝜙    (  𝜙     )       𝜙    (  𝜙     ) 

dir. 𝜙     𝜙     aynı iĢaretlere sahip olursa (2.1.27) den             ayni iĢaretlere 

sahip olur. Böylece g,          aralığında en az bir sıfır noktasına sahiptir. Üstelik:  

        𝜙      

eĢitliğinin [     ] de iĢareti değiĢmez. Bunun için      lineer fonksiyonu            

     𝜙     ve       için eĢitliğine sahip olur ve bundan dolayı [     ] kapalı 

aralığında ya durum (i) de her zaman pozitiftir ya da durum (ii) de her zaman negatiftir.  

 

Devam edilirse  , [     ] de kesinlikle monoton fonksiyon ise  (2.1.26) eĢitliği 

            de tek çözüme sahiptir. Üstelik  𝜙       olduğunda (2.1.26) da 

    olurdu ve  𝜙       anlamına gelirdi. Bu durum     olduğunda imkânsızdır 

çünkü         de 𝜙      dır. Eğer Ģimdi      𝜙     eĢitliğini kullanılırsa        

ikilisinin (2.1.28) ve (2.1.29) eĢitliğini sağladığı kolaylıkla görülür ve          

için; 

 𝜙    𝜙             .  
    

     
/𝜙     

    

     
𝜙     

dir veya 

                                                          𝜙    𝜙                                                                        

dir. Bu hipotezden     olduğundan durum (i) ve     olduğundan da durum (ii) bir 

önceki paragraftaki halini alır. Kalanlar gösteriyor ki     olduğunda durum (ii)     

olduğunda geçerlidir. (2.1.29) dan  𝜙         ve yukarıda belirtildiği gibi 𝜙 ve   

nün I da aynı iĢaretlere sahip olur. 

 

Aynı Ģekilde (iii) ve (iv) durumları, (i) ve (ii) nin kolay versiyonlarıdır. Sırasıyla 

𝜙       𝜙        olduğunda  𝜙        ve     olur. Bu durumda eğer 

𝜙       ve  𝜙        olursa,    𝜙        Ģartına bağlı olunur. Bunu için 

buradaki ilk koĢullar:  
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        𝜙            𝜙
            [𝜙

     𝜙    ]           

eĢitliğini verir. Burada                   için aynı zamanda     (2.1.26) dan 

[     ] daki tek çözümüdür ve (2.1.28) ve (2.1.29) eĢitlikleri      𝜙        

olduğunda     , [     ] aralığında tek çözüme sahiptir. 

 

Benzer uygulamalarda durum (ii) den      ve      𝜙        olduğunu bulunur. 

Durum (ii) için ilk olarak 𝜙        durumu              𝜙        ve 

𝜙        olduğunda da      ,     𝜙        olur. 

 

Yukarıda belirtilen   değeri sadece (2.1.25) eĢitliğini kanıtlamak içindir. Bu kanıt bu 

noktanın     olduğunda      için [  ] kiriĢinin grafiğe   noktasında teğet 

olduğunu ve kesinlikle konveks olduğunu söyler. Bu durumda:  

 𝜙          𝜙     
𝜙     𝜙    

     
 

dir. EĢitlik sadece     olduğunda geçerlidir.   ∫     
 

     olduğunda 

kullanılabilir. Buradan: 

   𝜙 4∫     

 

5   𝜙     
𝜙     𝜙    

     
4∫     

 

   5 

            ∫ 2𝜙     
𝜙     𝜙    

     

      3   

 

 ∫  

 

𝜙      

eĢitsizliği (2.1.30) daki gibidir. Bir önceki eĢitlikte ancak ve ancak         veya     

   veya     alt cümlesinin üstünde   ölçülebilir olduğunda geçerlidir. Bundan dolayı  

(2.1.25) eĢitliği buraya ilave edilirse; 

  ∫  

 

𝜙        ∫  

  

     ∫  

  

   

olur. Bu durumda 𝜙    ∫  
 

   en küçük halindedir. Bu verilenler incelenirse 

herhangi bir   [     ] aralığında seçilen       cümleleri mevcuttur fakat genel 

çözümde değillerdir.                   ■ 
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Sonuç 2.1.3 (2.1.6) daki tüm hipotezleri kabul edilsin ve 𝜙   da konkav olursa    

         dır ve   daki izole noktalar için; 

                                            ∫  

  

𝜙       ∫  

 

                                                                

dur. Burada   reel bir değerdir. ġimdi     olursa 𝜙      olur.         aralığında 

ve       olursa 𝜙      olur.         de eĢitlik (iii) de kesinlikle aynı f yi temsil 

eder. (Teorem 2.1.6). Bu nokta 𝜙   𝜙 olursa Teorem 2.1.6 elde edilir (Pachpatte 

2005a). 

 

Teorem 2.1.7               Teorem 2.1.6 daki gibi olsun ve 𝜙   ;   [   ] de 

diferansiyellenebilir herhangi bir fonksiyon   𝜙     var ve I üzerinde kesin artandır. O 

halde bazı   lar için            [        ] eĢitsizliğini sağlayan   lar için; 

                                          ∫  

 

𝜙        𝜙4∫  

 

   5                                                

dur. Burada: 

                         
[𝜙     𝜙    ]

     
 

olarak tanımlanır. Kesin olarak  , (2.1.32) için aĢağıdaki gibi belirlenebilir.    , 

[  𝜙    ] olduğunda eĢitliğin tek çözümü olsun.             olursa;  

   𝜙     𝜙             

(2.1.32) için yeterlidir. EĢitlik (2.1.32) de         için geçerlidir.     , burada 

       D alt cümlesinin üzerinde   ölçülebilir           ve 

               ∫  
  

     ∫  
  

   

olduğunda bu cümleler vardır (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: Bu ispat Teorem 2.1.6 daki gibi benzer olarak verilebilir. Aynı sistem kullanılırsa 

tekrar (2.1.27)  elde edilir ve konveks eğri ile (   ) noktasında [  ] kiriĢine teğet olan 

    𝜙    için incelensin. Bu sonuç ancak ve ancak    ve    aĢağıdaki çiftler için 

meydan gelir: 

                                                  𝜙                                                                                         

                                                        𝜙                                                                          
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tir. 𝜙, I da kesin artan olduğunda           de ortalama değer teoreminden (2.1.33) 

eĢitliği tek çözüme sahiptir ve   tektir. (2.1.34) de;  

                 𝜙    

                                                    =  𝜙      𝜙             

                                                            [  𝜙    ] , burada         

dir. Buradan:  

           [  𝜙    ] 

elde edilir. (2.1.32) nin ispatı önceki gibidir ve Ģimdi   nın değerinden; 

  𝜙         
𝜙     𝜙    

     

            

dir. Tekrar   ∫  
 

    alınırsa ve 𝜙 nin I daki konveksliği kullanılırsa (2.1.32) elde 

edilir.                    ■ 

                   

Sonuç 2.1.4 Teorem 2.1.7 deki bütün hipotezler geçerli olsun ve bunun dıĢında 𝜙    ,  

I da kesin azalan olsun. O halde           [𝜙       ] ve   
           

     
 

olmak üzere;  

              𝜙 4∫  

 

   5    ∫  

 

𝜙                                                       

dur.  

 

Aslında,    𝜙     𝜙              olarak alınırsa      ve 𝜙         

eĢitliğin tek çözümü olur. EĢitlik (2.1.35) aynı koĢullar altında (2.1.32) deki gibidir. 

      yü kullanıp 𝜙   𝜙 fonksiyonunu kanıtlamak için (2.1.7) teoremini 

uygulamaya ihtiyaç vardır (Beesack 1983).                                         ■ 
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2.2  Jessen EĢitsizlikleri  

 

Bu bölümde konveks fonksiyonlar için Jensen eĢitsizliklerine uygun olan izotonik 

Jessen lineer fonksiyonlarıyla ilgili bilgi verilecektir. Beesack ve Pecaric tarafından 

verilen bazı genel eĢitsizlikler Jessen eĢitsizliklerini tamamlar. (Ġzotonik lineer Jessen 

fonksiyonları için). 

 

    bir alt cümle olsun ve L lineer uzayda reel değerli bir fonksiyon olan       

bir fonksiyon ise aĢağıdaki özelliklere sahiptir. 

                                                             

                                        , burada eğer            ise o halde     

dir. Ġzotonik lineer fonksiyonlarda düĢünülürse,        için; 

                                                            

                                                     (A izotonik) 

olur. Burada:  

     ∫    

 

                        ∑    

   

 

dir. Burada  , E üzerinde bir pozitif ölçü (1.durumda) , ikinci durumda ise E doğal 

sayılarda bir alt cümledir. Jessen (1931) Jensen eĢitsizlikleriyle ilgili genellemeler 

veriyor.  

 

Teorem 2.2.1 L boĢ olmayan E cümlesinin üzerinde      ve      özelliklerini sağlasın 

ve 𝜙,  ⊆   aralığında bir konveks fonksiyon olsun. A herhangi bir izotonik lineer 

fonksiyon ve A      olsun. O halde      için   𝜙      olursa        elde 

edilir ve  

                                                     𝜙(    )   (𝜙   )                                                               

dir (Pachpatte 2005a).        

Ġspat: Ġlk olarak   [   ] ve     ile 𝜙      olursa o halde              

bulunur. Burada                        dır. Buradan 𝜙, I da konveks 

     ve           𝜙    𝜙                  dır. Bu eĢitsizlikte  
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               alınırsa ve A fonksiyonuna uygulanırsa;  

                               𝜙      𝜙(    )                𝜙(    )     𝜙     

olur ve teoremin ispatı tamamlanır. 

 

ġimdi Beesack ve Pecaric (1985) tarafından üç temel lemma verilecektir. Bunlar (2.2.1) 

de Jessen eĢitsizliği ile ilgi olacak ve bu eĢitsizlikler de uygun bir X için         

𝜙(    )   (    ) formunda olacaktır.                ■ 

 

Lemma 2.2.1 𝜙   [   ] de konveks olsun.          ve L de      ve 

     koĢullarını sağlansın ve A, I da izotonik lineer bir fonksiyon ve        olsun. O 

halde      için    𝜙                    ise;  

                            𝜙     
(      )𝜙            𝜙   

   
                                 

dir (Beesack and Pecaric 1985). 

Ġspat: Konveks fonksiyonun tanımından;  

           𝜙    
   

   
𝜙    

   

   
𝜙              

dir. ġimdi     ,            alınırsa; 

               𝜙(    )  
      

   
𝜙    

      

   
𝜙        

olur. Buradan             ve        olur. (      Lemma 2.2.1 in ispatı 

tamamlanır.         

 

Lemma 2.2.2 (a) L;      ve      ve A da      ve      koĢullarını sağlasın ve        

olsun.  𝜙, [   ] de konveks ve            𝜙      0 ile eĢitlik I da en 

izole noktalara sahip olsun. (𝜙  I da kesin konveks). 𝜙           ve buradan       

𝜙            olduğunda ya 𝜙      𝜙       veya 𝜙      

𝜙       ikinci durumda 𝜙           veya 𝜙              ile kesin 

olarak 𝜙      ve 𝜙       olsun.  
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(b) O halde      için   𝜙                      ise; 

                                                      𝜙      𝜙(    )                                                                   

eĢitliği bazı     ler için 1. durum ve 2. durumu veya         için durum 3 veya 

durum 4 ü sağlar. Daha kesin olarak   nın değeri (yalnızca     𝜙 ye bağlı olarak) 

(2.2.3) için tespit edilebilir.   (𝜙     𝜙   )       alınsın. Eğer     ise 

   , 𝜙       eĢitliğinin tek çözümü olur ve       dir. O halde:                

  𝜙    𝜙    eĢitliği (2.2.3) için yeterlidir. Eğer     olursa     [   ] de; 

  𝜙    𝜙    {𝜙          }    

eĢitliğinin tek çözümüdür. O halde     𝜙     (2.2.3) için yeterli olur. Üstelik 

      durum 1 ve durum 2 elde edilir. 

 

(c) (a) daki bütün hipotezler dıĢında 𝜙, I da konkav ve 𝜙        olsun ve eĢitlik I da 

en izole noktalara sahip olsun. O halde (2.2.3) eĢitliğinin tersi geçerlidir. Burada   

önceki gibi belirlenmiĢtir. Eğer 𝜙            de ve      , 𝜙     ,       

aralığında sağlanır (Beesack and Pecaric 1985). 

Ġspat: a) Mitrinovic ve Lackovic (1985) tarafından verilen   𝜙    eğrisi üzerinde 

 (  𝜙   ) ve   (  𝜙   )  (  𝜙   ) noktaları ele alınsın. EĢitlik [   ] kiriĢinde;  

   𝜙              ) 

eĢitliğine denktir. Lemma 2.2.1 den    𝜙             eĢitsizliği elde edilir. ġimdi 

   𝜙          ile konveks eğri ailesini düĢünülürse, Mitrinovic ve Vasic (1975), 

Lieb ve Thirring (1976)     için belirtilen Ģartlar sağlandığını söylemiĢlerdir. Öyle ki 

eğri [   ] kiriĢine teğettir. Bundan dolayıdır ki        𝜙         ve        

olmak üzere; 

  𝜙                𝜙     

eĢitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

 (b) (a) daki konveks fonksiyona 𝜙   𝜙 uygulandığından kolayca elde edilebilir. 

 

Hatırlatma 2.2.1 Açık olarak görülür ki yukarıdaki ispat (2.2.3) den oluĢturularak elde 

edilmiĢtir. 
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Lemma 2.2.3 a) A ve g Lemma 2.2.2 deki gibi ve 𝜙      [   ] de herhangi 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun    𝜙     mevcuttur ve I da kesin azalandır. O 

halde:  

                            𝜙        𝜙(    )                                                            

dir. Bazı   lar için          {  𝜙    } sağlanır. Burada                            

  (𝜙     𝜙   )       ve  , (2.2.4) deki gibidir.    ,                       

𝜙               eĢitliğin tek çözümü olsun. O halde: 

  𝜙    𝜙            

(2.2.4) için de geçerlidir.  

 

b)  (a) daki tüm hipotezlerin dıĢında 𝜙     I da kesinlikle azalan olsun. O halde: 

 𝜙(    )      𝜙     

olur. Burada           {𝜙      } dür. Gerçekten de:                                  

  𝜙     𝜙            eĢitliği kullanılırsa kolaylıkla elde edilebilir. ( , (a) 

daki gibidir) (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: (a) (2.2.2) nin ispatına benzerdir. Lemma 2.2.1 kullanılırsa                        

  𝜙       (    ) bulunur. Burada        ,  (  𝜙   ) , C(  𝜙   ) noktaları 

da kiriĢe teğettir. ġimdi ise burada       𝜙    ve konveks eğri ailesi ele alınsın. 

(Bennett 1988, Mond and Pecaric 1994).  

 

Burada     belirtilen koĢulları sağlar   eğri [  ] kiriĢine teğettir. Bu nedenle 

 (    )     𝜙(    ) ,   𝜙      (    )     𝜙(    )  olur ve (2.2.4) ün 

ispatı tamamlanır. 

 

 (b) (a) daki konveks fonksiyona 𝜙   𝜙 uygulanarak elde edilir.                      ■ 

 

Hatırlatma 2.2.2 EĢitsizliklerin ispatı (2.2.4) ten oluĢturularak verilmiĢtir. 

 

Hatırlatma 2.2.3 Lemma (2.2.2) ve Lemma (2.2.3), Mitrinovic ve Vasic (1975), Lieb 

ve Thirring (1976) tarafından genelleĢtirilerek verilmiĢtir. Mitrinovic ve Vasic (1975)   

     
∑     

 
   

∑   
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özel durumunu ela almıĢtır ve (2.2.3) eĢitliği bu koĢullar altında verilmiĢtir. Beesack 

(1983) özel durumu      ∫     
 

  ile ∫      
 

 dir ve eĢitlik Ģartları (2.2.3) ve 

(2.2.4) deki durumlarla aynı verilmiĢtir. 

 

Bu veriler Maligranda vd. (1994)  belirlenmiĢ ve bazı teoremlerin uygulamaları veya 

temel eĢitsizlikler (2.2.1) teoreminde ve (2.2.1)-(2.2.3) lemmalarında vermiĢtir ve A 

fonksiyonelinde ayrıntılı olarak uygulamalara dahil edilmiĢtir. 

 

Teorem 2.2.3 L, E deki      ve      Ģartlarını sağlasın ve A da      ve      Ģartlarını 

sağlasın. Kabul edilsin ki 𝜙    [   ] aralığından konveks ve       konveks olsun. 

O halde:  

                                             𝜙          𝜙                                                             

                                                       (     )                                                                  

dir (Pachpatte 2005). 

Ġspat: (2.2.5) ve (2.2.1) kullanılırsa;  

               𝜙 (    )   𝜙            (𝜙    )           

elde edilir ve ispat tamamlanır.                                                ■ 

 

Hatırlatma 2.2.4 (2.2.6) eĢitsizliği Teorem 2.2.1 genelleĢtirilmiĢidir (Mulholland 

1932). f bazı 𝜙 ler için (2.2.5)  sağlandığında Mullholland f yi „‟quasi-konveks‟‟ olarak 

adlandırmıĢtır. 

 

Teorem 2.2.3 A, Teorem 2.2.1 deki gibi olsun. 𝜙  ⊆   de konkav ve        𝜙    

eĢitliği de I da konveks olsun. O halde      için      𝜙           ve        

ise;  

                           (𝜙   )   𝜙(    )  
 ( 𝜙   )

    
  𝜙 .

     

    
/                                   

dir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: (2.2.7) deki 1. ve 2. eĢitsizliklerin sonuçları (2.2.1) de   𝜙 ve 𝜙    

fonksiyonlarına uygulansın. Buradan                  operatörü lineer ve  

izotonik bir fonksiyondur ve      dir. (2.2.7) deki eĢitsizlikten (2.2.1) elde edilir.      

  [   ]          ve   𝜒     sürekli ve kesin monoton olsun. Kabul 
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edilsin ki L ve A     ,     ve     ,     Ģartlarını sağlasın ve       olsun. (E baz 

cümlesi üzerinde) ve bazı     için       𝜒      dir. Bu tanımlama genel olarak 

yapıldığında A operatöründen ve   den; 

                              ( (    ))                                               

elde edilir. Eğer              arasında incelenirse o halde A nın izotonik 

karakterinden dolayı da              aynı Ģekilde    (2.2.8) den tanımlanır. Bu 

da yukarıdaki varsayımdan     için        anlamına gelir.                        ■ 

 

Teorem 2.2.4 Yukarıdaki hipotezlerin ıĢığında; 

                                                                                                                                   

eĢitsizliği sağlanır ya 𝜒 artan ve 𝜙  𝜒o    konvekstir ya da 𝜒 azalan ve  𝜙 konvekstir 

(Beesack and Pecaric 1985).            

Ġspat: Varsayımdan     için        elde edilir. Bundan dolayı da      için 

𝜙(    )         dir. Aynı Ģekilde 𝜙 konveks olursa (2.2.1) Jensen eĢitsizliğinden: 

𝜙  (    )   (    ) 

olur. Bundan dolayı   artan ise     de artan olur ve (2.2.9) dan; 

𝜒  [𝜙  (    )]     ( (    )) 

elde edilir. Bu durumda 𝜙  konkav ve –𝜙 konveks olursa önceki sayfada elde edilen ilk 

eĢitsizlik yön değiĢtirir. Buradan 𝜒   azalan ve   den tekrar (2.2.9) elde edilir. 

 

Hatırlatma 2.2.5. Teorem 2.2.4 fonksiyonellerin bir genellemesidir. Genel anlamdaki 

eĢitsizlikler için bakınız (Hardy et. al. 1934). 

 

Teorem 2.2.5 L, A,    ve   Teorem (2.2.4) deki gibi olsun fakat   [   ] ve burada 

         dur. O halde                      için; 

  (         ) (    )  (         ) (    )                                   

eĢitsizliği 𝜙         olduğunda sağlanır. Ters olarak (2.2.10) 𝜙 konkav olduğunda 

geçerlidir (Pachpatte 2005a). 
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Ġspat:   nın I da artan olması durumunda     için; 

           (    )           

elde edilir. Lemma 2.2.1 de m yerine M ve    yerine de    konulursa;  

           {       (    )      (    )          } {          }   

olması durumunda (2.2.10) azalandır. Eğer    I da azalansa;                                       

     (    )         ve sonuçların ardından ispat açıktır.            ■ 

 

Jensen eĢitsizliğine (2.2.1) ve (2.2.1)-(2.2.3) lemmalarına benzer lemma Beesack (1985) 

tarafından verilmiĢtir. 

 

Lemma 2.2.4  ;     ,     ve A da     ,     Ģartlarını E baz cümlesi üzerinde sağlasın. 

Kabul edilsin ki E de     için     ve       , ardından 𝜙,  ⊆   de konveks 

fonksiyondur. Herhangi bir        için         ve  𝜙       olursa; 

                                               𝜙 (
       

    
*  

 ( 𝜙    )

    
                                                        

dır. Bu Ģartlarda   [   ] ve burada          olursa;  

       ( 𝜙    )  
[            ]𝜙    [            ]𝜙   

   
                     

olur. Üstelik 𝜙, 2.2.2 ve 2.2.3 lemmalarında konvekslik Ģartlarını sağlarsa;  

                                       𝜙           𝜙 (
 (     )

    
)                                                         

dır ve     

                       ( 𝜙    )      2  𝜙 .
 (     )

    
/3                                         

olur. Burada   sırasıyla 2.2.2 ve 2.2.3 deki gibidir (Pachpatte 2005).  

Ġspat:      ve  𝜙        olması durumunda ve         olur.      

için       Ģöyle tanımlanmıĢtır: 

     
     

    
     

dir.      izotonik lineer fonksiyonu        Ģartını sağlar. Bu durumda           

(2.2.11)-(2.2.14) ; (2.2.1)-(2.2.4) e benzer olur. Zayıf hipotezler altında belirtilen 

yukarıdaki      için farklı olarak belirli bir yere kadar ilerlenebilir. (2.2.11)-(2.2.14)  

boyunca aynı yerde (2.2.1)-(2.2.4) kullanılmıĢtır. (2.2.11) in ispatında aynı iĢlemler 
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diğer ispatlara uygulanır. Öncesinde   [   ] olursa                                         

 𝜙      ,               olur ve                   k(t) dir. Devam 

edilirse                  dır. 𝜙 nin I daki konveksliğinden; 

𝜙      𝜙      [        ]     

dir. Aynı Ģekilde:  

     𝜙         𝜙          [                ]     

dir. Herhangi uygun sabitler için A izotonik lineer fonksiyonunun uygulamaları burada 

verilmiĢtir.                         ■ 

 

Ġzotonik fonksiyonlar için devam eden teoremler Beesack ve Pecaric (1985) sırasıyla 

Hölder ve Minkovski eĢitsizliklerini vermiĢtir. 

 

Teorem 2.2.6 E baz cümlesi üzerinde L,     ,     ve A da     ,      Ģartlarını 

sağlasın. Eğer        
 

   
 olursa                       durumunda; 

                                                  
 

       
 

                                                              

eĢitsizliği geçerlidir.       (veya    ) ve                                                

        , A(      ) durumunda (2.2.15) eĢitsizliği geçerlidir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: Ġlk olarak          ve     olsun. O halde gerekli iĢlemlerden ve (2.2.15) 

ve (2.2.11) den:  

               𝜙            
 

 

                                                           

dur. Buradan               ve k𝜙            olur. Böylece (2.2.15) 

geçerli olur.          durumunda ise (2.2.15) deki        yerine koyulursa tekrar 

(2.2.15) elde edilir. Son olarak          ve          olduğu kabul edilsin. 

Buradan; 

      
 

 
     

 

 
    

dur. Bu da ve          olduğunu gösterir. Tekrar (2.2.15) geçerli olup     

durumunda ispat tamamlanır. 
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      durumunda   
 

 
   ve (2.2.15) te        yerine                                

                                              eĢitlikleri meydana 

gelir ve              olur. Bu durumda : 

                         

elde edilir. Ardından (2.2.15) te          sağlanır. Sonuç olarak eğer     olursa 

      için         yerine          konulursa          sağlanır.          ■ 

 

Teorem 2.2.7 A ve L Teorem 2.2.6 daki gibi olsun. Eğer E üzerinde     olursa o 

halde         ile                    olur. Bu durumda:  

                                      
 

            
 

         
 

                                                 

dir (Pachpatte 2005a). 

 

Ardından (2.2.17) eĢitsizliği       durumunda geçerli olur ve     durumunda 

                     sağlanır. 

Ġspat: Bilinen Minkovski eĢitsizliğinden;  

                              

yazılabilir. Buna A operatörü uygulanırsa (2.2.15) gelir.     durumunda; 

         ) { 
 

            
 

      }  
 

  A(       )     

elde edilir. Burada   
 

   
 dir. Bu da (2.2.17) de A(       )   olmasını gerektirir. 

Ancak A(       )    olursa                      olur. Buradan  

                  olur ve (2.2.17) geçerli olur.  

 

Eğer       olursa (2.2.15) için A(       )   ifadesi geçerlidir ve bundan 

dolayı aynı Ģekilde A(       )   olursa (2.2.17) de geçerli olur. Yukarıdaki gibi 

eğer A(       )    olursa buradan                   olur ve (2.2.17) 

geçerli olur. Sonuç olarak     olursa tekrar yukarıda da belirtilen A(       )   

ve           eĢitsizliği elde edilir.           olursa o halde (2.2.17) açıkça 

geçerli olur ve  
 

             dur.                                               ■ 

 

Beesack ve Pecaric (1986) tarafından verilen lemma (2.2.1) de 𝜙 nin konveks olmasının 

gerekebileceği göstermiĢtir.                                        ■ 
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3. KONVEKS FONKSĠYONLARI ĠÇEREN BAZI EġĠTSĠZLĠKLER 

 

Bu bölümde geçmiĢ birkaç yıl içinde iyi-bilinen;  

                                             (
 

  
∑  

 

   

  +  
 

  
∑  

 

   

                                                        

Jensen-Steffensen eĢitsizliği ile ilgili çeĢitli araĢtırmacılar tarafından belirlenmiĢ 

konveks fonksiyonları içeren bazı eĢitsizlikler verilecektir. Burada x ve p iki-değiĢkenli 

reel sayılar              ve burada  ⊆      ∑      
     ve       

konveks ve her n-değiĢkenli x ler için;  

                  

dir. Pecaric (1981) eĢitsizliğin tersinin geçerli olması için gerek ve yeter Ģartın ne 

olması gerektiği belirtilmiĢtir. Bu da;  

                                             (
 

  
∑  

 

   

  +  
 

  
∑  

 

   

                                                        

olduğunu gösterir. Pecaric, (1981) Fuchs genellemesi için majorlaĢtırılmıĢ teoremler 

Jessen (1931) tarafından verilmiĢtir. 

 

Lemma 3.1                 ve         reel sayılar olsun. Öyle ki:  

∑  

 

   

   ∑  

 

   

                        ∑  

 

   

   ∑  

 

   

   

dir. O halde her konveks f fonksiyonu için; 

∑  

 

   

       ∑  

 

   

      

dir (Pachpatte 2005a). 

 

Teorem 3.1 x reel sayılarda artmayan bir değiĢken,            ve p reel n-

değiĢkenli ve burada    var olsun.           için; 

                                  ∑  (       )                   

 

   

 

  
∑  

 

   

   

                                  ∑  (       )                

 

   

                                                     

dir (Pecaric 1981). 
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Eğer      olursa ilk Ģartın kullanılması anlamsız olur ve aynı Ģekilde      olursa 

ikinci Ģartın kullanılması anlamsızdır.     olduğunda her       konveks 

fonksiyonu için (3.2) geçerlidir. Ters olarak (3.2) eĢitsizliği geçerli olduğunda (3.1) de 

geçerli olur. 

Ġspat:   [       ] olsun ve gerekli düzenlemelerden; 

(i)                                         

                                                             1       

(ii)                                                                             

                                                                              

olur. Lemma 3.1 den Teorem 3.1 elde edilir.      durumunda bu kolaylıkla 

gösterilebilir.       için (3.2) eĢitsizliği geçerlidir.                        ■ 

 

Teorem 3.2 x ve p iki n-değiĢkenli reel sayılar olsun öyle ki     , 1            

ve      olsun. (3.2) eĢitsizliği her konveks       fonksiyonu ve her monoton n-

değiĢkenli x için geçerlidir ancak ve ancak           vardır    

                                                                                                                    

dir. Burada            dir (Pachpatte 2005a).  

Ġspat: (3.2) eĢitsizliğinin geçerli olduğu kabul edilsin. Buradan: 

                     ∑          

 

   

          ∑                    

   

   

 

                    ∑          

 

   

          ∑   

 

     

                                              

özdeĢlikleri kullanılırsa         olması durumunda; 

∑                    

 

   

 

                                                 ∑                    

 

   

                                            

elde edilir.   [       ] ve     olsun. O halde (3.4) ün Ģartları     için açıktır. 

Eğer       ve        olursa eĢitsizlik sağlanır. Kabul edilsin ki    ve 

       için (3.4) geçersiz olsun. Burada ∑   
  
             dır. Ardından  



41 

 

(3.7) den ∑   
 
               olur.      olduğundan bu apaçık bir çeliĢkidir. 

Benzer Ģekilde     veya           olursa (3.2) geçerli olur. Eğer         

olursa (3.2) nin ispatı geçerlidir. 

 

Daha sonra  (3.2) nin geçerli olduğu kabul edilsin.        ,                

ve              dir. O halde (3.2) eĢitsizliği (     )
 
       haline gelir. 

Bundan dolayı         için       veya        dır.  

 

ġimdi     ve      geçerli olsun.              ve      ile                 

        ve              olsun. O halde   (       )    dir. 

Buradan      için   sayısını oldukça küçük seçilebilir.     için          ve 

    için        halini alır. O halde (3.2) 
 

  
∑       

    e dönüĢür. Benzer Ģekilde 

     olarak sonuçlandırılabilir ve bu da      anlamına gelir. Bu yüzden (3.5) bazı 

          için sağlanmak zorundadır.               ■ 

 

Hatırlatma 3.1 Benzer Ģekilde (3.2) de ispatlanabilir. Gerçekten (3.6) daki özdeĢlikler 

kullanılırsa         için ve          için (3.7) eĢitsizliğinin tersi elde edilir. 

Buradan   [       ] için     ve       için (3.4) eĢitsizliğinin tersi geçerli olur. 

Ardından (3.1) geçerli olsun.                    ve     ,         

olsun. Buradan (3.1) eĢitsizliği        
          haline dönüĢür ve                       

              dir (Pachpatte 2005a). 

 

ġimdi Pecaric (1981) tarafından verilen sonuçlar verilecektir. 

 

Sonuç 3.1                                            

ve     ve p reel n- değiĢkenli olsun. 

(i) Her      konveks fonksiyonu için; 

              ∑         (∑  

 

   

  +  ∑          

 

   

 

   

                                   

eĢitsizliği ancak ve ancak              ve 0              için 

geçerlidir. 
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(ii) ∑   
 
        olsun. (3.8) eĢitsizliğinin tersi geçerlidir ancak ve ancak     vardır. 

Öyle ki;  

                                                

veya 

                                           

dir (Pecaric 1981). 

Ġspat: Teorem 3.1 ve 3.2 geçerli olsun. (      ve               . Verilenler 

yerine konursa                                        ve           

          olur ve sonuç 3.2 ispatlanır.                         ■ 

 

Sonuç 3.2 x ve p n-değiĢkenli reel sayılar                  olduğunda;  

                                                                       

olur. O halde (3.2) her konveks       için geçerlidir. 

 

ġimdi de Dragomir ve Ionescu (1990) tarafından konveks-domine fonksiyonlar için bazı 

eĢitsizlikler verilecektir (Pecaric 2005). 

 

Tanım 3.1        ⊆   aralığında verilen konveks bir fonksiyon olsun.       

fonksiyonu             [   ] için aĢağıdaki Ģartları sağladığında   da g-konveks 

domine olarak adlandırılır. 

      |                            |                                           

dir (Pachpatte 2005a). 

 

Lemma 3.2 g, I da konveks ve        olsun. O halde aĢağıdaki ifadeler birbirine 

denktir. 

(i) f, I da g-konveks dominedir. 

(ii) g-f ve g+f, I da konvekstir ve 

(iii) Burada h,l ikilisi konvekstir      
   

 
 ve   

   

 
 dir (Pachpatte 2005a).  

Ġspat:  (i)     :  

                  (         )                                

                  (         )                                
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dir. 

(ii) (iii) olduğu açıktır.                  ■ 

 

F(I), I üzerinde tanımlı, lineer uzaylarda reel değerli bir fonksiyon ve          

fonksiyonu; 

 (  )                                          

(  )        I daki her konveks f fonksiyonu için geçerlidir.  

 

Lemma 3.3 J, (  ) ve (  ) Ģartlarını sağlayan bir fonksiyonel olsun. O halde I daki her 

konveks g ve her g-konveks domine f fonksiyonu için  

                                                       |    |  |    |                                                                       

eĢitsizliği geçerlidir (Pachpatte 2005). 

Ġspat: f, I üzerinde g-konveks ve g-konveks domine olsun. Lemma 3.2 den g-f ve g+f te 

I da konvekstir. O halde:  

                   ve                     

olduğunda                 ⟺ |    |  |    | dir. Buradan        olur ve 

eĢitsizlik ispatlanır.                  ■ 

 

Dragomir ve Ionescu  (1990)  Jensen eĢitsizliğinin daha geliĢmiĢ halini elde etmiĢlerdir. 

 

Teorem 3.3  ,   da bir konveks fonksiyon ve       g-konveks domine olsun. O 

halde                  için    ∑      
    olduğunda; 

         |
 

  
∑         (

 

  
∑  

 

   

  +

 

   

|  
 

  
∑         (

 

  
∑  

 

   

  +

 

   

               

dir (Pachpatte 2005). 

Ġspat:  AĢağıdaki özdeĢlik; 

     
 

  
∑         (

 

  
∑  

 

   

  +

 

   

        

Ģeklindedir. O halde J, (  ) ve (  ) Ģartlarını sağlar (Jensen eĢitsizliğinden). Lemma 3.3 

kullanılırsa eĢitsizlik 3.11 elde edilir ve ispat tamamlanır. Fuchs (1947)  bu eĢitsizliğin 
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genel halini vermiĢtir.                                             ■ 

 

Teorem 3.4.                   ve         reel sayılar olsunlar. Buna 

göre;  

∑    

 

   

 ∑    

 

   

                ∑    

 

   

 ∑    

 

   

    

olur. Eğer g, I da konveks ve f de  I da g-konveks domine olursa; 

                                   |∑             

 

   

|  ∑           

 

   

                                         

dir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: AĢağıdaki fonksiyondan hareketle; 

     ∑             

 

   

        

dır. J, (  ) ve (  ) Ģartlarını sağlar (Fuchs eĢitsizliğinden). Aynı Ģekilde Lemma 3.1 e 

Lemma 3.3 uygulanırsa 3.12 eĢitsizliği elde edilebilir. 

 

Teorem 3.5 x ve p reel sayılarda iki n-değiĢkenli sayılar olsun. Öyle ki       ve I, 

  de bir aralık ve      olsun. O halde ifadeler birbirine denktir. 

(i)       her konveks fonksiyon ve her g-konveks domine fonksiyon için                  

n-değiĢkenli x için (3.1) eĢitsizliği geçerlidir. 

(ii)                   dir (Pachpatte 2005). 

Ġspat: 

(i) (ii): Jensen-Steffensen eĢitsizliğinden açıktır.  

 

(ii) (i): AĢağıdaki özdeĢlik göz önünden bulundurulursa;  

     
 

  
∑         (

 

  
∑  

 

   

  +

 

   

        

olur ve J, (  ) ve (  ) Ģartlarını sağlar. Lemma 3.3 uygulanırsa (3.11) elde edilir.           ■ 
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4. HERMITE-HADAMARD EġĠTSĠZLĠKLERĠ 

 

Hadamard (1893) analizdeki temel eĢitsizlikleri araĢtırmıĢ ve bunu da literatürde bilinen 

Hadamard eĢitsizliği olarak adlandırmıĢtır. Sonraki yıllarda birçok araĢtırmacı çeĢitli 

genellemeler, varyanslar ve çözümler elde etmiĢlerdir. Bu bölümde çeĢitli araĢtırmacılar 

tarafından verilen Hadamard eĢitsizlikleri incelenecektir. AĢağıdaki teoremde 

Hadamard eĢitsizliğini içeren konveks fonksiyonlara değinilmiĢtir. 

 

Teorem 4.1       konveks fonksiyon, burada   [   ] aralığında reel sayıların bir 

alt aralığı olsun. O halde:  

                           (
   

 
*  

 

   
∫       

 

 

 
         

 
                                             

dir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: f nin I daki konveksliğinden ve   [   ] için; 

                                                                                                            

elde edilir. (4.2) eĢitsizliği [   ] de integre edilirse;  

∫                

 

 

 ∫       

 

 

 ∫           

 

 

 

                                                .
  

 
/
 

 

     .  
  

 
/
 

 

 

                                             
    

 
 

    

 
 

         

 
                                                       

olur. Diğer taraftan f nin I daki konveksliğinden   [   ] için; 

 (
   

 
*   .

         

 
 

         

 
/  

 

 
[                       ]                    

eĢitsizliğini elde edilir. (4.4),  [   ] aralığında integre edilirse;  

                 (
   

 
*  

 

 
∫  [                         ]  

 

 

 

                                    
 

 
6∫               ∫               

 

 

 

 

7                     

dir. (4.5) eĢitsizliğinin sağ tarafında       alınırsa; 
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        (
   

 
*  

 

 
∫  [                          ]  

 

 

  
 

 
  ∫                 ∫                

 

 

 

 

                        

elde edilir. (4.3) ve (4.6) dan; 

                (
   

 
*  

 

   
∫       

 

 

 
         

 
                                           

elde edilir. Ardından             alınır ve (4.7) eĢitsizliği integre edilirse: 

                             ∫                

 

 

 
 

   
∫       

 

 

                                                 

olduğu görülür. (4.7) ve (4.8) birlikte kullanılırsa istenilen (4.1) eĢitsizliği elde edilir. 

LupaĢ (1976);       için f de I nın bir alt aralığı olan [   ] de konveks,    
     

   
 

ise o halde: 

                          (
     

   
*  

 

  
∫       

   

   

 
           

   
                                        

olduğunu söylemiĢtir. (    (
   

   
)         ).       ve   

   

 
 olursa (4.9) 

eĢitsizliği Hermite-Hadamard eĢitsizliğine döner.                          ■ 

 

Beesack ve Pecaric (1986) aynı hipotezler altında Hadamard eĢitsizliğinin (4.9) un 

geliĢmiĢ hali olduğu kanıtlamıĢtır. 

 

Teorem 4.2       ve f de [   ] de konveks olsun.   
     

   
 ise;  

 (
     

   
*  

 

  
∫       

   

   

 
 

 
[             ]  

           

   
           

dir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: Ġlk olarak     *
   

   
+          olduğunda Ģu iki durum dikkate alınır. 

            durumunda             ve f de [       ] 

aralığında tanımlanır. (4.1) eĢitsizliğinde             alınırsa; 
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     (
   

 
*  

 

   
∫      

 

 

  (
       

 
*  

 

       
∫       

   

   

 

                
 

  
∫       

   

   

  
 

 
[             ]                                                          

olur. Konvekslik tanımından Ģu elde edilir.              için; 

      
     

     
      

     

     
      

dir. Bundan dolayı      ve      alınırsa;  

                                     
       

   
     

     

   
                                        

                                     
       

   
     

     

   
                                        

olur. (4.11)-(4.13) ten: 

     
 

  
∫       

   

   

 
 

 
[             ] 

          
 

 
0
       

   
     

     

   
     

       

   
      

     

   
      1 

          
 

 
[
    

   
              

    

   
             ] 

          
 

 
0 

    

   
       

    

   
     1 

          
 

   
[                       ] 

          
 

   
[                         ] 

          
 

   
[            (

     

   
*            ] 

          
 

          
[     (           )                    ] 

          
 

          
[                  ]  

            

   
 

elde edilir ve ispat tamamlanır. Dragomir (1990) Hermite-Hadamard eĢitsizliklerinin 

geliĢmiĢ halini vermiĢtir.                                                ■ 

 



48 

 

Teorem 4.3   [   ]    konveks bir fonksiyon olsun. O halde    [   ] için; 

               (
   

 
*  

 

      
∫ ∫                 

 

 

 

 

  
 

   
∫      

 

 

  
         

 
           

dir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: f nin [   ] deki konveksliğinden      [   ] ve   [   ] için; 

                             

elde edilir. Bu eĢitsizlik [   ] aralığından integre edilirse;  

∫ ∫                 
 

 

 

 

 ∫ ∫                    
 

 

 

 

      ∫       
 

 

 

olur. Hadamard eĢitsizliğinin sol tarafı kullanılarak (4.14) ün ikinci kısmı da ispatlanır. 

Diğer yandan;  

 .
 

      
∫ ∫                

 

 

 

 

/  
 

      
∫ ∫                 

 

 

 

 

 

dir. Buradan: 

 

      
∫ ∫                 

 

 

 

 

 
   

 
 

bulunur ve ispat tamamlanır.                 ■ 

 

Sonuç 4.1 f, Teorem 4.3 teki gibi olsun. O halde: 

       (
   

 
*    

 

      
∫ ∫  (

   

 
*    

 

 

 

 

  
 

   
∫       

 

 

 
         

 
                                                                                                   

dir (Pachpatte 2005a). 

 

Teorem 4.4   [   ]   , [   ] de konveks bir fonksiyon olsun. O halde:  

 

      
∫ ∫  (

   

 
*     

 

 

 

 

 
 

      
∫ ∫ ∫  (        )      

 

 

 

 

 

 

 
 

   
∫       

 

 

 

dir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat:   [   ]    de konveks bir fonksiyon ve         [   ] ve       ile 

      için; 
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∫ ∫                 

 

 

 

 

 

dir. O halde:  

           
 

      
∫ ∫  (                          )      

 

 

 

 

 

      
 

      
∫                   

 

 

 

                                 
 

      
∫                   

 

 
                 

dir. Böylece g nin [   ] aralığı üzerinde konveks olduğu gösterilmiĢ oldu. g nin 

konveksliğinden, Hermite-Hadamard eĢitsizliğinden ve Fubini teoreminde kullanılan 

çift katlı integralden:  

 
 

      
∫ ∫  (

   

 
*     

 

 

 

 

  (
 

 
* 

                                   
 

      
∫ ∫ ∫  (        )      

 

 

 

 

 

 

 

                                   
 

      
∫ ∫ ∫  (        )      

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
 

      
∫ ∫ .

  

 
     .  

  

 
/    /

 

 

    
 

 

 

 

 

                                                               
 

      
∫ ∫ .

         

 
/    

 

 

 

 

 

                                  
 

 
0

 

      
∫ ∫         

 

 

 

 

 ∫ ∫         
 

 

 

 

1 

                                                                
         

 
 

 

   
∫       

 

 

 

elde edilir (Hildebrandt 1963).                                  
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Teorem 4.5   [   ]    ye diferansiyellenebilir konveks bir fonksiyon olsun. O 

halde:  

                         
 

   
∫     

 

 

   
 

      
∫ ∫                 

 

 

 

 

 

                             .
         

 
 

 

   
∫       

 

 

/                                                       

dir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat:   fonksiyonu,[   ] kapalı aralığında de konveks bir fonksiyon ise;  

                             

dir.      [   ] ve   [   ] için aĢağıdaki eĢitsizlik [   ] [   ] de integre edilirse; 

 

      
∫ ∫                 

 

 

 

 

 
 

      
∫ ∫                      

 

 

 

 

 

                    
 

   
∫       

 

 

 

elde edilir. (5.17) eĢitsizliğinin ilk kısmının ispatı bu Ģekilde tamamlanmıĢ olur. Diğer 

taraftan f  nin konveksliğinden [   ] de türevelenebilirliğinden;  

                              

dir. Bu eĢitsizliğin sağ tarafının [   ] [   ]  de integrali alınırsa;  

      ∫ ∫        
 

 

 

 

         ∫ .∫                 
 

 

/  
 

 

 

                     ∫ .
  

 
            /

 

 

    
 

 

 

                                                   ∫ .
     

 
/

 

 

         ∫              
 

 

 

                                                   ∫     
 

 

         .
         

 
/ 

elde edilir. Bu formül (5.18) de kullanılırsa 

     ∫     
 

 

   ∫ ∫                 
 

 

 

 

 

                                                                            0      .
         

 
/       ∫     

 

 

  1 
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bulunur. Böylelikle (4.17) eĢitsizliğinin ikinci kısmı da ispatlanmıĢ olur.                       ■ 

 

Sonuç 4.2 f, Teorem 4.5 teki gibi olsun. O halde:  

  
 

   
∫       

 

 

 
 

      
∫ ∫  (

   

 
*     

 

 

 

 

 
 

 
0
         

 
 

 

   
∫       

 

 

1 

dir (Pachpatte 2005a).                 ■ 

 

Teorem 4.6 f, Teorem 4.5 teki gibi olsun. O halde   [   ] için; 

                         
 

   
∫       

 

 

 
 

   
∫  (        

   

 
*  

 

 

 

      0
         

 
 

 

   
∫       

 

 

1                                             

dir (Dragomir 1992a). 

Ġspat: Ġlk olarak    [   ] ve   [   ] için; 

 (        
   

 
*              (

   

 
* 

eĢitsizliğini dikkate alınsın. AĢağıdaki eĢitsizlik x‟e göre integre edilir ve ardından [   ] 

de integrali alınır ve (4.1) in sol tarafının yarısı kullanılırsa; 

 
 

   
∫  (        

   

 
*  

 

 

 
 

   
.∫       

 

 

      ∫  (
   

 
*  

 

 

/ 

                                                   
 

   
∫       

 

 

 
   

   
∫       

 

 

 

               
 

   
∫       

 

 

 

elde edilir. Diğer taraftan f fonksiyonu [   ] de integre edildiğinde    [   ] ve 

  [   ] için; 

 (        
   

 
*             (

   

 
*       

eĢitsizliği elde edilir. AĢağıdaki eĢitsizlik sırasıyla x‟e göre [   ] de integre edilirse; 

 
 

   
∫  (        

   

 
*   

 

 

 
 

   
∫       

 

 

      ∫ (
   

 
  *        

 

 

                 

eĢitsizliği elde edilir. Bu eĢitsizlik (4.20) içinde kullanılırsa istenilen (4.19) eĢitsizliği 

elde edilir.                                                   ■ 
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Sonuç 4.3 f, Teorem 4.6 daki gibi olsun. O halde:  

  
 

   
∫       

 

 

 
 

   
∫       

    

 

    

 

 
 

 
0
         

 
 

 

   
∫       

 

 

1 

dir. (Pachpatte 2005a). 

 

Pecaric ve Dragomir (1991) ve Dragomir (1993)  izotonik lineer fonksiyoneller için 

Hadamard eĢitsizliğinden yararlanarak genellemeler elde etmiĢlerdir. Sonraki 

teoremlerde ise bunlardan yararlanılacaktır. Bunun için aĢağıdaki lemmalar verilmiĢtir. 

 

Lemma 4.1 X, C de bir lineer ve konveks bir alt cümle olsun. O halde       ye 

aĢağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

(i) f, C de konvekstir ve  

(ii)        için      [   ]          (            ), [   ] de konvekstir 

(Pecaric and Dragomir 1991, Dragomir 1993). 

Ġspat: 

(i) (ii) Kabul edilsin ki       ve       [   ] olsun ve         durumunda 

        dir. O halde:  

                 (             (             ) ) 

                      (            )                       

                                          (             ) 

                                    

dir.      dönüĢümü [   ] de konvekstir. 

 

(ii) (i)      ,         ve         olsun. O halde:  

                                          

                                                             

dir. Bu da f nin C deki konveksliğidir. Böylece ispat tamamlanır.               ■ 
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Lemma 4.2 X, C de bir lineer ve konveks bir alt cümle olsun. Eğer       

fonksiyonu C de konveks ise        için      [   ]    dönüĢümü; 

        
 

 
[ (              )                   ] 

Ģeklinde verilir ve      dönüĢümü  [   ] de konvekstir. Ek olarak;  

 (
   

 
*          

         

 
 

eĢitsizliği verilebilir (Pecaric and Dragomir 1991, Dragomir 1993). 

Ġspat:       ve       [   ] ve       durumunda       olur. O halde:  

              

       
 

 
[            (           )  (           )            ] 

       
 

 
[ (              )  (              )

  (                             )] 

       
 

 
[                                               

                 ] 

                           

dir. Bu da gösterir ki      dönüĢümü [   ] de süreklidir. f nin konveksliğinden   [   ] 

için; 

        
 

 
[                       ]   (

   

 
* 

elde edilir. Benzer Ģekilde; 

        
 

 
[                                ]  

         

 
 

eĢitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.                       ■ 

 

Teorem 4.7    ⊆     ye konveks bir fonksiyon olsun ve L ve A;           ve 

          Ģartlarını sağlasın.                                dir. E 

boĢ olmayan bir cümle olsun. Eğer        ise;  

                   [           ]                       

eĢitsizliği geçerlidir (Pachpatte 2005a).  
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Ġspat:      [   ]    dönüĢümü için                      olsun. Lemma 4.1 

den       nin [   ] de konveks olduğu elde edilir.      için; 

 (       )              (      )        

 dir. Bu da; 

 [            ]            (      )     

olduğunu gösterir. Teorem 3.1 deki Jessen eĢitsizliği      dönüĢümünde kullanılırsa;  

            (       ) 

elde edilir. Son olarak;  

                    [            ] 

 bulunur ve ispat tamamlanır.                 ■ 
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4.1  I.Tip Hermite-Hadamard EĢitsizlikleri 

 

GeçmiĢ yıllarda, farklı notlarda belirtilen Hadamard eĢitsizliklerini içeren farklı 

sınıflarda fonksiyonlar ortaya çıkmıĢtır. Bu bölümde son zamanlarda incelenen 

Hadamard tipindeki temel eĢitsizlikler verilecektir. Gudunova ve Levin (1985) I.tip 

Hadamard eĢitsizlikleri için örnekler veriyor.                                    ■ 

 

      ye      sınıfına ait bir dönüĢüm olsun. Eğer bu dönüĢüm negatif değilse 

       ve         için; 

                                                  
    

 
 

    

   
                                                    

eĢitsizliği literatürde I.tip Hermite-Hadamard eĢitsizliği (Gudunova-Levin konveksliği) 

olarak adlandırılır. Burada her negatif olmayan konveks fonksiyon bu sınıfa aittir ve 

benzer bir gösterimle;  

                                                                      

olduğu sonucuna varılır. Gerçekten      sınıfında (4.1.1‟) eĢitsizliği (4.1.1) 

eĢitsizliğinin alternatifi olarak kullanılır.             durumunda (4.1.1‟) 

eĢitsizliği iyi bilinen Schur eĢitsizliğidir. 

 

Teorem 4.1.1                   ve     [   ] olsun. O halde:  

                                    (
   

 
*  

 

   
∫       

 

 

                                                                

                                  
 

   
∫           

 

 

 
         

 
                                                   

dir. Burada      
          

      
 olarak verilmiĢtir. (4.1.2) eĢitsizliğinde “4” en iyi sabittir 

(Dragomir et. al. 1994). 

Ġspat:         ve        için (4.1.1) de   
 

 
 alınırsa;  

             
    

 
 

    

   
   (

 

 
 

 

 
)   (         ) 

                                                                                  (
 

 
 

 

 
) 
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elde edilir.                         olarak alınsın.   [   ] için; 

  (                          )   (
               

 
* 

      (                          )   (
   

 
* 

dir. AĢağıdaki eĢitsizlik       de integre edilirse;  

              .∫                
 

 

∫  (         )  
 

 

/   (
   

 
*                  

eĢitsizliği elde edilir. Burada: 

        ∫                
 

 

∫  (         )  
 

 

 
 

   
∫       

 

 

 

dir. Aynı zamanda;  

 ∫                ∫  (         )  
 

 

 
         

 

 

 

 

olduğu kolayca görülebilir. Gerekli iĢlemler yapıldıktan sonra (4.1.2) eĢitsizliği (4.1.6) 

da kullanıldığında ispat tamamlanır. 

 

(4.1.3) ün ispatı için        ,         ve   [   ] olmak üzere; 

                                                         
    

 
 

    

 
 

                                                    

                                 (         )                  

dir. Son iki eĢitsizlik       aralığında integre edilirse; 

∫                    
 

 

  ∫         (         )  
 

 

 

                                                   
 

   
∫

          

      

 

 

                      

eĢitsizliği elde edilir. (4.1.5) ve (4.1.6) birlikte kullanılırsa (4.1.3) elde edilir.    

 

(4.1.2) deki sabitin en iyi sabit olduğunu göstermek için; 
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{
 
 

 
                  

   

 

                       
   

 

            
   

 
    

 

fonksiyonu ele alınsın. Üstelik bu fonksiyon      sınıfına aittir. Çünkü; 

    

 
 

    

   
 

 

 
 

 

   
         

     
      (

 

 
*                 

dir ve ispat tamamlanır.                            ■ 

Dragomir vd. (1994)  bu sınıftaki fonksiyonları incelemiĢtir.      ,      sınıfına ait 

bir dönüĢüm ise        ve   [   ] için negatif değilse eĢitsizlik sağlanır. 

                             

eĢitsizliği açık olarak,           olduğunu gösterir ve      yı içeren her monoton, 

konveks ve quasi-konveks fonksiyonlar;  

                
     

            

eĢitsizliğini sağlar. 

 

Teorem 4.1.2                    ve     [   ] olsun. O halde:  

                         (
   

 
*  

 

   
∫       

 

 

  (         )                                        

dir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: (4.1.7) de uygun bir                         için   
 

 
  seçilirse; 

                                         

             .
         

 
 

         

 
/                            

              (
   

 
*                (          ) 

eĢitsizliği elde edilir. En son yazılan eĢitsizlik   [   ] aralığında integre edilirse; 

∫  (
   

 
*

 

 

   ∫               
 

 

 ∫  (          )  
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dir ve eĢitsizliğin sol tarafı ispatlanmıĢ olur. EĢitsizliğin sağ tarafı için (4.1.7) de     

ve     alınırsa ve [   ] de   ya göre integre edilirse istenilen eĢitsizlik elde edilir ve 

ispat tamamlanır.                   ■ 

 

Gill vd. (1997) r-konveks ve r-konkav fonksiyonlar için Hermite-Hadamard 

eĢitsizliklerinin üst versiyonlarını vermiĢtir.                                          ■ 

 

Reel [   ] aralığında      [   ] ve   [   ] için pozitif f fonksiyonları log-

konveks olarak adlandırılır ve bu da;   

                           

eĢitsizliği ile gösterilir. Tersi durumda da eĢitsizlik geçerlidir.                ■ 

 

Logaritmik manada;  

       {

   

       
        

                           

 

biçiminde gösterilir ve        için r-konveks fonksiyonlarının genelleĢtirilmiĢ 

logaritmik tanımı: 

        

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 

   

         

     
                                              

   

       
                                                                 

      
       

   
                                                    

  
                                                                                          

 

Ģeklinde yapılır (Dragomir et. al. 1990).  

 

Sonraki teoremde log-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eĢitsizliğinin baĢka 

bir versiyonu veriliyor. 
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Teorem 4.1.3 f, [   ] de pozitif log-konveks bir fonksiyon olsun. O halde:  

 

   
∫       

 

 

              

dir. Pozitif log-konkav bir f fonksiyonu için eĢitsizlik yön değiĢtirir (Gill et. al. 1997). 

Ġspat: Ġlk olarak           durumu ele alınsın. (4.1.9) dan; 

∫       
 

 

      0
         

             
1                    

eĢitsizliği elde edilir. Ġkinci durumda           için; 

∫       
 

 

                         

elde edilir ve ispat tamamlanır.                 ■ 

 

Teorem 4.1.6 f,  ⊆   te pozitif, log-konveks fonksiyon olsun. Burada X bir lineer 

vektör uzayıdır. O halde       için; 

∫               
 

 

  (         ) 

dir. Sonraki teoremler Teorem 6.1.3 ve 6.1.4 ün sonuçlarından türetilerek verilmiĢtir                                

(Pachpatte 2005a). 

 

Sonuç 4.1.1 f, [   ] de pozitif log-konveks olsun. O halde:  

     
 

   
∫       

 

 

    
  [   ]

     (         )       (         )

   
                   

dır. Eğer f, pozitif log-konkav fonksiyon ise o halde:  

    
 

   
∫       

 

 

    
  [   ]

     (         )       (         )

   
                    

dır (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: f, pozitif log-konveks fonksiyon olsun. Teorem 4.1.3 ten; 

 

   
∫       

 

 

 
 

   
0∫        ∫       

 

 

 

 

1 

                                
 

   

[
 
 
 
      ∫               

 

 

      ∫               
 

 ]
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  [   ]

 

   

[
 
 
 
      ∫                

 

 

      ∫                
 

 ]
 
 
 
 

 

 

                              
 

   

[
 
 
 
          ∫ .

    

    
/

 

  
 

 

          ∫ .
    

    
/

 

  
 

 ]
 
 
 
 

 

          
 

   
[         8

(
    

    
)
 

  (
    

    
)
9

 

 

      8
(
    

    
)
 

  (
    

    
)
9

 

 

] 

                              
 

   
[      (         )        (         )] 

elde edilir ve ispat tamamlanır. Benzer Ģekilde (4.1.12) de ispatlanabilir.                ■ 

 

Sonuç 4.1.2 f, [   ] de pozitif log-konveks fonksiyon olsun. O halde:  

 

   
∫       

 

 

 
 

 
∑ 0 .  

   

 
        

 

 
     /1

 

   

 

dir. f, pozitif log-konkav olursa eĢitsizlik yön değiĢtirir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: AĢağıdaki özdeĢliğe Teorem 4.1.3 uygulanırsa ispat tamamlanır. 

∫       
 

 

 ∑∫       
  

 

 
     

  
   

 
     

 

   

 

         

Sonuç 4.1.3 a) f, [   ] de pozitif log-konveks fonksiyon olsun. O halde: 

 

   
∫       

 

 

   

 

            

dir. Eğer f log-konkav olursa;  

                                        
 

   
∫       

 

 

 √                                                                

dir.  

b) f,  ⊆   te pozitif log-konveks bir fonksiyon olsun. Burada X lineer vektör uzayıdır. 

O halde       için; 
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∫               
 

 

   

 

            

dir. f, log-konkav olursa;  

∫               
 

 

 √          

olur. (Pachpatte 2005a) 

Ġspat: (a) Teorem 4.1.3 ten görülüyor ki;  

                

 

      

dir. Burada                daha önceden tanımlanmıĢtı.        ise geometrik 

manayı temsil eder.  

 

(b) Benzer Ģekilde Teorem 4.1.3 ten kolayca görülebilir.                                ■ 

 

Teorem 4.1.5 f, [   ] de pozitif r-konveks fonksiyon olsun. O halde:  

 

   
∫       

 

 

               

dir. Eğer f  pozitif r-konkav olursa eĢitsizlik yön değiĢtirir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat:     durumunda Teorem 4.1.3 elde edilir. Kabul edilsin ki        olsun. Bu 

durumda           olur. (4.6.10) dan; 

∫       
 

 

      ∫               
 

 

 

                                         ∫ {                 }
 

 

 

 

   

                           ∫
 
 

 

           
  

     

     

 

                      

elde edilir. 

          için; 

             ∫       
 

 

      ∫ {                 }
 

 

 

 

   

                                       ∫ {                 }
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      ∫ {     }
 

   
 

 

 

                                                                                        

dir. Son olarak      olsun. Bu durumda tekrardan           olur. O halde:  

∫       
 

 

       ∫ {                   }  
 

 

   

                         ∫
 

{                   }  
  

 

 

 

                      
             

         
 

                                                                   

olur ve ispat tamamlanır.                  ■ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



63 

 

4.2   II.Tip Hermite-Hadamard EĢitsizlikleri  

 

Bu bölümde birçok araĢtırmacı tarafından incelenen Hermite-Hadamard eĢitsizliğine ait 

çeĢitli genellemeler ve varyanslar verilecektir. Dragomir (1992b) konveks fonksiyonlara 

ait bazı geliĢtirmeler elde etmiĢtir.             

                                     
 

   
∫  (        

   

 
*  

 

 

                                         

ve  

                                      
 

      
∫ ∫                 

 

 

 

 

                                   

dir. Burada   [   ]    ye konveks bir fonksiyon ve H ve F de [   ] de reel değerli 

fonksiyonlardır.  

 

Teorem 4.2.1   [   ]    ye konveks bir fonksiyon olsun. O halde: 

(i) H, [   ] aralığında konvekstir. 

(ii) Burada: 

   
  [   ] 

           (
   

 
* 

                
  [   ] 

          
 

   
∫       

 

 

 

dir. 

(iii) H, [   ] aralığında monoton artandır (Pachpatte 2005).  

Ġspat: 

(i)       ve       olsun.       [   ] olmak üzere;  

            
 

   
∫  ( (          

   

 
*   (          

   

 
*+  

 

 

 

                                
 

   
∫  (          

   

 
*   

 

 

 

                                  
 

   
∫  (          

   

 
*  

 

 

                 

dir. Bu da H nin [   ] de konveks olduğunu gösterir. 

 

(ii) EĢitsizlik kanıtlanırsa ispat tamamlanır: 



64 

 

 (
   

 
*        

 

   
∫       

 

 

       (
   

 
*   

 

   
∫       

 

 

               

dir. Jensen integral eĢitsizliğinden;  

      .
 

   
∫         

   

 

 

 

  /    (
   

 
*       

dir.   nin konveksliğinden; 

      .
 

   
∫         

   

 

 

 

  /   
 

   
∫       

 

 

        (
   

 
* 

elde edilir. Böylece (4.2.3) ün ispatı tamamlanmıĢ olur. Son olarak:  

       
 

   
∫       

 

 

        (
   

 
* 

olduğu açıktır. Çünkü      dönüĢümü [   ] de monoton artandır. 

 

(iii)                   olsun. O halde H nin       deki konveksliğinden; 

           

     
        

 

   
∫   

 
(          

   

 
*   

 

 

 

dir. f nin [   ] deki konveksliğinden;  

 (
   

 
*   (          

   

 
*     

 
 
(          

   

 
* (

   

 
  * 

elde edilir. Bundan dolayı: 

 

   
∫   

 
(          

   

 
* (

   

 
  *  

 

 

 

                          
 

  
0

 

   
∫   

 
(          

   

 
*  

 

 

  (
   

 
*1                      

 
 

  
[       (

   

 
*]    

eĢitsizliği elde edilir. Sonuç olarak               ve           dır. Bu da H 

nin [   ] de monoton artan olduğunu gösterir.                ■ 

 

Teorem 4.2.2   [   ]    ye konveks bir fonksiyon olsun. O halde:  

(i)    *  
 

 
+ olmak üzere:  

 (  
 

 
*   (

 

 
  * 

dir. 



65 

 

(ii) F, [   ] aralığında konveks bir fonksiyondur. 

(iii) Buradan: 

   
  [   ]

               
 

   
∫       

 

 

 

                
  [   ]

      (
 

 
*  

 

      
∫ ∫  (

   

 
*    

 

 

 

 

 

dir. 

(iv) 

 (
   

 
*   (

 

 
* 

eĢitsizliği geçerlidir. 

(v)  f, *  
 

 
+ de monoton azalan ve *

 

 
  + de monoton artandır. 

(vi)    [   ] için; 

          

eĢitsizliği geçerlidir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: 

(i)   *  
 

 
+ olsun. Buradan: 

              (  
 

 
*  

 

      
∫ ∫  ((  

 

 
*   .  (  

 

 
*/ +    

 

 

 

 

 

                                 
 

      
∫ ∫  .(  

 

 
*   (

 

 
  * /    

 

 

 

 

 

                                 
 

      
∫ ∫  .(

 

 
  *   (  

 

 
*  /    

 

 

 

 

  (
 

 
  * 

elde edilir.                              ■ 

 

(ii)       ve       olsun. O halde: 

                   
 

      
∫ ∫                          

 

 

 

 

     

                                    
 

      
∫ ∫                   
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  ∫ ∫                   
 

 

 

 

              

dir. Bu da F nin [   ] de konveks olduğunu gösterir.             ■ 

 

(iii)      [   ] ve   [   ] için; 

                             

dir. Bu eĢitsizlik [   ] [   ]  de integre edilirse;  

∫ ∫                 
 

 

 ∫ ∫                    
 

 

 

 

 

 

      ∫       
 

 

 

elde edilir. Bu da                olduğunu gösterir. f nin [   ] deki 

konveksliğinden    [   ] ve     [   ] için; 

 

 
[                         ]   (

   

 
* 

elde edilir. Bu eĢitsizlik [   ] [   ]  de integre edilirse: 

∫ ∫ (
   

 
*     ∫ ∫                 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

eĢitsizliği elde edilir. Bu da gösterir ki  (
 

 
)       dir.              ■ 

 

(iv) Ġki katlı integraller için Jensen eĢitsizliği kullanılırsa;  

   
 

      
∫ ∫  (

   

 
*    

 

 

  .
 

      
∫ ∫ (

   

 
*    

 

 

 

 

/
 

 

  
 

 
       

 elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

(v) f nin       deki konveksliğinden ve        (
 

 
  ) için; 

           

     
   

      
 

      
∫ ∫   

                       
 

 

 

 

 

dir. f nin [   ] deki konveksliğinden;  

                
 (

   

 
)                

   

 
              

   
               

   (
   

 
*                   

                   (
     

 
* 

eĢitsizliği elde edilir.      [   ] ve    (
 

 
  ) için eĢitsizlik; 
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               (

     
 

*                 (
   

 
* 

eĢitsizliğine dönüĢür. Bu eĢitsizlik [   ] [   ] de integre edilirse;  

∫ ∫        
                                                  

 

 

 

 

 

  (
     

 
*∫ ∫                 (

   

 
*    

 

 

 

 

 

                              
  (

     
 

* (  
        

     )    

elde edilir. Bu da f nin *
 

 
  + de monoton artan olduğunu gösterir. F nin *  

 

 
+ deki 

monoton artanlığı da (i) den kolayca gösterilebilir. 

 

(vi) Basit bir hesaplamadan;  

     
 

   
∫  .∫               

 

 

/  
 

 

 

olduğu görülür. Jensen integral eĢitsizliği kullanılırsa; 

                                        
 

   
∫  .∫               

 

 

/  
 

 

          [   ] 

olur ve ispat tamamlanır.                 ■ 

  

Teorem 4.2.3    ⊆    , C alt cümlesine ait X lineer uzayında konveks bir 

fonksiyon olsun.       değiĢkenleri için        [   ]    Ģeklinde tanımlansın. O 

halde:  

           
 

 
[              (         )]   [   ] 

dir. Buradan aĢağıdaki ifadeler geçerlidir. 

(i)       (  
 

 
)        (

 

 
  )                      *  

 

 
+  

(ii)      [   ]                               
         

 
 

(iii)      [   ]                 (
 

 
)   (

   

 
) 

(iv)        dönüĢümü [   ] de konvekstir. 

                          (
   

 
*  ∫               
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(vi)      olmak üzere    ∑      
   ,           olmak üzere    [   ]  için; 

 (
   

 
*        (

 

  
∑    

 

   

+  
 

  
∑            

 

   

 
         

 
               

dir. Bu da Hadamard eĢitsizliğinin farklı bir sonucudur. Üstelik     alınırsa  ⊆   

olur.       ve     olmak üzere:  

(vii)       , *  
 

 
+ de monoton azalan, *

 

 
  + de monoton artandır. 

(viii) 

∫             
 

 

 

   
∫       

 

 

 

özdeĢliği geçerlidir. 

                                            (
   

 
*  

 

   
∫       

 

 

 
         

 
 

durumunda Hadamard eĢitsizliği geçerlidir. 

(x) f, [   ] de diferansiyellenebilir ise;  

 (
   

 
*  

         

 
 

   

 
(           ) 

dır (Pachpatte 2005a). 

Ġspat:  

(i) Basit bir hesaplamadan; 

       (  
 

 
*  

 

 

[
 
 
 
 
  ((  

 

 
*   .  (  

 

 
*/  +

  (.  (  
 

 
*/  (  

 

 
*  +

]
 
 
 
 
 

                                         

                                  
 

 
[ (  

 

 
*   (

 

 
  *    (

 

 
  *   (  

 

 
*  ]      

            (
 

 
  *  

 

 

[
 
 
 
 
  ((

 

 
  *  .  (

 

 
  */  +

  (.  (
 

 
  */  (

 

 
  *  +

]
 
 
 
 
 

 

                                     
 

 
[ (  

 

 
*   (

 

 
  *    (

 

 
  *   (  

 

 
*  ]         
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dir. (1) ve (2) denklemleri birbirilerine eĢit olduklarından ispat tamamlanır.          ■ 

 

(ii) f nin konveksliği kullanılırsa;  

   
  [   ]

          
 

 
[                               ]  

         

 
 

elde edilir. Buradan: 

                    
         

 
 

olduğu açıkça görülmektedir. Böylece hipotez kanıtlanır.             ■ 

 

(iii) Aynı Ģekilde f nin konveksliğinden;  

   
  [   ]

           0
                   

 
1   (

   

 
* 

elde edilir ve böylece hipotez kanıtlanır.               ■ 

 

(iv)       olmak üzere       ve       [   ] dir. O halde:  

                
 

 
0
 (                             )

                  (           )
1 

                                      

dir. Bu da f nin [   ] aralığında konveks olduğunu gösterir.            ■ 

 

(v)        nin [   ] deki konveksliğinden, aynı aralıkta integrallenebilirliğinden ve   

(ii) ve (iii) den;  

 (
   

 
*  ∫            

 

 

 
         

 
 

elde edilir. Basit bir hesaplamadan; 

                      ∫            
 

 

 
 

 
∫                          

 

 

   

                       ∫               
 

 

 

olduğu görülür ve ispat tamamlanır.                ■ 
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(vi) (4.2.5) deki ilk eĢitsizlik ve (iii) den; 

                                 (
   

 
*        (

 

  
∑    

 

   

+ 

                         
 

 
[                         ] (

 

  
∑    

 

   

+   (
   

 
* 

              
 

 
[         ]   (

   

 
* 

dir.        dönüĢümüne Jensen eĢitsizliği uygulanırsa; 

      (
 

  
∑    

 

   

+  
 

  
∑            

 

   

 

eĢitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.                          ■ 

 

(vii)        nin       deki konveksliğinden ve         için       *
 

 
    olmak 

üzere:  

         
                     

     
             

                                                           
   

 
[  

                   
              ] 

dir.    *
 

 
    den                         dir. Çünkü   

       ‟de 

monoton artandır. Sonuç olarak;  

  
                   

               

olduğu açıkça görülür. Böylece        de monoton artandır ve (ii) den benzer Ģekilde 

*
 

 
  + de monoton artan olduğu gösterilebilir. Aynı Ģekilde        nin *  

 

 
+ de 

monoton azalan olduğu gösterilebilir.                 ■ 

 

(viii) Basit bir hesaplamadan; 

∫             
 

 

 

 
∫ [ (                           )  ]

 

 

 
 

   
∫       

 

 

 

dir ve hipotez kanıtlanır.                 ■ 

 

(ix) (v) ve (viii) birlikte kullanılırsa ispat tamamlanır.                                   ■ 
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(x) Eğer f, [   ] de diferansiyellenebilir ise;  

                                      

                                              

                                                    

                                    

                                  .
         

   
/       

                                                           

dir. Aynı Ģekilde;  

               (         )                   

olduğu kolayca görülebilir.    [   ] için;  

               
   

 
      

dır. Benzer bir biçimde;  

               
   

 
      

olduğu gösterilebilir.                   ■ 

 

Teorem 4.2.4      , I da M-Lipschitzian dönüĢümü ve       olmak üzere     

olsun. O halde:  

                           | (
   

 
*  

 

   
∫       

 

 

|  
 

 
                                                  

                           |
         

 
 

 

   
∫       

 

 

|  
 

 
                                             

dir. Burada M, Lipschitzian sabitidir (Dragomir et. al. 2000). 

Ġspat:   [   ] olsun. O halde       için; 

         |                               |          |   |                   

dir. Eğer   
 

 
 olarak seçilirse;  

                           |
         

 
  (

   

 
*|  

 

 
|   |                                                      

elde edilir. (4.2.9) da             ve             olarak alınırsa sırasıyla; 
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|
                          

 
  (

   

 
*|  

 

 
|   ||    |               

dir. (4.2.10) eĢitsizliği [   ] aralığından integre edilirse;  

|
 

 
0∫               ∫                

 

 

 

 

1   (
   

 
*| 

      
 

 
|   |∫ |    |  

 

 

 | (
   

 
*  

 

   
∫       

 

 

|  
 

 
|   | 

olur ve (4.2.6) nın ispatı tamamlanır. (4.2.8) eĢitsizliğinden    [   ];       ve 

    olmak üzere:  

|                               |          |   | 

dir. Bu eĢitsizlik [   ] de integre edilirse;  

|    ∫    
 

 

     ∫        
 

 

 ∫             
 

 

  |         ∫          
 

 

 

ve 

|
         

 
 

 

   
∫       

 

 

|  
 

 
|   | 

olur ve (4.2.9) un ispatı tamamlanır.                 ■ 

 

Diğer Hermite-Hadamard tipi eĢitsizlikler Bullen (1978), Hammer (1957-1958), 

Pachpatte (2000), Pachpatte (2003a) tarafından verilmiĢtir. 
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5. OSTROWSKI TĠPĠ EġĠTSĠZLĠKLER 

 

Bu bölümde birçok araĢtırmacı tarafından son dönemlerde incelenen bazı Ostrowski tipi 

eĢitsizlikler verilecektir. Dragomir (1999) tarafından Lipschitzian dönüĢümleri için 

Ostrowski tipi eĢitsizlikler verilmiĢtir. 

 

Teorem 5.1   [   ]    ye [   ] de Lipschitzian dönüĢümü olmak üzere:  

|         |   |   | 

dir.      [   ] ve     için; 

                           |∫       
 

 

          |         6
 

 
 

(  
   

 
)
 

      
7                     

eĢitsizliği geçerlidir. Burada 
 

 
 en iyi sabittir (Dragomir 1999). 

Ġspat:  Riemann-Stieltjes integrali kullanılırsa; 

∫                      ∫       
 

 

 

 

 

∫                
 

 

      ∫       
 

 

 

elde edilir. Bu iki eĢitsizlik birleĢtirilirse;  

                             ∫       
 

 

 ∫           
 

 

 ∫           
 

 

                  

olur. ġimdi        
   

   
   

       
   

   
   

   arasında bir dizi olsun ve 

       ‟a giderken     olur. Burada            [         ](    
   

   
   

) ve 

  
   

 *  
   

     
   

+ dir. Eğer   [   ]    ye [   ] de Riemann integrallenebilir ve 

  [   ]    de L-Lipschitzian dönüĢümü ise o halde:  

|∫        
 

 

|     
       

∑  (  
   

) * (    
   

)   (  
   

)+

   

   

 

                                           
       

∑| (  
   

)|

   

   

(    
   

   
   

) 6
 (    

   
)   (  

   
)

    
   

   
   

7 
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∑| (  
   

)|

   

   

(    
   

   
   

)    ∫ |    |  
 

 

                                    

dir. (5.3) de [   ] ve [   ] ye integral uygulanırsa;  

|∫           
 

 

 ∫           
 

 

|  |∫           
 

 

|  |∫           
 

 

| 

                                              0∫ |   |
 

 

  1  ∫ |   |  
 

 

 

                                                                              6
 

 
 

(  
   

 
)
 

      
7                             

elde edilir. (5.4) ten (5.2) özdeĢliği aracılığıyla (5.1) eĢitsizliği geçerlidir. 

 

ġimdi (5.1) eĢitsizliği     Ģartında altında geçerli olsun. O halde: 

                  |||∫       
 

 

          |         6  
(  

   

 
)
 

      
7||                          

dir.   [   ]    için (5.5) te        olsun. O halde:  

|∫    
 

 

       |         6  
(  

   

 
)
 

      
7 

     |
   

 
  |         6  

(  
   

 
)
 

      
7 

                                 |  
   

 
|  6  

(  
   

 
)
 

      
7       

elde edilir.     için; 

   

 
 6  

(  
   

 
)
 

      
7       

 

 
   

 

 
   

 

 
 

tür. Böylece   nin en iyi sabit olduğu da gösterilmiĢ olur.             ■ 

 

 

 



75 

 

Hatırlatma 5.1 f dönüĢümü       de diferansiyellenebilir ve f’ de       de sınırlı 

olduğunda ‖ ‖            |     |    olur. O halde (5.1) de L yerine ‖ ‖  da 

konulabilir. Dragomir ve Wang (1997) Ostrowski tipi eĢitsizliği baĢka bir biçimde 

ispatlamıĢlardır.                  ■ 

                    

Teorem 5.2   [   ]    ye       de diferansiyellenebilir bir dönüĢüm ve     dir. 

Kabul edilsin ki    [   ] de integrallenebilir ve           olsun.    [   ] ve 

      için; 

         |     
 

   
∫       

 

 

 
         

   
(  

   

 
*|  

 

 
                    

dır (Dragomir and Wang 1997). 

Ġspat:         fonksiyonu;  

                                              {
      [   ]

      [   ]
                                                           

Ģeklinde tanımlansın.        dönüĢümü [   ] de integrallenirse: 

           
 

   
∫               

 

   
0∫             

 

 

 ∫             
 

 

1
 

 

 

                                                                     
 

   
∫       

 

 

                                            

elde edilir. (5.7) den;  

               

eĢitsizliği yazılabilir.        ve       ye Grüss eĢitsizliği uygulanırsa; 

|
 

   
∫               .

 

   
∫         

 

 

/.
 

   
∫        

 

 

/
 

 

| 

                                      
 

 
               

 

 
                                        

sonucu elde edilir. ġimdi (5.9) un sol tarafındaki integralleri hesaplansın. Bu durumda:  

 

   
∫                    

 

 

 

   
∫       

 

 

 

   
 

   
∫         
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∫        

 

 

 
 

   
            

olarak bulunur. Son olarak bunları yerine koyarsak istenilen (5.6) eĢitsizliği elde edilir.■ 

 

Hatırlatma 5.2 (5.6) da sırasıyla   
   

 
 ve     alınırsa; 

 (
   

 
*  

 

   
∫       

 

 

 
 

   
(         ) (

   

 
 

   

 
*  

 

 
                     

       
 

   
∫       

 

 

 
 

   
(         ) (

   

 
*  

 

 
                     

elde edilir.                      ■ 

 

Teorem 5.3   [   ]    ye mutlak sürekli bir fonksiyon ve      [   ] de 

türevlenebilirdir. O halde:  

  |          (  
   

 
* |         |  ∫       

 

 

|  
     

 

 

 √ 
√                

dir. Burada 
 

 √ 
 en iyi sabittir ve  

           [
 

   
‖  ‖ 

  
 

      
.∫       

 

 

/

 

] 

dir (Ujevic 2004). 

Ġspat:        (5.7) den tanımlansın ve bu fonksiyonun [   ] de integralini alınsın. 

Böylece; 

                         
 

   
∫                    

 

 

 

   
∫                                          

 

 

 

                         
 

   
∫         

 

 

   
   

 
                                                                       

                         
 

   
∫        

 

 

 
 

   
                                                                  

integralleri elde edilir. (5.13)-(5.15) ten; 

∫ 0       
 

   
∫         

 

 

1 0      
 

   
∫        

 

 

1   
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   ∫ 0            
 

   
∫              

 

 

 
 

   
∫              

 

 

1
 

 

 
 

      
.∫         

 

 

/.∫        
 

 

/ 

 ∫              
 

 

 
 

   
∫ ∫                

 

 

 

 

 

              
 

   
∫ ∫                

 

 

 

 

 

              
 

      
∫ .∫         

 

 

∫        
 

 

/
 

 

   

elde edilir. ġimdi son özdeĢliğin sağ tarafındaki integraller hesaplansın. O halde:  

 ∫              
 

 

           ∫       
 

 

 

 
 

   
∫ ∫                

 

 

 

 

            (  
   

 
* 

                            
 

   
∫ ∫                

 

 

 

 

            (  
   

 
* 

                    
 

      
∫ .∫         

 

 

∫        
 

 

/
 

 

              (  
   

 
* 

sonuçları elde edilir. Öte yandan; 

|∫ 0       
 

   
∫         

 

 

1 0      
 

   
∫        

 

 

1
 

 

| 

                          ‖       
 

   
∫         

 

 

‖
 

‖   
 

   
∫        

 

 

‖
 

               

dir. Aynı Ģekilde; 

                           ‖       
 

   
∫         

 

 

‖
 

 

 
      

  
                                             

                           ‖   
 

   
∫        

 

 

‖
 

 

 
            

   
                                           

olarak hesaplanabilir. (5.16)-(5.19) dan kolaylıkla (5.12) eĢitsizliği elde edilir. 

|          (  
   

 
* |         |  ∫       

 

 

| 
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                    ‖       
 

   
∫         

 

 

‖
 

‖   
 

   
∫        

 

 

‖
 

              

eĢitsizliği göz önüne alınsın. Buradan (5.18) ve (5.19) ifadelerinin karekökü alınırsa;  

                                            √
      

  
 

     
 

 

 √ 
 

√‖  ‖ 
  

            

   
 √          

olur. Bu özdeĢlikler (5.17) de yerine konulduğundan istenilen eĢitsizlik elde edilir. 

ġimdi (5.12) nin kesinlikle geçerli olduğu gösterilmelidir.   [   ] için;   

                                                  {

 

 
                             [   ]

 

 
         [   ]

                                          

biçiminde tanımlansın. Bu fonksiyon mutlak süreklidir ve aynı zamanda sürekli parçalı 

bir polinom fonksiyonudur. ġimdi kabul edilsin ki     Ģartı altında (5.12) geçerli 

olsun. Buradan:  

|          (  
   

 
* (         )  ∫       

 

 

| 

                                                                                        
 

 [‖  ‖ 
  

(         )
 

     
]

 

 

            

elde edilir.     ve     seçilir ve f de (5.20) den tanımlanırsa;  

∫       
 

 

 ∫       
 

 

 ∫       
 

 

   
  

 
 

 

 
 

tür. Ayrıca;  

            
 

 
           

seçildiğinde (5.21) in sol tarafı 
 

  
 olur. Aynı Ģekilde (5.21) in sağ tarafı da 

 

 √ 
 bulunur 

ve bundan dolayı   
 

 √ 
 olur ve ispat tamamlanır.              ■ 
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Teorem 5.4   [   ]    ye    da diferansiyellenebilir bir dönüĢüm (     nın içi) ve 

      olmak üzere     dir. Eğer        sabitleri için           Ģartı 

sağlanıyorsa,    [   ] olmak üzere f’ de [   ] de integrallenebilir ise;  

          |     (  
   

 
* (         )  

 

   
∫       

 

 

|  
   

 
               

          |     (  
   

 
* (         )  

 

   
∫       

 

 

|  
   

 
               

dir. Burada   
         

   
 dır (Pachpatte 2012). 

Ġspat:        (5.7) den tanımlansın. Kısmi integrasyon kullanılırsa;  

                        
 

   
∫              

 

 

      
 

   
∫       

 

 

                                    

olur. Benzer Ģekilde;  

                                     
 

   
∫         

 

 

   
   

 
                                                           

                                    ∫        
 

 

                                                                                

dır. (5.24)-(5.26) dan; 

                    (  
   

 
* (         )  

 

   
∫       

 

 

            

               
 

   
∫              

 

 

 
 

      
∫        

 

 

∫        
 

 

                             

                     
 

   
∫              

 

 

 
 

      
∫        

 

 

∫        
 

 

               

olur.     keyfi sabiti için; 

                      
 

   
∫          0       

 

   
∫         

 

 

1   
 

 

                    

halini alır. Buradan: 

                                ∫ 0       
 

   
∫         

 

 

1                                                   
 

 

 

sonucuna ulaĢılır. Ġlk olarak (5.29) da     seçilirse;  

              
 

   
∫          0       

 

   
∫         

 

 

1   
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olur ve  

                  |     |  
 

   
   
  [   ]

|       (  
   

 
*|∫ |       |  

 

 

                  

eĢitsizliğine ulaĢılır. Buradan:  

                            
  [   ]

|       (  
   

 
*|  

   

 
                                                          

     ∫ |       |  
 

 

                             

olur. (5.31) den; 

                                                  |     |  
   

 
                                                                

elde edilir. (5.27), (5.28) ve (5.33) den kolaylıkla (5.22) elde edilir. Diğer eĢitsizlik için 

(5.29) da     olarak alınsın. O halde:  

      
 

   
∫          0       

 

   
∫         

 

 

1   
 

 

 

olur ve  

           |     |  
 

   
   
  [   ]

|       (  
   

 
*|∫ |       |  

 

 

                         

olduğu görülür. Buradan:  

                                    ∫ |       |  
 

 

                                                                 

elde edilir. (5.32), (5.34) ve (5.35) ten;  

                                     |     |  
   

 
                                                                             

olduğu kolayca görülebilir. (5.27), (5.28) ve (5.36) dan (5.23) elde edilir ve böylece 

ispat tamamlanır.                  ■ 

                       

Teorem 5.5  ⊆   de bir açık aralık olmak üzere       ve     dir.       ye 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon            ,    [   ] ve       ise:  

|     0
 

 
(         )                  (  

   

 
*  ∫       

 

 

1|    

         { 
   

 
      

   

 
      

   

 
}                                   
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|     0
 

 
(         )                  (  

   

 
*  ∫       

 

 

1| 

         { 
   

 
      

   

 
      

   

 
}                                   

dir. Burada   
         

   
  ve     

   

 
      

   

 
  dir (Pachpatte 2012). 

Ġspat:        dönüĢümü; 

                                             {
  (   

   

 
*    [   ]

  (   
   

 
*    [   ]

                                 

Ģeklinde tanımlansın. Bu fonksiyona kısmi integrasyon uygulanırsa; 

∫              
 

 

      0.          
 

 
(         )/1  ∫       

 

 

         

elde edilir. Aynı Ģekilde;  

                               ∫          
 

 

          (  
   

 
*                                          

olarak bulunur.     de bir sabit olsun. (5.40) ve (5.41) den; 

 ∫       |       |   ∫              
 

 

  
 

 

  ∫         
 

 

 

      [
 

 
(         )                  (  

   

 
*]  ∫       

 

 

               

dir. Eğer (5.42) de     seçilirse;  

                [
 

 
(         )                  (  

   

 
*]  ∫       

 

 

 

             ∫       |       |  
 

 

                                                                                              

elde edilir. Öte yandan;  

                  |∫       |       |  
 

 

|     
  [   ]

|      |∫ |       |  
 

 

                           

                   
  [   ]

|      |     { 
   

 
      

   

 
      

   

 
}              

                 |∫ |       |  
 

 

|                                                                                  

olduğu kolayca görülebilir. (5.43)-(5.46) dan (5.37) geçerlidir. Eğer (5.42) de     
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seçilirse;  

        [
 

 
(         )                  (  

   

 
*]  ∫       

 

 

 

                                     ∫       |       |  
 

 

                                                                       

elde edilir. Ayrıca;  

                                    ∫ |       |                                                                  
 

 

 

dir. (5.45), (5.47) ve (5.48) den kolaylıkla (5.38) elde edilir ve ispat tamamlanır.          ■ 

 

Sonuç 5.1 Teorem 5.5 teki Ģartlar altında;  

|                (  
   

 
*  ∫       

 

 

| 

                                                 [
   

 
 |  

   

 
|]                                          

|                (  
   

 
*  ∫       

 

 

|  

                                                [
   

 
 |  

   

 
|]                                           

eĢitsizlikleri vardır (Pachpatte 2012). 

Ġspat: (5.37) ve (5.38) de     seçilirse;  

        |                (  
   

 
*  ∫       

 

 

|          {         }         

halini alır. Burada:  

   {        }  
 

 
[    |      |]  

   

 
 |  

   

 
| 

dir. Yukardaki ifade;  

                                   {   }  
 

 
[    |   |]                                                

özdeĢliği kullanılarak elde edilmiĢtir. (5.51) ifadesi ( ) denkleminde yerine koyulursa; 

(5.37) eĢitsizliği elde edilir. 

|                (  
   

 
*  ∫       

 

 

|          {         }     

ifadesi yukardakine benzer Ģekilde ispatlanabilir.               ■  
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Sonuç 5.2 Teorem 5.5 teki Ģartlar altında; 

                           |
   

 
|         |  ∫       

 

 

|       
      

 
                          

                           |
   

 
|         |  ∫       

 

 

|       
      

 
                          

eĢitsizlikleri geçerlidir (Pachpatte 2012). 

Ġspat: (5.37) ve (5.38) de     alınırsa   
   

 
 olur ve  

|     0
 

 
(         )  ∫       

 

 

1|             

olduğu biliniyor. Burada:   

   {
   

 
   

   

 
  (  

   

 
* }  

   

 
 

dir. Bu ifade yerine yazılırsa  (5.52) eĢitsizliği elde edilir. Aynı yöntemle (5.53) 

eĢitsizliği de elde edilebilir.                  ■ 

 

Sonuç 5.3 Teorem 5.5 teki Ģartlar altında; 

            |     (
         

 
)  

 

 
     

 

 
(  

   

 
)  ∫       

 

 
| 

                   [
   

 
 |  

   

 
|]                                                                        

             |     (
         

 
)  

 

 
     

 

 
(  

   

 
)  ∫       

 

 
| 

                    [
   

 
 |  

   

 
|]                                                                        

dır (Pachpatte 2012). 

Ġspat: (5.37) ve (5.38) de   
 

 
  alınırsa; 

|     0
 

 
(         )                  (  

   

 
*  ∫       

 

 

1| 

                                           { 
   

 
      

   

 
      

   

 
}       

 elde edilir. (5.37) ifadesinde;  

                    {
   

 
   

    

 
 
    

 
  } 
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{
 
 

 
 

 

 
(
   

 
   

    

 
*  |

   

 
 (  

    

 
*|

 
 

 
(
   

 
 

    

 
  *  |

   

 
 (

    

 
  *|}

 
 

 
 

 

                               {
 

 
(    |  

   

 
|  

 

 
(    |  

   

 
|*+} 

                            
   

 
 |  

   

 
| 

elde edilir. Aynı Ģeyler (5.38) için de yapılarak sonuca ulaĢılabilir.            ■      
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5.1  Ġki Fonksiyonun Çarpımını Ġçeren Ostrowski EĢitsizlikleri  

 

Bu bölümde Pachpatte (2002, 2005b, 2006a, 2007) tarafından verilen ve  yakın 

zamanda yaygın olarak kullanılan Ostrowski tipi eĢitssizlikler verilmiĢtir. 

 

Teorem 5.1.1        |   |    ve     dir. O halde    [   ] için; 

|         
 

 
[           ]|  

 

 
0|    |∫ |     |   

 

 

|    |∫ |     |  
 

 

1                 

 |         |           |    |  
 

 
.∫ |     |  

 

 

/.∫ |     |  
 

 

/                                

dir. Burada:  

  
         

 
             

         

 
 

dir. 
 

 
, (4.1.1) ve (4.1.2) için en iyi sabittir (Pachpatte 2006a). 

Ġspat: Hipotezlerden; 

                                      
 

 
0∫        

 

 

 ∫        
 

 

1                                                

                                      
 

 
0∫        

 

 

 ∫        
 

 

1                                                

özeĢlikleri vardır (Pachpatte 2002). 

 

Sırasıyla (4.1.3) ve (4.1.4) ün her iki yanı      ve      ile çarpılır ve bulunan 

özdeĢlikler yeniden düzenlenirse;  

         
 

 
[             ] 

     
 

 
0    .∫        

 

 

 ∫        
 

 

/      .∫         ∫        
 

 

 

 

/1                          

elde edilir. (4.1.5) te mutlak değerin özellikleri kullanılırsa;  

   |          
 

 
[             ]|  

 

 
0|    |∫ |     |  

 

 

 |    |∫ |     |  
 

 

1 

elde edilir. Bu da istenilen (4.1.4) eĢitsizliğidir. (4.1.3) ve (4.1.4) ün sağ ve sol tarafları 

taraf tarafa çarpılırsa;  

          [             ]     
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0.∫        

 

 

 ∫        
 

 

/.∫        
 

 

 ∫        
 

 

/1                            

 bulunur. (4.1.6) dan ve mutlak değerin özelliklerinden;  

|         |           |    |  
 

 
.∫ |     |  

 

 

/.∫ |     |  
 

 

/ 

elde edilir ve bu da istenilen (4.1.2) eĢitsizliğidir. 

 

ġimdi 
 

 
 sabitinin (4.1.1) ve (4.1.2) eĢitsizlikleri için en iyi sabit olduğu gösterilsin. 

Bunun için (4.1.1) ve (4.1.2) eĢitsizlikleri     ve     için geçerli olsun. Buradan  

   [   ] için; 

|         
 

 
[           ]|   0|    |∫ |     |   

 

 

|    |∫ |     |  
 

 

1                  

 |         |           |    |   .∫ |     |  
 

 

/.∫ |     |  
 

 

/                 

eĢitsizlikleri elde edilir (4.1.7) ve (4.1.8) de        seçilirse buradan:  

             ,     
   

 
 olur. O halde basit bir hesaplamadan; 

  
         

 
   

         

 
 

olmak üzere; 

                                        |  
 

 
     |                                                                       

                                        | (       )  (
   

 
*
 

|                                           

elde edilir.     alınırsa (4.1.9) da   
 

 
 ve (4.1.10) dan   

 

 
 olduğu kolayca 

görülür. Bu da (4.1.1) ve (4.1.2) de 
 

 
 ün en iyi sabit olduğunu gösterir ve ispat 

tamamlanır.                                      ■ 
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Hatırlatma 5.1.1 (5.1.5) ve (5.1.6) nın her iki yanı       ya bölünür, [   ] de  ‟e 

göre integrallenir ve Teorem 5.1.1 in ispatı takip edilirse;  

 |
 

   
∫            

 

      
0 ∫         ∫       

 

 

 

 

1
 

 

| 

 
 

      
0.∫ |    |  

 

 

/.∫ |     |  
 

 

/  .∫ |    |  
 

 

/.∫ |     |  
 

 

/1                   

 |
 

   
∫            

 

      
0 ∫         ∫       

 

 

 

 

   1
 

 

| 

 
 

      
.∫ |     |  

 

 

/.∫ |     |  
 

 

/                                                                      

elde edilir. (5.1.11) ve (5.1.12) diye adlandırılan eĢitsizlikler bilinen Grüss ve Cebysev 

eĢitsizlikleriyle iliĢkilidir (Grüss 1935, Cebysev 1882).                                                   ■          

 

Teorem 5.1.2     [   ]    ye [   ] de sürekli,       de diferansiyellenebilir 

ve              ,       de sınırlı olsunlar. O halde:  

|         
 

      
0    ∫            ∫       

 

 

 

 

1| 

                   
 

 
{|    |‖  ‖  |    |‖  ‖ } 6

 

 
 

(  
   

 
)
 

      
7                            

ve 

|         
 

   
0    ∫            ∫       

 

 

 

 

1  
 

   
∫           

 

 

| 

                   
 

   
‖  ‖ ‖  ‖ 0

             

 
1                                                    

eĢitsizlikleri elde edilir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat:      [   ] için;   

                                             ∫        
 

 

                                                                     

                                            ∫        
 

 

                                                                     

özdeĢlikleri geçerlidir. (5.1.15) ve (5.1.16) eĢitsizliklerinin her iki yanı sırasıyla      ve 

     ile çarpılır ve taraf tarafa toplanırsa;  
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          [                 ]      ∫        
 

 

     ∫        
 

 

           

eĢitsizliği elde edilir. (5.1.17) nin her iki yanı [   ] aralığında   ye göre integrallenir ve 

bulunan özdeĢlik yeniden düzenlenirse;  

 

      
∫ 2    ∫        

 

 

     ∫        
 

 

3   
 

 

 

                             
 

 
{|    |‖  ‖  |    |‖  ‖ } 6

 

 
 

(  
   

 
)
 

      
7                  

eĢitsizliği elde edilir. Bu da istenilen (5.1.13) eĢitsizliğidir. ġimdi (5.1.15) ve (5.1.16) 

nın her iki yanı taraf tarafa çarpılırsa;  

                 [                 ]           .∫        
 

 

/.∫        
 

 

/          

eĢitsizliği elde edilmiĢ olur. (5.1.19) un her iki yanı [   ] de   ye göre integrallenir ve 

yeniden düzenlenirse;  

          
 

   
0    ∫       

 

 

     ∫       
 

 

1 

                                  
 

   
∫           

 

 

          

                            
 

   
∫ 2.∫        

 

 

/.∫        
 

 

/3  
 

 

                                         

bulunur. (5.1.20) den ve mutlak değerin özelliklerinden istenilen (5.1.14) eĢitsizliği elde 

edilir ve ispat tamamlanır.                                ■ 

 

Teorem 5.1.3     [   ]    ye mutlak sürekli bir fonksiyon ve     için       

  [   ] olsun. O halde:  

|         
 

      
0    ∫            ∫       

 

 

 

 

1|      

 
 

      
[|    |‖  ‖  |    |‖  ‖ ](    )

 

                                   

ve  
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|         
 

      
0    ∫            ∫       

 

 

 

 

1        

 .
 

   
∫       

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/| 

                            
 

      
‖  ‖ ‖ 

 ‖ (    )
 

                                                                    

dur. Burada 
 

 
 

 

 
   dir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: Hipotezden;  

       {
      [   ]

      [   ]
 

fonksiyonu geçerlidir (Pachpatte 2005). Buradan: 

                               
 

   
∫       

 

 

 
 

   
∫              

 

 

                                 

                              
 

   
∫       

 

 

 
 

   
∫              

 

 

                                 

dir. (5.1.25) ve (5.1.26) nin her iki yanı sırasıyla      ve      ile çarpılır ve bulunan 

özdeĢlikler yeniden düzenlenirse; 

                              
 

      
0    ∫       

 

 

     ∫       
 

 

1 

                     
 

      
0    ∫              

 

 

     ∫              
 

 

1                  

eĢitsizliği elde edilir. (5.1.27) de mutlak değerin özelliklerini ve Hölder integral 

eĢitsizliği kullanılırsa; 

|         
 

      
0    ∫       

 

 

     ∫       
 

 

1| 

                       
 

      
0|    |∫ |      ||     |  

 

 

 |    |∫ |      ||     |  
 

 

1 

 
 

      

[
 
 
 
 
 
 
|    | .∫ |      |   

 

 

/

 

 

.∫ |     |   
 

 

/

 

 

 |    | .∫ |      |   
 

 

/

 

 

.∫ |     |   
 

 

/

 

 

]
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.∫ |      |   

 

 

/

 

 

[|    |‖  ‖  |    |‖  ‖ ]                

olduğu sonucuna ulaĢılır. Burada:  

                       ∫ |      |   
 

 

 
 

   
[                 ]                          

olduğu kolayca hesaplanabilir. (5.1.30) eĢitliği (5.1.29) eĢitsizliği içinde kullanılırsa 

istenilen (5.1.23) eĢitsizliği elde edilmiĢ olur. 

 

ġimdi (5.1.26) ve (5.1.27) nin sağ ve sol tarafları taraf tarafa çarpılırsa; 

         
 

   
0    ∫       

 

 

     ∫       
 

 

1   .
 

   
∫       

 

 

/ .
 

   
∫       

 

 

/ 

 
 

      
 .

 

   
∫              

 

 

/.
 

   
∫              

 

 

/                                                            

elde edilir. (5.1.30)  dan,  mutlak değerin özelliklerinden ve Hölder integral 

eĢitsizliğinden; 

  |         
 

   
0    ∫       

 

 

     ∫       
 

 

1| 

         .
 

   
∫       

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/ 

 
 

      
.∫ |      |   

 

 

/

 

 

.∫ |     |   
 

 

/

 

 

.∫ |      |   
 

 

/

 

 

.∫ |     |   
 

 

/

 

 

  

 
 

      
‖  ‖ ‖  ‖       

 

  

elde edilir. Bu da istenilen (5.1.24) eĢitsizliğidir. 

               

Hatırlatma 5.1.2 (5.1.23) te        alınırsa buradan         olur. Basit bir 

hesaplamadan    [   ] için; 

|     
 

   
∫       

 

 

|

 
 

     
 

 

0(
   

   
)
   

 (
   

   
*
   

1

 

 

     
 

 ‖  ‖                 

dir          olarak adlandırılan eĢitsizlik Dragomir ve Wang (1998) tarafından ayrıntılı 

olarak incelenmiĢtir (Pachpatte 2005a).                         ■ 
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Teorem 5.1.4     [   ]    ye [   ] de sürekli,       de diferansiyellenebilir ve 

      [   ]    ;       de sınırlı olsun. O halde:  

                   |     [    ]       [    ]      ∫       
 

 

     ∫       
 

 

| 

                    [|    |‖  ‖  |    |‖  ‖ ]                                                                   

               | [    ] [    ]   [    ]∫       
 

 

  [    ]∫       
 

 

 .∫       
 

 

/.∫       
 

 

/|  ‖  ‖ ‖  ‖ (    )
 
                          

dir. Burada    
   

 
      

   

 
       [   ] arasındadır. Ayrıca; 

                            
 

 
      [         ]  (  

   

 
*
 

                                 

olarak tanımlanmıĢtır (Pachpatte 2003a).  

Ġspat: Hipotezden; 

                               [    ]  ∫       
 

 

 ∫              
 

 

                                              

                              [    ]  ∫       
 

 

 ∫              
 

 

                                              

özdeĢlikleri vardır (Pachpatte 2005). 

(5.1.36) ve (5.1.37) nin her iki yanı sırasıyla      ve      ile çarpılır ve bulunan 

özdeĢlikler yeniden düzenlenirse;  

                [    ]        [    ]      ∫            ∫       
 

 

 

 

 

               ∫              
 

 

     ∫              
 

 

                                                

elde edilir. (5.1.38) den ve mutlak değerin özelliklerinden;  

         |     [    ]        [    ]      ∫            ∫       
 

 

 

 

| 

           |    |∫ |      ||     |  
 

 

 |    |∫ |      ||     |  
 

 

 

                       [|    |‖  ‖  |    |‖  ‖ ]∫ |      |  
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                       [|    |‖  ‖  |    |‖  ‖ ]     

eĢitsizliğine ulaĢılır. Bu da istenilen (5.1.33) eĢitsizliğidir. ġimdi (5.1.36) ve (5.1.37)  

taraf tarafa çarpılırsa kolayca (5.1.34) eĢitsizliğine ulaĢılır ve ispat tamamlanır.             ■ 
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5.2  Ostrowski-Grüss Tipi EĢitsizlikler 

 

Bu bölümde son dönemlerde Pachpatte (2004a,2007b) ve Cerone vd. (1999) tarafından 

verilen bazı Ostrowski-Grüss tipi eĢitsizlikler tanıtılacaktır. Keyfi     [   ]    için;  

                
 

      
[    ]∫            ∫       

 

 

 

 

 
 

 
(  

   

 
* [           ] 

       
 

   
∫            

 

 

.
 

   
∫       

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/ 

                        
 

      
∫ (  

   

 
*

 

 

[           ]   

olarak verilmiĢtir. Burada:  

  
         

   
                   

         

   
 

dır (Pachpatte 2007b). 

 

Teorem 5.2.1     [   ]    ye mutlak sürekli fonksiyon ve         [   ] dir. O 

halde:  

 |      |    
   

 √ 
4[|    | (

 

   
‖  ‖ 

    *]

 

 

 |    | [|    | (
 

   
‖  ‖ 

    *]

 

 

5               

|      |  
 

 √ 
∫ [|    | (

 

   
‖  ‖ 

    *]

 

 

      

 

 

    

 
 

 √ 
∫ [|    | (

 

   
‖  ‖ 

    *]

 

  

 

                                                                            

dir (Pachpatte 2005a). 

 

Teorem 5.2.2 Teorem 5.2.1 deki tüm Ģartlar geçerli olsun.     𝜙      olmak üzere 

          𝜙          dir. O halde:  

                        |      |  
   

 √ 
[|    |      |    |   𝜙 ]                                  

                         |      |  
 

 √ 
∫ [      |    |   𝜙 ]                                     

 

 

  

dir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: (Teorem 5.2.1 ve Teorem 5.2.2)        fonksiyonu; 

       {
      [   ]

      [   ]
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olarak tanımlansın. Ġyi bilinen Korkine eĢitsizliği kullanılırsa     [   ]    için; 

       
 

       
∫ ∫                           

 

 

 

 

 

eĢitsizliği elde edilir (Mitrinovic et. al. 1993, Pachpatte 2005a). 

 

   
∫               .

 

   
∫         

 

 

/.
 

   
∫        

 

 

/
 

 

 

             
 

       
∫ ∫                                 

 

 

 

 

                                  

olduğu kolayca gösterilebilir. Basit bir hesaplamadan: 

 

   
∫              

 

 

      
 

   
∫    

 

 

    

                                  
 

   
∫         

 

 

   
   

 
 

                                 
 

   
∫        

 

 

 
         

   
 

özdeĢlikleri elde edilir. Ayrıca; 

                           
 

       
∫ ∫                                 

 

 

 

 

 

                                 
 

   
∫        

 

 

  (  
   

 
*                                             

özdeĢliği vardır. Benzer Ģekilde; 

                              
 

   
∫        

 

 

  (  
   

 
*                     

                         
 

       
∫ ∫                                                      

 

 

 

 

 

olduğu da kolayca gösterilebilir. ġimdi (5.2.6) ve (5.2.7) sırasıyla      ve      ile 

çarpılır taraf tarafa toplanır ve bulunan özdeĢlikler yeniden düzenlenirse;  

           

 
 

 

[
 
 
 
 
     

 

       
∫ ∫ (             )(           )    

 

 

 

 

     
 

       
∫ ∫                                 

 

 

 

 ]
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özdeĢliği elde edilir. (5.2.8) den ve mutlak değerin özelliklerinden; 

|      | 

 
 

 

[
 
 
 
 
 |    |

 

       
∫ ∫ |(             )||(           )|    

 

 

 

 

 |    |
 

       
∫ ∫ |(             )| |(           )|     

 

 

 

 ]
 
 
 
 
 

                 

eĢitsizliği elde edilir. Çift katlı integraller için Cauchy-Schwarz eĢitsizliği kullanılırsa;  

 

       
∫ ∫ |(             )||(           )|    

 

 

 

 

 

 .
 

       
∫ ∫ |(             )|

 
    

 

 

 

 

/

 

 

  .
 

       
∫ ∫ |(           )|

 
 

 

 

 

/

 

 

               

dir. Ayrıca Grüss-Cebysev eĢitsizliğinden yararlanarak; 

           
 

       
∫∫                    

 

 

 

 

 
 

   
∫           .

 

   
∫         

 

 

/

  

 

 

       
 

       
∫ ∫ (             )

 
     

 

   
∫           .

 

   
∫         

 

 

/

  

 

 

 

 

 

 

                                                                                 
 

  
                                                     

ve 

        
 

       
∫ ∫ (           )

 
     

 

 

 

 

 

   
∫           .

 

   
∫         

 

 

/

  

 

  

                                                                                   
 

   
‖  ‖ 

                                                     

özdeĢlikleri elde edilir. (5.2.11) ve (5.2.12) ; (5.2.10) un içinde kullanılırsa;  

      
 

       
∫ ∫ |             ||           |    

 

 

 

 

                                   

                                                                     
 

 √ 
     (

 

   
‖  ‖ 

    *

 

 

                 

elde edilir. Benzer Ģekilde:  

 

       
∫ ∫ |             ||           |    

 

 

 

 

 
 

 √ 
     (

 

   
‖  ‖ 

    *

 

 

             

olduğu kolayca hesaplanabilir. (5.2.13) ve (5.2.14);  (5.2.9) da kullanılırsa istenilen 
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(5.2.1) eĢitsizliği elde edilir. ġimdi (5.2.8) in her iki yanı [   ] de   e göre integrallenir 

ve       ya bölünürse;  

       
 

      
∫

    

       
∫ ∫ [               (           )    

 

 

 

 

 

 

 

                       
    

       
∫ ∫                (           )    

 

 

 

 

1                 

(5.2.15) ten ve mutlak değerin özelliklerinden; 

|      |  
 

      
∫

    

       
∫ ∫ [|             ||           |    

 

 

 

 

 

 

 

                         
    

       
∫ ∫ |             ||           |    

 

 

 

 

1                  

elde edilir. (5.2.13) ve (5.2.14) ; (5.2.16) nın içinde kullanılırsa istenilen (5.2.2) 

eĢitsizliği de ispatlanır ve Teorem 5.2.1 in ispatı tamamlanır. 

 

Teorem 5.2.2 nin ispatı için Grüss eĢitsizliği kullanılırsa;  

  
 

   
∫ |     |   

 

 

 .
 

   
∫ |     |  

 

 

/

 

 
 

 
       

eĢitsizliği bu Ģekilde gösterilebilir. Bu eĢitsizliğin orta kısmı        olarak adlandırılır. 

       aynı zamanda;  

       
 

 
       

Ģeklinde de yazılabilir. Sonuç olarak;  

                                           
 

   
‖  ‖ 

     
 

 
                                                    

dir. Benzer Ģekilde; 

                                        
 

   
‖  ‖ 

     
 

 
                                                       

eĢitsizliğinin varlığına kolayca ulaĢılabilir. (5.2.17) ve (5.2.18) ; (5.2.1) ve (5.2.2) de 

kullanılırsa istenilen (5.2.3) ve (5.2.4) eĢitsizlikleri elde edilir ve böylece Teorem 5.2.2 

nin de ispatı tamamlanmıĢ olur.                ■ 
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Hatırlatma 5.2.1 (5.2.1) ve (5.2.2) de        alınırsa buradan         olur. O 

halde basit bir hesaplamadan;  

|     
      

   
 

 

   
(  

   

 
*|  

   

 √ 
(

 

   
‖  ‖ 

  
 

      
*

 

 

 

eĢitsizliği elde edilir (Barnett et. al. 2000). Ayrıca;  

         
 

 √ 
∫ (

 

   
‖  ‖ 

  
 

      
*

 

  

 

   

tir (Barnett et. al. 2000). 

 

Teorem 5.2.3   [   ]    ye [   ] de sürekli,       de iki kez diferansiyellenebilir 

olsun ve kabul edilsin ki             ye          için 𝜙           Ģartı 

sağlansın. O halde:  

|     (  
   

 
*       0

      

  
 

 

 
(  

   

 
*
 

1
           

   
 

        
 

   
∫       

 

 

|  
 

 
   𝜙 [

 

 
      |  

   

 
|]

 

                                   

 dir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: Hipotezden; 

    
 

   
∫               

 

 

 
 

   
∫       

 

 

 (  
   

 
*                          

özdeĢliği vardır (Pachpatte 2005a). Burada   [   ] [   ]    çekirdek fonksiyonu:  

       

{
 

 
      

 
   [   ]

      

 
   [   ]

 

Ģeklinde tanımlanmıĢtır. Ayrıca        çekirdeğinden yaralanarak (5.2.20) özdeĢliğinin 

sağlandığı kolaylıkla gösterilebilir. Diğer yandan   çekirdeğinin;  

                                      

{
 

 
      

 
   [  

   

 
*

      

 
   [

   

 
  ]

                                        

eĢitsizliğini de sağladığı söylenebilir.       ve        dönüĢümlerine Grüss integral 

eĢitsizliği uygulanırsa;  
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|   
 

   
∫               

 

 

 .
 

   
∫         

 

 

/.
 

   
∫         

 

 

/| 

                                         
 

 
   𝜙  

{
 

 
      

 
   [  

   

 
*

      

 
   [

   

 
  ]

                             

eĢitsizliği elde edilir. AĢağıdaki özdeĢlik te kolayca gösterilebilir. 

 

   
∫         

 

 

 
 

 
[             ] 

Son özdeĢliğin sağ tarafı hesaplandığında; 

                   0
      

 
  (  

   

 
*1 

elde edilir. Bu veri 
 

   
∫         

 

 
 de yerine yazıldığında; 

 

   
∫         

 

 

      0
      

  
 

 

 
(  

   

 
*
 

1 

olur. (5.2.22) kullanılırsa;  

|
 

   
∫               

 

 

      
 

   
0
      

  
 

 

 
(  

   

 
*
 

1
           

   
| 

                                         
 

 
   𝜙  

{
 

 
      

 
   [  

   

 
*

      

 
   [

   

 
  ]

                             

eĢitsizliği elde edilir. (5.2.20)-(5.2.23) kullanılırsa (5.2.19) elde edilir                       ■ 

 

Sonuç 5.2.1  , Teorem (5.2.3) teki gibi olsun. (5.2.19) da   
   

 
 alınırsa  

                | (
   

 
*  

 

  
     (           )  

 

   
∫       

 

 

|  
 

  
   𝜙                    

 „‟kesin olmayan orta nokta eĢitsizliği‟‟ elde edilir (Pachpatte 2005a). 

 

Hatırlatma 5.2.2 Klasik orta nokta eĢitsizliği; 

                  | (
   

 
*  

 

   
∫       

 

 

|  
 

  
      ‖   ‖                                       

Ģeklinde belirtilebilir. Burada ‖   ‖       [   ]|      |    dur. Eğer;                  
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  𝜙  
 

 
‖   ‖  olarak alınırsa (5.2.24) olarak adlandırılan eĢitsizlik (5.2.25) ten daha 

kullanıĢlıdır.   𝜙    eĢitsizliğinin doğru olması   𝜙  
 

 
‖   ‖  için yeterli bir 

Ģarttır (Pachpatte 2005a). 

 

Sonuç 5.2.2    Teorem 5.2.3 teki gibi olsun. O halde:  

            |
         

 
 

 

  
     (           )  

 

   
∫       

 

 

|  
 

 
    𝜙                     

kesin olmayan trapezoid eĢitsizlik geçerlidir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: (5.2.19) da     ve     alınırsa; 

 |     
     

 
       

     

 
(           )  

 

   
∫       

 

 

|  
 

 
    𝜙                   

ve  

 |     
     

 
       

     

 
(           )  

 

   
∫       

 

 

|  
 

 
    𝜙                   

eĢitsizlikleri elde edilir. (5.2.27) ve (5.2.28) eĢitsizlikleri taraf tarafa toplanır ve 

sonrasında üçgen eĢitsizliği uygulanırsa istenilen (5.2.23) eĢitsizliği elde edilir. 

 

Teorem 5.2.4     [   ]    ye       de iki defa diferansiyellenebilir dönüĢümler ve 

                türevleri de sınırlı fonksiyonlar olsun. O halde:  

| .
 

   
∫       

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/   

            .
 

   
∫       

 

 

/  [     (  
   

 
*     ] .

 

   
∫       

 

 

/| 

                  0‖  ‖ .
 

   
∫ |    |  

 

 

/  ‖  ‖ .
 

   
∫ |    |  

 

 

/1              

ve  

|.
 

   
∫       

 

 

/     .
 

   
∫       

 

 

/     (  
   

 
*                   | 

       [‖  ‖ |    |  ‖  ‖ |    |]                                                                                               

dir. Burada: 

                                      
 

  
       

 

 
(  

   

 
*
 

                                                 

olarak tanımlamıĢtır (Pachpatte 2005a). 
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Teorem 5.2.5     Teorem 5.2.4 teki gibi olsun. O halde:  

|.
 

   
∫       

 

 

/      .
 

   
∫       

 

 

/       .
 

   
∫       

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/

 0
         

   
(  

   

 
* .

 

   
∫       

 

 

/1  
         

   
(  

   

 
*

 .
 

   
∫       

 

 

/| 

       0‖  ‖ .
 

   
∫       

 

 

/  ‖  ‖ .
 

   
∫       

 

 

/1                                

dir ve 

|          2
 

   
∫       

 

 

 
         

   
(  

   

 
*    3 

                                  2
 

   
∫       

 

 

 
         

   
(  

   

 
*     3| 

                            [‖  ‖ |    |  ‖  ‖ |    |]                                                            

dir. Burada:  

     
 

 
{6

(  
   

 
)
 

       
 

 

 
7

 

 
 

  
}        

olarak tanımlanmıĢtır (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: Hipotezden;  

    
 

   
∫       

 

 

      (  
   

 
*       

 

   
∫                             

 

 

 

   
 

   
∫       

 

 

      (  
   

 
*       

 

   
∫                             

 

 

 

özdeĢlikleri geçerlidir (Pachpatte 2005a). 

 

Burada        Teorem 5.2.3 ün ispatında tanımlandığı gibidir. (5.2.36) ve (5.2.37) nin 

her iki yanı sırasıyla 
 

   
∫       

 

 
 ve 

 

   
∫       

 

 
 ile çarpılır ve elde edilen 

özdeĢlikler taraf tarafa toplanırsa;  

   .
 

   
∫       

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/  [(     (  
   

 
*     +.

 

   
∫       

 

 

/ 
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                         (     (  
   

 
*     +.

 

   
∫       

 

 

/ 

                         .
 

   
∫               

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/ 

                         .
 

   
∫               

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/1                                      

dir. (5.2.38) den ve mutlak değerin özelliklerinden; 

| .
 

   
∫       

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/  (     (  
   

 
*     +.

 

   
∫       

 

 

/ 

(     (  
   

 
*     +.

 

   
∫       

 

 

/| 

 (‖   ‖ .
 

   
∫ |    |  

 

 

/  ‖   ‖ .
 

   
∫ |    |  

 

 

/+.
 

   
∫ |      |  

 

 

/                       

eĢitsizliği elde edilir. Ayrıca burada; 

                     
 

   
∫ |      |  

 

 

 
 

  
       

 

 
(  

   

 
*
 

                                 

dir.    [   ] için (5.2.39) un içinde (5.2.40) kullanılırsa istenilen (5.2.30) eĢitsizliği 

elde edilir. ġimdi (5.2.36) ve (5.2.37) nin sağ taraflarındaki      ve      sabit kalır; 

geriye kalan ifadeler sol tarafa atılırsa;  

      
 

   
∫       

 

 

 (  
   

 
*       

 

   
∫                                

 

 

 

      
 

   
∫       

 

 

 (  
   

 
*      

 

   
∫                               

 

 

 

özdeĢliklerinin var olduğu görülür. (5.2.36‟) ve (5.2.37‟) ifadelerinin her iki tarafı 

sırasıyla      ve      ile çarpılır ve elde edilen sonuçlar taraf tarafa toplanırsa;  

          .
 

   
∫       

 

 

/     .
 

   
∫       

 

 

/     

                            .
 

   
∫               

 

 

/     .
 

   
∫               

 

 

/               

özdeĢliği elde edilir. (5.2.41) den ve mutlak değerin özelliklerinden ve (5.2.40) tan 

istenilen (5.2.31) eĢitsizliği elde edilir ve Teorem 5.2.4 ün ispatı tamamlanır.  
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Teorem 5.2.5 ispatı için    [   ] olmak üzere;  

                                     
 

   
∫       

 

 

 
         

   
(  

   

 
* 

                                                 
 

      
∫ ∫                       

 

 

                                        
 

 

 

                                     
 

   
∫       

 

 

 
         

   
(  

   

 
* 

     
 

      
∫ ∫                       

 

 

                                        
 

 

 

özdeĢlikleri yazılabilir (Pachpatte 2005a). 

Burada: 

       {
      [   ]

      [   ]
 

olarak tanımlanmıĢtır. (5.2.42) ve (5.2.43) ün her iki yanı sırasıyla 
 

   
∫       

 

 
 ve 

 

   
∫       

 

 
 ile çarpılır ve bulunan özdeĢlikler yeniden yazılırsa;  

    .
 

   
∫       

 

 

/      .
 

   
∫       

 

 

/ 

   .
 

   
∫       

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/  
         

   
(  

   

 
*.

 

   
∫       

 

 

/ 

            
         

   
(  

   

 
*.

 

   
∫       

 

 

/ 

            .
 

      
∫ ∫                       

 

 

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/ 

            .
 

      
∫ ∫                       

 

 

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/                              

özdeĢliği elde edilir. (5.2.44) ten ve mutlak değerin özelliklerinden;  

|    .
 

   
∫       

 

 

/      .
 

   
∫       

 

 

/ 

          .
 

   
∫       

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/  
         

   
(  

   

 
*.

 

   
∫       

 

 

/ 

        
         

   
(  

   

 
*.

 

   
∫       

 

 

/| 
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 (‖   ‖ .
 

   
∫ |    |  

 

 

/  ‖   ‖ .
 

   
∫ |    |  

 

 

/+ 

          (.
 

      
∫ ∫ |      ||      |    

 

 

 

 

/+             

elde edilir. Son eĢitsizlikte;  

 

      
∫ ∫ |      ||      |    

 

 

 

 

 
 

 
{6

(  
   

 
)
 

       
 

 

 
7

 

 
 

  
}        

olduğu hesaplanıp yerine konulduğunda istenilen (5.2.33) eĢitsizliği elde edilir. Diğer 

eĢitsizlik te bir önceki teoremin ispatı takip edilerek yapılabilir ve böylece ispat 

tamamlanır (Dragomir and Barnett 1998).                ■ 
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5.3  Yüksek Mertebeden Ostrowski EĢitsizlikleri 

 

Bu bölümde Cerone ve Dragomir (2000), Matic vd. (2001), Pachpatte (2004b, 2006b) 

tarafından verilen n-kere diferansiyellenebilir bazı Ostrowski tipi eĢitsizlikler 

verilecektir.   

 

Teorem 5.3.1   [   ]    ye bir dönüĢüm olsun         , [   ] de mutlak sürekli ve 

       [   ] dir. O halde    [   ] için; 

                 |∫       
 

 

 ∑ 0
                      

      
1      

   

   

| 

                  
‖    ‖

 

      
[                 ]  

‖    ‖
 

      
                               

eĢitsizliği geçerlidir. Burada ‖    ‖
 

      [   ]| 
      |    dur (Cerone and 

Dragomir 2000). 

Ġspat: Hipotezden; 

              ∫       
 

 

 ∑0
                      

      
1      

   

   

      ∫         
        

 

 

           

özdeĢliği geçerlidir (Pachpatte 2005a). 

 

Burada: 

        {

      

  
   [   ]

      

  
   [   ]

 

olarak tanımlanmıĢtır. (5.3.2) den ve mutlak değerin özelliklerinden; 

           |∫       
 

 

 ∑ 0
                      

      
1      

   

   

| 

            |∫         
        

 

 

|  ‖    ‖
 

∫ |       |  
 

 

 

    0∫
      

  
   ∫

      

  
  

 

 

 

 

1  
‖    ‖

 

      
[                 ] 

elde edilir ve (5.3.1) eĢitsizliğin birinci kısmı ispatlanmıĢ olur. EĢitsizliğin ikinci 

kısmını ispatı için; 
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eĢitsizliğinin varlığını tümevarım yöntemiyle göstermek yeterli olacaktır. Böylece 

teoremin ispatı tamamlanır.                            ■ 

 

Hatırlatma 5.3.1 (5.3.1) eĢitsizliğinde   
   

 
 alınırsa;  

|∫       
 

 

 ∑ 0
       

      
1 .

        

    /  (
   

 
*

   

   

|  
‖    ‖

 

        
                        

eĢitsizliği elde edilir (Pachpatte 2005a).                                         ■ 

 

Teorem 5.3.2       ye bir fonksiyon olsun. Burada  ⊆   dir. Kabul edilsin ki  , 

  (I nın içi) diferansiyellenebilir ve        olsun. Ayrıca     dir.      [   ] de 

integrallenebilir ve         ,    [   ] olarak alınsın. Burada γ,Г   dir. O 

halde:  

            
 

   
∑ 0

                      

      
1      

   

   

 

                      
                      

           
[                   ] 

                                            
 

   
∫       

 

 

                                                                                            

özdeĢliği geçerlidir. Sonuç olarak    [   ] için;  

   |      |  
   

     
[
                   

           
 .

                 

          
/

 

] 
 

                 

eĢitsizliği elde edilir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: (5.3.2) eĢitsizliğinde     elemanı dıĢarı çıkarılırsa;  

    ∫       
 

 

           ∑ 0
                      

      
1      

   

   

      ∫         
        

 

 

 

veya  

   ∫       
 

 

      
 

   
∑ 0

                      

      
1      

   

   

 

                             
 

   
∫       

 

 

 
       

   
∫         
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Ģeklinde yazılabilir. Aynı zamanda;  

∫          
 

 

 
                 

      
 

dir. Burada:  

                 

      
 

                             

      
 

ve 

∫          
 

 

                     

dır. Buradan;  

       
       

      
.∫          

 

 

/∫          
 

 

 

  
       

      
.
                             

      
/ (                   ) 

       
                      

            
(                   )                                     

elde edilir. (5.3.6) ve (5.3.7) birlikte kullanılırsa istenilen        özdeĢliği elde edilir. 

ġimdi ise;  

                                    |      |  
 

 
     √ (               )                                       

eĢitsizliği yazılabilir (Pachpatte 2005a). Ayrıca; 

∫           
                   

           

 

 

 

olduğu kolayca hesaplanabilir. Aynı zamanda; 

      (               )  
 

     
[
                   

           
 .

                 

           
/

 

]             

dir. (5.3.8) ve (5.3.9) birlikte kullanılırsa istenilen (5.3.1) eĢitsizliği elde edilir ve ispat 

tamamlanır.                   ■ 
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Teorem 5.3.3     [   ]    ye [   ] de sürekli ve       de n-kere 

diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve                   ye       de sınırlı 

olduğunda;  

‖    ‖
 

      [   ]| 
      |    ve ‖    ‖

 
      [   ]| 

      |    

eĢitlikleri geçerlidir. O halde:  

  |         
 

      
[             ]  

 

      
[    ∑   

   

   

     ∑   

   

   

]| 

   
 

       
*|    |‖    ‖

 
 |    |‖    ‖

 
+ 0

                 

   
1            

eĢitsizliği geçerlidir (Pachpatte 2004b).  

Burada:  

                            
 

  
∫                    ∫       

 

 

 

 

 

                            
 

  
∫                    ∫       

 

 

 

 

 

       (
   

  
* .

                               

   
/ 

       (
   

  
* .

                               

   
/ 

dır (Pachpatte 2005a). 

Ġspat:   [   ] ve         olsun. Milovanovic ve Pecaric (1976) tarafından verilen 

Taylor formülünün Lagrange formu kullanılırsa;   

                             ∑
       

  
      

   

   

 
 

  
                                       

ve  

                              ∑
       

  
      

   

   

 
 

  
                                     

özdeĢlikleri elde edilir.  

Burada                    ve                    ) dir.       

ve        teoremin ifadesinde tanımlandığı gibidir.    ve    nın tanımından ve kısmi 

integrasyonu kullanarak;  
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          ∫       
 

 

 ∑
 

  
∫        

 

 

   

   

         
 

  
∫              

 

 

 

özdeĢliği elde edilir (Milovanovic and Pecaric 1976). 

 

   özdeĢliğinde kısmi integrasyon uygulanırsa;  

                                   ∑    

   

   

          ∑    

   

   

                                                       

elde edilir. Benzer Ģekilde;  

                                  ∑   

   

   

          ∑   

   

   

                                                       

olarak bulunur. (5.3.11) ve (5.3.12) nin her iki tarafı sırasıyla      ve      ile çarpılır 

ve bulunan özdeĢlikler taraf tarafa toplanırsa;  

         
 

 
         

 

 
         

 

 
    ∑

       

  
      

   

   

 

  
 

 
    ∑

       

  
      

   

   

 
 

   
                  

                           
 

   
                                                                                             

özdeĢliği elde edilir. Bu özdeĢlik [   ] de   ye göre integrallenirse;  

         
 

      
[             ] 

                          
 

      
[    ∑    

   

   

     ∑    

   

   

] 

                           
 

      

 

  
0    ∫                

 

 

     ∫                
 

 

1                     

elde edilir. (5.3.16) dan ve mutlak değerin özelliklerinden;  

|         
 

      
[             ]  

 

      
[    ∑    

   

   

     ∑    

   

   

]| 

    
 

      

 

  
*|    |‖    ‖

 
 |    |‖    ‖

 
+∫ |      |  

 

 

 

eĢitsizliği elde edilir. Burada:  
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∫ |      |  
 

 

 
 

   
[                 ] 

olarak hesaplanıp yerine konursa istenilen (5.3.10) eĢitsizliği ispatlanır ve ispat 

tamamlanır.                    ■ 

 

Sonuç 5.3.1     [   ]    ye [   ] de sürekli,       de diferansiyellenebilir ve 

       [   ]    ye       de sınırlı olduğunda ‖  ‖       [   ]| 
    |    ve 

benzer Ģekilde  ‖  ‖       [   ]| 
    |    geçerlidir. O halde:  

|         
 

      
[             ]|

 
 

 
*|    |‖    ‖

 
 |    |‖    ‖

 
+ 6

 

 
 

(  
   

 
)
 

      
7       

eĢitsizliği geçerli olur. (   [   ]) Burada    ve    Teorem 5.3.3 ten tanımlanmıĢtır 

(Pachpatte 2005a).                                                             ■ 

 

Teorem 5.3.4      harmonik bir polinom dizisi,   
          ,      dir. Burada  

    [   ]    olsun          ve       ,     için mutlak sürekli;               

            [   ],       dur. O halde:  

           |     [    ]       [    ]  
 

   
0    ∫       

 

 

     ∫       
 

 

1| 

                    *|    |‖    ‖
 
 |    |‖    ‖

 
+                                                        

ve  

          | [    ] [    ]  
 

   
0 [    ]∫       

 

 

  [    ]∫       
 

 

1 

                 .
 

   
∫       

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/| 

          [        ] (‖    ‖
 
 ‖    ‖

 
)                                                                           

   [   ] için eĢitsizlikler geçerlidir (Pachpatte 2006b). Burada ‖ ‖ ,    uzayında bir 

normdur ve ayrıca; 

 [ ]  
 

 
[    ∑             

     ∑    ̅̅ ̅̅ ̅
 

 

   

   

   

]  
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‖          ‖                                                 

                                                 {
      [   ]

      [   ]
 

dir (Pachpatte 2005a). 

Ġspat: Hipotezden;  

        [    ]  
 

   
∫       

 

 

 
       

      
∫               

        
 

 

                     

         [    ]  
 

   
∫       

 

 

 
       

      
∫               

        
 

 

                    

özdeĢlikleri geçerlidir (Pachpatte 2005a). 

 

   [   ] için (5.3.20) ve (5.3.21) in her iki yanı sırasıyla      ve      ile çarpılır ve 

elde edilen sonuçlar taraf tarafa toplanırsa;  

      [    ]       [    ]  
 

   
.    ∫       

 

 

     ∫       
 

 

/ 

 
       

      
0    ∫               

        
 

 

     ∫               
        

 

 

1               

özdeĢliği elde edilir. (5.3.22) den ve mutlak değerin özellikleriyle beraber Hölder 

integral eĢitsizliğinden; 

|     [    ]       [    ]  
 

   
.    ∫       

 

 

     
 

   
∫       

 

 

/| 

  
 

      
0|    |∫ |              

      |  
 

 

 |    |∫ |              
      |  

 

 

1 

  
 

      
6|    | 2∫ |             |

    
 

 

3

 

  

2∫ |       |
 
  

 

 

3

 

 

 

         |    | 2∫ |             |
    

 

 

3

 

  

2∫ |       |
 
  

 

 

3

 

 

7 

  
 

      
‖             ‖  ,|    |‖ 

   ‖
 
 |    |‖    ‖

 
- 

özdeĢliği elde edilir. Bu da istenilen (5.3.17) eĢitsizliğidir. ġimdi (5.3.20) ve (5.3.21) 

taraf tarafa çarpılırsa;  
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 [    ] [    ]  
 

   
. [    ]∫       

 

 

  [    ]∫       
 

 

/ 

         .
 

   
∫       

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/ 

 
        

        
2∫               

        
 

 

3 2∫               
        

 

 

3                

özdeĢliği elde edilir. (5.3.23) ten ve mutlak değerin özellikleriyle birlikte Hölder 

eĢitsizliğinden; 

| [    ] [    ]  
 

   
. [    ]∫       

 

 

  [    ]∫       
 

 

/ 

         .
 

   
∫       

 

 

/.
 

   
∫       

 

 

/| 

 
 

        
2∫ |              

      |  
 

 

3 2∫ |              
      |  

 

 

3 

 
 

        
62∫ |             |

    
 

 

3

 

  

2∫ |       |
 
  

 

 

3

 

 

 

         2∫ |             |
    

 

 

3

 

  

2∫ |       |
 
  

 

 

3

 

 

7  {        } *‖    ‖
 
 ‖    ‖

 
+ 

eĢitsizliği elde edilir. Bu da elde edilmek istenen (5.3.18) eĢitsizliğidir ve ispat 

tamamlanır.                   ■  

 

Hatırlatma 5.3.2 (5.3.17) de        alınırsa,                 olursa: 

| [    ]  
 

   
∫       

 

 

|           ‖    ‖
 
 

Ģeklinde Ostrowski tipi eĢitsizliklerin değiĢik bir varyasyonu elde edilir (Dedic et. al. 

2003).                                                  ■   
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5.4  Ayrık Ostrowski EĢitsizlikleri 

 

Bu bölümde Pachpatte (2002, 2005c, 2006a, 2007c) tarafından verilmiĢ olan ayrık 

Ostrowski eĢitsizliklerine değinilecektir.   

 

Teorem 5.4.1 {  },               olmak üzere reel sayılarda bir dizi olsun. O 

halde:  

                   |∑   

   

   

  (
     

 
*|  

 

 
 ∑|            |

   

   

                                            

                    |∑   
   .

  
    

 

 
/

   

   

  ∑|            |

   

   

|                                        

eĢitsizlikleri geçerlidir (Pachpatte 2002). Burada             dir. 

Ġspat:  AĢağıdaki özdeĢliklerin;  

                                                      ∑   

   

   

                                                                          

                                                      ∑     

   

   

                                                                     

                                                
    

  ∑(       )   

   

   

                                                   

                                                 
    

  ∑(       )   

   

   

                                                  

Ģeklinde olduğu kolayca gösterilebilir (Pachpatte 2002).  

 

(5.4.3) ve (5.4.4) taraf tarafa toplandığında;  

                                     
     

 
 

 

 
∑    

   

   

 
 

 
∑   

   

   

                                                    

elde edilir. Aynı Ģekilde (5.4.5) ve (5.4.6) taraf tarafa toplandığında ise;  

                  
  

  
    

 

 
 

 

 
∑(       )    

 

 

   

   

∑(       )   

   

   

                      

özdeĢliği elde edilir. (5.4.7) ve (5.4.8) in her iki yanı     dan       e kadar 
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toplanırsa elementer satır iĢlemlerinden istenilen (5.4.1) ve (5.4.2) eĢitsizlikleri elde 

edilir ve ispat tamamlanır.                 ■ 

 

Teorem 5.4.2 {  } ve {  } ,             olmak üzere reel sayılarda birer dizi 

olsun. O halde: 

                |     
 

 
[       ]|  

 

 
6|  |∑|   |

   

   

 |  |∑|   |

   

   

7                               

              |     
 

 
[       ]    |  

 

 
64∑|   |

   

   

54∑|   |

   

   

57                            

 dir. Burada:  

  
     

 
                           

     

 
 

olarak tanımlanmıĢtır ve ∆ ileri fark operatörüdür (Pachpatte 2005). 

Ġspat: Hipotezden;  

                                              
 

 
6∑   

   

   

 ∑   

   

   

7                                                      

                                             
 

 
6∑   

   

   

 ∑   

   

   

7                                                       

özdeĢlikleri geçerlidir (Pachpatte 2002). 

 

(5.4.11) ve (5.4.12) nin her iki yanı sırasıyla    ve    ile çarpılır ve bulunan özdeĢlikler 

yeniden düzenlenirse istenilen (5.4.9) eĢitsizliği elde edilir. Ġkinci eĢitsizliğin ispatı için 

(5.4.11) ve (5.4.12) eĢitsizliklerinin sağ ve sol tarafları taraf tarafa çarpılırsa (5.4.10) 

eĢitsizliğinin ispatı kolayca yapılabilir.               ■                          
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Teorem 5.4.3 {  } ve {  },           olmak üzere reel sayılarda bir sonlu dizi 

olsun. Öyle ki           {|   |}   ,           {|   |}    dir. Burada     

negatif olmayan reel sabitlerdir. O halde:  

      |     
 

  
[  ∑  

 

   

   ∑  

 

   

]|  
 

 
[|  |  |  | ]                                     

      |     
 

 
[  ∑  

 

   

   ∑  

 

   

]  
 

  
(∑  

 

   

+(∑  

 

   

+|    {     }
            

eĢitsizlikleri geçerlidir (Pachpatte 2007c). Burada:  

      ∑|          |

 

   

                       {

 

 
        

 

 
        

 

dir (Pachpatte 2005). 

Ġspat: Hipotezden;  

                                         
 

 
∑  

 

   

 ∑          

   

   

                                                        

                                         
 

 
∑  

 

   

 ∑          

   

   

                                                        

özdeĢlikleri geçerlidir. (5.4.15) ve (5.4.16) nın her iki yanı sırasıyla    ve    ile 

çarpılıp, bulunan özdeĢlikler yeniden düzenlenirse;  

        
 

  
[  ∑  

 

   

   ∑  

 

   

]  
 

 
[  ∑           

   

   

   ∑           

   

   

 ]              

özdeĢliği elde edilir. (5.4.17) den ve mutlak değerin özelliklerinden;  

|      
 

  
[  ∑  

 

   

   ∑  

 

   

]  
 

 
[|  |∑|       ||   |

   

   

| |  | ∑|       ||   |

   

   

 ] 

elde edilir. Teoremin ifadesinde           {|   |}   ,           {|   |}    

olarak verilmiĢti. Bu ifadeler son yazılan eĢitsizlikte yerine konulursa istenilen (5.4.13) 

eĢitsizliği elde edilir. ġimdi (5.4.15) ve (5.4.16) taraf tarafa çarpılırsa;  

     
 

 
[  ∑  

 

   

   ∑  

 

   

]  
 

  
(∑  

 

   

+(∑  

 

   

+ 
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 (∑           

   

   

+(∑          

   

   

+          

özdeĢliği meydana gelir. (5.4.18) den ve mutlak değerin özelliklerinden istenilen 

(5.4.14) eĢitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.                                    ■ 

 

Hatırlatma 5.4.1 (5.4.13) te      alınırsa buradan       olur.           için 

basit bir hesaplamadan;  

                                                   
 

 
*    
       

{|   |}+                                                            

elde edilir. Ayrıca;  

      ∑|       |  
 

 
0
    

 
 (  

   

 
*
 

1

   

   

 

dir (Dragomir 2002). 

 

Teorem 5.4.4      {             }         olsun.               , 

     üzerinde reel değerli fonksiyonlar ve        ve |        | |        | aynı 

Ģekilde |        | iken sıfırdırlar. Burada             dır. O halde:   

|             
 

      
[        ∑    

   

   

         ∑    

   

   

         ∑    

   

   

]| 

     
 

 
[|    ||    |   |    ||    |   |    ||    |  ]     

eĢitsizliği geçerlidir. Burada: 

                                                  [
 

 
 |  

   

 
|]                                                             

dir (Pachpatte 2005). 

Ġspat:           için;  

                                                    ∑      

   

   

                                                              

                                                    ∑      

   

   

                                                             

                                                    ∑      
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özdeĢlikleri kolayca elde edilebilir (Pachpatte 2005). 

 

(5.4.21), (5.4.22) ve (5.4.23) ün her iki yanı sırasıyla         ,           ve          

ile çarpılır ve bulunan özdeĢlikler taraf tarafa toplanırsa;  

                      [                                      ] 

                 ∑      

   

   

         ∑      

   

   

         ∑      

   

   

              

elde edilir. (5.4.24) ün her iki yanı     dan     e kadar toplam sembolü altına alınır 

ve yeniden düzenlenir ve mutlak değere alınırsa istenilen (5.4.20) eĢitsizliği elde edilir 

ve ispat tamamlanır.                                   ■ 
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