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sel yakinsaklik ve A-invaryant istatistiksel yakinsaklik kavramlari ile bu kavram-
lar arasindaki kapsama bagintilari verildi. Ayrica, matris dontigiimleri incelendi.
Besinci boliimde, lacunary istatistiksel invaryant toplanabilme ve kuvvetli lacunary
g-invaryant yakinsaklik tamimlarin verilip, bu kavramlar arasindaki iligkiler ince-
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SIMGELER DIZINI

Simgeler

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

(X, p) Metrik uzay

| K| K kiimesinin eleman sayis1

I(K) K kiimesinin dogal yogunlugu

(xk) Reel say1 dizisi

0 =1k} Lacunary dizisi

S, — lim (xy) dizisinin invaryant istatistiksel limiti

Sy — lim xp,
c

Co

goo

4

st — lim x;,

(xy) dizisinin lacunary invaryant istatistiksel limiti
Tim yakinsak olan dizilerin uzay1

Tim sifira yakinsayan dizilerin uzayi

Tim sinirh dizilerin uzayi

Mutlak toplanabilen dizilerin uzay1

(x)) dizisinin istatistiksel limiti

Kuvvetli lacunary dizilerin uzay:

xo merkezli, r yaricaplh acik yuvar

Tim kuvvetli invaryant yakinsak dizilerin kiimesi

Tim Lacunary kuvvetli hemen hemen yakinsak dizilerin

kiimesi
p-kuvvetli invaryant yakinsak dizilerin kiimesi

kuvvetli invaryant A-toplanabilir dizilerin kiimesi

f modiiliis fonksiyonuna gore kuvvetli invaryant A-topla-

nabilir dizilerin kiimesi




1 GiRis

Uzaklik ve komsuluk kavramlar1 yardimi ile tanimlanan limit, yakinsaklik ve sii-
reklilik gibi kavramlar analiz ve fonksiyonel analiz alaninin toplanabilme konusu-
nun temelini olugturan en onemli kavramlardir. Yakinsaklik kavraminin bir genel-
lestirmesi olan ve temeli pozitif tamsayilarin dogal yogunlugu kavramina dayanan
istatistiksel yakinsaklik kavrami ise toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde
biiylik oneme sahiptir. 1951 de Fast’in istatistiksel yakinsak kavramini tanimlan-
masindan bu yana istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy kavramlari ile
ilgili cahsmalar Connor (1989), Schoenberg (1959), Maddox (1970), Salét (1980),
Fridy (1985, 1993), Rath ve Tripathy (1994) ve daha bir¢ok arastirmaci tarafindan

yapilmigtir.

Fridy ve Orhan (1993), lacunary dizisi kavramin kullanarak, istatistiksel yakinsak-
likla arasinda iligkiler bulunan ve yine yakinsaklik alaninda 6énemli yer tutan lacu-
nary istatistiksel yakisaklik kavramim tammlamiglardir. Fridy ve Orhan (1993)
bu caligmalarinda; bagta istatistiksel yakinsaklik kavrami olmak tizere diger toplan-
abilme metodlar ile lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iligkileri

incelemiglerdir.

Tnvaryant yakinsaklik kavrami son asirda bir ¢ok aragtirmaci tarafindan incelenmistir.
Banach(1932) tarafindan ¢ahgmada bu konunun temelleri verilmigtir. Invaryant
yakinsaklik tizerine Raimi (1963), Bell (1929), Schafer (1972), Miller (1973), Savag
(1989), Savag ve Nuray (1994), Mursaleen (1979, 1983), Ahmad vd. (1994), Boss ve
Seydal (1999), Savas ve Rhoades (2002), Mursaleen ve Edely (2009) ve daha birgok

aragtirmaci caligmalar yapmigtir.

Kuvvetli lacunary invaryant yakinsaklik kavramini tammlayan Savag (1990), bu
kavramin invaryant yakinsaklikla arasindaki iligkiyi incelemigtir. Savag ve Nuray
(1993) invaryant istatistiksel yakinsaklik ile lacunary invaryant istatistiksel yakinsak-

lik kavramlarini tanimlayip aralarindaki iligkileri yaptiklar: caligmalarda gostermistir.



Ayrica, Karakaya ve Simsek (2003 — 2004), Karakaya (2004), Savag ve Savag (2003)

ve daha bir¢ok aragtirmaci tarafindan bagka caligmalar yapilmigtir.

Modiiliis fonksiyonun tanimi Nakono (1953) tarafindan verilmistir. Daha sonra
Ruckle (1973),

{617627637 o }

birim vektorlerinin sinirl ciimlesini bulunduran en kiigiik FK uzay1 var midir sorusuna

cevap ararken

L(f) = {x = (z) : Y f(lw]) < oo}

k=1

dizi uzaym f modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlamigtir. Maddox (1986) kuvvetli
Cesaro toplanabilme taniminin genellestirmesi olan modiiliis yardimiyla kuvvetli
Cesaro toplanabilen dizilerin uzaym w(f) olarak tamimlamigtir. Daha sonra bu
kavrami Connor (1989), Maddox'un tanmmmindaki Cesaro matrisi yerine herhangi
negatif olmayan regiiler matrisi alarak w(A, f) toplanabilme tanmimina genellegtir-

mistir.

Modiiliis fonksiyonunu kullanarak Nuray ve Savag (1993,1994), Savas (1992, 1999),
Pehlivan (1989), Pehlivan ve Fisher (1994,1995) ve bir ¢ok kisi tarafindan gesitli

dizi uzaylar1 tamimlanmig ve bunlarin gesitli 6zellikleri incelenmigtir.

Bu boliimiin ardindan tez calismasinin ikinci boliimiinde, matematik alaninda elzem
olan ve bu caligma igin gerekli olan bazi temel kavramlara, teoremlere, orneklere ve

bunlarla ilgili baz1 6zelliklere yer verilmigtir.

Uciincii boliimiinde, oncelikle Savag (1990) ve Savag ve Nuray (1993) tarafindan
yapilan caligmalardaki kuvvetli lacunary o-yakinsaklik ile o-istatistiksel yakinsaklik
ve lacunary o-istatistiksel yakinsaklik ile ilgili temel tanim, teorem ve ozellikler

verilmigtir.

Dérdiincii béliimde, Nuray ve Savag (1994) tarafindan yapilan c¢alismadaki o-is-
tatistiksel yakinsaklik ve A-invaryant istatistiksel yakinsaklik ile ilgili 6zellikleri,
kapsama iligkilerini veren teoremleri ve ispatlar1 verilecektir. Ayrica, invaryant

yakinsaklik kavrami yardimiyla matris dontigiimleri incelenmistir.
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Besinci boliimde, Pancaroglu ve Nuray (2013) tarafindan yapilan ¢ahgmadaki la-
cunary istatistiksel invaryant toplanabilme ve 0 < ¢ < oo olmak {izere, lacunary
g-invaryant yakinsaklik kavramlarini ve bu kavramlarla ilgili 6zellikleri ve kapsama

iligkilerini veren teoremler ispatlari ile birlikte ele alinmigtir.

Son olarak, tez i¢in temel kaynak olarak kullanilan kitap, makale ve tezler kaynaklar

kisminda verilmigtir.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu tez galigmasinda kullanilacak olan ve Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi alaninda
onemli yeri olan bazi temel kavramlar vardir. Ayrica, bu boliimde tez caligmasi
boyunca temel tegkil edecek vektor uzayi, topolojik uzay ve altuzay gibi baz temel

kavramlarin bilindigi kabul edilmigtir.

2.1 Temel Kavramlar
Tanim 2.1.1 (Metrik ve Metrik Uzay): X bostan farkli bir kiime ve
d: X xX —=R

bir fonksiyon olsun. Bu durumda, her z,y, 2z € X icin
(M1) d(z,z) =0,
(M2) d(z, ) = d(y, ),
(M3) d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2)
sartlarn saglamirsa, d fonksiyonuna, X {izerinde yar: metrik fonksiyonu ve (X, d)
ikilisine de yary metrik uzay denir.
(M1) d(z,z) = 0 sart1 yerine
(M1) d(z,y) =0 r=1y
sartin1 alirsak d fonksiyonuna, metrik fonksiyonu ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay

denir.

Bir lineer (X, d) metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi yakinsak ise, X uzayma tam

metrik uzay veya Fréchet uzay denir (Maddox 1970).

Bu caligmada, R reel uzay iizerinde

d(z,y) = v —y|

seklinde tanimlanan alisilmis mutlak deger metrigini gdzoniine alinacaktir. Burada

R yerine C kompleks sayilarin cismi de alinabilir.

Tanim 2.1.2 (Dizi Uzay1):. Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin w uzayinim

bos olmayan her alt vektor uzayma dizi uzayr denir.

4



ls, C, o, {1 dizi uzaylar sirasiyla sinirli, yakinsak, sifira yakinsak ve mutlak yakinsak

seri olugturan dizilerin uzayidir (Choudhary 1989).

Tanim 2.1.3 (Acgik ve Kapali Yuvar):. Bir (X, d) metrik uzaymda, z noktasi

ve pozitif bir r sayis1 i¢in;
By(zo) ={z € X : d(z,x¢) < r}
ve
B(10) = {z € X :d(z,10) <71},
ciimlelerine sirasiyla, xy merkezli, r yaricapli a¢ik yuvar ve kapali yuvar denir

(Musayev ve Alp 2000).

2.2 Istatistiksel Yakinsaklik ve Lacunary Dizi

Bu kisimda, tek dizilerde yogunluk kavrami, istatistiksel yakinsaklik ve lacunary dizi

tammlar verilecektir.

Tanim 2.2.1 (Dogal Yogunluk): K C Nve K,, = {k < n:k € K} kiimelerini

alalim. |K| = card K (K kiimesinin eleman sayis1) olmak iizere,

K
J(K) = liminf |

n—oo n

ve
- K,
O(K) = limsup ]
n—0o0 n

limitlerine sirasiyla, K kiimesinin alt yogunlugu ve st yogunlugu denir. Eger

O(K) = o(K)

ise (@) dizisinin limiti mevcuttur denir. Bu limit (/) ile gosterilir ve K kiimesinin

dogal yogunlugu denir. K C N kiimesinin dogal yogunlugu,

K. 1
I(K) = limM: lim ﬁ|{k‘§n:k€K}|

n—oo M n—0o00

ile gosterilir (Niven et al. 1991).



Asagida literatiirde mevcut olan dogal yogunluk ile ilgili baz1 temel 6zellikler ve
ornekler not edilmistir:

1) K C N sonlu ise 0(K) = 0 dur.

2) K =Nise §(K) =2 =1 dir.
Buradan 1) ve 2) yardimiyla, bir X C N i¢in 0 < §(K) < 1 oldugu agiktir.

3) T'={2n+1:n € N} olsun. Bu durumda,

1
5(T) = lim — = =
n—oo 2n + 1 2

elde edilir.
4) C' = {2n : n € N} olsun. Bu durumda,

elde edilir.
5) K = {n*:n € N} olsun. Bu durumda,

elde edilir.
6) Eger K1 N Ky = () ise bu durumda,

(K1 UKy) — (KN Ky) =0(K7) + 0(K3)

elde edilir.
7) Eger K; C Ks ise bu durumda, §(K7) < §(K3) olur.
8) Acik olarak 0(K) =1 — (N \ K) esitligi gegerlidir.

Tanim 2.2.2 (istatistiksel Yakinsaklik) Reel sayilarin bir x = (z,,)nen dizisi,
her € > 0 i¢in
d{neN:|z,—L| >¢})=0

ise, L € R sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda,
st —limz =L

yazilir (Fast 1951).



Asagida istatistiksel yakinsaklik ile ilgili olan ve literatiirde mevcut bulunan bir kag

ornek verilmigtir:

Ornek 2.2.3 Reel sayilarin

2, k= n?
T —
0, diger durumlarda

dizisini goz oniine alalim. Bu durumda,
T = {27070727()’07070727"'}
olup,
K.={k:|log =1 >e}={k:|ry — 0| >¢c} ={k: k=n?}

ve buradan,

oldugundan,

st—limz =0

elde edilir.

Ornek 2.2.4 Reel sayilarin

k, k=n?
T =
%, diger durumlarda

dizisini goz ontine alahm. Bu durumda,

olup,
1
ng{k: xk—§‘ >8}:{k k=n’}
ve buradan,
o) = g e =0
oldugundan,

. 1
st —limx = =
2

elde edilir.



Ornek 2.2.5 Reel sayilarim

—2, k tek ise
T =
2,k cift ise

dizisi istatistiksel yakinsak degildir.
Onerme 2.2.6 Yakimnsak her dizi istatistiksel yakinsakir.

Bu onermenin kargiti her zaman dogru degildir. Yani, istatistiksel yakinsak bir dizi

yakinsak olmak zorunda degildir.

Tamim 2.2.7 Bir x = (z}) dizisini ele alalm. Her € > 0 igin bir N = N(¢) vardir
oyle ki
O{k: |z —2an| >€})=0

ise = dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy 1985).

Teorem 2.2.8 Bir x = () dizisi i¢in agagidaki énermeler denktir:
i. x dizisi istatistiksel yakinsaktir.

ii. x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir (Fridy 1985).

Tanim 2.2.9 0 = {k,} dizisi, kg = 0 ve r — oo iken h, = k, — k,_; — oo olacak
bigimde negatif olmayan tam sayilarin artan bir dizisi ise § = {k,} dizisine lacunary

dizi denir. Ayrica, I, = (k,_1, k,| olarak belirtilir (Savag 1990).

Ornek 2.2.10 0 = {k,} = 2" — 1 dizisi bir lacunary dizisidir. Cilinkii bu dizi igin;

ko=2°—1=0 ve r — oo iken
hr:kr_kr—l:(27”_1)_(271_1—1):274_1—1%()0

olur. Ayrica, kg =0, k; =1, ke =3, k3 =7, ky = 15,--- oldugundan bu dizi

negatif olmayan tamsayilarin artan bir dizisidir.

Tanim 2.2.11 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Eger x = (z}) dizisi igin Ve > 0

olmak tizere,
o1
lim —{kel :|xzy—L| >e}|=0
r—00 hr

8



oluyorsa, z = () dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve
S — limx = L veya x, — L(Sp)
ile gosterilir (Fridy and Orhan 1993).

Tanim 2.2.12 z = () dizisi i¢in, 6 bir lacunary dizisi olmak iizere eger

lim ink:L

T—00 r

kel
olacak gekilde bir L sayisi varsa, x = xj dizisi L sayisina lacunary toplanabilirdir

denir (Musaleen and Alataibi 2011).

Tanim 2.2.13 6 bir lacunary dizi olmak tizere x = () dizisi i¢in eger,
rlinoz Z |z, — L] =0
" kel,
olacak gekilde bir L sayis1 varsa, x dizisi L sayisina kuvvetli lacunary toplanabilirdir
denir (Freedman et al. 1978).
Kuvvetli lacunary toplanabilir dizilerin uzayi;
Ny ={z = (xy) Z|xk—L|—Or—>O}
" kel,

seklindedir.

Tanim 2.2.14 6 bir lacunary dizi ve 0 < p < oo olmak iizere, x = (x) dizisi i¢in
eger

— LIP =
Jim 3 e = L =0

" kel

olacak gekilde bir L sayisi varsa, @ = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli p—lacunary

toplanabilirdir denir (Mursaleenand Alotaibi 2011).
Tanim 2.2.15 = = () dizisi i¢in eger, m ye gore diizgiin olarak
i g S =L

olacak gekilde bir L sayisi varsa, © = () dizisi L sayisina hemen hemen yakimsaktir

denir (Lorentz 1948).



Lorentz (xy) dizisinin hemen hemen yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart m ye

gore diizgilin olarak,
xm+xm+1+"'+$m+k

— L
k+1

ile gostermistir.

Tanim 2.2.16 = = (x) dizisi i¢in eger, m ye gore diizgiin olarak

n

.1
fm 5 2 loem = L =0

olacak gekilde bir L sayisi varsa, © = (xy) dizisi L sayisima kuvvetli hemen hemen

yakinsaktir denir (Maddox 1978).

Tanim 2.2.17 = = (xy) dizisi igin eger, 0 < p < oo olmak tizere, m ye gore diizgiin

olarak
1 n
lim — Thgom — LIP =0
S 22 W = 21
olacak sekilde bir L sayisi varsa, © = (xy) dizisi L sayisia kuvvetli p—hemen hemen

yakinsaktir denir (Pancaroglu 2014).
Tanim 2.2.18 z = () dizisi i¢in eger m ye gore diizgiin olarak

1
lim —|{k <n:|zppm —L| >} =0

n—oo N,

olacak gekilde bir L sayis1 varsa, x = (xy) dizisi L sayisina hemen hemen istatistiksel

yakinsaktir denir (Pancaroglu 2014).

2.3 invaryant limit ve invaryant Yakisaklik

Bu boliimde invaryant limit ve invaryant yakinsaklik tanimlar: ve ilgili kavramlar ile

ornekler verilecektir.

Tanim 2.3.1 L, /., sinirh diziler uzayi tizerinde tanimli lineer bir fonksiyonel olsun.
Eger L lineer fonksiyoneli agagidaki 6zelliklere sahip ise bir Banach limiti adinm alir.
(Bl) n=1,2,... igin (x,) > 0= L(x,) >0,
(B2) L(e) =1,e=(1,1,---),

10



(B3) L(S,,) = L(xy).
Burada S operatorii (S,, ) = 541 seklinde tanimlanmig olan kaydirma operatoridiir

(Lorentz 1948).

Tanim 2.3.2 (invaryant Limit) o : N — N déniigiimii her m, n pozitif tamsayilar

icin 0™ (n) # n olacak gekilde birebir bir doniigiim olsun. Siirekli bir
¢l — R

lineer fonksiyoneline agagidaki ozellikleri saglamasi halinde invaryant limit veya o-
limit denir.

(I1) n=1,2,... i¢in (z,,) > 0= ¢(x) >0,

(12) ¢(e) = 1, e = (1,1,--),

(I3) Her z € { icin ¢(2,(n)) = ().

Ozel olarak o(n) = n + 1 olmas: halinde, ¢ bir Banach limiti olur (Schaefer 1972).

Tanim 2.3.3 invaryant limitleri esit olan sinirh diziye invaryant yakinsak veya

o-yakinsak dizi denir. o-yakinsak dizilerin kiimesi V, ile gosterilir (Schaefer 1972).

Invaryant yakimsakhgim baska bir tanim agagidaki gibi verilir.

Tanim 2.3.4 = = (x) dizisi igin, m ye gore diizgiin olarak,

olacak sekilde bir L sayisi varsa, x = (zj) dizisi L sayisina invaryant yakimsaktir

denir (Schaefer 1972).

Ornek 2.3.5 Reel sayilarin

1, k tek ise,
0, k cift ise,

1
dizisini ele alalim. = = (z},) dizisi 3 ¥e invaryant yakinsaktir fakat aligilmig anlamda

yakinsak degildir.
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Tanim 2.3.6 = = (x3) dizisi igin m ye gore diizgiin olarak

olacak sekilde bir L sayisi varsa, @ = (z) dizisi L sayisima kuvvetli invaryant

yakinsaktir denir (Mursaleen 1983).

Tanim 2.3.7 x = (x}) bir dizi ve 0 < p < oo olsun. Eger m ye gore diizgiin olarak

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, © = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli p-invaryant

yakinsaktir denir (Mursaleen and Edely 2009).
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3 LACUNARY KUVVETLI 0-YAKINSAKLIK, o-ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK VE LACUNARY o-ISTATISTIKSEL YAKINSAK-
LIK

Bu boliimde ilk olarak Savag (1990) tarafindan sunulan lacunary kuvvetli o-yakinsaklik
caligmasindaki temel tanim, lemma ve teoremler verilmigtir. Daha sonra Savas ve
Nuray (1993) tarafindan yapilan o-istatistiksel yakinsaklik ve lacunary o-istatistiksel

yakinsaklk isimli caligmada verilen temel tanim, lemma ve teoremler incelenmistir.

Ik olarak, bu iki caligmada verilen [V,], [Ny] ve [My] sembolleri ile gbsterilen kavram-

lar not edilecektir.

Tiim kuvvetli o-yakinsak dizilerin kiimesi

n—1

1
Vo] = {x €l lim — Z |Tory — 8] =0, iye gore diizgiin}
k=0

n—oo M,

seklinde tanimlanir.

0 bir lacunary dizi olsun. Lacunary kuvvetli yakinsak dizilerin kiimesi,

.1 .
Ny = {a: = (xp) rlgrolo 7 Z |z, — L| =0, baz1 L ler 191n}

" kel,

ile tanimlanir.

0 bir lacunary dizi olsun. Lacunary kuvvetli hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesi,

1
[Mp] = {33 : lim h_r kz |zkyi — s| =0, iye gore dﬁzgﬁn}

r—00
el

ile tanimlanir.

3.1 Lacunary Kuvvetli o-Yakinsaklik

Bu kisimda Savag (1990) tarafindan yapilan ¢alismada verilen tanim, lemma ve

teoremleri ispatlariyla verilecektir.
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Tanim 3.1.1 # bir lacunary dizi olsun. Reel veya karmagik sayilarin bir 2 = (xy)

dizisi, ¢ ye gore diizgiin olarak, eger r — oo iken

Ti(x) = hi S (o (3)) — 5| = 0

" kel
sartini sagliyorsa, bir s degerine lacunary kuvvetli o-yakinsaktir denir. Bu durumda,

"z in lacunary kuvvetli ¢ limiti s” dir denir.
Ly ile tiim lacunary kuvvetli o-yakinsak dizilerin kiimesini gosteririz.

o(i) = i+ 1 i¢in My ile Ly uzayr aymdir. Eger x, s degerine lacunary kuvvetli
o-yakinsak ise bu durumda,

Ly—limx =s

olarak yazilir. Ayrica,

— 1
LoyNls = {x €ly: liZmSI:ph— Z lz(c*(i)) — s| = 0}

" kel

oldugunu gormek kolaydir.

Eger
{k} c {k}

ise @ = {k.} lacunary dizisi § = {k,} nin bir lacunary inceltilmesi olarak adlandirilir.

Simdi farkl 6 lacunary dizileri i¢in Ly lar arasindaki kapsama iligkiler kurulacaktir.

Teorem 3.1.2

(a) ¢, 0 nin bir inceltilmesi olsun. O halde
Ly C Ly

dar.

(b) , keyfi bir birlesim altinda lacunary dizilerin kapal bir kiimesi olsun.
s=Je
0eQ

14



yazilir ise, bu durumda

Ly = () Lo

0e2

dar.

(c) € kesigim altinda kapali ise, bu durumda

y=11¢

=Y

icin,
L, =] L
0eQ

dir.

(d) © hem birlesim hem de kesigim altinda kapali ise, bu durumda
Lg C Ly CLy; VO€X)

dir.

Teoremin ispatindan 6nce (a) ve (d) sonuglarinin yalmzca ¢, a kisitlanamayacagini
belirtelim.

Ispat: (a) = € Ly alahm ve I, = (k._1,k,] arahgmda ¢ = (k’) niin noktalarimm
sayisimn sonlu sayida oldugu verilsin. Basitlik acisindan biz [, araliginda ¢’ niin

tam olarak bir &/ noktasi oldugunu farzedelim, yani
kg =K <K, <K,
olsun. Simdi,
I = (koa, ky), 1) = (kj ko), Bl =kj— Koy, hl =k, —k; (3.1)

olmak fizere,

1 . h;“ / h;l 1"
Tr,i('r) = h_ Z |'T(O-k(7')) - S| = h_Tr,z(‘r) + h_Tr,z<x> (32)

" kel,

dir. Boylece,

T!,(0) = 7 3 le(o () — o

T kel
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ve

Ta) = 7 3 laloh (@) — s

T kel;/

olur.

Simdi x € Ly oldugundan dolay1, r — oo iken 77 ;(z) ve T;(z), i ye gore diizgiin

olarak sifira yakinsar.
!/ "

h
0<h—:§1 ve 0<h—:§1

oldugundan, (3.2) geregince r — oo iken i ye gore diizgiin olarak
T’r‘,i (CB) —0

dir.
(b) 5, her 6 € Q nin inceltilmesi olup

MgCMg

oldugundan (b) elde edilir.
(c) Ispat (b) deki ispata benzerdir.
(d) Ispat (b) ve (c) den elde edilir.

Simdi agagidaki teoremi ispatsiz olarak verecegiz.

Teorem 3.1.3
Lo(x) = ll;msgph— E (0" (i))]

" kel,

ile tanimlanan Ly(x), ¢ lizerinde alt fonksiyonel olmak tizere;

(a) ¢, 6 min inceltilmesi olsun. O halde, her = € [, i¢in
Ly(x) < Ly ()

elde edilir.

(b) Eger Q keyfi bir birlegim altinda kapali ise, bu durumda her x € I, igin

sup Lg(x) = Ls(x)

0eQ?

elde edilir.
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(c) Eger Q kesigim altinda kapali ise, bu durumda her x € I, igin

inf Lo(x) = L,(2)

elde edilir.

(d) Eger Q birlesim ve kesigim altinda kapali ise, bu durumda her z € [, i¢in
£,(x) < Lo(2) < £5()
elde edilir.

Simi daha sonra kullanacagimiz asagidaki lemmalar: ispatsiz olarak verelim.

Lemma 3.1.4 Verilen € > 0 i¢in ng, o dogal sayilar1 vardir oyleki her n > ng ve

1 > g igin,
1 n—1
=) a0t (i) —s| < e
n
k=0
oldugunu varsayalim. O halde,
(x1) € [Vo]

olur.

Lemma 3.1.5 Verilen € > 0 i¢in ng, 1o dogal sayilar1 vardir oyleki her n > ng ve

1 > 1 i¢in,

i
L

(2(0"(1))) — s

0

<€

S|

>
Il

oldugunu varsayalim. O halde,

(Ik) - VU

olur.
Teorem 3.1.6 Her 6 icin Ly < [V,].

Ispat: () € Lg olsun. Bu durumda, verilen € > 0 igin 79, s dogal sayilar1 vardir
oyleki her r > rg ve e = k,_1 + 1 4w, u > 0 icin,

hr—1

hir 3 Ja(o* (i) — 5] < e (3.3)
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olur. n > h, olsun, 0 < @ < h, ve m bir tamsay1 olmak iizere,
n=mh, +06

yazalim. n > h, oldugundan m > 1 olur.

Simdi h,./n <1 igin

1 1
S et @) — sl < - S fe(eh)
k=0 k=0
L (i+1)h,—1
_ k(Y
=23 Y et -
J=0  k=jh,
< m+1hrs
n
< 2mh,e (m > 1)
n
olup,
mh,./n <1
oldugundan,
1 n—1
=Y la(o"(i) — s < 2¢
=0

olur. Lemma 3.1.4 geregi,

elde edilir.
Her 0 igin [V,| = Ly oldugunu gérmek kolaydir.

Teorem 3.1.7 Her bir 6 icin, i’ ye gore diizgiin olarak

— . T k-
Ly = {x = (x) : bir s vardir oyleki, lim I Z(x(a (1)) —s) = }

r—00
kel

ile tammmlanan Ly lacunary o-yakinsak dizilerin uzay1 olmak iizere,
LyNiyw <V,
dir.
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Ispat: (zx) € Lo Ny olsun. & > 0 icin 79, vardir dyleki

r>rg, 1 >0, t=Fk_1+14+u u>0

icin,
1 ez 5
i (o™() = sl < 3 (3.4)
k=0
olur. §imdi n > A, olsun. m > 1 sartim1 saglayan bir tamsayidir. O halde,
1 n—1 1m—1 (p+1)hr—1 1 n—1
RGN RS S I SR CLG) E E SR ) B RCE)
k=0 p=0 | k=ph, k=mbh.
olur.

() € ls oldugundan tiim ¢ ler igin,

ja(c* (i) — s| < M

1,2,...) alahm. Béylece 2= <1 i¢in (3.4) ve (3.5) den,

(k=
n—1
1 - 1 e Mh,
il —s| < —mh,~
- kgox(a (1)) —s| < —mheg + -
Mh: veterince biiyiik n alarak, 5 den daha kiiciik yapilabilir.

ve M < 1 oldugundan,
n n

Boylece r > rg, 1 > 1¢ igin

1 n—1
p— k ) PR
- Z:c(a (i)) —s| <e
k=0
dir. Dolayisiyla lemma 3.1.4 geregi,
L_a Nl = Vlg
olur. Diger taraftan
Vo = Lo[ )l

oldugunu gostermek kolaydir. Boylece ispat tamamlanir
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3.2 o-Istatistiksel Yakinsaklik ve Lacunary o-Istatistiksel
Yakinsaklik

Simdi de Savag ve Nuray (1993) tarafindan yapilan ¢aliymada verilen tanim, lemma

ve teoremler ispatlariyla verilecektir.

Tanim 3.2.1 Bir E pozitif tamsayilar kiimesinin diizgiin invariant yogunlugu
sifirdir ancak ve ancak {o(m),c?(m), ...,0"(m)} kiimesinde bulunan E nin eleman

say1st n — oo iken, m ye gore diizgiin olarak o(n) dir (Nuray ve Savas, 1994).
Tanim 3.2.2 Eger her € > 0 igin m = 1,2, 3, ... i¢in diizgiin olarak,
1
lim —|{0 <k <n:|woeg, — L] > e} =0,
non

ise bir x = (z) kompleks say1 dizisi L sayisina o-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu
durumda,

Sy —limz = L wveya xp — L(Sy)

seklinde yazilir ve

Sy = {x = (zx) : baz1 L ler igin, S, — limz = L}
ile tanimlanir.
Tanim 3.2.3 0 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Eger her £ > 0 i¢in,

lignhi\k €1, |Torimy — L] > ] =0, i=1,2,... igin diizgiin olarak,
ise x = (z) say1 dizisi L ye lacunary o-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda,
Sy9 —limx = L veya xp — L(Syy)

seklinde yazilir ve

Seo = {x = (xx) : baza L igin, S, — limz = L}

ile tanumlanir.
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Simdi Ly-yakinsaklik ile S,¢-yakinsaklik arasindaki bazi kapsama iligkileri ve sinirh
diziler i¢in bu iki yakinsakligin esitligi verilecektir. Ayrica, Sp-yakinsaklik ile Syq-

yakinsaklik arasindaki iligki incelenecektir.

Teorem 3.2.4 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda,
(i) xx — L(Ly) ise xp — L(S,g) dir,
(i) z = (zx) € lo ve xp = L(Syp) ise xx — L(Lg) duir,
(iii) S,p N loo = Lo.

Ispat: (i) Eger € > 0 ve zj, — L(Lj) ise,

Z ’.Q?Uk(m) — L’ > Z |.’Eglc(m) — L’

kel kel
—L|>e

1ok (m)

Z 5|{]€ € ]T . |l’0k(m) — L| 2 €}|

yazabiliriz ki buradan istenilen sonug elde edilir.

(ii) zr — L(S,e) ve © = (x1) € ly oldugunu kabul edelim. Tim & ve m igin
‘xak(m) — L‘ S M

olur. € > 0 verilsin, bu durumda,

1 1 1
n Z |xgk(m) — L| = = Z |ng(m) — L| + T Z ’l‘gk(m) — L‘
" kel " kel, T kel,
‘xak(m)_L‘ZE |xok<m>—L|<€

M
< h—’{k‘ el : ‘.’Iok(m) — L’ > 5}’ + e

elde ederiz ki bu da sonugctur.

0 = {k,} verilsin ve {z}} dizisini k = o™(m), n = k,_1+1, ky_1+2, -+, k1 + [V, ];
m > 1igin 1,2,3, ..., [\/h,] olarak, aksi halde x;, = 0 ile tanimlayalhim ([ | en biiyiik
tam deger fonksiyonunu gosterir). z = () dizisi sinirh olmasin. Ayrica, 0 < e < 1
icin

— 0, (r — oo iken)

[vh]
h

r

1
h—|{k’ el : |l‘0k(m) — 0| > €}| =
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yani

elde ederiz. Fakat,

hiz [Tk (my — O] = hiT <[\/h_r]([\/h_r] i 1)) — L #0, (r— oo iken)

2
" kel,

boylece

elde edilir. Dolayisiyla, (i) igermesi uygundur ve bu érnek gosterir ki, sinirhilik sart
(ii) hipotezden gikarilamaz.

(iii) Bu durum (i),(ii), Teorem 3.1.6 ve [V,] C [ un bir sonucudur.

Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.2.5 ¢; > 0 verilsin. Her € > 0 i¢in ng ve my vardir 6yle ki tim n > ng
ve m > my igin

1
E|{0§k’§n—1:|xak(m)—L|Z€}|<51

oldugunu farzedelim. O halde, = = (x) € S, dir.

ispat: g1 > 0 verilsin. Her € > 0 i¢in tiim n > ng ve m > my igin
1 €1
—H0<k<n—1:|zm4m —L| >} <5 (3.6)
n

olacak gekilde ng, myg secelim. n > ng, 0 < m < myg igin
1
—‘{OSI{ZSTL—l |ZL’Uk(m)—L| Z€}| <& (37)
n

olacak gekilde ng niin var oldugunu gostermek ispat igin yeterlidir.

no = max(ng, ng) alindiginda n > ng ve tiim m ler igin (3.7) elde edilir ki bu da
sonucu verir.

0 < m < myg, mg sabit olacak gekilde bir mg segelim. Boylece,
K:|{0§k§m0—1|xgk(m)—L| Z€}|
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elde edilir.
Simdi 0 < m < mg ve n > mg alarak, (3.6) dan

1
ﬁ|{0§ k<n—1:|vsmq, — L] > e}

1
< Ok <mo—1:[aprg — L 2 )]
n

1
+ —’{mo §k§n—1 : ‘.’L‘Uk(m)—L| 26}’
n

K 1

< — 4+ - <k<n-1: —L| >
>~ n +n|{m0_ =n |Iak(m) |—‘€}|
K. a
n 2

ve n yi yeterince biiyiik alarak,

K &1
< —4+ =<¢g
n 2

yazilir. Bu (3.7) yi verir ve bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.6 Her 0 lacunary dizisi i¢in S,9 = S, dir.

ispat: x € S, olsun. Bu durumda Tanim 3.2.3 den e; > 0 verilsin. rg ve L vardir

oylekir >rgvem=k._1+1+u,u >0 icin
1
h,_|{0 <k< hT —1: |$0k(m) —L‘ > E}‘ < &1
olur. n > h, olsun, 0 < t < h, ve ¢ bir tamsay1 olmak tizere n = i¢h, + t yazahm.

n > h, oldugundan ¢ > 1 dir. Simdi, % < 1 i¢in

1
;HO S k S n—1: |.%'Uk-(m) — L| Z €}|
1
< —{O<E<(i+1)h —1: [@prm — L| > €}
n

L s .
= =3 e S E S G+ Dhe =1 g — Ll 2 €}
7=0

1 2ih,
Z(i+ Dhye < 2

IN

(i>1)

S

n
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ve ZhT’“ < 1 oldugundan,
1
—H0<k<n—1:|xmum — L] >e}| <26
n
elde edilir. Boylece, Lemma 3.2.5 den
SU@ - So‘
elde edilir. S, C S,¢ oldugunu gormek kolaydir. Bu da ispat1 tamamlar.

o(m) = m + 1 alirsak, Tanim 3.2.2 ve Tanim 3.2.3 den hemen hemen istatis-
tiksel yakinsaklik ve lacunary hemen hemen istatistiksel yakinsaklik tanimlarini
elde ederiz. Boylece, kuvvetli hemen hemen yakinsak ve hemen hemen istatistiksel
yakinsak dizi arasinda Teorem 3.2.4 ve 3.2.6 e benzer kapsamalar elde edilir ki bu

zamana kadar literatiirde karsilagilmadi.
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4 INVARYANT ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE A-INVARYANT

ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu kisimda, Nuray ve Savag (1994) tarafindan yapilan invaryant istatistiksel yakinsaklk
ve A-invaryant istatistiksel yakinsaklk isimli calismada verilen o-istatistiksel yakinsaklik
ve A-invaryant yakinsaklik kavramalar: ve bu kavramlar arasindaki bazi kapsamalari

incelenecektir.

p-kuvvetli o-yakinsak dizilerin kiimesi

1 n
Volp = {m = (zg) : lim — Z [Tk (my — LI = 0,m ye gore dﬁzgﬁn}

seklinde tanimlanir. Eger p = 1 alinirsa bu durumda,

olur. /., tim smirh dizilerin kiimesi olmak iizere,
loo D [Vilp

oldugu agiktir. Ayrica, kuvvetli invaryant A-toplanabilir diziler agagidaki sekilde

tammlanir:

wo(Ay) = {a: = () : limZank\xak(m)| =0, m ye gore dﬁzgﬁn} )
2

Simdi
f:10,00) =10, 00)

fonksiyonunu alalim. Eger agagidaki sartlar saglanirsa, f ye modiiliis fonksiyonu

denir.
1. f(z) =0 ancak ve ancak = = 0,
2. Tim x >0,y > 0 ler igin f(z +y) < f(x) + f(y),
3. f artandir,

4. f, 0 noktasinda sagdan siireklidir.
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Bir f modiiliis fonksiyonunu ve negatif olmayan regiiler A = (a,;) matrisini kulla-

narak w(A,, f) dizi uzay1 agagidaki gibi tanmimlanir:

w(Ag, f) = {:p = (zx) : limZankf“xgk(m) — L|) = 0,m ye gore dﬁzgﬁn} :
k

Eger L = 0 ise bu durumda, wy(A,, f) yerine w(A,, f) yazarnz. Eger x € w(A,, f)
ise bu durumda, f modiilis fonksiyonuna gore, z dizisi L ye kuvvetli invaryant
A-toplanabilirdir, denir. A = (a,;) matrisini (C, 1) Cesaro matrisi olarak alinirsa,

w(Ag, f) uzayi,

V()] = {x = () : T}L}Iglo%;f“l'o_k(m) — L|) =0, m ye gore diizgiin}

seklinde tanimlanir.

Simdi, [V, ],-yakimsaklk ile S,-yakinsaklik arasindaki bazi kapsama iligkileri verilecek
ve bunlarin simirh diziler i¢in esit oldugu gosterilecektir. Ayrica, S,-yakinsaklik ile

[V, (f)]-yakimsaklik arasindaki iligki incelenecektir.

Teorem 4.1
(i) 0 < p < oo iken zy — L([V,],) olmasi zy — L(S,) olmasim gerektirir.
(ii) z = (zx) € l ve xp = L(S,) olmast zy — L([V,],) olmasimi saglar.

(ill) So Nloo = [Volp-
Ispat: Eger € > 0 ve 2, — L([V,],) ise, 0 < p < oo olmak iizere her bir m igin
D Naokmy = LIP = {k < 0t |2onim) — L > €}] €
k=1
yazalabiliriz. Béylece zy — L([V;],) oldugundan,
T — L(Sg)

elde edilir.
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Simdi varsayalim ki = () siurh ve L ye o—istatistiksel yakinsak olsun. Herbir
m > 1 igin

G = sup [Tk (| + | L]
k

kiimesini alalim. € > 0 verilmis olsun ve N, secelim 6yle ki her bir m ve n > N, i¢in

1 ENF £
- < . k — > - _—
n ‘{k e <2> }‘ = 2GP

ve

g1
Ly ={k <02 |Toriny — L| > (é)p}

kiimesini alalim.

Simdi tim m ve n > N, i¢in

1 — 1
= Mook = LI = | > ok = LI+ D ok — LI
k=1 k€Lpm kZLnm
k<n

olur. Boylece z, L ye p-kuvvetli invariant yakinsaktir.

Teorem 4.2 f herhangi bir modiiliis fonksiyonu ve x bir dizi olsun. Bu durumda,
(i) zx — L([V,(f)]) olmast xx — L(S,) olmasimi gerektirir.
(ii) f smurh ve zp — L(S,) ise xp — L([V,(f)]) dir.
(iii) Eger f smurh ise [V, (f)] = S, dir.

Bu teoremin ispat1 Teorem 4.1 ile benzer oldugundan agiktir.
Eger A negatif olmayan regular matris ise bir madiiliise gore kuvvetli A-invaryant

toplanabilirlik ile A-invariant istatistiksel yakinsaklik arasinda bazi baglantilar kuru-

labilinir. Asagidaki tanim o— istatistiksel yakinsaklik taniminin bir geniglemesidir.
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||z||oo = supy, |zx| olsun ve € > 0 verilsin. Bu durumda,
S(xye) ={k € N :|xy| > ¢}

dir.

N D S olmak iizere, S nin karakteristik fonksiyonunu yg ile gosterilir.

Tanim 4.3 A bir negatif olmayan regiilar matris ve x = (xy) bir dizi olsun. Eger her
€ > 01¢in Xg(a—rLer) € Wo(As) ise, x dizisi L ye A—invariant istatistiksel yakinsaktir,

denir.

Simdi A-invaryant yakinsaklk ile w(A,, f)-yakimsaklik arasinda bazi kapsama iligki-
leri verilecektir. Bu kapsama iligkilerini vermeden once ileride teoremlerin ispat-

larinda kullanilacak olan iki lemma agagida verilmigtir.

Lemma 4.4 f bir modiiliis fonksiyonu ve a > 0 bir sabit olsun. O zaman sabit bir
c > 0 vardir oyle ki

flz)>cx, (0<z<a).

Lemma 4.5 A bir negatif olmayan regiiler matris ve f bir modiiliis fonksiyonu

olsun. Bu durumda,

wO(Ao'a f) o wO(AO')
kapsamasi elde edilir.
Asagidaki teoremin ispat1 Lemma 4.4 ve Lemma 4.5 dan kolayca elde edilir.

Teorem 4.6 = = () bir simirh dizi, f bir modiiliis fonksiyonu ve A negatif olmayan
regular bir matris olsun. Bu durumda z, f modiiliine gore 0 a kuvvetli invaryant

A—toplanabilirdir ancak ve ancak x, 0 a kuvvetli invaryant A-toplanabilir yani,

wo(Ag) [V loo = wo(Ag, ) [ ) loo-
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Teorem 4.7 A negatif olmayan bir regular matris ve f bir modiiliis fonksiyonu
olsun. Bu durumda,

(i) Eger x = (zp), f modilis fonksiyonuna goére L ye kuvvetli invaryant
A-toplanabilir ise o zaman x, L ye A-invaryant istatistiksel yakinsaktir.

(ii) =z = (z) smurh ve L ye A—invaryant istatistiksel yakinsak ise o zaman x, f

modiiliis fonksiyonuna gore L ye kuvvetli invaryant A-toplanabilirdir.
Ispat: (i) Eger z € wy(A,, f) ve y € Iy ise 0 zaman

Ty € 'UJ()(AO-, f)
dir. Simdi varsayalim ki z € wy(A,, f) ve € > 0 verilsin. y € [, dizisini

a0 |z| > € ise

Ye =
0, diger durumda

seklinde tanimlayalim. Sonug olarak,

TY = XS(xze) € wO(Aaa f) ﬂgoo

ve Teorem 4.6 dan
XS (z;¢) € wO(AO') mgoo

oldugundan z, 0 a A-invaryant istatistiksel yakinsaktir. Iddianin kalan kismi kolayca
elde edilir.
(i) Simdi varsayalim ki = € {, ve x, L ye A-invaryant istatistiksel yakinsak ise

o halde tanimdan her € > 0 icin

XS(x—Le;E) S wO(AO') ﬂ Eoo

elde edilir.

Eger x € lo Ve XS(z—Leie) € Wo(As) [l ise 0 zaman
|z — Le — (# — Le)XS(a—Lee)||oo < €

elde edilir.
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Eger tim ¢ > 0 icin
XS(z—Lese) € w0<Acr> ﬂ goo

ise 0 zaman = — Le, wy(A,) () {s un kapamigindadir. wo(A,) ()l kapali oldugu igin
x — Le € wy(Ay) ﬂfoo

ve Teorem 4.6 dan,

x — Le € wy(A,, f) ﬂﬁoo

yazilabilir yani,

x — Le € wy(Ay, f)

elde edilir.

4.1 Matris Donustimleri

E ve F, w karmagik diziler uzayimin bog olmayan iki alt kiimesi ve A = ((an),

(n,k =1,2,3,...) karmagik sayilarin sonsuz matrisi olsun. Her n i¢in

Ay(x) = Zankxk

k
yakinsak ise Ar = (A,(z)) yazarz. Eger x = (x;) € E olmas1 Az € F olmasini

saglarsa, A nin E den F' ye matris dontisimii belirttigini sdyleriz ve
A:E— F

seklinde gosteririz. A : ' — F seklinde tanimlanan A matris simfimi (E, F) ile ifade

ederiz. Matrisin a,; 6gesini belirtmek i¢in a(n, k) notasyonuu kullanacagz.

Simdi (So () lso, Voo) ve (S, V,) stmfindaki matrisleri karakterize edilmistir.

olmak lzere

yazilacaktir.



Tanim 4.1.1 s; > 1 olmak {izere s = (s;), kesinlikle artan bir tamsay1 dizisi olsun.
Eger
lim S2m ! Z 32t — Sot— 1 =0

t=1

ise s € S oldugu soylenir.

0, 0 1n ve 1 in wraksak bir dizisi ve s, dogal sayilarin kesinlikle artan bir dizisi olsun.

Belirli bir s = (s;) icin 0®) yi

1, s91 <k <9 ise
0, =
0, s <k < s9pq veya k < s; ise

olarak tamimlansin.

0 = () verilsin, s y1 ¢ =1,2, ... icin

1, s@2-1 < | <52 jse
0 = B
0, s <k < st yeya k< sy ise

olarak tanimlansin.

Lemma 4.1.2 s kesinlikle artan bir dogal say1 dizisi olsun. O zaman s istatistiksel

sifirdir ancak ve ancak s € S.

Lemma 4.1.3 Eger x € w, L ye istatistiksel yakinsak ise bu durumda, yakinsak bir

y dizisi ve istatistiksel bog bir z dizisi vardir oyleki y, L ye yakinsak,
rT=y+z

ve

1
lim5|{k <n:z #0}

dir. Diger taraftan z sinirh ise z de siirhidir ve
[12lloo < [f]oo + | L]

dir.
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Teorem 4.1.4 A € (So[)l, Vs0) ancak ve ancak
(1) A € (Co, VOQ) ve
(ii) Her bir s € S i¢in n ye gore diizgiin olarak

S2¢

hmz Z a(n,k,m)| = 0.

t=1 k=s9¢_1

Ispat: (Gereklilik) Sifir dizileri simrh ve istatistiksel sifir oldugundan (i) nin
gerekliligi agiktir. Simdi bazi s € S i¢in (ii) kogulunun gegerli olmadigini varsayalim,

o zaman her bir j € N ve § > 0 i¢in

52t

Z Z a(n;, k,m;)| > 20

t=1 k=sas_1

olacak sekilde bir {n;} dogal say1 dizisi ve artan bir {m;} dogal say1 dizisi vardir. A
nin ¢g dan Vo a bir déniisiim oldugunu kullanarak, dogal sayilarmn iki (p;) ve (g;)
dizisini bulmak miimkiindir oyleki tim j € N icin p; < ¢; < pj41 ve

52t

Z Z nj,k;m]|<g,

t=1 k=s9;_1

52t

5
Z Z nj,k:mj|<§

t=qj+1 k=s2t—1

ve
52t

ZZ a(nj, k,m;)| > 6

t=p; k=so¢_1

elde edilir.

2, dizisini, so < k < sy41 Ve p; <t < gj ise
(ze)(a(ng, k,m;)) = |(a(ng, k,m;)|
olarak aksi halde z; = 0 olarak tamimlayalim. Ttim j € N igin
|tmn,; (A2)| > 6

ve 2, 91(;) = 0 gibi bir durumda insa edildiginden z; = 0 ve dolayisiyla z istatistiksel
sifirdir. Bu A nin siirh istatistiksel sifir bir diziyi V, n i¢ine aldigi hipoteziyle

gelisir.
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(Yeterlilik) (i) ve (ii) kosullarinin saglandigini ve x € Sy () lo oldugunu varsayalim.

Lemma 4.1.2 i uygularsak = = y + 2z yazabiliriz 6yleki burada y sifir bir dizidir ve
1
lim—{k<n:z #0} =0
n
dir. Genelligini kaybetmeden
|2l <1

ve bundan dolay1

[l2]le <1

oldugunu varsayalim. Destegi z nin destegi tarafindan icerilen herhangi bir dizinin

ayrica istatistiksel olarak bog oldugu bilinmektedir. Simdi
Az € Voo

oldugunu iddia ediyoruz. Ilk olarak her n ve m i¢in t,,,(Az) vardir. Bu (i) den ve

z nin smirh olusundan gelmektedir. Simdi 6 dizisini

1, 2z #0 1ise
0, akst halde

O =

olarak tamimlayalim. Yukarida da belirttigi gibi, € ayrica istatistiksel sifir ve her
k € N icin

dir. Bunu takip ederek s = s() olmak fizere

tun(AZ)] = | aln k,m)z

< 3 la(n, k,m)z)
k

IN

> la(n. k,m)(6y
k

52t

= Z Z |a<n7k7m>|

t=1 k=sot_1
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elde ederiz.  istatistiksel sifir oldugundan s € S ve (ii) den n ye diizgiin olarak
linrin tn(Az) =0
ve boylece Az € V,q elde ederiz ve sonug olarak
Az = Ay + Az € Vo
olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 4.1.2 kullanilarak agagidaki teorem ispatsiz olarak verilebilinir.

Teorem 4.1.5 A bir o—regular matris ve A € (Sy, Vo) olsun. Eger bir x = (z)

sinirh dizisi L ye istatistiksel yakinsak ise x, L ye invariant A-toplanabilirdir yani,

A€ (Sl Va)

dir.
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5 LACUNARY 0¢-ISTATISTIKSEL TOPLANABILIRLIK

Bu kisimda, Pancaroglu ve Nuray (2013) tarafindan yapilan ¢alismada tanimlanan
istatistiksel lacunary invaryant toplanabilir ve kuvvetli lacunary g-invaryant yakinsak-
Ik (0 < ¢ < oo) tanimlar verilecektir. Ayrica, istatistiksel lacunary invaryant
yakinsaklik, istatistiksel lacunary invaryant toplanabilirlik ve kuvvetli lacunary

g-invaryant yakinsaklik arasindaki iligkileri veren teoremler incelenecektir.

Tanim 5.1 Bir x = (x) dizisi igin

1
trm(x) = W Zxﬂj(m)

" jel
olmak ftizere, eger m ye gore diizgiin olarak
lim t,,(z) = L

T—00

ise bu durumda, x = (xy) dizisi L ye lacunary invaryant toplanabilirdir denir.
Bu toplanabilme

o6 — lim z, = L
r—00

olarak belirtilir.
Tanim 5.2 = = (x;) dizisini alalim. Eger tiim € > 0 i¢in m ye gore diizgiin olarak
o1
lim—|{r <n:|tym(z) —L| >} =0
non

ise bu durumda, x = (zy) dizisi L ye istatistiksel lacunary invaryant toplanabilirdir

(veya istatistiksel lacunary o-toplanabilir) denir.

Diger bir deyisle, x = () dizisi L ye istatistiksel invaryant toplanabilirdir ancak

ve ancak (t.,(z)) dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir. Bu durumda
Soe — limzx = L

olarak yazilir.

Tim istatistiksel lacunary invaryant toplanabilir diziler Sy, ile belirtilir.
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Tanim 5.3 = = (xy) dizisi igin eger m = 1,2, ... ye gore diizgiin olarak

o1
lim -~ Z Taimy) — L|7=0, (0<q < o0)
JEIr
ise bu durumda, = = (xy) dizisinin L limitine kuvvetli lacunary g—invaryant yakinsak

oldugu soylenir ve

z, — L([Vaolq)
yazilir. Bu durumda L, = in [Vp,], limiti olarak adlandirilir.
[Vaoq ile tiim kuvvetli lacunary g—invaryant yakinsak dizilerin kiimesi belirtir.

Teorem 5.4 Eger x = () dizisi sinirh ve L ye lacunary invaryant istatistik-
sel yakinsak ise bu durumda, = = (zj) dizisi L ye istatistiksel lacunary invaryant

toplanabilirdir.

Ispat: © = (24) dizisi smurh ve L ye lacunary invaryant istatistiksel yakimsak olsun.

Bu durumda, her bir m > 1 i¢in
K@O’(E) = {kr—l < ] < kr : |x0'j(m) - L| > 5}

olarak yazabiliriz. Buradan r — oo iken

1
|t7‘m_L| - h_zxaj(m) — L

" jely
1

= h_r Z(xoj(m) - L)

JEL

1

< | > @oigm — L)
" jeKG(J'(a)

1
< — (sup | T (m) — L[) |Kys()] = 0

hr 7,m

olur ki m ye gore diizgiin olarak
trm(x) — L

olmasimi saglar. Yani x, L ye lacunary invaryant yakinsaktir. Boylece x, L ye

istatistiksel lacunary invaryant toplanabilirdir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
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Teorem 5.5
(i) Eger 0 < ¢ < oo ve x = (w) dizisinin kuvvetli lacunary g—invaryant
yakinsaklik limiti L ise, o zaman L ye lacunary invaryant istatistiksel yakinsaktir.
(ii) Eger (xy) smurh ve L ye lacunary invaryant istatistiksel yakinsak ise o zaman

x, — L([Vas],) olur.

Ispat: (i) Eger 0 < ¢ < 0o ve x — L([Vyo],) ise 7 — oo iken her bir m > 1 igin,

1 1
OFh—Z\%Mm)—L\q e Y lraigm — LI

" jel, j€I,
|Z‘0j(m> LlZE
6‘1
> Kol

Yani, m ye gore diizgiin olarak

=00

1
lim h—|{kr_1 <J <kt Ty — L > e} =0

olur. Bu nedenle x = (zy), L ye invaryant istatistiksel yakinsaktir.
(ii) Kabul edelim ki = (z) smurh ve L ye lacunary invaryant istatistiksel

yakinsak olsun. Bu durumda, € > 0 i¢in m ye gore diizgiin olarak
A S
lim h—r\{j €L |Tpigmy — L] > €} =0

elde edilir. z € Il oldugundan, M > 0 vardir 6yleki |zyim) — L] < M, (j =
1,2,..m=1,2,..) ve

1

Si(r) =+~ D [Taimy — LT ve Sy(r) =+~ > [arm) — LI
" el T jel,
JEKog(€) jE€EKo(e)

olmak fizere,

1 1 1
=3 oy = LI = = D [y — L+ = D sy — LI

jel, jel, T jel,
JEK56(e) J€EK0(e)

= 81<T) + SQ(’I“)

elde edilir.
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Simdi eger j & K,g(e) ise S1(r) < e? dur. j € K,p(e) igin

K, K,
Sa(r) < (SUp [ (m) — L|)|};ﬂ < M% — 0

elde edilir. Bu nedenle m ye gore diizgiin olarak,

|
=D aimy — L7 =0

JeEIr

olur. Boylece zy — L([Vpo],) elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 5.6 x = (xy) dizisi L ye istatistiksel lacunary invaryant toplanabilirdir

ancak ve ancak K = {(r;) : r; < 741} € N kiimesi vardir dyleki
)(K)=1 ve Oo —limzx, =1L
dir.
Ispat: Kabul edelim ki K = {(r;) : 7; < 1341} C N kiimesi var dyleki
)(K)=1 ve o —limzx, =1L
olsun. Bu durumda, N pozitif bir tam say1 oyleki n > N ve herbir m > 1 igin
[tr,m(x) — L| < ¢ (5.1)
dir. Simdi
K.(6o)={ne N :|t,,m(x) —L| >} ve K' ={ryi1,7n12,---}
alalim. Bu durumda,
§(K')=1 ve K.(fo) CN— K’
olur ki bu m ye gore diizgiin olarak
lim l|{r <n:|tpm(x)—L| >} =0

n—oo 1

olmasini saglar.

Boylece © = (xy), L ye istaistiksel lacunary invaryant toplanabilirdir.
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Tersine x = (), L ye istatistiksel lacunary invaryant toplanabilir olsun. r = 1,2, ...

vem=1,2,... i¢in

1
KP(QO') = {j eN: |trjm(x) — L| > ]—9}

ve
1
M,(0o) = {j €N |trm@ — L] < —}
p

alalim. Bu durumda,

n—oo N p
ve
M1<80') D) MQ(HU) D) Mg(@O’) Dt D MZ(QO') B Mi+1(60') DI (52)

ve m ye gore diizgiin olarak

1 1
lim —[{j < n: [tym — L < =} =1 (5.3)
p

n—oo 1,

elde edilir.

Simdi j € M,(fo) igin (zx) nin L ye lacunary invaryant toplanabilir oldugunu
gostermeliyiz. Kabul edelim ki (z,), L ye lacunary invaryant toplanabilir olmasin.

Dolayisiyla, € > 0 vardir oyleki sonsuz coklukta terim icin
|trjm(x) - L| > €

dur.

1
M.(0o) ={j EN: |t)m@ — L] <e} ve e> p (p=1,2,..)

alalim. Bu durumda, m ye gore diizgiin olarak

1
lim —[{j < [tyym — L] <€} =0 (5.4)

n—o00 N,
ve (5.2) den,
M,(8o) C M.(00)

elde ederiz. Boylece, m ye gore diizgiin olarak

1
lim —
n—oo N,

1
{jgn:\tij(x)—L|<—H:0 (5.5)
p
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olur ki bu durum (5.2) ile gelisir ve béylece wy,, L ye lacunary invaryant toplan-

abilirdir. Bu teoremin ispatini tamamlar.

Benzer olarak, agagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 5.7 1z = () dizisi L ye lacunary invaryant istatistiksel yakimsaktir
ancak ve ancak K = {(k;) : k; < kip1} € N kiimesi vardir 6yleki Sp, (K) = 1 ve

o —limxy, = L dir.
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