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1. GIRIS

Insanoglu yazinin icadindan hemen sonra tekerlegi icat edince (M.O. 3000) ulasim ve
ticarette ulasilan kolayliklarin sagladigi gelismeler sayesinde m saymin varhig ile
karsilasilmistir. r yaricapli cember igin, cevre/2r bu oranin sabitligi anlasildiktan sonra
sabit oran degerinin say1 olarak belirlenmesi gerekiyordu. Leonard Euler, 1737 yilinda
yayinladig1 eserinde, daire ¢evresinin ¢apina orant s6z konusu oldugunda, m sembolii
kullandi. Leonard Euler'den 6nce gelen bazi matematik¢iler tarafindan da, bu sembol
kullanilmigtir. Ancak, Leonard Euler’ den sonra gelen, tiim matematikgiler bu sembolii
benimseyip kullanmiglardir. Cember, daire, kiire gibi basit geometrik sekillerle ilgili olan
bu harika say1 tamamen geometri orjinlidir. 7 {izerinde Mezopotamyalilar, Misirlilar
Cinliler, Hintliler, Helenler ve hatta 1600 lii yillardan itibaren bir¢ok biiyiik matematikg¢i
ugrasmslardir. irrasyonelligi 1767 yilinda J. F. Lambert tarafindan transandant bir say1
oldugu ve ¢ok sonralar1 1882 yilinda Alman matematik¢i F. Lindemann tarafindan

ispatlanmustir (int. Kyn. 1).

Oklid M.O. 300 lii yillarda Elementler adli eseri yazmustir. Bu eser iizerine ¢ok sey
sOylenebilir. Bugiin bile ilkogretim ve liselerimizde okutulan bilgilerimizin hemen hemen
tamamu bu eserlerde vardir. Tales, Pisagor ve Pisagoryanlarca ispat edilmis geometrik
ifadeler bu donemde miilkemmellestirildi. 1143 yilinda Elementlerin bati dillerine
cevrildigi ve izleyen donemlerde yavas yavas okullarda sistematik olarak okutuldu
bilinmektedir. 1635 yilinda Cavalieri, Geometri adli eserini yaymlamig ve 1637 yilinda
Descartes Analitik Geometriyi kesfetmistir (Int. Kyn. 1).

Fen ve Miihendislik Bilimlerinin ¢ogunda ¢ember ve kiireden yararlamilir. Ozellikle
Matematikte; trigonometride, diferensiyel ve integral hesaplamalarda, uzaklik koruyan
dontisiimlerde ve daha birgok farkli konuda ¢ember ve kiire karsimiza ¢ikar. Fizikte;
optik, elektrostatik-elektrik, mekanik, manyetizma, dalgalar, dairesel hareketler gibi
onemli konulardaki grafik ¢izimi, baz1 formiillerin hesaplanmasi ve problem ¢6ziimiinde

cember ve kiire kullanilir.



Matematikgiler XVII. yiizyildan sonra Oklid geometrisinin birgok problemi ¢dzmeye
yeterli olmadigini diisiinmeye bagladilar. XVIIL. ve XVIIL yiizyillarda bu konuda bir¢ok
calismalar yapilmistir. Kazan Universitesinden Lobacevski'nin 1829 yilinda yayinlanan
caligmalar1 ve bu konuda daha 6nce ayni sonuglara ulastig1 anlasilan Macar Bolyai'nin
calismalari ile Cok Paralelli (hiperbolik) geometrilerin varligi ortaya ¢ikmistir. Boylece
Hiperbolik Geometri, dolayistyla Oklid dis1 geometri kavrami ortaya ¢ikmustir. Ustelik
Bolyai-Lobacevski aksiyomlarin1 gerceklestiren bircok reel model gelistirilmistir.
Bunlar; Beltrami-Klein modeli, Poincaré ist yar1 diizlem modeli, Poincaré disk Modeli
Weierstrass modeli ve Gans modelidir. Gauss ve Riemann'in ¢alismalari ile hiperbolik
geometrideki gelismeleri degerlendirerek “Farkli iki dogru bir tek noktada kesigir”
aksiyomu ve bazi Oklid aksiyomlar1 ele alinarak Projektif Geometri gelistirilmistir.
Ustelik sonsuz ¢oklukta projektif diizlem bulunmustur. Bugiine kadar bu konuda birgok
arastirma (makale), yiizlerce kitap yazildi ve hala ¢6ziilmeyi bekleyen ¢ok sayida dnemli

problemler vardir (Int. Kyn. 1).



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismamiz igin gerekli olan bazi temel kavramlari hatirlatacagiz. Bu bolim
i¢in temel referanslarimiz; Anderson (2005), Arikan ve Halicioglu (2012), Balc1 (2010)
Bagkan (1996), Bayraktar (2006), Hacisalihoglu (1976), Sabuncuoglu (2010) olacaktir.

Tanmim 2.1 R gergel sayilar kiimesi olmak tizere, C = {(x,y):x,y € R} swral1 ikililerin
kiimesi ele alinsin. Bu kiime tizerinde toplama ve ¢carpma diye adlandirilacak islemler,
(D). Guy) =G2y2) ©x1 =23, y1 =Y
(i), Cxp,y1) + (x2,¥2) = (1 + %3, y1 +¥2)
(i) (xp, y1). (x2,¥2) = (ax2 — Y1Y2, X1Y2 + Y1%2)
bi¢iminde tanimlansin. Uzerindeki bu islemlerle birlikte diisiiniildiigiinde, C ye karmasik
sayilar kiimesi denir. C nin herhangi bir 6gesi z = (x, y) biciminde gosterilir ve karmasik

say1 diye adlandirilir.

Tamm 2.2 z;,7,,23,74 € C icin bu dort noktanin ¢apraz orani

(z1 —22) (23— 24)
(21— 23) (22 — z4)

[Zlﬂ Zy, 23, Z4] =

bi¢imindedir.

Tammm 2.3 A C R, f: A = R bir fonksiyon ve a € A olsun. f fonksiyonun a noktasinda
stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her € > 0 i¢in en az bir § > 0 sayisinin

|x —al < & iken|f(x) — f(a)| < € olacak bi¢imde bulunmasidir.

Tanim 2.4 (X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay olsun. f: X — Y donligimii uzakliklar

koruyorsa yani

d(x,y) = p(f(x), f(y)

sart1 saglaniyorsa f ye bir izometri denir.



Tamm 2.5 r > 0 olmak {lizere r yarigaplh bir cemberin O merkezi ile ayn1 dogrultuda
bununan ve OP.OP' = r? kosulunu saglayan P, P’ noktalarina r yaricapli cemberin O
merkezine gore invers noktalari denir. Burada O merkezine inversiyon merkezi,

r yarigapina inversiyon yarigapi denir (Sekil 2.1.1).

Sekil 2.1.1 Cembere gore invers noktalar

Tanmim 2.6 B ve C birer bolge olmak tlizere f: B — C siirekli donilistimii verilsin. Eger
Zy € B noktasindan gegen ve aralarinda a agisi yapan herhangi iki diizgiin y; ve y,
egrilerinin f(y;) ve f(y,) resim egrilerinde f(z,) = w, noktasinda aralarinda yon ve
biiyiikliilk bakiminda a acgis1 yapiyorsa f doniisiimiine z, da konform doniisiim denir.

Eger her z, € B noktasinda f konform ise f, B de konformdur denir.

Tamim 2.7 X bir i¢ ¢arpim uzayi ve || || i¢ ¢arpim normu olsun.

dx,y) =llx -yl = V{x -y, x =)
olarak tanmimlanan d fonksiyonu X iistinde bir metrik olup (X, d) ikilisi bir metrik
uzaydir. i¢ carpim normuyla tanimlanan bu d metrigine gére X i¢ ¢arpim uzayi tam ise
X’ e Hilbert uzayi denir. Yani X de alinan her Cauchy dizisi bu uzayda yakinsak ise X’ e
Hilbert uzay1 denir.

Tanmm 2.8 AcX, f:X—>Y ve her x€Aicin flu(x)=f(x) ise flg:A->X

fonksiyonuna f fonksiyonun A kiimesine kisitlanmasi denir.



Tamm 2.9 Sonlu bir E € € kiimesi i¢in E — I, birebir esleme olacak sekildeki n eZ*
sayisina E nin Kardinalitesi denir ve |E| = n seklinde ifade edilir. Ozel olarak |@| = 0
olarak tanimlanir. Ayrica dogal sayilar kiimesinin kardinalitesi |N| = X, ve reel sayilar

kiimesinin kardialitesi |R| = X ile gosterilir.

Tamm 2.10 u ve v iki kardinal say1 olmak tizere eger u < v Ve u # v iSe 0 zaman

u < v, yani u < v dogru fakat u = v yanlistir. Ayrica u < v ifadesi u > v seklinde de

ifade edilir.

Tamim 2.11 H, V i¢ ¢carpim uzayinin bir alt vektor uzay1 olsun. V uzaymin bir u vekorii

H uzayimin her vektoriine dik ise u vektorii H uzayina ortogonaldir denir.

Tanmm 2.12 M ylizeyi iginde, a’ ya kisitlanmis Z birim dik vektor alani ile a’’ vektor

alani1 liner bagimli olacak bi¢imde bir a egrisi varsa bu egriye geodezik egri denir.

Tammm 2.13 Bir f karmasik fonksiyonu bir z, noktasiin belli bir D(zy, )
komsulugundaki biitiin noktalarda diferensiyellenebiliyorsa f, z, noktasinda analitiktir
denir. Bir f karmasik fonksiyonu bir S kiimesinin biitiin noktalarinda analitikse, f, S

kiimesi uzerinde analitiktir denir.

Tanim 2.14 Bir w = f(z) fonksiyonu z, noktasinda bir D(z,,r) — {2} komsulugunda
analitik fakat z, noktasinda analitik degilse f, z, da bir ayrik aykir1 (singular) noktaya
sahiptir denir. Eger w = f(z) bir D = {z € C: |z| > r} kiimesi {izerinde analitik, fakat
gz2)=f G) ,z = 0 ayrik aykirihga sahipse f fonksiyonun z = oo da bir ayrik aykirili

vardir denir.

Tamim 2.15 Bir f doniisiimi B bolgesindeki aykiriliklar: sadece kutup noktalari ise f, B

bolgesinde bir meromorf dontisiimdiir denir.



Tanmm 2.16 (X, 7,) ve (Y, 7,) iki topolojik uzay olmak tizere f: (X, t,) — (Y, t,) birebir
orten bir fonksiyon olsun. fve f~1 fonksiyonlarmin her ikisi de siirekli ise fye
homeomorfizm denir. (X,7;) ile (Y, t,) uzaylan arasinda bir homeomorfizm varsa bu

uzaylara homeomorfik uzaylar denir
Tamim 2.17 S, C karmagik sayilar kiimesinde birim ¢gember olmak iizere S! iizerindeki
her z noktast i¢in z ve i = (0,1) noktalarindan gecen Oklidyen dogru K, ile gdsterilsin.

¢(z) = RNK, kuraliyla verilen ¢:S* — R fonksiyonuna stereografik izdiisiim denir. ¢
fonksiyonu iyi tanimlidir ¢iinkii R ve K, kesisimin de Im(z) # 1 dir (Sekil 2.1.2).

Zp 22

/ ¢ (z0) ¥(z1) \

1

Sekil 2.1.2 Stereografik izdiigiim

K, dogrusunun egimi
B Im(z) —1
Re(z)
ve y — eksenini (0,1) noktasinda kestiginden K, dogrusunun denklemi
_Im(z) -1
Re(z)

dir. K, dogrusu ile x —eksenini kesistigi nokta
Re(z)

(2) = 1—Im(z)

dir.



@: S > R fonksiyonu birebir ve ortendir. Gergekten z ve w, St — {i} kiimesinde iki
nokta olmak iizere ¢(z) = p(w) ise K, ve K,, Oklidyen dogrular1 her ikisi de i
noktasindan geger ve i boyunca kesisirler. ¢(z) = @(w) oldugundan K, = K,, olur ve

boylece z = w dir.

Tamim 2.16 C’ de bir dogru denklemi; 8 € C ve y € R olmak iizere

Bz+BZ+y=0

Ny

formunda yazilir. Gergekten z = x + iy, Z = x — iy esitliklerinden x = %Z_ vey = Zz;l

elde edilir. Bunlar Ax + By + C = 0 dogru denkleminde yerine yazilirsa

Z+Z A A
A( 2 )+B( 2i )+C:O
Az Az Bz Bz
P TET

(A+B) +(A B)-+c—o
2 Ti)F T\ T )T T

elde edilir. (g + 251) = [§ olmak {izere, (é - El) = B olup C = y olsun. Boylece C deki

z 2
dogru denklemi
Bz+BZ+y=0

bi¢iminde yazilir.

Tamim 2.17 C’ de bir gember denklemi; § € C ve @,y € R, a@ # 0 olmak iizere,
azZ+Pz+BZ+y =0
formunda yazilir. x = %Z_ ve y = ZZ;IZ_ esitlikleri x? + y? + Ax + By + C = 0 ¢ember

denkleminde kullanilirsa

—+(A+B) +(A B>-+c—o
22T\ T) AT\ T ) AT T

olup (g + %) = £, (S - %) = f, C =y ve zZnin katsayis1 a almirsa C deki cember

denklemi

azz+Bz+Bz+y =0
biciminde elde edilir.



Tamim 2.18
(1) En az bir noktasi vardir.
(2) Her sirali A, B noktalar g¢iftine AB olarak gosterilen sadece bir vektor karsilik
gelir.
(3) Her A noktasi ve her X vektorii sadece 6yle bir B noktsi vardir ki AB = % dir.
(4) AB = CD ise AC = BD dir.
(5) Her X vektorii ve her a sayisi i¢in aX vektorii tanimlidir.
(6) a,f sayllar olmak iizere (a+ )% =ai+p% a(®y) = aX+ aj,
a(Bx) = (ap)x ve 1.X = x, dir.
(7) n tane dogrusal bagimsiz vektor vardir fakat her (n + 1) tane vektdr dogrusal
bagimlidir.
Yukaridaki aksiyomlar1 saglayan noktalar ve vektorler kiimesine n — boyutlu afin uzay

denir.

Tanim 2.19 A, ve A, birer afin uzay olmak iizere
fid1 = 4,
doniisiimiine karsilik gelen 1, doniisiimii herhangi bir p € A, noktasi igin lineer ise f

doniisiimiine afin donilisiim denir.

Teorem 2.20 (Riemann Doniisiim Teoremi)
B en az iki smir noktast bulunan basit baglantili bir bolge olsun. B yi D(0,1) {izerine

birebir olarak resmeden bir f analitik fonksiyonu vardir.

Teorem 2.21 ( Maksimum Modiil Teoremi)
Kapali sinirlt bir R bolgesinde siirekli bir f fonksiyonu R iginde analitik ve sabit olmayan

bir fonksiyon ise | f| maksimum degerini R bolgesinin sinirlarinda alir.



3. MOBIiUS DONUSUMLERI ve OZELLIKLERI

Tanmm 3.1 a,b,c,d € C, ad — bc # 0 olmak iizere,

az+b

T'(z) = cz+d

bi¢iminde tanimlanmis T: C — C fonksiyona Mébius Déniistimii (kesirli lineer doniisiim)

denir. Burada C = C U {oo} dir.

Uyarn 3.2
(1) iki Mobius Déniisiimiin esit olmasi igin gerek ve yeter kosul karsilikli

katsayilarinin orantili olmasidir. Gergekten,

az+b_a’z+b’
cz+d cz+d

yazilirsa,

a b c d

_:_:A, ===
a b ¢ d K

bulunur. Bu nedenle tanim 3.1 den ad — bc # 0 kosulu ad — bc = 1 kosuluna denktir.

Ciinkii ad — bc # 0 oldugunda T nin payr ve paydast +Vad — bc ile boliinerek
ad — bc = 1 bulunur.

(2) A= ad — bc ye T nin ( determinant1 ) denir.

(3) ad — bc = 0 olsa,
az+b adz+bd bcz+bd b(cz+d) b

T(2) = = = = = — = sabit
= o ¥d etz d® cdzrd® dzxa) d
olur. Boylece T sabittir (Baskan 1996).
Teorem 3.3 T(—d/c)=o , T(»)=a/c bzelligindeki T(z) :ZZ:Z Mbbius

doniisiimii € dan € a birebir, iizerine konform bir déniisiimdiir (Olsen 2010).

Onerme 3.4 Her Mobius doniisimiiniin tersi de bir Mobius doniisimiidiir
(Zill et al. 2013).



Ispat. w=T(2) = (az+b)/(cz+d), ad —bc =1 Mébius doniisiimii segcilsin.
w =T(2) = (az + b)/(cz + d) esitliginden,

—dw +b
z=—, (=d).(—a) = b.c=ad—bc=1
W —a

elde edilir. O halde
T Y(w) = (—dw + b)/(cw — a)

doniistimii bir Mdbius dontisiimiidiir. [

Teorem 3.6 Mobius doniisiimlerinin kiimesi PSL(2, C) ile gosterilir ve bu kiime bileske

islemine gore bir gruptur (Baskan 1996).

Teorem 3.7 Mobius doniisiimiin st yar1 diizlemi kendi {izerine resmetmesi i¢in gerekli

ve yeterli kosul a, b, ¢, d katsayilarinin gercel say1 olmasidir (Bagkan 1996).

az+b

Ispat. T(2) =

ad —bc =1,a,b,c,d € C herhangi bir M&biiis doniisiim iist yar1

cz+d’
diizlemi, iist yar1 diizleme resmetsin. ¢ # 0 olsun ve T ve T ! siirekli oldugundan

=2 Te)=2 170y =2
= — o0 = — D) = ——
d’ c’ c
olur. Bu nedenle

ac '+ bc?

I(z) = z+dc 1

dontistimii gergel katsayilidir ve
A= (ad — bc)c™2 = ¢72 ve ImT(2) = Aimz|z + dc™1| 72
dir. Varsayim geregi hem imz hem de imT (z) pozitif olduklarindan
A=c"%2>0
yani c € R olmak zorundadir. Béylece a, b, d € Rolur. Tersine a,b,c, d € Rise her
z =x +iy,y > 0igin ImT (z) > 0 oldugu,
ImT(z) = ylcz+d|™2 >0

ifadesi gorliir. [

Sonu¢ 3.8 Her T € PSL(2,R) igin T(R) = R dir.
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Teorem 3.9 D = {z: |z| < 1} diskini kendi lizerine resmeden herhangi bir konform

doniisim z, € D, 8 € [0,2m) olmak iizere,
L Z—Z
T(z) = e ——
1-2yz
bi¢iminde bir Mbius doniisiimiidiir. Bu bigimdeki her M6bius doniistimii D diskini kendi
tizerine konform olarak resmeder (Baskan 1996).

Ispat. |z| = 1 olduguna |T(2)| = 1 dir. Gergekten,

o Z
IT(2)| = ’e‘e —
1-2yz

Z— 2

1—-2yz

|z — zo]

lzllz7t -z

_ |z — 2|
|z — 2]
=1
olur. Ciinkii |z] = 1 oldugunda z= = Z ve |z — zy| = |Z — Z,| dir. Dikkat edilirse T

1

doniigiimiinlin aykiriligr sadece z = — noktasindadir. Ancak bu da D nin digindadir.
0

Boylece maksimum modiil teoremi geregi T doniistimii D yi D ye resmeder. Diger yandan
w — (—ezy)
1—(—e Oz)w

T(w) = e'® I

oldugundan ve T ile ayn1 bi¢gimde oldugundan T~! doniisiimiinde D diskini D diskine

resmeder. O halde T: D —» D konformdur.

Simdi f: D — D bir konform déniisiim olsun ve z, = f~1(0), 6 =argf’(z,) olsun. Bu

durumda
o z—|z|?
T — i0
() =e <<1 = z—oz)2>
ve
, 1
T — ,if
(ZO) e 1 _ IZO|2

oldugundan T (z) = 0 ve 6 =argT'(z,) dir. Boylece Riemann doniisiim teoremine gore

bu doniisiim bir tek oldugundan f = T bulunarak ispat tamamlanir. ]

11



Teorem 3.10 C diizlemini sonlu sayida nokta disinda, kendi iizerine birebir ve konform

olarak resmeden her w = f(z) doniisiimii bir M6bius doniigiimiidiir (Baskan 1996).

az+b

Tanmm 3.11 Bir T(z) =

. e e . az+b g
Mobius dontistimiinde sabit noktasi, z = —— esitligini
cz+d cz+d

gercekleyen z noktasina sabit nokta denir (Baskan 1996).

Onerme 3.12 Bir M6bius doniisiimiinde en fazla iki sabit nokta vardir (Baskan 1996).
Ispat.
T(Z) _ az+b z (1)

cz+d

bi¢iminde T Md&bius doniisiimii segilsin. Buradan
cz?+(d—-a)z+b=0
elde edilir. Eger ¢ # 0 ise
_ (a-d)t/(a+a)2-4

VA =
12 2c

olur. Burada z, ve z,, T déniisiimiiniin sabit noktalaridir. (a + d)? — 4 = M olsun. (1)
esitliginde goriisiiyor ki oo noktasi kendi lizerine resmediliyor. O halde iki sabit nokta

vardir.

Eger M = 0yania+ d = 12 ise iki sabit nokta ¢akisir. Yani tek bir sabit nokta vardir.
Bu nokta z = % dir. Eger ¢ = 0O ise belirte¢ nedeniyle a # 0,d # 0 olacagindan
z = oo, T doniisiimiiniin bir sabit noktasidir. Diger sabit nokta ise a # d kosulu altinda
z = —— olur.

d—a

Egerc =0 vea = d ise T(z) = z + b’ olur ki bunun tek sabit noktasi co dur. Goriiliiyor
ki c = 0 halinde M # 0 ise iki sabit nokta, eger M = 0 ise bir sabit nokta vardir. Boylece
c=0, a=d, b =0 olmadikca en fazla iki sabit nokta vardir. (1) nin 6zdesleyen sifir

olmasi ise, T(z) = z 6zdeslik (birim) doniisiim olmasi demektir. [

Sonu¢ 3.13 ikiden fazla sabit noktas: olan doniisim o6zdeslik doniisimiidiir

(Baskan 1996).
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Onerme 3.14 Mobius doniisiimler

(2125 2324] = (21 — 25) (23 — 24)
1T (21 — 23)(22 — 24)

¢apraz oranini sabit birakirlar (Zill et al. 2013).

Ispat.
a21 + b aZZ + b
=T =, =T =
"1 (1) cz; +d W2 (72) cz, +d
azz; +b az, +b
=T =, =T =
W3 (23) czs +d Wy (z4) cza +d

olmak tlzere

Wy = wy) (W3 — wy)
Wy —w3)(w, —wy)

[wiwy:waw,] =
esitliginde bu degerler yerine yazilirsa

[ wiwa: wawy] = [212;: Z324]

bulunur. ]

Teorem 3.15 Verilen bir ¢gemberi verilen bir bagka ¢embere resmeden sonsuz ¢oklukta

Mobius doniisiimii vardir (Anderson 2005).

Teorem 3.16 PSL(2Z,R) nin 0geleri gercel eksene dik olan cemberleri gercel eksene dik

olan ¢gemberlere resmeder ( Baskan 1996).

Teorem 3.18 P ve P, Q ya gore invers noktalar ise P ve P1den gegen her ¢cember Q ya
diktir (Bagkan 1996).

Sonu¢ 3.19 P, P, ; Q cemberine gore invers noktalar olsun. P, P;, K nin belirttigi

karmasik sayilar z,z;, k olmak iizere,
(z, — k)(E — E) =7r?
olur (Baskan 1996).

Onerme 3.20 Herhangi bir Mébius déniisiimii Q ¢emberine gore invers noktalari, resim

¢emberine gore invers olan noktalara resmeder (Baskan 1996).
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Ispat. T(z) = (az+ b)/(cz+ d) bir Mdbius doniisiimii olmak iizere z ve z;
Q:AzZ+ Bz + BZ+ C =0 gemberine gore invers noktalar olsun. Bu noktalarin T
doniistimiine gore resimleri w ve w; denirse,
—dw;+b _ —dw+b
n=E——— Z=—"—
cw; —a cw—a
olur. Bu degerler Sonug 3.19 da yerine yazilirsa
—dw, + b)(—dw + b —dw,+b _—dw+b

C=0
(ewy —a)(cw — a) cwy; —a cw—a

elde edilir. Esitlik diizenlenirse
(Add — Bcd — Bed + Ccc)w,w + (—Abd + Bad + Bbc — Cac)w,

+(—Abd + Bbc + Bad — Cac)w + (Abb — Bab — Bab — Caa) = 0
olur. Bu Sonu¢ 3.19 deki denkleme benzerdir. Yani w ve w; noktalar1 Q; = T(Q)

cemberine gore inverstir. [

Tamm 3.21
(@ T(z) =z+ b,b € C ve b =sabit, bigimindeki Mdbius doniisiimlerine 6teleme
(translation) doniistimii denir.
(b) Ty(2) = ez bigimindeki doniisiimlere donme (rolation) denir.
() T,(z) =az,a € R  bi¢gimindeki doniisiimlere uzama-kisalma (benzerlik)

donisimleri denir. |a| > 1 ise uzama, |a| > 1 ise kisalma olur.

d) J(2) = 2 doniisiimiine tersinme (inversion) denir (Bagkan 1996).

Tanim 3.22 a,b,c,d € C, ad — bc = 1 olmak iizere;

az+b
T =
(2) cz+d

bir T doniistimii verilsin.
(@) Egera+d € Rve|a+d| > 2ise, T ye hiperbolik doniisiim denir,
(b) Egera+d € Rve |a+d| < 2ise, T ye eliptik doniisiim denir,
(c) Egera+d = 2 ise, T ye parabolik doniisiim denir

(Baskan 1996).
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Teorem 3.23 Mobius doniisiimleri donme, benzerlik, tersinme ve Oteleme

doniistimlerinin bileskesi olarak yazilabilir (Kaya 2006).

az+b

Ispat. T(2) =

a b b,c,d € C, ad — bc # 0 Mdbius doniisiimii ele alinsin.

. a (ad—bc) / )
Gergekten; ¢ # 0 ise T(z) = - —dc seklinde yazarsak

C o CZ+

T(z) = (TyoJoT,)(2)
olur.
c=0ise T(z) = azd—+b olur ve % =relf g = s denilirse,

T(z) =refz+s
T(z) = (Ts o T, 0 Tg)(2)

olur. ]

Burada agik olarak goriilmektedir ki benzerlik ve oteleme doniistimleri ¢emberleri
¢emberlere doniistiiriir. Simdi de inversiyon dontisiimii i¢in bu durumu incelenecektir.
Eger ki inversiyon doniisiimii de cemberleri ¢emberlere doniistiiriir ise o halde bunlarin

bileskesi olan Mdbius doniisiimii igin de bu durum gegerlidir.

Teorem 3.24 Inversiyon déniisiimii gemberleri cemberlere déniistiiriir (Olsen 2010).

Ispat.

1
T(z)=—=w

z

inversiyonu verilsin. w = a + ib ve z = x + iy olmak lizere

x b -y a -b
a= ) = ) X = ’ =
x? + y? x? + y? a? + b? Y= @ + b2

dir .
Ax>+y>)+Bx+Cy+D=0

denkleminde x =

— V= a2_+bb2 esitlikleri yazilirsa bu denklem
D(a*+b*)+Ba—-Cbhb+A=0

bicimine doniigiir A = 0 ise bu denklem bir dogru, A # 0 ise bu denklem bir ¢cember

gosterir.  Boylece Mobius doniisiimleri  ¢emberleri  ¢emberlere  doniistiirdiigii

ispatlanmistir. ]
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4. DONUSUMLER VE NON-DEJENERE DONUSUMLER

Bu béliimde R™ = R™ U {00} kiimesi iizerindeki Mobius doniisiimleri ve R™deki gember
koruyan doniisiimler arasindaki iliskiden bahsedilecektir. Ayrica H" de izometriler ile
geodezik koruyan doniisiimler arasindaki iliski ve R™ de afin doniisiimlerle dogrular
koruyan doniistimler arasindaki iligki ele alinacaktir. Bu konuda yapilan baglica

caligmalar agsagida verilmistir.

Teorem 4.1 f:C — C, bir gember koruyan doniisim olmak iizere, f nin bir Mobius
dontisimii  olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul f’ nin birebir, Orten olmasidir

(Aczél et al. 1967).

Teorem 4.2 f:C — C bir gember koruyan déniisiim olmak iizere f’nin bir Mobius
donilisimii olmasi igin gerek ve yeter kosul f nin sabit — olmayan meromorfik bir

dontisiim olmasidir (Nehari 1952).
Teorem 4.3 f:R™ - R" (n > 2) fonksiyonu birebir — 6rten ve dogrular1 koruyan bir
doniisiim olsun. iki paralel dogrunun f altindaki goriintiisii paralel iki dogru ise f bir afin

dontistimdiir (Artin 1957).

Teorem 4.4 f: R™ - R™ bir Mdbius doniisiimii olmas igin gerek ve yeter £’ nin lokal

kiire — koruyan doniisiim olmasi gerekir (Beardon et al. 2001).

Teorem 4.5 f:R" — R%(n > 2) fonksiyonu gemberleri koruyan birebir, drten bir

dontisiim olsun. Bu durumda f bir Mobius dontisiimdiir (Jeffers 2000).

Teorem 4.6 f:H"™ - H"(n > 2) fonksiyonu geodezikleri koruyan birebir, orten bir

doniisiim olsun. Bu durumda f bir izometridir (Jeffers 2000).

Teorem 4.7 f:R™ - R™*(n = 2) igin f fonksiyonu dogrular1 koruyan birebir-6rten bir

doniisiim olsun. Bu durumda f bir afin doniisiimdiir (Jeffers 2000).
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Burada f fonksiyonun gemberleri, geodezikleri ve dogrulari korumast demek f altinda
cemberlerin, geodeziklerin ve dogrularin goriintiilerinin sirasiyla ¢cemberler, geodezikler

ve dogrular olmasi demektir.

Tamim 4.8 a € R olmak iizere a’min bir N komsulugu S © N olacak bigimdeki her S
kiiresi i¢in f’nin S’ ye kisitlamasi olan f |g fonksiyonu (f |s: S = f(S)) birebir ve 6rten
ise yani S ile f(S) kiireleri arasinda tanimli f1s fonksiyonu birebir — 6rten ise £~ ye lokal

kiire koruyan doniisiim denir (Li et al. 2005).

Tamm 4.9 f:R" - R" (n > 2) ¢ember koruyan déniisiimii icin f(R™) bir ¢ember
oluyorsa f~ ye dejenere fonksiyon denir. Benzer bigimde

fiH" - H" (n = 2) geodezik koruyan doniistimii i¢in f (H™") i¢in bir geodezik ise f’ ye
dejenere fonksiyon denir.

fiR"® - R™ (n = 2) dogrular1 koruyan doniisiimii i¢in f(R™) i¢in bir dogru ise f’ ye
dejenere fonksiyon denir. Aksi halde f non-dejeneredir (Li et al. 2005).

Teorem 4.10 f: R® —» R™ gember koruyan doniisiim asagidaki nermeler denktir.
1) f bir Mobius doniistimdiir.

2) f non-dejeneredir

(Li et al. 2005).

4.1 C de Mobius Déniisiimleri

Bu boliimde n = 2 i¢in Teorem 4.10 ispatlanacaktir. Uygunluk agisindan R2 yerine €
tizerinde ¢alisacak olup z —diizleminin reel ekseni X ile ve w —diizleminin reel ekseni U

ile gosterilecektir. X = X U {0} dir.

Teorem 4.1.1 f:C — C ¢ember koruyan doniisiimiiniin Mobius déniisiimii olmast igin

gerek yeter kosul £ nin non — dejenere olmasidir (Li et al. 2005).
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Lemma 4.1.2 f:C— C cember koruyan doniisimii non-dejenere ise f ortendir
(Li et al. 2005).

ispat. f(c0) =00 ve f(X) =U olsun. Aksi halde uygun bir g doniisimii Mobius
doniisiimii alinarak g(f (o)) = o veg(f(X)) = U yerine gf incelenir. f non-dejenere
oldugundan f(z,) = wy € W /U olacak bi¢imde z, € Z/X vardur.

lzgz 1 lwﬂwl

Wo

21 X U

wy

Sekil 4.1.1 Cember koruyan non-dejenere doniisiim ortenligi

[, wy noktasindan gegen ve U ya paralel olan bir dogru olsun. w € W/I i¢in w ve w
noktasindan gecen dogru [, ile 1, ,, U {oo} = W ile gosterilsin. [, ,, dogrusu U’yu
bir w; noktasinda kesmek zorundadir. Bu durumda f(z;) = w;olacak bi¢imde z; € X
vardir. Agikca f (E) = W dir. Buradan f(z) = w olacak bigimde z € [, , vardr.
w € [ i¢in elde edilen bu 6zellik w' € W /(L U U) olacak bigimde tiim w'noktalar1 igin
de elde edilebilir (Sekil 4.1.1). Yani, [ dogrusu iistiindeki tiim noktalarinda 6n resimleri

vardir. Boylece f oOrtendir. [ ]

Lemma 4.1.3 f:C — C ¢ember koruyan déniisiimii non-dejenere ise gember iizerindeki
A yay1 (ark) igin card(f (1)) = oo dur (Li et al. 2005).

ispat. Kabul edelim ki bir A ark’1 i¢in f(A) = {4;,4,, ...,Ax} = C olsun (k € 2).
A =[ay,a,] € Xigin f(X) = U ve f(o0) = oo olsun.

f non-dejenere oldugundan, Lemma 4.1.2 den f 6rtendir. B, B, € W /U noktalar i¢in
bu noktalar A; noktalariyla dogrudas olmadigindan ve f orten oldugundan f( b; ) = B;
olacak bigimde by, b, € Z/X vardir. | = 1,2 igin K; =U; lAl.B]. U {oo} olsun.
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Kl = lAlBl U lAZBl Uu..U lAkBl V) {00}

K]_ = lAle V) lAZBZ Uu..U lAkBZ V) {OO}

Sekil 4.1.2 Cember lizerindeki yayin kardinalitesi

Bu durumda, A tizerindeki noktalarla b’ den gegen tiim dogrularin f altindaki goriintiisii
K, dedir. Benzer sekilde, A lizerindeki noktalarla b, den gecen tiim dogrularin f altindaki
goriintiisii K, dedir. ] = 1,2 igin ¢; ile lalbj , lazbj dogrular tarafindan sinirlanan ve
A% = (ay, ay) acik araligini iceren bdlge gosterilsin. Bu durumda J = 1,2 igin ¢ ;i nin f
altindaki Sriintiisii K; dedir. ¢ = ¢, N ¢, D A° bolgesi bos kiime degildir ve y c ¢
olacak bigimde y ¢emberi vardir. Buarada f(y ) € K; N K, bir sonlu kiime olacagindan

bu durum f(y )‘ nin gember olmasiyla gelisir. [ ]

Lemma 4.1.4 f:C— C ¢ember koruyan doniisimii non-dejenere ise f birebirdir
(Li et al. 2005).

Ispat. f’ nin birebirligini ispatlamak icin card(f (o)) = 1 oldugunu gdstermek
yeterlidir. f(o0) = oo alinsin ve f(z,) = o olacak bicimde z, € Z noktasinin var
oldugunu kabul edilsin. z,’dan ge¢meyen sabit bir [ dogrusu segilsin ve
L= f() c Wolsun.T n L = @ olacak bicimde I' © W ¢emberi alinsin. ' iizerindeki ii¢
tane noktanin 6n resimlerinden gecen ¢ember y olsun. f(y) = T oldugu acik olup
ynl=¢@ dir. z, noktasindan gecen ve y g¢emberini ve 1 dogrusunu kesen tiim

cemberlerin [’ yi kestigi noktalari i¢eren [a, b] ve [c, d] araliklar1 vardir.
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Sekil 4.1.3 Cember koruyan non-dejenere doniisiimlerin birebirligi

Lemma 4.1.3 den f(x) # f(y) € C olacak bigimde x € [a,b], y € [c,d] vardir.
v'; x,y ve z, dan gecen ¢cember olsun (Sekil 4.1.3). Budurumda L = f(y’) dir. ¥’ vey
kesismelerine ragmen f(y) = Tile L = f(y") ¢emberleri kesismez. Boylece celiski

elde edilir. =

Teorem 4.1.1 ispat. Li vd. (2000), f non-dejenere ise f birebir-6rten olup dolay1 f bir
Mobius doniisiimii oldugunu ifade etmistir. Teoremin tersi aciktir. Boylece ispat

tamamlanmustir. [ |

4.2 R* de Mobius Déniisiimleri

Lemma 4.2.1 f:R™ - R fonksiyonu ¢ember koruyan bir déniisiim olsun. R™ deki
2 —boyutlu bir P kiiresi i¢in f |5 doniisiimii non-dejenere ise f(P) kiimesi 2 —boyutlu
bir kiire olup f |5 birebir-ortendir (Li et al. 2005).

Ispat. f() =00 olsun. P =P U{w} ile gbsterilsin. X;P icinde bir dogru ve
f(X) =Lolsun. f |5 fonksiyonu non dejenere oldugundan f(x,) # L olacak bigimde
Xo € P vardir. P’ = Sp{L, f (x,)} olsun. Lemma 4.1.2 den P = Sp{X, x,} oldugundan
P’ c f(P) dir.
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()

f(z0)

//lx X L

Sekil 4.2.1 Kisitlanan non-dejenere doniistimiin ortenligi

f(z,) & P’ olacak bigimde z, € P noktasinin var oldugu kabul edilsin. f(z,) dan gegen
her dogru P’ diizlemini en fazla bir noktada keser. TNL = @ olacak bigcimde T c P’
¢emberini alalim. Bu durumda f(y) = T olacak bi¢imde P diizleminde bir y ¢emberi
vardir. Buise X Ny = @ olmasi gerekir. Agikca z, € y dir. z, dan gegen ve y ¢emberini
kesen tiim dogrularin X ile arakesitini i¢eren [a,b] € X araligi segilsin. Bu arada
f(iny)crcP vef(InX)cL dir. Béylece f(1)n P kiimesi en az iki noktaya
sahip olup, bunlardan biri T iistiinde, digeri ise L iistiindedir (Sekil 4.2.1). f(z,) gegen
her dogru P’ diizlemini en ¢ok bir noktada keseceginden f(I N X) = oo olup buradan
f (% ) = oo olur. Bu celiski olup P' = f (P) dir ve boylece f (13) 2-boyutlu kiiredir.

Ustelik g lap.pop2 + h |55, 52 bigiminde R™ de iki Mdbius déniisiimii vardir. Bu
durumda hofog ™! |z2.52_, 52 fonksiyonu non-dejenere cember koruyan bir doniisiimdiir.
Teorem 4.1.1 den non-dejenere ¢ember koruyan bir doniigim Mobius donisiimii
olacagindan hofog~! fonksiyonu Mébius doniisiimiidiir. M&bius doniisiimleri birebir

orten oldugundan hofog~! fonksiyonu da birebir drtendir. Boylece ispat tamamlanir. m
Lemma 4.2.2 f:R™ - R™ fonksiyonu ¢ember koruyan bir doniisim olsun. f |

dejenere olacak bigimde 2-boyutlu bir S c R™ kiiresi varsa f dejeneredir
(Li et al. 2005).
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ispat. Aksini kabul edelim, yani f,R™ de non dejenere ve f |5 dejenere olsun. Bu
durumda f(S) =T ve f(a) =a’, a’ € T olacak bigimde bir T ¢gemberi ve a € R®
vardir. f |g dejenere oldugundan f |g birebir degildir. O halde f(b) = f(c) olacak
bicimde S kiiresi lizerinde farkli iki b, ¢ noktalar1 vardir. a, b ve ¢ noktalarindan gegen
kiire S' olsun. f(SN S') =T ve f(a) € I' oldugundan f |¢s non-dejeneredir. Boylece
Lemma 4.2.1 den f |y bir kiiredir ve f |¢s birebir-6rtendir. b ve ¢ noktalart S’
kiiresinde fakat f |¢s (b) = f Is (c) oldugunda f |g birebir degildir. Boylece geligki

elde edilir. ]

Tammm 4.2.3 i =1,2,..,n olmak iizere i-boyutlu tiim kiirelerin kiimesi S(i) ile
gosterilsin. S € S(i) olacak bigimde S kiireleri igin f |¢ birebir, orten ve f(S) € S(i)

ise f doniistimiine i —boyutlu kiireleri koruyan dontisiim denir (Li et al. 2005).

Onerme 4.2.4 f:R" - R" non-dejenere, cember koruyan doniisiimdiir ve 2 —kiireleri

korur (Li et al. 2005).

P,,P, cR", P, # @ # P, olsun. II{P;,P,} =N {T: T,R™ de bir kiire ve U P_i c T}
ile gosterilsin. Bu kiime P; ve P, ‘yi kapsayan en diisiik boyutlu kiire olup bir ve yalniz

bir tanedir.

Lemma4.25 f:R"™ - R™ cember koruyan doniisiim olmak iizere f, non-dejenere ise
f,r —kiireleri korur (2 < r < n) (Li et al. 2005).

ispat. f non-dejenere ise 2-kureleri korur ve birebirdir. Tiimevarim yontemi kullanilarak
fnin2<k<n-1 i¢in k —kiirelerini korudugu kabul edilsin. S € S(k+ 1) i¢in
f(S) € S(k + 1) oldugu gosterilmelidir. f(c0) = 0o (oo € S) olsun. (Aksi halde uygun
bir Mdbius doniisiimiiyle bileske alinabilir.) Bu durumda oo € P; olacak bigimde
k —boyutlu P; c S kiiresi vardir. Bu durumda f(P;) € S(k) dir. x € S\ P; noktasi
segilsin.  Boylece TI{f(P,),f(x)} € S(k+1)dir. S =0{f(P),f(x)} olsun.
f(8) =S" oldugu gosterilmelidir. ilk olarak x’ i yukaridaki bicimde segilsin. f(x)
noktasindan gegen f(P;) \ {0} kiimesini kesen tiim dogrularin 6n resimleri S de birer

dogrudur. Ustelik TI{f (Py), f(x) } = S"  £(S) dir.
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Ikinci olarak p € S noktasi i¢in f(p) € S’ oldugu gosterilmelidir. p noktasindan gegen
ve P NPy, (k—1)-boyutlu kiire olacak bi¢imde k-boyutlu bir P kiiresi alinsin.
I{f (Py), f(a) }, (k + 1) —boyutlu kiiredir.

Sekil 4.2.2 Non-dejenere ise r-boyutlu kiireleri korunmasi

a € P; \ P noktas1 segilsin. II{f(P;),f(a) }, f(Py) N f(P) € S(k+ 1) yi igerir ve
fl@e f(PO\ f(P)Nf(P), f(P) c I{f(P), f(@)}, f(x) € f(P) dir.

Boylece II{f (P), f(a) } = S’ ve f(p) € S' dir. Buradan S’ o f(S) olup f(S) = S’ diir.
f birebir orten oldugundan f |g de birebir Ortendir. Bdylece f doniisiimil

(k + 1) —boyutlu kiireleri korur. [

4.3 Dejenere Cember Koruyan Déniisiimlerin Varhg:

R™ = R™ U {00} icin R™ kiiresinde Mdbius doniisiimleri gemberleri korur. Bunun tersi
birgok yazarin ilgisini ¢ekmistir. Yakin zamanlarda Li vd. (2005) ¢ember koruyan

dontisiimler i¢in asagidaki arastirmalar yapilmstir.

Teorem 4.3.1 f: R™® —» R™ ¢cember koruyan déniisiim olsun. fnin bir Mébius doniisiimii

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f’ nin non-dejenere olmasidir (Li et al. 2005).

Teorem 4.3.2 f:R"™ — R" dogrular1 koruyan doniisiim olsun. f bir afin dontisiimii

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f nin non-dejenere olmasidir (Li et al. 2005).
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Teorem 3.3.3 f: H" — H" jeodezileri koruyan doniisiim olsun. f nin bir izometri olmasi

icin gerek ve yeter kosul f nin non-dejenere olmasidir (Li et al. 2005).

Bu ii¢ teoremden dejenere c¢ember koruyan (dogru koruyan-geodezik koruyan)
dogrularmin var olup olmadigi problemi ortaya ¢ikar. Li vd. (2005), dejenere dogru

koruyan ve dejenere geodezik koruyan doniisiimlerin 6rneklerini elde ettiler.
4.3.1 Dejenere Déniisiimlerin Insasi

1.Adim x = (x4,%,,... ,X,) € R? olmak iizere
gi:R* > R
n
x|, € R"
x = g,(x) = {Zi=1| |
0o , X =

doniisiimii tanimlansin.

2. Adim Riizerinde her x, y € R i¢in

x~ye=x—y€eQ
bi¢ciminde bir denklik bagintis1 tanimlansin. x” in denklik smifi X ile gosterilsin. Tim
denklik simiflarinin kiimesi Rg, ile gdsterilsin, yani R = {X : x € R} dir. card(RQ) nun
R olmadig1 KX, oldugu kabul edilsin. Bu durumda Rg sayilabilirdir. Her ¥ denklik
smifindan birer tane temsilci segerek W kiimesi olusturulsun. Bu durumda W kiimesi de

sayilabilirdir. Diger yandan Q = {ry,75,...,7%, ... } ile gosterilsin. Buradan

[0e]

R = o+ )

k=1

dir. Sayilabilir ¢oklukta sayilabilir kiimenin birlesimi sayilabilirdir. Boylece R kiimesi
sayilabilirdir. Bu geliski olup card(Rgq) = R dir. Bu durumda

g2:R = Ry
X=X

bi¢iminde bir g, boliim fonksiyonu vardir. R kiimesindeki bir L aralig1 igin iddia ediyoruz
ki g,(L) = Rq dir. § € Rg olsun. Bu durumda g5 *(¥) kiimesi R kiimesinde yogundur.
Bu durumda g, (x) = ¥ olacak bi¢cimde 3 x € L vardir. §, R kiimesinde keyfi secildigi
i¢in g,(L) = Rg dur.
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3.Adim S, R" kiiresinde ¢ember olsun. R™ kiiresindeki noktalar kiimesinde oldugu
gibi card(S) = X dir. card(RQ) = X ve card(S) = X oldugu igin
gs: IRQ - S

olacak bi¢cimde birebir ve 6rten bir doniisiim vardir.

4. Adim g4, g, Ve g5 doniisiimlerinin bileskesi alinarak f: R® - R®, f = g3 0 g, ° g,
olacak bi¢cimde bir doniisim tanimlansin. f dejenere ¢ember koruyan doniisim
oldugundan R™ kiimesindeki her gemberi, S cemberine 6rten olarak tasir. Gergekten R
kiimesindeki bilinen bir T ¢emberi, g, (T) altindaki goriintiisii R kiimesinde bir L araligini
kapsar. Boylece g,(L) =Rg oldugundan ve g3 doniisiimiiniin  tanimindan

gz © g2(L) = S olup, boylece f(T) = S olur.

Uyan : R kiiresinde verilen bos olmayan E kiimesi i¢in ve E r —boyutlu bir kiire
(2<r<n-1) olsun. S ¢emberinden E kiimesine tanimli 6rten bir g, doniisimi
vardir. f = g, o f doniisiimii R kiiresindeki her gemberi E kiimesine gétiiriir. Ustelik
f cember iizerindeki yay pargalarini da E kiimesine gotiiriir. Burada f dejenere doniisiim

olup r —boyutlu kiireleri korur.

Son olarak dejenere geodezik koruyan ve dejenere dogru koruyan déniigiimlere ayr1 ayri

reel analitik 6rnek vermek i¢in basit bir lemmaya ihtiyag duyulur.

Lemma 4.3.1.1 ¢ bir doniisiim olmak {izere
¢(x) = x.sinx, x € [0,)
olup herhangi ¢ > 0 i¢in ¢([c, »)) = R dir (Yao 2007).
Ispat. y € R olsun. x € [0, ) igin ¢(x) = y oldugunu gostermek yeterlidir. Gergekten
k € N oyleki 2km — g > maks(c, |y]) ,
¢(2kn—%)=—(2kn—%), ¢(2kn+g)=2kn+%
ve yE (— (an - g) ,2km + g) oldugu goriilir. Buradan ¢(x) dontsimi siirekli

oldugundan x € (an - g, 2km + g) vardir. Béylece ¢p(x) = y dir. |
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Ornek 1 (Reel-analitik dejenere dogru koruyan doniisii )
|2 =%",x" olmak iizere
f(x) = |x|* sin|x|?

Burada ¢:x — |x|%déniisiimii kolayca R" kiimesindeki her dogru ¢ = 0 icin [c, )

x € R" i¢in |x

araligina tasir. Lemma 4.3.1.1 den goriilecegi gibi f doniisimii R™ kiimesindeki her
dogruyu R?! kiimesine tasir. Burada f dejenere dogru koruyan doniisiimdiir. f doniigiimii

acikca R™ kiimesinde reel-analitiktir.

Ornek 2 (Reel-analitik dejenere geodezik koruyan doniisii )
D" = {x € R™: |x|? < 1} hiperbolik uzayda acik yuvar olsun. D = {x € C: |x|* < 1}
acik yuvarinda 0 ile x arasindaki hiperbolik uzaklik d (0, x) ile gosterilsin.

1+ |x]?
1—|x|?

d(0,]|x|?) =In
olmak iizere
g(x) = Zarctan[d(0, |x|?).sin(d(0, |x[?))], x € D"
seklinde tanimlansimn. Burada y: x - d(0, |x|?) doniisiimii D™ yuvarindaki her geodezik
c=>0 igin [c,o) arahgma Orten olarak tasir. Lemma 4.3.1.1 den

g= %arctan(lp. sin(y)) dontigiimii D™ yuvarindaki tim geodezikleri (—1,1) araliginda

orter. Bu da D" yuvarinda bir geodezik olur. Buradan g doéniisiimii dejenere geodezik

koruyan dontisiimdiir. Dahas1 g doniisiimii D™ yuvarinda reel-analitiktir.
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5. KURE KORUYAN DONUSUMLER ve OZELLIKLERI

Bu bolimde E bir Hilbert uzayimni gostermek tizere x ile y arasindaki uzaklik [x — y| ile

ifade edilecektir. o ¢ E ise E = E U {0} biciminde gosterilecektir.

Tamm 5.1 f:E — E doniisiimii orten ve cifte oram koruyorsa f doniisiimii Mobius

doniistimdiir (Yang 2014).

Teorem5.2 O, ve Q,, E kiimesinde iki bolge olmak iizere bu iki bolge arasinda birebir
ve Orten doniisiim tanimlasin. Asagidakiler denktir.
(1) f, E kiimesi iizerinde taniml1 Mébius doniisiimiiniin Q; {izerindeki kisitlamasidir,
(2) f, lokal kiire koruyan doniistimdiir
(Yang 2014).

Bundan sonraki kisimda x' ile f(x), [x,y] ile x ve y tarafindan sinirli dogru pargasi ve

AB ile A ve B noktalarindan gegen dogru gosterilecektir.

Asagidaki lemmalarin tiimiinde f: E — E kiire koruyan birebir ve érten bir doniisiim olup

f (00) = oo oldugu kabul edilecektir.

Lemma 5.3 f doniisiimii kiirelerin merkezlerini korur (Yang 2014).

Ispat. S Kkiiresi verilsin. S kiiresinin ¢ap1 [x,y] olsun. S kiiresine x ve y noktalarinda
teget H; ve H, hiperdiizlemleri vardir. H; N H, = oo ve f birebir oldugundan
H] NH, ={x}olup [x',y'], S’ kiiresinin ¢apidir. 0 noktast S kiiresinin merkezi
olmak tizere [x, 0] , [0,y] ¢aph iki kiire olusturulsun. [x,0] , [0,y] ¢apli kiirelerin f
altindaki goriintiileri [x',0'] ve [0’,y'] olup bu kiireler o’ noktasinda tegettir. Bu
durumda o’ noktasi [x’,y'] dogru pargasi tistiindedir. [x', '] keyfi oldugundan ve her

cap i¢in bu 6zellik saglanacagindan o' noktas1 S’ kiiresinin merkezidir. ]
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Lemma 5.4 f doniisiimii siireklidir (Yang 2014).

Ispat. Keyfi bir a noktasinda f doniisiimiiniin siirekli oldugunu gostermek yeterlidir.
a merkezli r yarigapli kiireyi S(a,r) ile gosterilsin. Lemma 5.3 den
f(S(a,m)) = S(b,R) dir. Burada f(a) =b dir.

F:[0,00) — [0,0)
t=lx—al-|f(x) - bl

doniistimii tanimlansin. F(0) = 0 oldugu agiktir. r; < r, olmak tizere S(a,r;) ve S(a, 1)
kiireleri segilsin. £(S(a, 7)) = S(b,R,) ve f(S(a,12)) = S(b,R;) olsun. Ry <R,
oldugu gosterilmelidir. Eger R; > R, olsa idi f doniisiimii a noktasindan gegen S(a, ;)
kiiresine teget olan bir S ¢gemberini noktasindan gegen S(b, R,) kiiresine teget olan bir
bagka kiireye gotirir. Buradan f(S)NS(b,R,) # @ oldugundan bu durum ise
SnS(a,rp) = @ olmasiyla gelisir.

Diger yandan S(a,r;) ve S(a,r,) kiirelerinin ikisine de teget olan tiim kiirelerin f

r1+7;

> ) kiiresi S(a, ;)

altindaki goriintiileri S(b, R;) ve S(b, R,) kiirelerine tegettir. S (a,
ve S(a,r,) kiirelerine teget olan tiim kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri olup;

f (5 (.25 r2>> — s (b,Rl > R2>

F(x)+F(y)
2

elde edilir. Buradan F monoton olup F(x + y) = dir. F stirekli olup boylece f

doniisiimii a noktasinda stireklidir. [ |

Lemmab5.5 f doniisiimii dogrulari ve k —boyutlu diizlemleri korur (Yang 2014).

Ispat. Oncelikle f déniisiimiiniin dogru pargalarini korudugunu géstermek yeterlidir.
X,y € E igin, [x, y] ¢apli S kiiresini olusturalim. a € [x, y] i¢in a merkezli S kiiresine x
veya y noktalarinin birinde teget olan bir S; kiiresi vardir. f doniisiimii birebir
oldugundan S’ ve S; kiireleri tegettir. iki kiire bir z noktasinda teget ise bu iki kiirenin
merkezleri ve z noktas1 dogrusaldir. Lemma 5.3 den a’ € [x',y'] dir. Lemma 5.4 den

dolayi [x, y] gortntiisii [x', y'] dir. Boylece ispat tamamlanur. [ ]
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Lemma 5.6 f doniisiimii agiortaylar1 korur (Yang 2014).

Ispat. E kiiresinde AB ve AC iki 151 alinsin. AB ve AC dogru pargalarina teget olan ve
merkezi £BAC agisinin agiortayi lizerinde bulunan bir S kiiresi olusturalim. Bu kiirenin
merkezi O noktast olsun. Lemma 5.3 ve Lemma 5.4 ‘den A’ noktasi S’ kiiresinin
disindadir. f doniisiimii birebir oldugundan S’ kiiresi A'B’ ve A’'C’" dogrularina tegettir.

Lemma 5.3 ve Lemma 5.5 den dolay1 f doniisiimii agiortaylar korur. [

Lemma 5.7 f doniisiimii agilarin lgiisiinii korur (Yang 2014).

Ispat. O merkezli bi Q ¢emberi alalim. Q gemberi iistiinde saat yoniine gore siralanmis
LA;OA; 1 = 27”, (n = 4) olacak bigimde A4, 4,, ... , A, noktalar1 segilsin. Lemma 5.3
Lemma 5.4, Lemma 5.5 ve Lemma 5.6’ dan dolayr Q ¢emberinin goriintiisii olan Q'
kiimesi de bir gember olup £4;0'A},; = 27” dir. Fakat burada dikkat edilecek olursa
yonlendirme degisebilir. Buradaki insa n=3ven =2 iginde (agilar tam ikiye
boliinerek) saglanir. f doniisiimii ? degerli aglar1 korur. (p,q € N,q = 2p).

Boylece f rasyonel degerli agilar1 da korur. Q = R ve f siirekli oldugundan f déniisiimii

tiim agilar1 korur. [

Teorem 5.8 f:E —» E doniisiim olsun. f nin Mébius doniisiimii olmasi icin gerek ve
yeter sart f nin kiire koruyan birebir 6rten doniisiim olmasidir (Yang 2014).

Ispat. (=) f, M&bius doniisiim olsun. a ve b noktalar S kiiresine gore invers noktalar

Ix—all = k olsun. Buradan [x, a, o0, b] = k olup Mdbius doniisiim altinda

olsun. x € Sigin
|x—b

¢ifte oran korunacagindan [x’,a’,,b'] = k dir. Béylece f doniisiimii altinda kiirelere
gore simetri korunur. Bu durumda S’ kiiresi herhangi bir kiimenin altkiimesidir. f
Mobius doniisiim oldugundan birebir orten olup tersi vardir ve tersi de bir Mdbius

dontigtimdiir. Buradan S’ kiimesinin kiire oldugunu gérmek kolaydir.

() f:E - E doniisimii (o) = o olacak bigimde kiire koruyan doniisiim olsun.
Birbirinden farkli olacak bi¢imde a,b,c,d noktalar se¢ilsin ve koseleri a, b, ¢ olan
tiggen Aabc ile gosterilsin. Lemma 5.4 ve Lemma 5.6 dan dolayr Aabc ve Aa'b’c’

ticgenleri benzerdir.
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Yani;
|aI_bI|_ IbI_Cll _lCI_aII

la—b|  |b—c| |c—al
dir. Benzer bigimde

|al_dl|_|dl_cl|_|cl_all

la—d| |d—c| |c—al

buradan
la’ = b'| |c'=d'| la—b| [c—d|
la’ —d'| |¢' = b'| |la—d| |c—b]

olur. f cifte oran1 korudugundan ve 6rten oldugundan Mdbius doniisiimdiir. Boylece ispat

[a',b",c',d'] = la,b,c,d]

tamamlanir. ]

f:Q c E > E bigiminde bir doniisiim olsun. Sonlu boyutta oldugu gibi, eger f1, bir
Mobius doniisiimiiniin kisitlanmasi ise f doniisiimiine bir tek siirekli 6zellige sahiptir

denir ve Va € Qigin f1, doniisiimil bir Mbius doniisiimiiniin kisitlanmasidir. By, a
a

noktasini iceren bir yuvar olarak gostertilmistir.

Lemma 5.9 ve Sonug 5.10 den Hilbert uzaydaki Mobius dontigiimleri ile sonlu boyutlu

uzaydaki Mobius doniisiimlerinin benzer formda oldugu goriiliir.

Lemma 59 {x€E:|x| <1} birim yuvarinda alman bir B noktasi igin
f(B) = B ve f(0) = 0 olacak bigimde bir f Mobius doniisiimii verilsin. Bu durumda A
bir ortogonal operator olmak tizere f(x) = xA dir (Yang 2014).

Ispat. f, Mobius doniisiimii oldugundan cifte oran1 korur. Bu durumda kiireye veya
hiperdiizleme gore simetrik noktalarin goriintiisii kiireye veya hiperdiizleme gore
simetriktir. f(B) = B ve f(0) = 0 oldugu i¢in O merkezli kiirelerin goriintiileri O
merkezli kiirelerdir ve orijinden gecen dogrularin goriintiileri orijinden gecen dogrulardir.
Lemma 5.3 e benzer bi¢imde f doniisiimii dogru pargalarini, dogru pargalarin gotiiriir.
x ve y tanimlanmis oldugu vektorler lineer bagimsiz olacak bigimde iki nokta olsun. x
ve y tarafindan gerilen diizlemin f altindaki goriintiisii x’ ve y’ tarafindan gerilen
diizlemdir. Buradan f doniisiimii x ve y tarafindan gerilen diizlem {izerinde lineer olup
f(x) = |x| dir. Ciinkii Mobius dontigiimleri konform dontisiimlerdir. f(x) = xA olacak

bicimde bir A operatdrii vardir. [
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Sonu¢ 5.10 f:E — E bir Mébius déniisiimii olsun.
(1) A bir ortagonal operatoér ve ¢ , s = dB kiiresine ortagonal olan bir kiireye gore
yansima olmak tizere f(B) = B ise f(x) = A(ox) bigimindedir,
(2)r>0, xo €E ve A bir ortagonal operatdor olmak iizere f(c0) = oo ise
f(x) = rAx + x, bigimindedir,
(3) r €R, x, € E ve A bir ortagonal operator olmak iizere o bir yansima olmak
tizere f(o0) # o ise f(x) = rA(ox) + x, bigimindedir,
(Yang 2014).

Sonlu boyutlu durumlarda bir Mébius doniisiimii kiirelerdeki sonlu sayidaki yansimanin

bileskesidir. Fakat bu durum sonsuz sayidaki uzaylar i¢in gegerli degildir.

Lemmab5.11 E sonsuz boyutlu Hilbert uzayi olmak iizere E kiimesindeki kiirelere gore
sonlu sayidaki yansimanin bileskesi f olsun. Bu durumda f (A) = A olacak bi¢cimde
sonlu boyutlu bir A alt uzay1 vardir ve A kiimesini igeren tiim alt uzaylarin kapanist
f altinda inveryanttir. Burada A = A U {o0} dir (Yang 2014).

Ispat. f déniisimii, S(a;, ;) ve P(bj, tj) kiirelerine gore yansimalarin bileskesi olsun.

(1<i<m1<j<m)

1. Durum ¢;, S(a;, ;) kiiresine gore bir yansima olsun ve M , a; noktasini igeren bir
alt uzay olsun. M uzayi, a; noktasindan gegen dogrularin koleksiyonu olmak {izere

¢;(M) = M oldugu kolayca goriiliir.

2. Durum ¢, P(bj, tj) kiiresine gére yansima ve [ ise orjin ve b; noktasindan gecen
dogru olsun. [ dogrusunu kapsayan bir N lineer alt uzayi [ dogrusuna paralel olan tim
dogrularin bir kolleksiyonu olarak goriilebilir. Bu dogrularin hepsi P(bj, tj) kiiresine dik
oldugundan ¢;(N) = N dur. b]f noktasi P(bj, tj) kiiresi ile [ dogrusunun kesistigi nokta
olsun. Budurumda 1 <i <m ve1l<j<migin b ile a; noktalarmnin gerdigi uzay A

ile gosterilirse f(A) = A elde edilir. n

31



6. KURE KORUYAN DEJENERE DONUSUMLER

R" = R® U {0} i¢in R™ n —boyutlu Oklidyen uzay ve H™ n —boyutlu hiperbolik
uzaydir. R™ kiiresinde r —boyutlu kiirelerin f altindaki goriintiisii » —boyutlu kiireler ise
f kiire koruyan doniisimdiir. Benzer bigimde H" (veya R™) de r —boyutlu
hiperdiizlemlerin f altindaki goriintiisii H" (veya R™) de r —boyutlu hiperdiizlemler ise
f déniisiimii H" (veya R™) de hiperdiizlemleri koruyan déniisiimdiir. Ozel olarak
r=1 igin R (H"R") de f doniisiimii ¢ember (geodezik, dogru) koruyan
doniisiimdiir. £, r —boyutlu kiire koruyan déniisiim olmak iizere f (R™) r —boyutlu kiire

oluyorsa f dejenere doniistimdiir. Aksi halde f non-dejenere doniisiimdiir.

Hiperbolik uzayda ve Oklid uzayinda dejenere ve non-dejenere déniisiimler benzer
bi¢imde tanimlanir. Burada n = 2 ve 1<r < n almacaktir. Bir Mobius doniisiimii
R™ r —boyutlu kiireleri korur ve izometri (afin) doniisiimdiir. H* (veya R™) r —boyutlu
hiperdiizlemleri korur. Peki bunun tersi dogru mudur? Bu soru bir¢ok yazar tarafindan
incelenmistir. Ornegin; Nehari (1952), f:C — C sabit olmayan meromorfik doniisiimii
¢ember korur, boylece f Maobius donilisimiidiir seklinde ifade etmistir. Aczél (1967),
f:C - C ¢ember koruyan, birebir ve 6rten déniisiim ise f Mobius doniisiimii oldugunu

kanitladilar.

Teorem 6.1 f: R™ — R™ doniisiimii birebir ve érten olup r —boyutlu kiireleri korur ise
f Mobius dontisiimidiir (Li et al. 2009).

Teorem 6.2 f: H" — H" doniisiimii birebir ve orten olup r —boyutlu hiperdiizlemleri
korur ise f izometridir (Li et al. 2009).

Teorem 6.3 f:R™ — R" doniisiimii birebir ve orten olup r —boyutlu hiperdiizlemleri
korur ise f Afin dontisiimiidiir (Li et al. 2009).

Teorem 6.4 f:R™ - R™ (H" —» H", R® - R") ¢ember koruyan (geodezik koruyan,

dogru koruyan) doniistim olsun. f’ nin Maobius (izometri, afin) doniisiimii olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul f’ nin non-dejenere olmasidir (Li et al. 2009).
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Teorem 6.5 1< r < n igin f:R® - R™® r —boyutlu kiireleri koruyan doniisiim olsun.

f~’ nin Mdbius doniisiimii olmasi igin gerek ve yeter kosul £ nin non-dejenere olmasidir

(Li et al. 2009).

Teorem 6.6 1 < r < nigin f: H" - H" r —boyutlu hiperdiizlemleri koruyan doniisiim

olsun. f’ nin izometri olmasi igin gerek ve yeter kosul f’nin non-dejenere olmasidir

(Li et al. 2009).

Teorem 6.7 1 <r <nigin f: R® - R" r —boyutlu hiperdiizlemleri koruyan doniisiim
olsun. £ nin afin donlisimii olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul f’ nin non-dejenere

olmasidir (Li et al. 2009).

6.1 Mébius doniisiimleri ve R™ de Non-dejenere Doniisiimler

Bu boliimde Teorem 6.5 ispat edilecektir. Teorem 6.5 gerekliligi aciktir. Teorem 6.4 den
f:R™ - R™ non-dejenere r —boyutlu kiireleri koruyan bir doniisiim olmak iizere burada
1< r <n,n = 3igin f’ nin bir Mdbius doniisiimii oldugu gosterilecektir. I', r —boyutlu
kiire ve L, T kiiresinde (r — 1) —boyutlu kiire olsun. I'\L’ nin bilesenlerinden birinin
r —boyutlu disk oldugu soylenebilir. R™ kiiresinde A > 3 elemanli kiime, ¢t en kiigiik

pozitif tamsayi olsun. [JA, A kiimesini i¢eren t —boyutlu kiire seklinde tanimlansin.

Lemma 6.1.1 f:R™ > R" fonksiyonu sabit birr sayis1 i¢in asagidaki iki 6zellik
saglanir.

i.  r —boyutlu kiireleri, r —boyutlu kiirlere gotiirsiin.

ii. f(R™) kiimesi r —boyutlu kiire tarafindan kapsanmasin.
Bu durumda 1 <k<r—1 olacak bicimde k —boyutlu S kiirelerinin goriintiisii

k —boyutlu kiirelerdir. Ozellikle gemberlerin goriintiileri cemberlerdir (Li et al. 2009).
Lemma6.1.2 f:R™ —» R™ r —boyutlu kiireleri koruyan non-dejenere fonksiyon olsun.

f fonksiyonu (r — 1) —boyutlu kiireleri, (r — 1) —boyutlu kiirlere orten olarak tasir
(Li et al. 2009).
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Teorem 6.5 ispati. f fonksiyonu r —boyutlu kiireleri koruyan ve non-dejenere
oldugundan Lemma 6.1.1 ve Lemma 6.1.2 geregi (r — 1) —boyutlu kiireleri korur.
Tlimevarim metodu tersten uygulanirsa f  fonksiyonu altinda ¢emberlerin
(1 —boyutlu kiire) korundugu kolayca goriiliir. Bu ise Teorem 6.4 iin direkt bir

uygulamasidir. [

Lemma 6.1.1 ispati. k =r — 1 olsun. S, k —kiiresinin I' r —kiiresine gomiilmesiyle
hipotezden dolay1 f(I") = I'" bir r —kiiredir. o € S, f(00) = oo olsun. Ustelik hipotezden
dolayt f(R™), r —boyutlu kiire tarafindan kapsanmadigindan T kiiresi disinda
f(p) = p’ €T olacak bi¢gimde bir p noktas1 vardir (Sekil 6.1.1).

)

Sekil 6.1.1 k-boyutlu kiirelerin goriintiisti, k-boyutlu kiirelerdir.

I, = [1{S, p} olsun. Bu durumda T; r —kiiredir. f(I';) =T olup

fO=f(Inl)c f(D)Nf(I)=T"nTy
elde edilir. T' N T} , (r — 1) —boyutlu kiire tarafindan kapsanir. Bu durumda k =r — 1
icin lemma saglanir. f(R®), r —boyutlu kiire tarafindan kapsanmadigi agiktir.
Tiimevarim metodu tersten uygulanirsa lemmanin 1 < k < r — 1 olacak bigimde her k

say1s1 i¢in ispat benzer yontemle yapilir. [
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Lemma 6.1.3 f, r —boyutlu kiire koruyan ve non-dejenere doniisim olsun. '
r —boyutlu kiire olmak {izere I' igindeki r —boyutlu D  diski i¢in f(D)
(r — 1) —boyutlu kiire tarafindan kapsanmaz (Li et al. 2009).

Ispat. Aksi kabul edilsin. £(I') = I'" olsun. Bu durumda I’ icinde (r — 1) —boyutlu bir
S’ kiresi  f(D) € S’ olacak bicimde vardir. f(o0) = oo & S’ ,00 €. \D olsun. Aksi
halde uygun bir Mdobius doniistimii ile bileske islemi uygulanir. Lemma 6.1.1 deki
bigimde bir p noktas1 (p' = f(p) € I'') segilsin (Sekil6.1.2).

N

%,
\.
.
S N
\

I

Sekil 6.1.2 r-boyutlu DD diskinin goriintiisii (r-1)-boyutlu disk tarafindan kapsanmaz.

D diskinin her g noktasini p noktasiyla (p,q ve co noktalarindan gegen) bir ¢cembere
baglansin. E ise bu dogrularin (1 — kiire) kiimesini gostersin. Bu durumda E kiimesinin
r —boyutlu bir T altkiimesinin var oldugunu gérmek zor degildir. Diger yandan S’
kiiresinin her q' noktasini p’ noktasiyla co noktasindan gececek bigimde dogrularla
birlestirerek E’ dogru demeti olusturulsun. Buradaki E’ kiimesine oo noktasindan
gecen r —boyutlu koni yiizeyi diyelim. Lemma 6.1.1den f fonksiyonu p,q ve oo
noktalarindan gecen dogrulart p’,q’ = f(q) Ve oo noktalarindan gegen dogrulara
dontstiiriir. Buradan f(E) c E' olup boylece f(T) = T' bir r —boyutlu kiire olup E’
tarafindan kapsanir. Halbuki bu imkansizdir. Simdi bunun tersini kabul edelim. Iki durum

soz konusudur.
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1. Durum T, oo noktasi kapsasin. Gergekten T’ = R dir. Dikkat edilecek olursa E’
kiimesindeki her dogru p’ noktasindan gectigi i¢in T’ kiiresi de p’ noktasindan geger bu
imkansizdir. (T' kiiresi iizerinde bir m noktasi alinirsa m ve oo noktalarindan gegen dogru

T' kiiresi tizerinde olmalidir. Bu dogru iizerinde p’ noktasi da olmalidir.)

2. Durum T’, o noktasini kapsamasin. Oncelikle p’ noktas1 T’ kiiresi tarafindan sinirh
r —boyutlu yuvar i¢inde degildir. Dolaysiyla I'" noktasini T kiiresinin i¢inde olmayacak
sekilde diistiniilebilir. E’ koni yiizeyi (co noktas1 géz ardi edilerek) I'" ve p’ tarafindan
gerilen R"*!uzayr olarak ele almsin. o' noktast T’ kiiresinin merkezi olsun.
|p'0’| < |p’'0"| olacak bi¢imde W iistiinde ve T' kiiresinin i¢cinde o'’ noktasi se¢ilsin.
o' noktasindan gegen ve T’ kiiresine paralel olan r —boyutlu diizlem K’ ile, o”
noktasindan gegen ve I’ kiiresine paralel olan r —boyutlu diizlem K" ile gosterilsin.
K'nE", K'nT', K" nE", K" nT' kiireleri (r — 1) —boyutludur. Ciinkii bunlar S’
ye paraleldir. Ustelik K'NE'=K'nT've K'NE'=K" nT' dir. |p'o’'| <|p'0”|
olmasi K' N E’ kiiresinin yarigapinin, K' N E’ kiiresinin yarigapindan kiigiik olmasi
gerekir. Fakat o’ noktas1 T' kiiresinin merkezi oldugundan K’ N T’ kiiresinin yarigapi,
K" NT' Kkiiresinin yarigapindan biiyiiktiir. Bu ise bir ¢eliski olup ispat bdylece

tamamlanir. [

Lemma 6.1.2 ispat. R de (r — 1) —boyutlu S Kkiiresi verilsin. Lemma 6.1.1 den
f(S) c S’ olacak bigimde (r — 1) —boyutlu S’ kiiresi vardir. Bu durumda

i. S kiiresi bir r —boyutlu T kiiresi tarafindan kapsanir.

ii. f(o)=00€Tl

iii. S'cl'=f(T) veo &S’
olsun. Aksi halde uygun bir Mdbius doniisiimii alinarak bu ozellikler saglatilir.
r —boyutlu  T'\{oo} Oklid uzayinda S kiiresi tarafindan smirl disk D ile gosterilsin.
Kabul edelimki f(S), (r — 1) —boyutlu kiire olmasin. Bu durumda A € S'\f(S) olacak
bicimde A noktas1 vardir. A noktasint f doniisiimii altindaki ters gorilintlisii a € I'\S

olsun (Sekil 6.1.3).
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P [

Sekil 6.1.3 f, (r-1)-boyutlu kiireleri, (r-1)-boyutlu kiirlere drten olarak taginmasi

1. Durum a € D olsun. Bu durum da a ve oo noktalarindan gecen tim dogrular
kesinlikle T' kiiresini orter ve hepsi S kiiresinden geger. Buna ek olarak bu dogrularin
hepsinin f dontisiimii altindaki gortintiisii T’ kiiresindeki A noktasindan ve S '\{A}
gecen dogrulardir. Fakat I'' kiiresindeki S’ kiiresine A noktasinda teget olan dogrularin
higbiri f(I')  tarafindan kapsanmaz. Bu ise f(I') =T’ olmasiyla gelisir.
Ciinkii A noktasindan gegen S’ kiiresine teget dogru varken, a noktasindan gegen S

kiiresine teget dogru yoktur.

2. Durum a ¢ D olsun. Lemma 6.1.4 ten f(D) < S’ dir. Bu durumda D yuvarinin dyle
bir b noktasi vardirki f(b) = B & S’ diir.
hy(b) =, hy(B) =
olacak bigimde iki Mdbius doniisiimii se¢ilsin. Buradan
F=hyofohil
doniistimii igin F (o) = oo olup
hy € D = hy (D) ve F(hy(a)) € hy(SH\F (1 (S")
icin hy(S) kiiresi h,(S") kiiresine doniisiir. Boylece 1.Durumdan dolay1 ispat

tamamlanmis olur. [}

Teorem 6.5 den asagidaki iki sonug elde edilir.

Sonu¢ 6.1.4 f: R™ - R™ r —boyutlu kiireleri koruyan déniisiim olsun. Eger f doniisiimii

p € R™ noktasinda siirekli ise f Mobius doniisiimiidiir (Li et al. 2009).
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Sonu¢ 6.1.5 f:R™ - R™ r —boyutlu kiireleri koruyan déniisiim olsun. f~*(p") < oo
(sonlu sayida elemana sahip) olacak bigimde bir p’ € f(R™) varsa f bir Mdbius
dontisimiidiir (Li et al. 2009).

6.2 R® Kiire Koruyan Dejenere Doniisiim insasi

1. Adim x = (x4, x5, ... ,x,) € R olmak iizere
gi:R* > R
n
x|, € R"
x - gl(x) = {zi=1| lI
o , X =

doniisiimii tanimlansin.

2. Adim Riizerinde her x,y € R i¢in
X~y x—y€eEQ

biciminde bir denklik bagintis1 tanimlansin. x’ in denklik sinift ¥ ile gosterilsin. Bu
durumda her ¥ sayilabilir. Q sayilabilir oldugundan tiim denklik smiflarmnin kiimesi Rq
ile gosterilsin, yani Rg = {% : x € R} dir. card(Rg) nun & olmadig1 X, oldugu kabul
edilsin. Bu durumda R, sayilabilir bir kiime olup R kiimesinin elemanlar: sayilabilir
oldugundan sayilabilir ¢oklukta sayilabilir kiimenin birlesimi sayilabilirdir. Bu ise geligki
olup Rq sayillamazdir. x € R i¢in g,(x) = X kuraliyla verilen g,: R — Rg bdlim

fonksiyonu vardir.

3. Adim S, R® kiiresinde r —boyutlu bir kiire olsun. R™ kiiresindeki noktalar
kiimesinde oldugu gibi card(S) = & dir. card(Rg) = X ve card(S) = X oldugu i¢in
g3:Rg =S

olacak bigimde birebir ve orten bir doniisiim vardir.

4. Adim gq, g, g; doniisiimlerinin bileskesi alinarak f:R™ —» R™ bir déniisiim
tanimlayalim. Iddia ediyoruz ki f dejenere r —kiire koruyan déniisiimdiir. R® kiiresinde
verilen r —boyutlu bir T kiiresi i¢in g,(T) kiimesinin R deki L dogru pargasini

kapsadigin1 gérmek kolaydir.
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Simdi g, (L) = Rq oldugunu gostermek yeterlidir. § € Rq olsun. ¥ denklik smifinin g,
altindaki ters goriintiilerinin timii g;(§) olsun. (g;1(§) € R) g, doniisiimiiniin
tamiminda g5 () kiimesi R kiimesinde yogundur. Yani M = R dir. Boylece
g2(x) = J olacak bicimde L dogru pargasi iizerinde en az bir x noktast vardir. §, R

kiimesinde keyfi secildigi i¢in g, (L) = Rq dur.

Uyarl. R™ kiiresinde verilen bos olmayan E kiimesi i¢in S kiiresinden E kiimesine
tanimli orten bir g, doniisiimii vardir. f = g, o f doniisimii R™ kiiresindeki her
r —boyutlu kiireleri E kiimesine gotiiriir. Ustelik f ¢ember iizerindeki yay parcalarini da

E kiimesine gotiiriir. T = R™ alinirsa ispat tamamlanir.
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