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Danigman : Dog¢. Dr. Yurdal SEVER

Bu tez ¢aligmasi alt1 boliimden olugsmaktadir.

Ik boliim giris kismina ayrilmigtir. Ikinci boliimde matematik alamnda énemli ve
bu caligma igin gerekli olan baz temel kavramlara, teoremlere ve bunlarla ilgili bazi
ozelliklere yer verilmistir. Uciincii boliimde kiime dizilerine ait tanim, teorem ve bun-
larla ilgili 6rnekler incelenmistir. Dordiincii boliimde Kuratowski yakinsaklik tizerinde
durulmustur. Bu boltimde, i¢ limit kiimesi ve dig limit kiimesi ile kiime yakinsakliginin
temel Ozellikleri verilmis, monoton kiime dizilerinden bahsedilmistir. Ayrica uzaklik
fonksiyon tanimi verilip, teorem ve orneklerle ayrintili olarak incelenmistir. Beginci
boltimde Hausdorff yakinsaklik ve son boliim olan altinci boliimde ise Wijsman yakin-

saklik ve Fisher yakinsaklik incelenmistir.
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This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted to introduction. In the
second chapter, some important theorems in mathematics and concepts that are nec-
essary for our study are investigated and properties with examples related to those are
included. In the third chapter, definitions, theorems and examples about sequences
of set are mentioned. In the fourth chapter, Kuratowski convergence is introduced.
Basic properties of inner and outer limits of sequences of sets are given and monotone
sequences of sets are mentioned. Moreover, the distance function is defined and it
is studied with theorems and examples. The fifth chapter is dedicated to Hausdorff
convergence. In the sixth chapter, Wijsman convergence and Fisher convergence are

examined.
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SIMGELER DIiZINI

Simgeler
N Dogal sayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi
R™ n-boyutlu Oklid uzay1
(X, p) Metrik uzay
r = (x,) Reel say1 dizisi
sup En kiigiik tist sir
inf En biiytk alt sinir
B(xo,0) xo merkezli 0 yaricaplh agik yuvar
B(A,¢) A kiimesinin ¢ geniglemesi
{A.} Kiime dizisi
N Dogal sayilarin tiimleyeni sonlu olan alt kiimeleri
N# Dogal sayilarin biitiin alt kiimeleri
cl(A) veya A A kiimesinin kapanisi
d(xz, A) x elemaninin bir A kiimesine olan uzakligi
d(A, B) A ve B kiimeleri arasindaki metrik uzakligi
h(A, B) A ve B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklig
P(X) X in tiim altkiimelerinin kiimesi
CL(X) X in tiim kapali altkiimelerinin kiimesi
ligg g}f A, {A,} kiime dizisinin ig limit kiimesi
limsup A, {A,,} kiime dizisinin dig limit kiimesi
n—00

lim A, veya K — lim A,

n—oo

W — lim
H — lim
F —lim

{A,} kiime dizisinin Kuratowski yakinsakligi

Wijsman yakinsaklik
Haussdorff yakinsaklik
Fisher yakinsaklik




1 GIRIiS

Limit ve yakinsaklik gibi kavramlar analiz ve fonksiyonel analiz alaninin temelini olus-

turan en onemli kavramlardir.

1970 lerin ortalarina kadar kiime yakinsakligi tizerinde yapilan caligmalar, neredeyse
sadece topoloji tizerinde caligan matematikgiler tarafindan yapildi. Michael (1951)
tarafindan yazilan bir makale ve Nadler (1978) tarafindan yazilan bir kitap, topolojinin
taniminin ve analizinin kiime yakinsakligi ile uyumlu olup olmadig: yoniindeki sorulara
151k tutar nitelikteydi. Bugilinlerde optimizasyon problemleri, ekonomi ve diger konular
tizerindeki uygulamalar bu konu tizerindeki ilgiyi artirdi. Beer (1993) tarafindan yazilan
bir kitapta, Sonnteg ve Zalinescu (1993) ve Lucchetti ve Torre (1994) tarafindan yazilan
makalelerde bu ilgi gozlemlenebilir.

Kiime dizileri tizerindeki i¢ limit ve dig limit kiimesi tamimlari, matematikci ve ayni
zamanda politikac1 olan Painlevé tarafindan 1902 yilinda ortaya atildi. Bir kiimenin
yakinsakligi, bu i¢ limit ve dig limit kiimelerinin esgitligi olarak tanimlandi. Haus-
dorff (1927) ve Kuratowski (1933), kitaplarinda bahsederek bu yakinsaklhiga popiilerlik
kazandirdi. Bu sebeple bu yakinsaklik Painlevé-Kuratowski yakinsakligi olarak bilinir.
Simdilerde birbirlerinin yerine kullanilsa da, daha &nceleri i¢ ve dig (inner and outer)
limit kiimesi kavramlar ile alt ve tist (lower and upper) limit kiimesi kavramlar
birbirinden ayrihyordu. I¢ ve dig limit kiimesi kavramlar1 kiime dizileri icin kul-
lanilirken, alt ve iist limit kiimesi kavramlari ise diger yakinsaklik cesitleri icin kul-
laniliyordu. Bunun nedeni, i¢ ve dig limit kiimesi kavramlarinin geometrik anlamlar:
cagrigtirmasindandir.

Wijsman (1966) ve Holmes (1966), kiime dizi yakinsakliginin bir karakterizasyonunu
olugturarak, bu yakinsakligi uzaklik fonksiyonunun noktasal yakinsakligi iizerinden

tanimladilar. Beer ve Lucchetti (1993) ise yine bu yakinsakligi
gap(C, D) =inf{|lz —y| : z€C, ye D}

fonksiyonu yardimiyla tanimladilar.
Sonntag (1976), konveks kiimelerin yakinsakligim bu kiimelerin izdiigiim déniigiimleri
(projection mapping) iizerinden tanimladi. Kiimelerin e-geniglemesi ile ilgili sonuglar

da Salinetti ve Wets (1981) tarafindan formiillestirildi. R" {izerinde tammlanan diger

1



yakinsaklik kavramlari, Painlevé-Kuratowski yakinsakligina esit olmasina ragmen, bu
kavramlarin da belli 6zel uygulama alanlar1 meveuttur. Ornek olarak bu yakimsakliklara
Pompeiu-Hausdorff ve Vietoris yakinsakliklar1 verilebilir. Bu yakinsakliklar Painlevé-
Kuratowski ile kiyaslanabilir fakat bunlarin digindaki yakinsakliklar, ornegin rough

yakinsaklik, Painlevé-Kuratowski ile kiyaslanamaz.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, sonraki boliimlere temel tegkil edecek tanim, notasyon ve teoremler veri-

lecektir. Bu boliimde genellikle (Bale1 2010) kiinyeli kaynaktan yararlanilda.

Tanim 2.1 Bir A kiimesinin her eleman: B kiimesinin de bir elemani ise A kiimesi B

kiimesinin bir alt kiimesi denir ve A C B gekline gosterilir, yani
ACB&{acA=ac B}

Tanim 2.2 A ve B iki kiime olsun. A dan B ye olan bir f bagintis1 agsagidaki 6zelliklere
sahipse f ye A dan B ye bir fonksiyon denir.

(i) Her x € A igin (z,y) € f olacak sekilde B de en az bir y elemani vardir,
(i) (z,y) € f ve (x,2) € f =y =z dir.

Tanim 2.3 A C Rve f: A — R bir fonksiyon olsun. A nin bir ¥ alt kiimesinin z; < x5
sartin1 saglayan her zq, xo elemanlar ic¢in f(z1) < f(z2) ise f fonksiyonu F {izerinde
artan, f(x1) < f(z3) olursa azalmayandir denir. Benzer olarak, F kiimesinin z; <
sartin saglayan her xy, x5 elemanlar igin f(x;) > f(z2) oluyorsa f fonksiyonu azalan,
f(z1) > f(xg) ise artmayandir denir. Bir aralik tizerinde tanimh bir fonksiyon tanim
araliginin tamami iizerinde artan veya azalan ise fonksiyona kesin olarak monotondur,
artmayan veya azalmayansa monotondur denir. Eger bir fonksiyonun taniml oldugu
her sonlu aralik, fonksiyonun monoton oldugu, sonlu sayida alt araliga béliinebiliyorsa

bu fonksiyona parc¢ali monoton fonksiyon adi verilir.

Tanim 2.4 Tanim kiimesi dogal sayilar kiimesi N olan her fonksiyona dizi denir.
Fonksiyonun deger kiimesi R reel sayilar kiimesi ise diziye reel say: dizisi adi verilir.

Yani, reel say1 dizisi f : N — R seklinde bir fonksiyondur. f fonksiyonunun goriintii

kiimesi, {f(1), f(2), f(3),---, f(n),---} bigimindedir.

Tanim 2.5 Tiim terimleri birbirine esit olan diziye sabit dizi denir.

Tanim 2.6 Her n € N igin a,, = b, ise (ay), (b,) dizileri egittir denir ve (a,) = (by)

seklinde gosterilir.



Tanmim 2.7 A, ={1,2,3,--- ,n} C N olmak {izere, tanim kiimesi A,, kiimesi olan her

fonksiyona bir n terimli sonlu dizi denir.
Tanmim 2.8 a: N — R, a(n) = a, dizisi verilmig olsun.
k:N—N, k(n) =k,
fonksiyonu (dizisi) bir artan dizi olmak tizere,
(aok) : N — R
bilegke fonksiyonuna a dizisinin bir alt dizisi ad1 verilir ve,

(aok)(n) = a(k(n)) = alk,) = ax

n

seklinde gosterilir. Bu durum (ax,) C (a,) bi¢iminde ifade edilebilir. Her dizi yine

kendisinin bir alt dizisidir, yani (a,) C (a,) dir.
Tanim 2.9 Herhangi bir (a,) reel say1 dizisinde, her n € N igin,

ans1 < a, = (a,) dizisi monoton azalandir.
Upy1 > a, = (a,) dizisi monoton artandir.
any1 < a, = (a,) dizisi monoton artmayandir.

Upy1 > an, = (ay,) dizisi monoton azalmayandir.
Artan veya azalan dizilere kisaca monoton dizi denir.

Tanim 2.10 Herhangi bir (a,,) reel say1 dizisi verilsin. Her n € N i¢in a,, < M olacak
sekilde bir M reel sayis1 varsa, (a,,) dizisi ustten sinarlidir denir. M sayisi bu dizinin
bir tist siniridir. M sayisindan biiyiik olan her gercel say1 da dizinin bir iist siniridir.
Her n € N igin m < a,, olacak sekilde bir m reel sayisi varsa, (a,,) dizisi alttan sinarlder
denir. m sayisi bu dizinin bir alt simiridir. m sayisindan kii¢lik olan her gergel say1 da
dizinin bir alt siniridir.

Bu durumda (a,,) dizisinin siirh olmas i¢in gerek ve yeter sart |a,| < k olacak gekilde

bir k£ pozitif reel sayisinin var olmasidir.



Tanim 2.11 Bir dizi iistten siirl ise tist sinirlarinin en kiigiigline dizinin en kiigiik st
st (ekiis) veya supremumu denir. Bir dizi alttan sinirli ise alt sinirlarin en biiyiigiine

dizinin en biiytik alt sinir1 (ebas) veya infimumu denir.

Tanim 2.12 ¢ >0vea € Rolsun. A={z : |r —a| <e, v € R} kiimesine a nin ¢

komsulugu denir.

Tanim 2.13 A C R ve a € R olsun. a nin her §-komgulugunda A kiimesinin a dan

farkli en az bir eleman1 varsa bu a noktasina A kiimesinin bir yigilma noktas: denir.

Tanim 2.14 A kiimesine ait olup yigilma noktasi olmayan elemanlara A nin zole
noktalar: denir. Yani, A kiimesine ait bir @ noktasiin, kendisinden baska A nin hig

bir noktasimi icermeyen komsuluklar: varsa bu nokta A nin bir izole noktas1 adin alir.

Tanmim 2.15 (a,) bir reel say: dizisi ve @ € R olsun. a min her bir komgulugu (a,)
dizisinin sonlu sayidaki terimi harig geriye kalan tiim terimlerini igeriyorsa (a,) dizisi a
ya yakinsiyor veya (a,,) dizisinin limiti a dir denir. Bu durum lima,, = a veya a,, — a
seklinde gosterilir. Yani, her € > 0 igin n > ng oldugunda |a,, — a| < € olacak gekilde
e na bagh bir ny dogal sayis1 bulunabiliyorsa (a,,) dizisi a ya yakinsaktir denir.

Limiti olan diziye yakinsak dizi, aksi halde 1raksak dizi denir.

Tanim 2.16 (a,, ), (a,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (a,, ) yakinsak ve limiti s ise, bu

s noktasina (a,,) dizisinin bir limit noktas: denir.

Tanim 2.17 (a,) bir reel terimli dizi ve C' de (a,) dizisinin alt dizilerinin limitlerinin
kiimesi olsun. C kiimesi, genisletilmis reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir. sup C' ve
inf C' genisletilmig reel sayilarina, sirasiyla, (a,) dizisinin st limiti ve alt limiti denir.

Ust limit, lim sup a,, veya lim a,, , alt limit, liminf a,, veya lim a,, ile gosterilir.
Yukaridaki tanima denk olan su tanimi verebiliriz.
Tanim 2.18 (a,) bir reel terimli dizi olsun.

liminf a, = inf (sup an), limsup a,, = sup ( inf an)
m>1 n>m m>1 n>m

sayllarina sirasiyla (a,,) dizisinin alt limiti ve st limiti denir.

Tanmimdan, liminf a,, < lim sup a,, olacag1 agiktir.



Teorem 2.19 (a,) bir reel terimli dizi ve a da bir genisletilmis reel say1 olsun.
lima, = a < liminf a,, = limsupa,, = a.
Teorem 2.20 Yeteri kadar biiytk n ler icin a,, < b, ise
liminf a,, < liminf b, ve lim sup a,, < limsup b,
olur.

Tamim 2.21 (a,) bir reel terimli dizi olsun. Ve > 0 igin m,n > ng oldugunda

|a, — a,| < € olacak sekilde bir ny € N varsa (a,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.22 (a,) bir reel terimli dizi olsun. (a,) dizisinin yakinsak olmasi i¢in gerek

ve yeter gsart Cauchy dizisi olmasidir.

Tanim 2.23 A C R, f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. Eger a noktas1 A

kiimesinin yigilma noktasi ve lim f(x) = f(a) ya da a noktasi A kiimesinin izole noktasi
Tr—a

ise f fonksiyonu a noktasinda sureklidir denir. Yani, f fonksiyonu a noktasinda stirekli

ise, her € > 0 i¢in en az bir § > 0 vardir oyle ki
[z —a| <6 =|f(x) = fla)| <e

dir. Eger f fonksiyonu A kiimesinin her noktasinda siirekli ise fonksiyon A tizerinde

sureklidir denir.
Tanim 2.24 A CR, f: A— R bir fonksiyon ve £ > 0 sayis1 verilmis olsun.
|z — a| < 0 sartim saglayan her z,y € A i¢in |f(x) — f(y)| < e
olacak sekilde bir sayis1 § > 0 varsa f, A da dizgin sireklidir denir (Bayraktar 2010).
Tanim 2.25 A CR, f: A — R bir fonksiyonu i¢in

[f(x) = f(y)| < Mz —y]

olacak sekilde bir M says1 varsa f, A da Lipschitz sartini sagliyor denir (Bayraktar
2010).



Tanim 2.26 K C R x R olsun. Eger K kiimesinin herhangi iki noktasini birlegtiren

dogru pargas1 K kiimesinin i¢inde kalhiyorsa, K ya konveks kume adi verilir. Yani,
K konvekstir < Vi, 20 € K ve VA € [0,1] igin Az + (1 — AN)ap € K.
Tanim 2.27 Her 21,22 € [a,b] ve her A € [0, 1] igin
fr + (1= Nag) < Af(1) + (1= A)f(x2)

oluyorsa f fonksiyonu [a, b] lizerinde konvekstir denir.

Her z1, x5 € [a,b] ve her X € [0, 1] igin
f()\$1 +(1— )\)$2) > AN (z1) + (1= A) f(2)
oluyorsa f fonksiyonu [a, b] lizerinde konkavdir denir.

Tanim 2.28 A C R ve F(A), A iizerinde tammlh reel degerli fonksiyonlarm kiimesi

olsun.

s:N— F(A)

seklinde tanimlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir.

Tanim 2.29 f, : A — R olmak iizere (f,,) dizisi verilmis olsun. xy € A i¢in (f,.(z0))
reel dizisi yakinsak ise (f,,) dizisi o noktasinda yakinsaktir denir. Her bir z € A i¢in

(fn(x)) dizisi yakinsak ve
lim f,(z) = f(z)
ise (f,) dizisi A lizerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir. Su halde € > 0

verildiginde n > ng ve her bir z € A i¢in

[fu(z) = fz)] <e
olacak sekilde en az bir ny = ng(z,e) € N varsa (f,) dizisi f fonksiyonuna noktasal

yakinsaktir.

Tanim 2.30 Her € > 0 ve her = € A i¢in n > ny oldugunda

[fnlz) — fz)] <&

olacak gekilde en az bir ng € N varsa (f,,) dizisi f fonksiyonuna A tizerinde diizgin

yakinsaktir denir.



Simdi reel sayilar tizerinde tanimlanan mutlak deger fonksiyonunun ozelliklerine benzer
ozellikleri saglayan, herhangi bir kiime tizerinde iki nokta arasindaki uzaklik olarak
yorumlayabilecegimiz metrik adi verilen negatif olmayan reel degerli fonksiyonunu ta-

nimlayalim.

Tanim 2.31 X bog olmayan bir kiime ve p: X x X — R fonksiyonu,
(M1) Her z,y € X i¢in p(x,y) > 0,
(M2) Her z,y € X igin p(x,y) =0 <z =y,
(M3) Her z,y € X icin p(x,y) = p(y, ©),

(M4) Her z,y,2 € X i¢in p(z, 2) < p(z,y) + p(y, 2)

sartlari saglaniyorsa, p fonksiyonuna X tizerinde bir metrik ve p ile birlikte X e bir

metrik uzay denir ve (X, p) seklinde gosterilir.

Tanim 2.31 deki M1, M3, M4 kosullar1 saglaniyor, fakat M2 kosulu saglamiyorsa metrik
pseudometrik olarak adlandirilir. Benzer sekilde M3 kosulu hari¢ digerleri saglaniyorsa

metrige quasi-metrik denir.

Ornek 2.32 X =R lizerinde,

0 , <y ise,
p(z,y) = . .
min{|z —y[, 1} , z >y ise.

bi¢ciminde tanimlanirsa, bir pseudo quasi metriktir.

Bir lineer (X, p) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayma tam metrik
uzay veya Fréchet uzay denir (Maddox 1970).
Metrik yardimiyla reel sayilarda tanimlanan bircok kavram yeniden tanimlanabilir.

Bunlardan bazilarini burada verelim.

Tanim 2.33 (aj,as, - ,a,), R™ de sabit bir nokta ve £ > 0 olsun.
B(a,e) ={x € R" : p(x,a) < &}

kiimesine a merkezli e-yaricapli a¢ik yuvar denir.

8



Tanmim 2.34 (X, p) bir metrik uzay zo € X ve r > 0 olsun.

(i) B(zo,r) ={z € X : p(zo,z) < r} kiimesine x¢ merkezli r yarigaph a¢ik yuvar

denir.

(ii) Blxo,r] ={x € X : p(xg,x) <r} kilmesine zg merkezli r yarigapl kapale yuvar

denir.

Tanmim 2.35 (X, p) metrik uzay ve A C X olsun. Eger A = X oluyorsa A alt kiimesine
X de yogundur denir.

Tanim 2.36 (X, p) metrik uzay x € X ve V C X alt kiimesi i¢cin z € G C V kogulunu

saglayan bir G C X acik kiimesi varsa V' ye z in bir komsulugu denir.

Tanim 2.37 X bir metrik uzay olsun. X kiimesinin alt kiimelerinden olugan bir
(A;)ier ailesi verilsin. Eger,

xclJa

ise, (A;)ies ailesine X kiimesinin bir drtisi denir. Eger her i € I igin, A; kiimeleri
X kiimesinin agik alt kiimeleri ise, (A;);cr ailesine X kiimesinin bir a¢ik ortist denir.
Eger J C I sonlu ise, X kiimesinin (A;);c; Ortiisiine X kiimesinin sonlu értisi denir.
Eger (A;);cs ailesinin bir alt ailesi, X kiimesini orterse, bu alt aileye X kiimesinin bir

alt ortisi denir (Yiksel 2011).
Tanim 2.38 (X, p) metrik uzay: verilsin. Eger X kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu
bir alt ortiisii varsa, (X, p) metrik uzayima kompakt metrik uzay denir (Yiiksel 2011).
Tanim 2.39 (X, p) bir metrik uzay ve (z,) bu uzayda bir dizi olsun. Verilmig herhangi
bir € > 0 icin m, n > ng oldugunda,

(T, ) < €

olacak sekilde bir ng = ng(e) sayisi varsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

X deki her (z,,) Cauchy dizisi bir z € X noktasina yakinsak ise yani
T, >zreX

ise (X, p) metrik uzayma tam metrik uzay veya kisaca tam denir.
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Tanim 2.40 X bir lineer uzay ve || - || : X — R bir fonksiyon olsun. Her z,y € X ve

her o € C i¢in
(N1) [Jz]| = 0,
(N2) [|6[] = 0,
(N3) [Joz|| = |affl]],
(N4) [l +yll < [zl + [yl

sartlar saglaniyor ise, || - || fonksiyonuna X tizerinde bir yari norm ve (X, ||-||) ikilisine
yary normlu uzay denir.
Burada (N2) sart1 yerine

(N2) ||z]| =0 z=20

sart1 saglanirsa, || - || yart normuna bir norm ve (X, ||-||) ikilisine de normiu uzay denir.
Bir (X, || ||) normlu uzaymmdaki her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayma tam normlu

uzay veya Banach uzayr denir (Maddox 1970).
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3 KUME DIZILERI

Bu boliimde, oncelikle kiime dizileri ile ilgili temel kavramlar verilip, daha sonra metrik
uzaylarda bir noktanin bir kiimeye uzakligi ve herhangi iki kiime arasindaki uzaklik

kavrami tanimlanacaktir.

3.1 Kiume Dizileri

Tanim 3.1.1 X bog olmayan herhangi bir kiime olsun. P(X), X in kuvvet kiimesi

ve N dogal sayilar kiimesini gostermek tizere,
f:N = P(X)
seklinde tamiml fonksiyon her n € N igin P(X) de bir
f(n) = A, € P(X)

kiimesi belirler. Bu f fonksiyonunun deger kiimesini olugturan A;, A, As, -+ kiimele-

rinin olusturdugu diziye kime dizisi denir.

Metrik uzayda, iki nokta arasindaki uzaklik tanimi kullanmilarak, bir noktanin bir

kiimeye uzakliginin tanimini verebiliriz.

Tanim 3.1.2 (X, p) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan herhangi bir alt kiimesi
olsun. Bir z € X noktasinin A kiimesine uzakligi bu noktanin A nin tiim noktasina

uzakliklarinin infimumudur:
d(x, A) = inf{p(x,a) : a€ A}. (3.1)

Eger A = () ise d(x,0) = oo olarak tamimlanir. z € A ise d(x, A) = 0 oldugu agiktur.
x ¢ A olsa bile d(z, A) = 0 olabilir.
X in her bir kapal A alt kiimesi igin x — d(., A) fonksiyonu Lipschitz siireklidir. Yani,

her bir z,y € X igin
dir.
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Herhangi A ve B gibi iki kiime arasindaki metrik uzaklik
d(A,B) :=inf {p(z,y) |z € A, y € B}

biciminde tanimlanir.

X metrik uzaymda x merkezli € > 0 yaricaph acik yuvar

B(z,e)={y e X | p(z,y) <&}

seklinde tanmimlanir. Ayrica, herhangi bir A kiimesi ve € > 0 igin A kiimesinin ¢

geniglemesi
B(A,e)={zeX | d(z,A) <e}
bi¢iminde tanimlanir ve

B(A,e) = U B(z,¢)
z€A
seklinde ifade edilebilir. A kiimesi konveks ise B(A, ¢) konvekstir. Ayrica

A=(B(Ae) ve B(Ae ={reX | dxA)<e}

e>0
dar.

Herhangi bir X metrik uzayinda x € X in komsuluklarinin ailesi Q(z) ile gosterecegiz.

Simdi herhangi bir X uzayinda kiime dizisinin yakinsakligi taniminda kullanilan st

limit ve alt limit tanmimlarim verelim.

Tanim 3.1.3 X bir kiime {A,} de X in alt kiimelerinin bir dizisi olsun.

ligl S:ip A, = Ql ( ngn An>
ve . o
lim inf A, = U1< N An>

kiimelerine, sirasi ile {4, } kiime dizisinin dst limiti ve alt limiti denir. Eger

limsup A, =liminf A4, = A

n—00 n—00

ise {A,} kiime dizisi yakimsaktir ve limiti A dir denir (Balc1 2000).
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{A,}, X in alt kitmelerinin bir dizisi olsun. Ust limit ve alt limit tanimlar géz Gniine
alindiginda

() C liminf A, C limsup A, C X

n—00 n—00

olacag aciktir.

Simdi bu kavramlar ile ilgili 6rnekler verelim.

Ornek 3.1.4 {A,} kiime dizisi, A, ={1,2,3, -+ ,n} seklinde tamimlansin.

lim sup A4, :fjl (n[ijn> = ﬁ N=N

n—oo
= m=1

n l J n l J{ Y 737 Y }
n—oo (n ) m

oldugundan {A,} dizisi yakinsak ve lim A, = N olur.

n—o0

Ornek 3.1.5 {A,} kiime dizisi, A, = {n,n+1,---} seklinde tanimlansmn.

ve 00 00 00
liminf A,, = A, = =0
lTrLllg.} mLJl(nm ) npl

bulunur. O halde, lim A, = ( olur.
n—oo

Simdi artan, azalan ve ayrik kiime dizilerinin tanimini verelim.

Tanim 3.1.6 X herhangi bir kiime, {4,,} de X in alt kiimelerinin bir dizisi olsun.
Vn € Nigin A, C A,41 ise {A,} kiime dizisine artan,
Vn € Nigin A, D A,41 ise {A,} kiime dizisine azalan denir.
Eger i # ji¢in A; N A; = 0 ise {A,} kiime dizisine ayrik kime dizisi adi verilir
(Balc1 2000).

Simdi de artan ve azalan kiime dizi limitlerinin daima mevcut oldugunu ve neye

esit olacagini gosteren teoremi verelim.
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Teorem 3.1.7 (a) {A,} artan bir kiime dizisi oldugunda

lim A, = ] A,
(b) {B,} azalan bir kiime dizisi oldugunda
lim B, = () B.

olur (Balc1 2000).

Teorem 3.1.8 {FE,} herhangi bir kiime dizisi ve F' herhangi bir kiime olsun.

F\ limsup E,, = liminf(F \ E,)
n—oo

n—oo

ve

F\ liminf E,, = limsup(F \ E,)

n—00 n—o00

olur (Baler 2000).
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4 KURATOWSKI YAKINSAKLIK

Varyasyonel analizde noktasal limitin yetersiz oldugu durumlar vardir. Bunu agabilmek
i¢in farkl yontemler izlenir. Bunlardan biri kiime dizilerini kullanmaktir.

Kiime dizilerinde birden fazla yakinsaklik ¢esidi mevcuttur. En ¢ok bilinen ise Painlavé-
Kuratowski yakinsakliktir. Bu bolimde bu yakinsaklik ¢esidi incelenecektir.

Bir dizinin limitinin mevcut olup olmamasi sorusuna en iyi yaklagim, daima mevcut
olan “yari limitleri”incelemektir. Kiime dizilerinde bu yar1 limitler ig(alt) limit ve

dig(iist) limit olarak kargimiza gikmaktadir.

4.1 1I¢ Limit ve Dig Limit Kiimesi

Kiime dizilerinin alt limit ve st limit kiimeleri ilk olarak 1909 da Painlavé tarafindan
tanimlanmig fakat bu kavramlar Kuratowski nin Topologie kitabinda yayinlandiktan
sonra iine kavugmustur.

Ilk olarak dogal sayilarm alt kiimesi olan agagidaki koleksiyonlar: tanimlayalim.

N = {NCN|N\N sonlu}
:= {N nin tiimleyeni sonlu olan tiim alt kiimeleri}
N# = [N CN| N sonsuz}

:= {N nin tiim sonsuz elamanl alt kiimeleri}.
Bu koleksiyonlar arasindaki iligki agagidaki gibi ifade edilebilir.

N# = [NCN|VN €N, NNnN' #0},

N = {NCN|VN e N¥, NnN' #0}.

Bu caligma boyunca, N dogal sayilar kiimesi iizerinde n — oo iken limit iglemi

lim, lim veya lim
n n—00 neN

seklinde gosterilecek ancak N, N# kiimelerinden aliman bir N kiimesi iizerinden limit

alirken

lim veya lim

neN n—00

biciminde gosterilecektir.
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Bir z = (x,) reel say1 sinirli dizisinin ust limiti veya “limsup” ve alt limiti veya
n
“liminf” degerleri daima mevcuttur ve

liminf z,, = lim inf 2, = sup inf x;
n—00 n—o0 k>n n k>n

limsup x,, = lim sup x, = inf sup x;,
n—00 =0 >p n k>n

bigiminde tammlanirlar. N ve N# notasyonlar1 kullanilarak bir z = (x,,) reel say1
dizisinin alt ve st limitleri alternatif olarak agagidaki gibi ifade edilebilir.

liminfz, = inf supx, = sup inf z,

n—00 NeN# pneN NeN NEN

limsupx, = sup inf z, = inf supz,
n—00 NeN# neN NeN neN

Bir reel say1 dizisinin limiti mevcuttur gerek ve yeter sart alt ve tist limitleri birbirine
esittir.

Kiime dizileriyle calisirken de benzer bir yaklagim kullanilir. Bir kiime dizisinin
daima var olan i¢ ve dig limit kiimeleri tanimlanir ve bunlarin esitligi halinde limitinin
mevcut oldugu soylenir. Simdi bir kiime dizisinin Kuratowski yakinsakligi kavramini

verelim.

Tanim 4.1.1 (X, p) bir metrik uzay ve {4, }, X in kapal alt kiimelerinin herhangi bir

dizisi olsun. {A,} dizisinin dig limit kiimesi

limsup A, = {xEX|VVEQ(x), N € N#, VnGN:AnﬂV%@} (4.1)

n—oo

ve i¢ limit kiimesi de,

liminf A, := {xEX|VV€Q(x), IN e N, VnEN:AnﬂV;AQ} (4.2)

n—o0

bi¢iminde tamimlanir (Rockafellar and Wets 1998).
Bu durumda bir {A,, },en kiime dizisinin limitinin var olabilmesi i¢in, i¢ limit kiimesinin

dig limit kiimesine egit olmas1 gerekir. Yani

liminf A, = limsup A4,, = lim A,.
n—o0 n—oo n—oo

Bir kiime dizisinin i¢ limit veya dig limit kiimeleri bog kiimeye esit olsa bile, daima

mevcuttur ancak limiti mevcut olmayabilir.
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Acik olarak N/ C N'# kapsamas1 gecerli oldugundan, daima

liminf A,, C limsup A,

n—00 n—o00

kapsamasi dogru olur. Boylece, lim A, = A olmasi i¢in gerek ve yeter sart
n—oo

limsup A, C A C liminf A,

n—00 n—oo
kapsamasinin saglamasidir.
Ayrica, kiime dizileri iizerinde liminf ve limsup doniigiimleri izoton (siralamay1 ko-
ruyan) dontigiimlerdir; yani, n > ng i¢in A,, C B, ise

liminf A,, C liminf B,, ve limsup A,, C limsup B,

n—00 n—o0 n—o00 n—o00

kapsamalar1 gecerlidir.

{A,, } dizisi, {A,} kiime dizisinin bir alt dizisi olsun. Bu durumda,

liminf A,, C liminf A4, ve limsup A4,, C limsup A4,

n—00 k—o0 k—00 n—00

kapsamalar1 gecerlidir.
Ayrica, {A,} kiime dizisi A kiimesine Kuratowski yakinsak ise {A,, } alt kiime dizisi

de A kiimesine Kuratowski yakinsaktir. Yani,

lim A, =A ise lim A4,, = A

n—00 k—o0

olur. Fakat bu durumun kargit1 dogru olmayabilir.
Simdi bir kiime dizisinin i¢ limit kiimesi ve dig limit kiimesi kavramlarimi daha iyi

algilamak ic¢in ornekler verelim.
Ornek 4.1.2 {A,} C R dizisi

[—1,0] , n tek ise,
A, =
0,1] , n cift ise.

bi¢iminde tanimlanirsa
liminf A,, = {0} ve limsup A,, = [-1,1]
n—00 n—00

olur. Bu durumda, {A,} kiime dizisi Kuratowski yakinsak degildir.
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Ornek 4.1.3 {A,} aralik dizisi A, = [n,00) seklinde tanimlansm.

lim A, =0

n—oo

olmasina ragmen {B,} = [%, oo) seklinde tanimlanan aralik dizisinin limiti

lim B, = [O,oo)

n—oo

dir.

Ornek 4.1.4 B, R? de koordinatlar rasyonel say1 olan vektorlerin kiimesi olsun.
{A,} = {B} sabit kiime dizisini g6z Oniine alahm. B kiimesi kapali olmadigindan

dolay1, {A,} sabit dizi olmasina ragmen B kiimesine yakinsamaz. Ancak,

lim A, = cl(B) = R?

n—o0

elde edilir.
Daha genel olarak, her n € N igin A,, = A ise, lim A,, = cl(A) olur.

n—oo

(), X de herhangi bir dizi olsun. Eger {A,} kiime dizisi her n € N i¢gin A, = z,
seklinde tanimlanirsa, { A, } kiime dizisinin dig limit kiimesi; (x,,) dizisinin tiim y1gilma
noktalarimin kiimesi olurken, i¢ limit kiimesi de; (x,) dizisinin limit (bog kiime olma

durumu da dahil olmak tizere) noktalarimm kiimesi olur. Eger
A, ={xy : k>n}

ise, {A,} kiime dizisi (x,) dizisinin X deki tiim yigilma noktalarimin kiimesine Kura-

towski yakinsaktir.

Ornek 4.1.5 R? uzaymda {4,} = {(%,y) i<y < 1} kiime dizisi verilsin. {4, }
dizisi A = {(0, y)  0<y< 1} kiimesine Kuratowski yakinsaktir.

n’n

Ayrica, {B,} = {(l By © k=12, ,n} kiime dizisi de yine ayni A kiimesine

Kuratowski yakinsaktir.

Ornek 4.1.6 R reel sayilar kiimesinde A, = [0, 11U [n, 00) olmak iizere, {A,} kiime

dizisi {0} kiimesine Kuratowski yakinsaktir. Yani,

lim A, = {0}

n—oo

dar.
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Ornek 4.1.7 R reel sayilar kiimesinde A, = {x e R : sin(nz) = O} olmak tizere,
{A,} kiime dizisi R ye Kuratowski yakinsaktir. Yani,

lim A, =R

n—oo

dir.

Genelligi bozmadan Tanim 4.1.1 deki V' komguluklarimi B(z, ) alirsak, dig limit kiimesini

n—oo

limsup 4, := {a: €X|Ve>0, AN EN* Vne N:A,NB(v,¢) # (7)} (4.3)
ve i¢ limit kiimesini

liminf A, := {xGX |Ve>0, 3N eN, VnGN:AnﬂB(x,s);éﬂ} (4.4)

n—oo

biciminde ifade edebiliriz.

Uyar14.1.8 lim A, = A olmasi igin gerek ve yeter sart agagidaki kogullarin saglanmasidir.
n—oo

a) Her z € A ve her € > 0 i¢in en az bir ny € N vardir 6yleki her n > ny oldugunda

A, N B(x,e) # 0

b) Her z € X\ A, en az bir € > 0 ve ng € Nigin her n > ng oldugunda A, NB(z,e) =
0 dir.

Uzaklik fonksiyonu kullanilarak bir kiime dizisinin i¢ limit ve dig limit kiimeleri alter-

natif olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

Teorem 4.1.9 {A,}, (X,p) metrik uzaymda bir kiime dizisi olsun.

limsup A4,, := {:L’ € X | iminfd(x, A,) = O} (4.5)
n—00 n—00
ve
liminf A, := {x € X | lim d(z,A,) = O} (4.6)
dir.
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ispat. (4.5) esitligini elde edebilmek i¢in, esitlikte bulunan kiimelerin birbirini kap-
sadigin1 gostermeliyiz. Oncelikle esitligin sagindaki kiimenin, solundaki kiimeyi kap-
sadigin1 daha sonra da tersini elde edelim.

x € limsup A, olsun. Bu durumda, (4.3) goz 6niine alindiginda, herhangi bir € > 0
icin enn;zoobir N € N# vardir, éyleki her n € N icin A,NB(x,g) # 0, yani d(x, A,) < &
dir. Boylece

supd(z, A,) < ¢
neN

olur ve

liminfd(z, A,) = inf supd(z, A,) <e

n—00 NeN# neN

elde edilir. € > 0 keyfi oldugundan liminf d(z, A,) = 0 olur.
n—oo

Tersini elde etmek i¢in; z, (4.5) nin saginda bulunan kiimeye ait olsun. Bu durumda,

liminfd(z, A,) = inf supd(z,A4,) =0

n—00 NeN# neN

olur. Boylece her € > 0 icin en az bir N € N'# vardir, 6yleki her n € N icin d(z, A,) < €
vani B(z,e) N A, # (. Su durumda, dig limit kiimesi tanimidan dolay1 = € limsup A,
olur. o

Simdi de (4.6) esitligini elde edelim. Bunun i¢in z, (4.6) nin saginda bulunan kiimeye
ait olmasm. Yani lim,, . d(z, A,) # 0 olsun. O zaman, en az bir ¢ > 0 ve N €
N# vardir, 6yleki her ¥ € N i¢in d(z, Ax) > ¢ dir. Bu durumda, her ¥ € N icin
x ¢ Ap N B(x,¢e) dir. Boylece (4.4) goz éniine alindiginda x, liT{r_1> irolf A, kiimesine ait

degildir. Bu ise (4.6) esitliginin dogrulunu gosterir. O

Onerme 4.1.10 {A4,}, (X, p) metrik uzaymda herhangi bir kiime dizisi olsun. Bu
durumda limsup A4,, ve liminf A, kiimeleri X de kapalidir (Geletu 2006).

n—00 n—00

ispat. T E cl(lim sup An) alinirsa, lilgn x, = T olacak sekilde en az bir
n—oo

{Zk}ren C limsup A,

n—oo

dizisi vardir. Boylece, her bir £ icin

dir. Bu nedenle

liminf d(7, A,,) < p(T, xx) + lim inf d(zy, A,)
n—oo

n—o0
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ve her k i¢in

liminfd(z, A,) < p(T, zx)

n—o0

olur. Bu ise

liminf d(Z, A,,) < irgfp(f, zy) =0

n—oo

oldugunu gosterir. Boylece,

liminfd(7Z, A,) =0 ise 7 € limsup A,

n—oo n—00

olur. O halde,
cl(limsup A,,) C limsup A4,

n—oo n—00

elde edilir. Sonug olarak, lim sup A,, kiimesi kapali bir kiimedir.
n—oo

liminf A, kiimesinin de kapali oldugu benzer sekilde elde edilebilir. O]

n—oo

Simdi i¢ limit ve dig limit kiime tanimlarim karakterize eden teoremleri verelim.

Teorem 4.1.11 (X, p) metrik uzay ve {A,}, X in kapali alt kiimelerinin bir dizisi
olsun. Bu durumda i¢ limit ve dig limit kiimeleri agagidaki gibi ifade edilebilir.

liggg.}fAn = ﬂ cl U A, ve limsup A4, = ﬂ cl U A,.

NeN# neN n—oo NeN neN

Ispat. Burada ilk ifadeyi ispatlayacagiz. Ikinci ifade de benzer sekilde ispatlanabilir.
x € liminf A, alahm. Bu durumda herhangi bir € > 0 icin bir N’ € N vardir oyleki,
n—oo

her n € N’ i¢in A, N B(x,¢) # 0 olur. Her N € N# icin N N N’ # ) oldugundan bir
ng € NN N’ vardir dyleki A,,, N B(x,e) # () olur. Bu sebeple

(U A ) N B(x,e) # 0
neN
A, olmas1 demektir. Bu her N € N7 icin saglandigindan

T E ﬂ clUAn

NeN# neN

olur. Buise z € cl{J,,cy

elde edilir. Ters kapsama bagmtisinmi gostermek icin x ¢ liminf A, kabul edelim. Bu
n—oo

durumda verilen bir ¢ > 0 sayisi icin bir N € N# vardir éyleki her n € N icin
A, N B(z,e) = 0 olur. Boylece

(UA)meet)—(Z)

neN
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bulunur. Bu ise o & cllJ, .y An olmasi demektir. Dolayisiyla

rg () A

NeN# neN

bulunur bu ise ispat1 tamamlar. O

Teorem 4.1.12 {A,}, (X, p) metrik uzaymda bir kiime dizisi olsun.

limsup A,, = {:c €X |z, € An, Ty, — x} (4.7)
n—00
ve
liggicngn:{xEX|xn€An:xn—>x} (4.8)
dir.

Yani, liminf A,, i¢ limit kiimesi, x,, € A, bi¢iminde olusturulan (x,) dizi limitlerinin
n—o0

kolleksiyonundan olugmaktadir. Bununla birlikte, lim sup A,, dig limit kiimesi, x,, € A,
n—oo
bigiminde olugturulan (z,,) dizilerin yigilma noktalarin kolleksiyonundan olugmaktadir

(Geletu 2006).

Ispat. (4.7) esitligini elde edebilmek igin, esitlikte bulunan kiimelerin birbirini kap-
sadigini gostermek yeterlidir.

Acgik olarak,

limsup A,, D {x €X |z, € An, Ty, — x} (4.9)

n—oo

dir. Ciinkii
xE{x€X|xnk€Ank:xnk—>x}

olsun. Yani z,, € A,, olacak sekilde bir (x,,) alt dizisi var ve x,, — x olsun. Bu
durumda her € > 0 igin bir ko vardir 6yleki her k > kq i¢in p(z,x,,) < € olur. Yani
Tp, € B(xz,¢e) olur, bu ise A, N B(z,e) # 0 olmasi demektir. Daha agik bir ifadeyle
x noktasinin her komsulugu sonsuz tane A, kiimesiyle kesisir ki bu € limsup A4,
n—o00

olmasi1 demektir.

Diger taraftan T € limsup A,, ahnirsa, liminf d(7, A,,) = 0 olur ve bu da
n—00 n—o0

sup igf d(z,A;)) =0

n =n
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olmasi demektir. Keyfi k¥ € N igin,

sup inf d(T, 4;) <

n 1>

| =

olur. Boylece,

dn, € N ¢ inf d(7, 4;) <

>N

| =

dir. Buradan da

| =

i, > ny, du;, € A, 1 p(T, 5,) <
olur. Fakat bu herbir £ € N i¢in dogrudur. Boylece,
— T

Ly, € Azk ve Ty,

olacak sekilde (z;,) dizisi mevcuttur. Bu nedenle,
Te{reX |ay, €A, T, — 1}
dir. Boylece,

n—oo

limsup A,, C {x €eX |z, €A, xy, — x} (4.10)
olur. Sonug olarak, (4.9) ve (4.10) birlikte goz 6niine alindiginda istenen elde edilir.
(4.8) esitligi de benzer sekilde elde edilebilir. ]

N ve N# notasyonlar1 kullanilarak (4.7) ve (4.8) esitlikleri sirasiyla

limsup A,, = {xeX | AN e N# Yne N, Jz, € A, : lir?vzn:$},
ne

n—oo

liminf 4,, = {xeX | AN e N, Vn € N, ElanAnzlir?Vxn::c}.
ne

n—o0

bi¢giminde ifade edilebilir.

Bir kiimenin kapali olup olmamasinin, herhangi bir noktanin bu kiimeye olan uzakhigini
etkilemedigini biliyoruz. O halde yakinsaklik baglaminda, kiime dizisinin kapali olmasi

ile olmamas: arasinda fark yoktur. Ancak limit kiimesi daima kapalidir.

Simdi, sonlu boyutlu uzaylarda gecerli olan, kiime dizilerinin Kuratowski yakinsakligini

karakterize eden teoremi verelim.
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Teorem 4.1.13 R” deki kiimelerin herhangi bir dizisi {A,} ve A da R" de kapali bir

kiime olsun. Bu durumda agagidaki ifadeleri soyleyebiliriz.

(a) A C liminf A, olmasi i¢in gerek ve yeter sart A N O # () olan her aggk O C R”

n—oo

kiimesi icin en az bir N € N vardir, oyleki her n € N icin A, N O # () dir.

(b) A D limsup A,, olmasi i¢in gerek ve yeter sart A N B = () olan her kompakt

n—oo

B C R™ kiimesi icin en az bir N € N vardir, oyleki her n € N icin A, N B =0
dir.
(¢c) A C liminf A, olmasi i¢in gerek ve yeter sart her 6 > 0 ve € > 0 igin
n—oo
(AN B(0,8)) C B(A,,¢) kapsamasim saglayan en az bir N € A indis kiimesi
vardir, Syleki her n € N igin (ANB(0,4)) C B(A,,¢) dur.

(d) A D limsup A, olmas i¢in gerek ve yeter sart her § > 0 ve £ > 0 igin en az bir
n—oo

N € N indis kiimesi vardir, dyleki her n € N icin (4, NB(0,6)) C B(A,e) dur.

(e) A C liminf A, olmasi igin gerek ve yeter sart her z i¢in limsup d(z, A,,) < d(z, A)
n—00 n—oo
olmasidir.

(f) A D limsup A,, olmas i¢in gerek ve yeter sart her z i¢in d(z, A) < liminf d(z, A,,)

n—o0 n—oo

olmasdar.

Burada, (c) ve (d) birlikte goz 6niine alindiginda lim A,, = A olmasi igin gerek ve yeter
n—oo

sart her 0 > 0 ve ¢ > 0 icin en az bir N € N indis kiimesi vardir, oyleki her n € N

icin (A4, NB(0,8)) C B(A,e) ve (ANB(0,0)) C B(A,, ) olmasidur.

Ayrica, (e) ve (f) den lim A, = A olmasi i¢in gerek ve yeter sart her z € R” igin
n—oo

lim d(z, A,) = d(x, A) olmasidur.
n—oo

Ispat. (a) Gereklilik: (4.4) dan elde edilir. Yeterliligi gostermek icin; en az bir = €
A\ ligri> i£f A, olsun. Fakat diger taraftan (4.1) goz oniine alindiginda, = in en az bir
actk V' komsulugu vardir, oyleki her N € N ve en az bir n € N icin VN A, = 0 ve
V' N A#( dir. Bu ise esitligin sagindaki ifadeyle geligir.
(b) A D limsup A, ve AN B = () olacak sekilde kompakt bir B kiimesi olsun.
n—sc0

Boylece herhangi bir N € N ve bazi n € N ler icin A, N B # () olur. Diger taraftan

en az bir N € N# ve n € N icin, limiti A kiimesinde olmayan yakimsak bir z;, € A,
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dizisi mevcuttur. Bu durumda celigki elde edilir. Aksine, en az bir x € limsup 4,
n—oo

olsun fakat bu eleman A kiimesine ait olmasm. O zaman (4.3) den, yeteri kadar kiigiik

e yarigapli B(z, £) yuvar vardir, yleki A kiimesi ile ayrik ancak sonsuz ¢oklukta n i¢in

A, ile kesigir. Bu ise esitligin sagi ile celisir.

(c) Yeterlilik: |2| = [(21,22,.., )] = /22 + 23 + ... + 22 Oklid normu olmak
lizere, herhangi bir z € A ve herhangi bir § > |z| olsun. Keyfi € > 0 igin kabuliimiizden

dolay1, en az bir N € N indis kiimesi vardir, 6yleki her n € N i¢in
ANDB(0,0) C B(A,,¢)

dir. O zaman her n € N i¢in € B(A4,, ) olur. Burada (4.3) goz 6niine alindiginda,
x € liminf A, bulunur. Boylece A D liminf A,, elde edilir.
n—oo n—oo

Gereklilik: Hipotezin saglanmadig1 kabul edilirse, liy{g irolf A, kiimesine ait olmayan
ve A kiimesine ait olan bir T noktasinin bulundugu gosterilmelidir. Kabul edelim ki
hipotez saglamasim. O halde en az bir § > 0 ve € > 0 vardir, oyleki her bir N € N ve
en az bir n € N igin

ANB(0,8) € B(A,,¢)

kapsamasi saglanmaz. Su halde bir Ny € N# indis kiimesi vardir, 6yleki bu kapsama

her n € Ny i¢in saglanmagz, yani her n € Ny igin
(A NB(0, 5)) \B(A,,¢)

kiimesinde x, noktalari vardir. Béyle noktalar; kapali A kiimesine ait sinirli bir dizi
olugturan ve d(z,, A,) > € ozelligine sahip olan noktalardir. Ny m icinde N; € N7

indis kiimesi i¢in, bir (z,)nen, alt dizisi A kiimesinde bulunan bir T noktasina yakinsar.

d(xn, Ay) < d(T, Ay) + |T — x|

esitsizliginden, N; de bulunan yeteri kadar biiyiik her n icin d(Z, A,) > 5 olur. Bu

durumda, d(7, A,) sifira yakinsayamayacagindan dolayr Z noktasi lim inf A,, kiimesine
n—oo

ait olamaz.
(d) Yeterlilik: T € limsup A4, olsun. O zaman baz1 Ny € N# indis kiimesi igin

n—oo

lir]{fl x, = T olan z, € A, noktalar vardir. Herhangi bir sabit § > |Z| alindiginda
neiNg

yeteri kadar biiyiik n € Ny i¢in x, € B(0, ) olur. Hipotezden, herhangi bir € > 0 i¢in

N € N indis kiimesi vardir, oyleki n € N icin
ANB(0,0) C A+ B(0,¢)
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dir. Bu durumda yeteri kadar biiyiik n € Ny N N i¢in x,, € A+ B(0,¢) olur. Boylece,
d(x,, A) < € elde ederiz.

d(z,A) < d(zp, A) + |z, — T| ve lim x, =7
neNg

oldugundan, € keyfi se¢iminden d(Z, A) = 0 olur ki bu ise T € A demektir.
Gereklilik: Aksine varsayarsak & > 0, ¢ > 0 ve N € N7 bulabiliriz 6yleki her
n € N i¢in

(A, NB(0,6)) \ (A+B(0,¢))

kiimesine ait en az bir x,, noktasi vardir. (z,)nen dizisi siirh oldugundan, lim sup A,
kiimesine ait olan bir yigilma noktasi vardir. Diger taraftan, x, noktasi A 3—%]1?(0,8)
kiimesinin diginda yer aldigindan d(x,,, A) > € ve limit alindiginda d(Z, A) > € dir. Bu
durumda T ¢ A ve bdylece lim sup A,, kiimesi A kiimesinin bir alt kiimesi degildir.

(e) Yeterlilik, (4.6) e@itlig;l(aoe x € A almarak elde edilir. Gerekliligi géstermek
icin, alinan keyfi = elemani ve d(x, A) = |z — y| gbsterimine sahip y € A i¢in alt limit
tanimindan,

foy =
olacak sekilde N € N ve n € N icin y, € A, vardir. Boyle y,, icin n € N oldugunda
d(z, A,) < |y, — x| olur ve n — oo i¢in limite gegersek, esitligin sag tarafi elde edilir.

(f) Yeterlilik, (4.5) esitliginde « € limsup A,, alarak elde edilir. Aksine, herhangi
bir z alahm. Eger x € A ise higbir §e;?;opatlamaya gerek yoktur. Degilse, negatif
olmayan « i¢in d(z, A) > a sart;, ANB(z, ) = () ifadesine denktir. (b) den n € N i¢in
A NB(z, ) = O olacak gsekilde N € N vardir ki bu n € N i¢in d(z, 4,) > « ifadesiyle

aynidir. Bu da esitligin sag tarafini gosterir. O]

Teorem 4.1.14 {A,}, (X, p) metrik uzayinda bir kiime dizisi olsun.

lim_}supAn = {xEX | Ve > 0,Vng € N, ElnznO:B(x,s)ﬂAn%@}
ve
h}gi@ngn = {aseX | Ve >0, Ing(e) e N: B(x,e) N A, #0, Vn > no}
dir.
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ispat. T € limsup A, olsun ve 3¢ > 0, Ing € N: B(T,e)NA, =0, Yn > ny oldugunu

n—oo
varsayalim. Bu durumda her n > ng icin d(z, A,) > € olur. Bu ise

liminf d(7, A,,) = sup ;I>1f d(z, A,) # 0.

n—o0

olmasini gerektirir. Bu da T ¢ lim sup A,, olmas1 demektir ki bu bir geligkidir. Boylece,
n—oo

T € {x€X|V5>O,VN€N, HnZN:B(x,s)ﬂAn#Q)}
olur. Yani,

limsup A,, C {xeX | Ve > 0,VN € N, ElnzN:B(x,s)ﬂAn#@}.

n—oo

dir. Ters kapsamay1 gostermek i¢in; hipotezden
1
Vk e N, dn;, > k:B(:c,E) NA, #0

olur ve buradan

Az, € Ap, 1 d(T, zy,) <

| =

elde edilir. Sonug olarak, {A,, } kiimesinin elemanlarindan olusan (z,, )ken dizisi T

noktasina yakinsar. Boylece, T € limsup A,, dir. Yani,
n—oo

lim sup A4,, = {xGX | Ve > 0,VN € N, EInZN:B(x,e)ﬂAn#@}

n—oo

oldugu gortliir. O]

Onerme 4.1.15 {A,} ve {B,}, X metrik uzaymnda iki kiime dizisi olsun. Bu durumda
agagidaki ifadeler saglanir.

(i) limsup(A4, N B,) C limsup A, Nlimsup B,,

n—o0 n—oo n—o0

(ii) liminf(A, N B,) C liminf A, N liminf B,

n—oo n—o0 n—o0

(ili) limsup(A, U B,,) = limsup A, Ulimsup B,

n—o0 n—o0 n—o0

(iv) liminf(A, U B,,) D liminf A, Uliminf B,,

n—oo n—oo n—00

(v) limsup(A, x B,) C limsup A, x limsup B,

n—o0 n—oo n—oo
(vi) liminf(A, x B,) = liminf A, X liminf B,,.
n—oo n—oo n—oo
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Onerme 4.1.16 X ve Y metrik uzay, {4, } ve {B,}, sirasiyla X ve Y de kiime dizisi
olsun. Eger f : X — Y siirekli bir fonksiyon ise, asagidaki ifadeler saglanir.

(i) f(lim sup An> C limsup f(A,),

n—oo n—oo

(ii) f(lim inf An> C liminf f(A,),

n—oo n—oo

(iii) limsup f~Y(B,) C f*1<lim sup Bn>,

n—0o0 n—0o0

(iv) liminf f1(B,) C f*1<lim inf Bn>.

n—oo n—o0

Ispat. Burada, ispatlarn benzerliginden dolay1 sadece (i) ispatlanacaktir.

Y € f(lim sup An> olsun. O zaman bazi z € limsup A, igin y = f(x) dir. Bu ise,

n—o0 n—oo

Hazp, b a0, € Ay 1y, = @
oldugunu gosterir. f siirekli oldugundan

flan,) = fx) =y

olur ve bu durumda f(z,,) € f(A,,) vardir. Boylece,
Y= f(CL’) € limsup f(Ank)
k—ro0

ve buradan

f(limsup A,,,) C limsup f(A,,)

k—o0 k—o0

elde edilir. n

4.2 Monoton Kume Dizileri

Bu kisimda monoton kiime dizilerinin Kuratowski yakinsakligi incelenecektir. Burada

(Mosco 1969) kiinyeli kaynaktan yararlanilmigtir.

Teorem 4.2.1 {A,}, (X, p) metrik uzaymda kapali kiimelerin artan bir dizisi olsun.

O zaman lim A, mevcuttur ve
n—oo

Jim A =(U 4:)

neN

dir.
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Ispat. A = cl( U An) olsun. Acik olarak, her n € N i¢in A,, C A dir. Boylece, A
neN

kiimesi bog kiime ise her n € N i¢in A,, = () olur ve esitlik saglanir.

Simdi de; A bogtan farkli ve z, A kiimesinin bir elemani olsun. Bu durumda bir

() men# dizisi vardir, 6yleki her m € N igin

m— 00

T € UA” ve lim p(x,2,) =0

dir. z,, € JA, oldugundan z,, € A,, olan n, € N vardir. {4,} artan bir dizi

oldugundan her n > n,, icin z,, € A,, dir. Her n > n,, i¢in
d(z, Ay,.) < p(z,2m)

oldugundan

lim d(z,A,,)=0

m—00

olur. Diger taraftan {A,} artan bir dizi oldugundan
d(z,A,) <d(z,A,,,)

dir. Dolayisiyla, lim d(x, A,) = 0 bulunur. Su halde Teorem 4.1.9 den dolay1 x €
n—oo
liminf A,,. x € A keyfi oldugundan A C liminf A,, elde edilir.

n—o0 n—oo

Simdi sadece lim sup A,, C A oldugunu gostermek kaldi. = € limsup A, olsun. m € N'#

n—00 n—r00
icin x,,, € A, olan ve z e yakinsayan bir (x,,),,en# dizisi vardir. Buradan da

(wm)me/\/# C U An

neN

olur ve boylece
a::nll_rgomed (UA”> =A

elde edilir. Bu ise, limsup A,, C A oldugunu gosterip ispati tamamlar. m
n—oo

Teorem 4.2.2 {A,}, (X, p) metrik uzayinda kapali kiimelerin azalan bir dizisi olsun.

O zaman lim A, mevcuttur ve
n—oo

dir.
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Ispat. A = N A, olsun. A C liminf A, oldugu agktir. Ayrica, limsup 4, =

neN n—oo n—00
oldugunda limsup A,, C A dir. O halde limsup A,, in bos kiime olmadigi durumda
n—oo n—oo

limsup A, C A

n—oo
kapsamasini gostermek yeterlidir. x € limsup A,, olsun. Tanimdan, x = lim x,,, olacak

n—oo
sekilde en az bir

{2y, meN* .z, €A}

dizisi vardir. {A,} azalan bir dizi oldugundan, z,, € A,, olmasi her n < m igin
T, € A, olugunu gosterir. Boylece her n € N icin {z,,, m € N#, m > n} kiimesi 4,
kiimeleri tarafindan kapsanir ve A,, kiimelerinin kapali olmasindan z € A,, olur. Bu ise

x € A= [\ A, olmasim gosterdiginden ispat tamamlanir. (Mosco 1969) [
neN

4.3 Uzaklik Fonksiyonu

Bu kisimda Beer (1985) tarafindan yapilan bir ¢aligmaya konu olan, metrik uzaylarda
kapali kiimelerin Kuratowski yakinsakhigi ve uzaklik fonksiyonu arasindaki iligki ince-
lenecektir.

(X, p) bir metrik uzay ve CL(X), X in bog kiimeden farkl kapali alt kiimelerini
gostersin. Herbir A € C'L(X) igin uzaklik fonksiyonu

d(z,A) = inf{p(z,2) : z€ A}

seklinde tanimlanir.
(X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in bog kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun.
(d(-,A,)) dizisi (d(-,A)) noktasma noktasal yaknsak olsun. A kiimesinin herbir z

elemani i¢in, lim d(z, A,) = 0 sartim saglamasi x € liminf A, oldugunu gosterir.
n—oo n—oo

Boylece, A C liminf A, kapsamasi saglanir.
n—oo

Diger taraftan, z € limsup A,, alalm. Bu durumda, her bir k icin z;, € A, olan, z

n—oo
noktasina yakinsayan bir xj dizisi ve tam sayilarin bir artan ny dizisi vardir. O halde,

d(z, A,,) < p(x,xy)

oldugundan klim d(z, Ay, ) = 0 dir ve buradan
—00

lim d(z, A) = lim d(z, A,,) =0

k—o0 k—o0
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oldugundan = € A, yani limsup A,, C A kapsamasi elde edilir. Sonug olarak, (d(-, An))

n—oo
dizisi (d(-, A)) noktasna noktasal yakmsak ise {A,} kiime dizisi A kiimesine Kura-

towski yakinsaktir. Fakat bu ifadenin kargit1 dogru degildir.

Ornek 4.3.1 X = (0,2), reel sayilarm bir alt uzay1 olsun. {A,} kiime dizisi

Ay = (O, 1] U {2 - (l)}

n

seklinde tammlansin. Agik olarak, lim A, = (0, 1] olmasima kargin
n—oo

lim d(7 = d(g, (0,1])

nooo 4’

A”):i<

o

oldugundan, uzaklik fonksiyonu noktasal yakinsak degildir (Beer,1985).

Burada aklimiza su sekilde bir soru gelmesi dogaldir. Hangi sartlar altinda bu iki gesit

yakinsaklik denk olur. Simdi bu sorunun cevabini veren teoremi ispatsiz olarak verelim.

Teorem 4.3.2 (X, p) bir metrik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) {Ax}, X in kapal alt kiimelerinin bir dizisi olsun. {Aj}, bostan farkli A kiimesine

Kuratowski yakinsadiginda, (d(-, 4,)) dizisi d(-, A) ya noktasal yakisar.

(2) (x,), X de yigilma noktasi olmayan bir dizi olsun. Her bir p € X ve her bir
x € X icin p(p, z) < liminf p(p, z,,) dir.
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5 HAUSDORFF YAKINSAKLIK

Bu boltimde 6ncelikle Hausdorff uzaklik ve yari-hausdoff uzakligin tanimi verildi. Kiime
dizilerinin Hausdorff yakinsakligi tanimlanarak, karakterizasyonlar: verildi. Daha sonra

Hausdorff yakinsaklik ile Kuratowski yakinsaklik arasindaki iligki incelenmistir.

5.1 Hausdorff Yakinsaklik

Hausdorff uzaklhigr ilk olarak Hausdorff (1927) tarafindan tamtildi. Hausdorff uzakhg
ile ilgili gosterimler ve bu uzakhgm bir ¢ok 6zelligi Aubin ve Frankowska (1990) ve
Kuratowski (1966) tarafindan da ¢aligilmigtir.

Simdi metrik uzayda uzaklik ile ilgili tanimlar1 ve bu uzaklik fonksiyonunun sagladigi
baz1 ozellikleri hatirlayahm. (X, p) bir metrik uzay olsun ve A C X, A £ vey € X

olsun. O zaman b noktasinin A kiimesine olan uzakligi p metrigine gore
d(b, A) .= inf{p(b,a) | a € A}
bi¢ciminde tanimlanir.

Onerme 5.1.1 X bir metrik uzay, b € X ve A C X olsun. O zaman, agagidakiler

saglanir.
(i) d(b,A) >0,
(ii) Eger b € A ise, o zaman d(b, A) = 0,

(iii) Eger d(b, A) = 0 ise, o zaman b € A.

Herhangi bir b € X i¢in d(b, )) = oo olarak tanimlanir.
Herhangi A ve B gibi iki kiime arasindaki metrik uzaklik

d(A,B) :=inf {p(z,y) |z € A, y € B}
biciminde tanimlanir.

Simdi iki kiime arasindaki Hausdorff uzaklik tanimini verelim.

32



Tanim 5.1.2 A ve B, X metrik uzaymin herhangi iki alt kiimesi olsun. O zaman A
ve B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklig:
h(A, B) = max (sup d(a, B), sup d(b, A)) (5.1)
acA beB
bigiminde tanimlamr ve h(A, B) seklinde gosterilir.
A ve B kiimeleri aym zamanda bog kiime olursa, h(A, B) = 0, eger bu kiimelerden

sadece bir tanesi bog kiime ise, h(A, B) = oo kabul edilir.

X metrik uzayimda bog kiimeden farkli olan A ve B kiimeleri i¢in, Hausdorff uzaklik

h(A, B) = sup |d(z, A) — d(x, B)| (5.2)

zeX

biciminde de ifade edilebilir.

A kiimesinden B kiimesine olan yari-Hausdorff uzaklik

h*(A, B) = supd(a, B)

acA

bi¢iminde tamimlanir. Boylece, h*(A, B) # h*(B, A) dir. Buradan
h(A, B) = max{h*(A, B), (B, A)}

sonucu elde edilir.

Simdi Hausdorff uzaklik ile ilgili 6rnekler verelim.

Ornek 5.1.3 Reel sayllar kiimesi lizerinde mutlak deger metrigi goz oniine alinirsa,
A = [0,5] ve B = [5,6] kiimeleri igin h*(A, B) = 5 ve h*(B,A) = 1 dir. Su halde, h*

fonksiyonu simetrik degildir.

Ornek 5.1.4 Reel sayllar kiimesi lizerinde mutlak deger metrigi goz oniine alinirsa,
A =(0,1) ve B =[0,1) kiimeleri i¢in A ve B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklik,
h(A, B) = 0 olur.

Ancak, C = {0} ve D = [0,00) kiimeleri i¢gin C' ve D kiimeleri arasindaki Hausdorff
uzaklik, h(C, D) = oo olur.

Lemma 5.1.5 Herhangi A, B ve C kiimeleri i¢in
h*(A, B) < h*(A,C)+ h*(C, B)
dir.
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Teorem 5.1.6 X metrik uzayinda, Hausdorff uzakligi h icin asagidaki onermeler

dogrudur.
(i) Her A, B € P(X) igin h(A, B) > 0,
(ii) her A € P(X) i¢in h(A, A) =0,
(iii) her A, B € P(X) i¢in h(A, B) = h(B, A),
(iv) her A, B,C € P(X) i¢in h(A, B) < h(A,C) + h(C, B).

(1)—(iv) ozelliklerinden, Hausdorff uzakhig h, P(X) tizerinde bir pseudometrik tanimlar.
Genel olarak A, B € X i¢in h(A, B) = 0 olmas1 A = B olmasii gerektirmez, dolayisiyla
h, P(X) lizerinde bir metrik degildir.

Lemma 5.1.7 A ve B, herhangi bir metrik uzaydaki alt kiimeler olsun. Eger
h*(A, B) = 0 ise 0 zaman A C B dir.
Ispat. Herhangi bir a noktasi ve B kiimesi icin d(a, B) > 0 oldugundan

h*(A,B) =supd(a,B) =0=Va€ A:d(a,B)=0

acA

olur. Dolayisiyla keyfi bir a € A icin a € B ve dolayisiyla A C B elde edilir. O

Teorem 5.1.8 X bir metrik uzay ve CL(X), X in tiim kapali alt kiimelerinin kiimesi
olsun. O zaman Hausdorff uzakhg h, C'L(X) tizerinde bir metrik tanimlar; (C'L(X), h)

bir metrik uzaydir.

Ispat. Teorem 5.1.6 y1 goz oniine aldigimizda, ispat icin sadece A, B € CL(X) ise
h(A,B) =01 A = B olmasi gerektigini gostermek yeterlidir.

A ve B kiimelerinin her ikisi de kapali oldugundan A C B ve B C A ise A = B ve
dolayisiyla A = B olur. O

Simdi de, A C X kiimesi i¢in b € X ve € > 0 olsun. Boylece,
B(A,e) :={x € X | d(z,A) < e}, B(b,e) :={x e X | d(z,b) < e}

ve

B(A,e):={x e X |d(z,A) <&}, B(b,e) :={x € X | d(x,b) <&}

elde ederiz.

34



Lemma 5.1.9 X metrik uzaymin herhangi iki A ve B alt kiimesi i¢in
h(A,B)=inf{e >0 | ACB(B,e)}

ve

h*(B,A)=inf{e > 0] BCB(A,e¢)}
dir.
Lemma 5.1.10 X bir metrik uzay ve A, B C X olsun. O zaman
h(A,B) =inf{¢ >0 | ACB(B,c) ve BCB(A,e¢)}
dir.

Tanim 5.1.11 Verilen bir X normlu lineer uzayinda A, B C X kiimeleri i¢in v € R

olmak tizere, iki kiimenin toplami;
A+B={a+blac A be B}

ve skalarla carpimz;

YA={ya|ac A}

bigiminde tanmimlanir. A+ B kiimelerinin toplami genellikle Kuratowski toplami olarak

bilinir. Bu nedenle, B = b igin,
B+A=b+A={b+a|ac A}

olur. Sonug olarak, bir A C X kiimesi ve £ > 0 i¢gin B(A,¢) = A + B yazabiliriz. Bu

nedenle, bir normlu lineer uzaydaki Hausdorff metrigi
h(A,B) =inf{e >0 | AC B+cB ve BC A+¢B}
seklinde ifade edilebilir.

Tanim 5.1.12 (X, p) bir metrik uzay, A kiimesi X in kapali bir alt kiimesi ve {A,},

X in kapali alt kiimelerinin bir dizisi olsun. Eger,
lim h(A,, A) = lim sup |d(z, A,)) — d(z, A)| =0
oluyorsa, {A,} dizisi A kiimesine Hausdorff yakinsaktir denir ve
A, A veya H —limA, = A

ile gosterilir (Baronti and Papini 1986).
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Onerme 5.1.13 {A,}, X in kapali alt kiimelerinin bir dizisi ve A, X in kapal bir alt
kiimesi olsun. H — lim A,, = A olmas1 i¢in gerek ve yeter sart ya A nin ve her n > ny
icin A,, kiimelerinin bog kiime olmasi ya da her ¢ > 0 i¢in en az bir n. vardir, oyleki
her n > n, icin

ACB(A,,¢) ve A, CB(A,¢) (5.3)

olmasidir.

Ispat. Dikkat edecek olursak, lim h(A,, A) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart ya A
n—oo
nin ve her n > ng i¢in A, kiimelerinin bog kiime olmasi ya da her € > 0 igin en az bir

n. vardir, oyleki her n > n. i¢in h(A,, A) < ¢ olmasidir. Yani,
sup {d(z,A) |z € A,} <e  ve sup {d(z,A,) |z € A} <e
olmasi demektir. Bu ise, (5.3) kapsamalarina denktir. O

Uyar1 5.1.14 Eger lim h(A,,A) = 0 ise, o zaman

n—o0

Ve>0 : IngeN : A, CB(A,e) = {z € X | d(z,A) <&}, Vn > ng
oldugu agiktir.

Teorem 5.1.15 A ve A,, X metrik uzaymin bog kiimeden farkh kapali alt kiimeleri
olsun. O zaman

H—-lmA,=A=K—-limA,=A

dir. Yani, Hausdorff yakinsak bir kiime dizisi ayni1 kiimeye Kuratowski yakinsaktir.
ispat. {A,}, X in kapal kiimelerinin bir dizisi ve H — lim A,, = A olsun. Ispat icin,

A Climinf A, ve limsupA, C A

n—00 n—o00

oldugunu gostermeliyiz.
Hipotezden lim h(A,, A) = 0 ise lim h*(A, A,) = 0 ve lim supd(z,A4,) = 0 dur.
n—oo

Yani, Ve € A : lim d(z, A,) = 0 dir. Buradan da

n—oo

A C liminf A,

n—o0

elde edilir.
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lim sup A,, C A kapsamasimi gostermek igin, 7 € lim sup A,, fakat T ¢ A olsun. Boylece,
n—oo n—o0

d(z,A) = v > 0 olacak sekilde bir v € R mevcuttur. Simdi

Bi={reX|dxzA) <t} =Ba72)

Bo [ =2
N

kiimesini tanimlayalim. Boylece, T ¢ B ve Onerme 5.1.13 goz oniine alindiginda
dngeN : A, C B, Vn>nyg

elde ederiz. Buradan da

(@, A,) > d(T, B) > % >0, Vn > ng

ve
liminf d(7, A,)) > liminf d(7, B) > 2 > 0

n—o00 n—o00 2

olur ki T ¢ limsup A,, geligkisi elde edilir. Sonug olarak
n—oo
limsup A, C A
n—oo

bulunur. O

Ancak Teorem 5.1.15 in kargit1 dogru degildir. Bunu bir ¢rnek ile gorelim.

Ornek 5.1.16
{0,2} . nift ise,
{0,n} , n tek ise,

dizisini goz ontine alalim.

Ty = % € Ay, alimirsa, lim x,, = 0 oldugundan 0 € limsup A, olur. Herhangi x € R

e n—oo
icin
inf |z —2 , ncift ise,
d(z, A,) = inf d(z,2) = inf |o— 2| = 0
2€An 2€An zei{l(l)fn} lr — 2| , n tek ise,
ve
; 1 e
min - x|, |x — = n cift ise
d(z, Ay) = {lel. e =31} noift ise,
min{|x\, |z — n‘} , n tek ise,

37



olur. Boylece,

liminfmin{|w[,\:c— %\} , n cift ise,
liminfd(z, A,) =0 < noreo =0
e liminf min {|z|, |z —n|} , n tek ise,
n—o0
elde edilir. Burada,
n ¢ift icin , liminf min {|z|, |z — £[} =0,
n—oo
n tek igin , liminf min {|z],|z — n|} =0
n—oo

olur. Ancak bu iki limitin sifir olmas i¢in gerek ve yeter sart x = 0 olmasidir. Yani,

limsup A,, = {0}. Benzer sekilde, liminf A,, = {0} bulunur. Sonug olarak,
n—o0 n—oo

lim A, = {0}

n—oo

elde edilir.

Diger taraftan,

h ({0}, 4,) = sup d(z, A,) = d(0,4,) =0
ze{0}

ve

h*(A4,,{0}) = sup d(z,{0}) =d(0,4,) = sup |z — 0

IEEAn iﬂeAn
1 ift |
~ , nift ise,
= sup |z| =
z€An n , n tek ise,

icin nh_glo h* (An, {0}) # 0 olur. Sonug olarak

oldugundan,

lim h ({0}, A,) #0

n—oo

dir. Yani, H — lim A,, # {0} elde edilir.

Burada aklimiza Kuratowski ve Hausdorff yakinsakliklarin hangi sartlar altinda bir-

birini gerektirecegi gelebilir. Bu sorunun cevabi asagidaki teoremde verilmektedir.

Teorem 5.1.17 X bir metrik uzay, {A4,} X in kompakt alt kiimelerinin bir dizisi
ve A C X kompakt olsun. Eger her n € N i¢in A,, C K olacak sekilde X in bir K
kompakt alt kiimesi var ve lim A, = A ise lim h(A4,, A) = 0 olur.

n—oo n—o0
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Ispat. lim h(A,, A) # 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda
n—oo

lim max {h*(A, 4,), h*(A,, A)} #0

n—oo

saglanir. Dolayisiyla bazi v > 0 i¢in

lim max{h*(A,An), h*(An,A)} >y

n—o0
olur. O halde lim h*(A, A,) # 0 veya lim h*(A,, A) # 0 dir.
n—00 n—oo
(i) Eger lim h*(A, A,) # 0 ise, o zaman
n—oo

lim supd(z, A,) >0

n—oo €A

ve A min kompakthgini gz ontine alirsak
Vn, dx, € A @ d(x,, A,) >0

olur. K kiimesi kompakt oldugundan, (z,) C K dizisi i¢gin T € A olacak sekilde en az

bir (x,,) alt dizisi mevcuttur, dyleki z,, — T dir. Fakat
Vg @ d(xn,, Ay,) >0 (5.4)

dir. A = liminf A,, oldugundan ve Teorem 4.1.12 den z, — T olacak sekilde z, € A,

n—o0

olan bir (z,) alt dizisi vardir. Buradan, Her k& € N i¢in

A(@ny, Ang) < p(Tng, 2ny) < p(T0y T) + P(T, 20,)

dir. Boylece,
lim d(z,,,An,) =0

k—o0
olur ki bu da (5.4) ile geligir. Sonug olarak lim h*(A, A,) = 0 elde edilir.
n—oo
(i) lim h*(A,, A) # 0 olsun. Bu durumda, L C N olan {A,,} nin {A;};c,, alt kiime
n—o0
dizisi vardir oyleki

lim h*(A;, A) = lim sup d(y, A) >0

l—o0 l=o00 ye 4,

ve

Vie L, 3x; € Ay @ d(x, A) >0

dir.
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{z;} € K ve K kompakt oldugundan T € X olan ve z; — T olacak sekilde yakinsak

bir alt dizi mevcuttur. Buradan = € limsup A,, = A olur. Fakat, her [, i¢in
n—oo

0 < d(xy,,A) < p(zy,,T) ve 0<d(x,,A) =0

olur ki, bir ¢eligki elde ederiz. Béylece (i) ve (ii) den lim h(A,, A) = 0 elde edilir. O

n—oo

Uyar: 5.1.18 Kiime dizisinin monoton artan veya monoton azalan olmasi Hausdorff

yakinsak olmasini gerektirmez.

Ornegin; Reel sayilarda { A, } kiime dizisini A, = [n, 00) seklinde tanimlayalim. (] A, =
n=1

() oldugundan {A,} kiime dizisi [ A, = () ye Hausdorff yakinsak degildir.
n=1

Teorem 5.1.19 {A,}, X in kapah alt kiimelerinin bir dizisi ve A, X in kapah bir alt

kiimesi olsun. Eger A, Ny} ise,
A=d ( U Am)
n>1 m>n

olur.

Ispat. A, A ise, A, — A olacagindan,

)« ( U Am> cA (5.5)

n>1 m>n

olur. Uyar1 5.1.14 kullanarak, n > 1 ve keyfi € > 0 i¢in

dn>n: ACB(An,e) = AC (U Am>

m>n

bulunur. ¢ > 0 keyfi oldugundan A C ¢l ( U Am) yazabiliriz. Bu her n > 1 igin

m>n
dogru oldugundan

Ac(d ( U Am> (5.6)

n>1 m>n

elde ederiz. (5.5) ve (5.6) dan istenen elde edilir. O

Tamm 5.1.20 (4,), (CL(X),h) uzaymda bos kiimeden farkh bir kiime dizisi olsun.
Ve > 0 igin m,n > N oldugunda h(A,, A,,) < € olacak sekilde bir N € N varsa (4,)

kiime dizisine Cauchy dizisi denir.
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Teorem 5.1.21 Eger (X, p) bir tam metrik uzay ise, o zaman (CL(X), h) uzay da

bir tam metrik uzaydir.

Ispat. {4}, (CL(X ) h) uzayinda bog kiimeden farkl kapali kiimelerin herhangi bir
Cauchy dizisi olsun. Bu durumda {A,} dizisinin yakinsak oldugunu géstermeliyiz. O
halde, Teorem 5.1.19 e gore {A,} dizisinin
A=d ( U Am)
n>1 \m>n

kiimesine yakinsadigini gostermek yeterlidir. Bunun i¢in sirasiyla asagidakileri goster-
meliyiz. (i) A kapalidir, (ii) A bos kiime degildir ve (iii) A, 2 A dur.

(i) Kapali kiimelerin sayilabilir kesigimi kapal olacagindan, istenen aciktir.

(ii) A bir Cauchy dizisi oldugundan, € > 0 igin 6 = £ > 0 alalim. Her bir £ > 0 ve

her n,m > Nj icin
)

h(An,Am) < %

olacak sekilde N, € N vardir.

Simdi, £ = 0 i¢in 4N, vardir, oyleki her n,m > Ny igin

0
h(A,, An) < =
2
olur. Herhangi bir ng > Ny ve Vn > Ny icin
0 _ )
h(A,, Any) < = ise sup d(z,A,) < =
2 TEA 2

)

dir. Boylece, herhangi bir sabit z,, € A,, ve Yn > Nj icin

d(xp,, An) <

| >

olur. k£ =1 i¢in dN; vardir 6yleki her n,m > Nj i¢in

dir. Herhangi bir ny > max{Ny, N1}, her = € A,,; ve her n > Nj i¢in

0

elde ederiz. x,, € A,, secilirse, herhangi z € A,, ve n > Nj igin
P(Tnys Tng) < P(Tny, T) + p(T, Tny)
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ve

5
P ) € 55 +5 =385 = 5

olur. Bu gekilde devam edildiginde nj, > max{Ny, Ny,---, Ny} icin z,,,, € A

Nk+1

secebiliriz oyleki
€
P(Tnyyys Tny) < oRiT

dir. Boylece (x,,) Cauchy dizisi olur. X tam bir metrik uzay oldugundan x,, — T

olacak gekilde bir z € X mevcuttur.

Diger taraftan her bir n > 1 i¢in ny, > n vardir oyleki n; > ng, icin
Ty, € U Am=>f€cl< U Am>
m>n m>n
dir. Bu ifade her n > 1 i¢in dogrudur. Her n > 1 i¢in

Eeal(UAm>:>f€ ﬂcz(UAm):A

m>n n>1 m>n

dir. Sonug olarak A # () elde edilir.
(iii) A, 2 A oldugunu gosterelim. (i) den, p(+, zo) fonksiyonunun siirekli oldugunu

g0z ontine alarak, her bir ng > Ny ve z,,, € Ay,

Tk g—g

p(T,x,,) = lim p(x,,,x,,) < lim X% p(z,,, T, ) < lm 21:15 =

N —>00 N —00 N —00

bulunur. Béylece, her ny > Ny ve her z,, € A,, icin p(T,z,,) < € dur. O halde,
Vng # Ny i¢in A, C B.(Z) C B(A,,¢) olur. Buradan en az bir Ny vardir dyleki her
n > Ny icin

h*(An, A) <e (5.7)

elde edilir.

Diger taraftan x, A kiimesinin keyfi bir elamani olsun. O zaman x € cl( U Am> ise
mZNO
en az bir m > Ny ve en az bir z € A,, i¢in

(5.8)

DO | ™

px,z) <

dir. Ayrica,
d(xz, A,) < d(z,An) + h(An, An)
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olur. {A,,} Cauchy dizisi oldugundan bir N vardir, 6yleki her n > Ny icin

h(An, Ap) <

DO | ™

dir. N] := max{Ny, NV} } diyelim. (5.8) i gbz oniine alirsak Vn,m > N i¢in

9
+ —

d(xz, An) < d(z,Ap) + h(Am, An) < p(z,2) + h(Am, An) < 5

Do M

olur. Vn > Nj icin d(z, A,) < € ve boylece € B(A,, ¢) olur. =, A kiimesinin keyfi bir

elamani oldugu i¢in Vn > N] igin
AeB(A,,¢) ve h*(A A,) <e (5.9)
elde edilir. Sonug olarak, (5.7) ve (5.9) dan, Vn > Ny i¢in
h(A,, A) <e

olur. Boylece, A, A elde edilir. O
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6 WIJSMAN ve FISHER YAKINSAKLIK

Bu bolimde Wijsman yakinsaklik ve Fisher yakinsaklik tanitildi. Son olarak, Haus-
dorff yakinsaklik, Fisher yakinsaklik, Wijsman yakinsaklik ve Kuratowski yakinsaklik

arasindaki iligkiyi inceleyecegiz.

6.1 Wijsman Yakinsaklik

Tanim 6.1.1 (X, p) bir metrik uzay, A ve A,, X in bog kiimeden farkli kapal alt

kiimeleri olsun. Eger her bir x € X i¢in,
nh_{](r)lo d(z,A,) =d(xz, A)
oluyorsa, {A,} dizisi A kiimesine Wijsman yakinsaktir denir ve
A, WA veya W —limA, = A
ile gosterilir (Baronti and Papini 1986).
Ornek 6.1.2 R2 {izerinde {4, } dizisi,

biciminde tamimlansim. A = {(z,0) | 2 € R} olmak iizere, W — lim A, = A dur.

6.2 Fisher Yakinsaklik

Kiime dizilerinde farkh bir yakinsak olan Fisher yakinsakligin tanimi verilecektir.

Tanim 6.2.1 (X, p) bir metrik uzay, A ve A,, X in bog kiimeden farkli kapali alt

kiimeleri olsun. Eger,
(): her € > 0 igin en az bir n. vardir, 6yleki her n > n. i¢in h*(A,, A) < ¢
(B): her e > 0 ve z € A igin en az bir n., vardir, 6yleki her n > n. icin d(z, A,) < ¢
kogullar1 saglaniyorsa, {A,} dizisi A kiimesine Fisher yakinsaktir denir ve
A, oA veya ' —1lim A, = A
ile gosterilir (Baronti and Papini 1986).
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Sonuc 6.2.2 Onerme 5.1.13 den, H — lim A, = A olmast i¢in, () ve
(7) : her € > 0 i¢in en az bir n. vardir, dyleki her n > n. igin h*(A, A,) < ¢

sartlarinin saglamasi gerektigi sonucuna ulagilir.

Kuratowski yakinsaklik, Fisher Yakinsaklik, Wijsman yakinsaklik ve Hausdorff yakin-
saklik arasindaki iligki agagidaki gibidir:

Teorem 6.2.3 Kapal kiimelerin bir {4,,} dizisi igin,
Hausdorff yakinsak = Fisher Yakinsak = Wijsman Yakinsak = Kuratowski yakinsak

iligkisi vardir (Baronti and Papini 1986).

Ispat. (H) = (F) : n., dogal sayis1 = den bagimsiz oldugundan dolay () kosulu («)
kosulunu gerektirir. O halde, ispat agiktir.

(F) = (W) : F— TLILHC}O A, = A olsun. Eger A bog kiime ise, o zaman en az bir
ng € N vardir, oyleki her n > ng icin A,, = () olur ki bu durumda gerektirme saglanir.
Simdi de A nin bogtan farklh oldugunu kabul edelim. ¢ > 0 ve z € X alalim. («)
kogulunundan dolay1 en az bir n. vardir, dyleki her n > n. i¢gin A, C B(A,¢) dir.

Boylece, d(z, A,) > d(x,B(A,¢)) olur ve
d(z,B(A,¢)) = max {0,d(z, A) — ¢}
elde ederiz. O halde, her n > n, icin d(x, A) < d(z, A,) + ¢ dir. Bu ise

d(z, A) <liminfd(z, A,) (6.1)

n—0o0

oldugunu gosterir.

Ters esitsizligi elde etmek i¢in d(z,y) < d(z, A) + € sartim saglayan bir y € A alalim.
(B) kosulundan en az bir n. , vardir, 6yleki her n > n., icin d(y, A,) < € dir. Boylece,
(3.2) den

d(z, Ay) < d(z,y) +d(y, A,) < d(xz, A) + 2¢

elde edilir. Bu ise

limsupd(z, A,) < d(xz,A) + 2¢

n—oo
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demektir. Boylece, ¢ keyfi oldugu i¢in

limsupd(z, A,) < d(x, A) (6.2)

n—o0

bulunur. (6.1) ve (6.2) esitsizliklerini birlikte g6z 6niine aldigimizda

lim d(z, A,) = d(z, A)

n—oo

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
(W) = (K): W — lim A, = A olsun. Eger A bos kiime ise herhangi bir z i¢in
n—oo

lim d(z, A,) = oo olur, bu ise limsup A4,, = () oldugunu gosterir. Boylece
n—co n—00

lim A, = A

n—oo

olur. Simdi de A kiimesi bostan farkh olsun. Bu durumda herhangi bir x € A igin

lim d(z, A,) =d(z,A) =0

n—oo

olur. Bu ise x € liminf A,, oldugunu gosterir. O halde
n—oo

A C liminf A, (6.3)
n—oo
dir.
Simdi x € limsup A, alahm. O zaman liminfd(z, A,) = 0 dir. W — lim 4, = A
n—oo n—oo n—o0
oldugundan,

d(z,A) = lim d(z,A,) =0

n—oo

olur. Boylece x € A elde edilir. Bu

limsup A4, C A (6.4)

n—o0

oldugunu gosterir. (6.3) ve (6.4) kapsamalar1 birlikte goz 6niine alindiginda

lim A, = A

n—oo

elde edilir. 0

Simdi de Teorem 6.2.3 de verilen kapsamalarin terslerinin genelde dogru olmadigim

gosteren ornekler verelim.
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Ornek 6.2.4 [, kareleri mutlak toplanabilen dizilerin uzayimi géstermek tizere, { A, }
kiime dizisini

An = [61, en]
seklinde tanmmlayalm. Burada [a,b] ile a ve b noktalarini birlegtiren dogru pargasi

gosterilmektedir.

Bu durumda lim A, = A = {e;} olur. Ancak
n—o0

e, A,) = % ve de,A) =1

oldugundan W — lim A, # A bulunur.
n—oo

Ornek 6.2.5 R? uzaymnda, {4,} kiime dizisini

1
An::{(a:,y):nggn; Ogyg—x}

n

seklinde tammlayahm. A = {(x,y) : 0 < 2; y = 0} olmak tizere W — lim A4, = A
n—oo
bulunur. Fakat F' — lim A,, # A olur.
n—oo
Ornek 6.2.6 X = R uzaymda, {A,} kiime dizisini
A, = [—n,n]

seklinde tanimlayalim. F' — lim A,, = R olmasina karsin H — lim A,, # R olur.
n—oo n—oo
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