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DONUSUMLERININ KARAKTERIZASYONLARI

Seyit Omer KIRISCI
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusi
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Dog. Dr. Oguzhan DEMIREL

Bu c¢alisma sekiz béliimden olusmaktadir. Ik béliim giris kismma ayrilmustir. ikinci
boliimde, calismamiz i¢in gerekli olan temel kavramlar hatirlatilmistir. Ugiincii boliimde,
ucgenlerin  Apollonius noktalari yardimiyla Mobius doniisiimlerin -~ 6zellikleri
incelenmistir. Dordiincii, besinci ve altinc1 boliimde sirasiyla Apollonius dortgenleri,
Apollonius besgenleri, Apollonius altigenleri yardimiyla Mobius doniigiimlerinin birer
karakterizasyonu  verilmistir. ~ Yedinci  bolumde,  Mobius  doniisiimlerinin
karakterizasyonu fizerine bir not verilmistir. Sekizinci bolimde ise (2n-1)-kenarli
cokgenlerin  Apollonius noktalarim1 kullanarak Mobius doéniisiimlerinin  yeni  bir

karakterizasyonu verilmistir.

2017, v + 41 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

CHARACTERIZATIONS OF MOBIUS TRANSFORMATIONS BY USE OF
APOLLONIUS POINTS OF SOME POLYGONS
Seyit Omer KIRISCI
Afyon Kocatepe University
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Department of Mathematic
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This theis consists of eight chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section. In the second chapter, some required preparatory notions recalled. In the third
chapter, Mobius Transformations by Use of Apollonius Points of triangles were studied.
In the chapters of fourth, fifth and sixth the characterizations of Mdbius transformation
are presented by use of Apollonius quadrilaterals, Apollonius pentagons and Apollonius
hexagons, recpectively. In the seventh chapter, A Note on the Characteristics of Mobius
Transformations are studied. In the final chapter, A New Characterization of Md&bius

Transformations by the Use of Apollonius Points of (2n — 1)-gons were examined.
2017, v + 41 pages
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1. Giris

Zamaninda ¢ok bilinmeyen, fakat 1600 yillarinda degeri anlagilan Yunan mate-
matikcilerinden biri Pergeli Apollonius’tur. MO 267 veya 262 yillarinda, Pamfiye
denilen Teke sancaginin Perge kentinde diinyaya gelmistir. Misir’in Iskenderiye ken-
tine giderek, Oklid’ten sonra gelen matematikcilerden dersler alarak kendini yetistir-
mistir. Daha sonra Bergama’ya giderek orada kalmis, burada matematikci Odemus
ve eski Bergama hiikiimdar: Atal ile ilmi iligkilerde bulunmustur. Matematik¢i Pap-
pus, Apollonius’un, bencil, iine diigkiin, kibirli ve gururlu birisi oldugunu yazmak-
tadir. Apollonius’un yaptig ¢alismalar ve buluslar: onun bu zayif taraflarim értecek
kadar kuvvetlidir. Tiimii geometriye ait olan sekiz kitab1 vardir. Koniklere ait bu-
luglar1 onu gohretin zirvesine g¢ikarmigtir. Bircok eserinin kaybolmasina kargin, bazi
yapitlar1 Pappus tarafindan yeniden ortaya cikarilmistir. Oklid geometrisini benim-
seyerek onu daha ileri diizeylere gotiirmiistiir. Teorik ve sentetik geometrici olarak,
19. yiizyildaki Steiner’e kadar Apollonius’un bir egsine daha rastlanamaz. Konikler
ad1 altinda bugiin bildigimiz elips, ¢ember, hiperbol ve parabol kesisimlerine ait
problemlerin bircogu Apollonius tarafindan bulunmustur. Konikler her ne kadar
Apollonius’tan 150 yil kadar once iizerinde c¢aligilmigsa da, Apollonius kendisinden
onceki caligmalar1 ve kendi 6z buluglarimi sekiz kitapta toplamigtir. Bunlarin ¢ogu
onun ¢aligmalar: ile ilerlemigtir. Yedi tane de bazilar1 Arapc¢a’ dan cevirme olan
aragtirma caligmasi vardir. Bu arastirmalarin yine, analitik geometri 6zelliklerinin

bir cogunu Apollonius’a bor¢luyuz (Int. Kyn. 1).

Dairesel tabanli ve tepesinin her iki tarafindan sonsuza kadar uzatilmig bir koni bir
diizlemle kesilirse, diizlemle koni yiizeyinin kesisimi olan egri, dogru, ¢cember, hiper-
bol, elips veya parabol olacagimi ilk kez Apollonius gostermistir. Ayrica, astronomide

onemli buluglart vardir (Int. Kyn. 1).

Elips, hiperbol ve parabol, Eflatun tarafindan mekanik egriler olarak adlandirilmigtir.
Bu egriler, yalniz cetvel ve pergel yardimiyla cizilemezler. Buna karsin, pergel ve
cetvel yardimiyla, bu egrilerin istenilen sayida noktalarini elde edebiliriz. Apollonius
ve konikler iizerine ¢aligma yapanlarin diger bir hizmeti de, Kepler ve Kopernik’in

glines ve gezegenlerin yoriingelerini hesaplamasinda kullanmasidir. Eger bu geo-



metriciler olmasaydi, Newton ¢ekim kanununu belki de hi¢ bulamayacakti. Yani,
Kepler’in gezegenlerin yoriingeleri hakkindaki ince ve ustalikli kullandigi hesapla-
malar1, Newton'un ¢ekim kanununa ortam hazirlamigtir. Pergel ve cetvel yardimiyla
ii¢ cembere teget ¢izme, Apollonius problemi olarak bilinir. Yine, sabit iki noktaya
olan uzakliklar1 orani sabit olan noktalarin geometrik yeri, bu sabit noktalar1 bir-
lestiren dogru parcasini, verilen orana gore icten ve digtan bolen noktalar arasindaki

uzaklig1 cap kabul eden bir cemberdir (Int. Kyn. 1).



2 . Temel Kavramlar

Bu boliimde calismamiz icin gerekli olan baz temel kavramlar1 hatirlatacagiz. Bu
boliim i¢in temel referanslarimiz; Bagkan (1996), Haruki and Rassians (1996, 1998,
2000), Ozgiir ve Bulut (2004), Niamsup (2000) olacaktir

Tanim 2.1 D (z) = {z € C: |z — 2| < €} kiimesine zy 1 bir ¢ komgulugu denir.

Tanmim 2.2 Eger bir A kiimesinin her bir noktasi bir i¢ nokta ise A ya agik kiime
adi verilir. Eger A kiimesi tiim sinir noktalarini igeriyorsa A ya kapali kiime denir

ve A ile gosterilir.

Tanim 2.3 Bir A kiimesinin herhangi iki noktasi tamamen A da bulunan bir egri

ile birlegtirilebiliyorsa A ya baglantili (irtibath) kiime denir.
Tanim 2.4 C nin basit baglantili agik alt kiimelerine C de bir bolge denir.

Tanim 2.5 Bir f karmagik fonksiyonu bir zy noktasinin belli bir D(zg,d) komsu-

lugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, zo da analitiktir denir.

Tanim 2.6 Bir B bolgesinde birebir ve analitik f fonksiyonuna, bu bolgede tinive-

lanttir denir.

Tanim 2.7 Bir w = f(z) fonksiyonu zp noktasimin bir D(z,7) — {2 } delin-
mis komsulugunda analitik fakat zy da analitik degilse f, zg da bir ayrik aykiri

(singiiler) noktaya sahiptir denir.

Tanim 2.8 a,b,¢,d € C ve ad — bc # 0

az+b
cz+d

T(z) =

bigiminde tanimlanmig fonksiyona, kesirli dogrusal doniisiim ya da Mobius

doniisiimii denir.

Tanim 2.9 Bir AABC ii¢genin yiikseklik ayaklarini kose kabul eden Ay, By, C}

noktalariyla olusturulan tiggene Pedal tiggen denir. P noktasina pedal nokta denir.



Tanim 2.10 Eger bir iicgenin agilarini ii¢ esit parcaya ayiran dogrularin kesisiminin

bir egkenar ticgen olugturursa bu olusan tiggene Morley tiggeni denir.

Tanim 2.11 C nin acgik bir alt kiimesindeki her noktada karmagik anlamda tiirevli

ve aldig1 degerle yine C nin iginde olan fonksiyona holomorf fonksiyon denir.

Ozellik 2.1 Kompleks diizlemde w = f(x) fonksiyonu cemberleri cemberlere doniis-

tiirir.

Tanim 2.12 Kompleks diizlemde acik bir D kiimesi iizerinde fonksiyonun kutup
noktalarindan olugan belli bir korunmali noktalar kiimesi haricinde D nin geriye
kalan diger noktalarin tiimiinde holomorf olan fonksiyona meromorf fonksiyon

denir.

Teorem 2.1 (Ozdeslik Teoremi)
B, C de bir bolge f ve g ise B de analitik iki fonksiyon olsunlar. S, B’nin 6yle bir
alt kiimesi olsun ki B’de bir yigilma noktasi bulunsun ve Vz € S i¢in f(z) = g(2)

gerceklegsin. Bu durumda B’nin tiimiinde f = ¢ dir.

Tanmim 2.13 Kompleks diizlemde AABC keyfi bir iicgen ve L herhangi bir nokta

olmak {izere

a=BC, b=CA, c=AB, x=AL, y=BL, z=CL

seklinde tanimlansin. Eger

ar =by = cz

sartin1 saghyorsa L noktasina AABC ii¢genin Apollonius noktasi denir.

Tanim 2.14 Kompleks diizlemde ABC'D keyfi bir dértgen olsun. Eger

AB.CD = BC.DA

esitligini saghyorsa ABCD dortgenine Apollonius dortgeni denir.

Tanim 2.15 Kompleks diizlemde AABC keyfi bir iicgen ve L herhangi bir nokta

olsun



a=BC, b=CA, c=AB, x=AL, y=BL, z=CL

seklinde tanimlansin. £,1 > 0 olmak {izere
ax = k(by) = l(cz)
sartim saglarsa L noktasina AABC iiggenin (k, I)—Apollonius noktasi denir.

Tanim 2.16 Kompleks diizlemde keyfi bir ABC'DFEF altigeni igin

AB.CD.EF = BC.DE.FA
esitligi saglaniyorsa bu altigene Apollonius altigeni denir.

Tanim 2.17 f(z) fonksiyonu analitik ve univelant olmak {iizere bu fonksiyonun

Schwarz tiirevi

bicimde ifade edilir.

Teorem 2.1 f : A — C fonksiyonu analitik ve birebir ise A ’nin her z noktasi i¢in

f(z) # 0 dur.

Teorem 2.2 (Maksimum Kurali)
f fonksiyonu bir B bolgesinde analitik olsun. Eger |f|, B de maksimum degeri

aliyorsa f sabittir.

Teorem 2.3 Bir f doniisiimiiniin Mobius doniisiimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

f nin Schwarz tiirevi sifira esittir.

Teorem 2.4 Bir fonksiyon Schwarz tiirevinin sifira egit olabilmesi i¢in gerek ve yeter

kosul f bir Mobius doniigsiimiiniin kisitlanmasi olmasidir.



3. UCGENLERIN APOLLONIUS NOKTALARI
YARDIMIYLA MOBIUS DONUSUMLERININ
BIR KARAKTERIZASYONU

Lemma 3.1 (Apollonius Teoremi) A ve B diizlemde keyfi iki nokta olsun. P nok-
tas1 da keyfi hareketli bir nokta olsun ve A ve B noktalarinin P ye olan uzakliginin
orani sabit bir k£ sayisi olsun. Bu durumda k # 1 ise P noktalarinin geometrik yeri
birini i¢ten digerini digtan kesen bir ¢cemberdir. £ = 1 ise P noktalarinin geometrik

yeri A ve B ye esit uzaklhktaki dogrudur (Haruki and Rassias 1996).
Lemma 3.1 de ad1 gecen ¢embere Apollonius ¢gemberi denir.

Teorem 3.2 Kompleks diizlemde AABC keyfi bir iiggen olsun. AABC ii¢ggenin en

fazla iki tane Apollonius noktasi vardir (Haruki and Rassias 1996).

Ornek 3.1 Kompleks diizlemde AABC keyfi eskenar bir ticgen olsun. Bu du-
rumda ti¢genin bir tek Apollonius noktasi vardir ve bu nokta AABC' egkenar tiggenin

merkezidir.

a=BC=CA=AB,x=AL, y=BL, 2=CL

olsun.
Yukaridaki AABC' iicgenin Apollonius noktasi tanimindan
ar = ay = az

elde edilir. Buradan

T=Yy=2z

bulunur. O halde L noktast AABC' iiggenin merkezidir.

Ornek 3.2 Iki acis1 30° olan bir AABC ikizkenar iicgenin iki tane Apollonius nok-
tast vardir. Biri BC kenarin orta noktasi L, digeri L1 A dogrusunun iizerinde Lg

noktasidir.



Burada

a=BC, b=CA, c=AB

olmak tizere

a.AL1 = bBL1 = C.CLl

ve

CL.ALQ = bBL2 = C.CL2

oldugu agiktir.

Uyar1 3.1 Apollonius noktalar: iiggenin kose noktasi olamaz. Yani Apollonius nok-

tasi iicgenin ya iginde, ya diginda yada iizerindedir (Haruki and Rassias 1996).

Teorem 3.3 Kompleks diizlemde bir AABC ii¢ggeni ve bir L noktasi verilsin. L,
ANABC iiggenin Apollonius noktasidir < L yardimiyla tanimhh AABC' {i¢genin
A A1 B1Cy pedal tiggeni bir eskenar tiggendir (Haruki and Rassias 1996).

Teorem 3.4 w = f(z) doniisiimii Ozellik 2.1 i saglamasi icin gerek ve yeter kosul

w = f(z) bir Mobius doéniigiim olmasidir (Haruki and Rassias 1996).

Lemma 3.5 Eger w = f(z) Ozellik 2.1 i saghyorsa, w = f(z) iinivelanttir (Haruki
and Rassias 1996).

Lemma 3.6 Kompleks diizlemde bogtan farkh bir R bolgesinde w = f(z) fonksi-
yonu analitik ve iinivelant olsun. R bolgesinde keyfi bir ABC'D Apollonius dortgeni
verilsin. A" = f(A), B = f(B), C' = f(C), D" = f(D) olmak tizere Ozellik 3.1
saglanirsa, A'B'C' D" de bir Apollonius dértgeni olur (Haruki and Rassias 1996).

Lemma 3.7 Eger bog olmayan bir R bolgesinde w = f(z) analitik ve iinivelant ise

R de f'(2) # 0 dir (Haruki and Rassias, 1996).

Ozellik 3.1 Kabul edilsin ki kompleks diizlemde bostan farkli bir R bolgesinde
w = f(z) fonksiyonu analitik ve iinivelant olsun. R bélgesinde keyfi bir AABC
ticgeni ve L de bu iicgenin Apollonius noktas: olsun. Eger A" = f(A), B' = f(B),
C'=f(C), L' = f(L)ise A", B', C" dogrudas olmayan farkli ii¢ nokta ve AA'B'C’

ticgeninin Apollonius noktasi L' olur.



Sonug 3.1 Ogzellik 2.1 saglaniyorsa 3.1 6zelligini de saglar (Haruki and Rassias
1996).

Teorem 3.8 w = f(z) fonksiyonu Ozellik 3.1 saglamasi icin gerek ve yeter kogul

w = f(z) nin bir Mébius doniigiimii olmasidir (Haruki and Rassias 1996).

ispat.

<) w = f(z) bir Mobius doniigiimii olsun. Bu durumda Teorem 3.4 den dolay:
w = f(z) fonksiyonu Ozellik 2.1 saglar. Boylece Ozellik 3.1 saglanir.

=) w = f(z)fonksiyonu Ozellik 3.1 saglasin. w = f(z) fonksiyonu bir R bolgesinde
analitik ve {inivelant oldugundan dolayr Lemma 3.7 den f'(z) # 0 dir. z, R de
keyfi bir nokta olsun. Boylece f'(x) # 0 dir. 2 noktasi L ile gosterilsin. L € R
oldugundan L nin r yaricapl kapal bir V' komsulugu vardir ve bu komsguluk R nin
iginde kalir.

Merkezi L olan keyfi bir AABC' iiggeni segilsin. z, y € C, |y| < r olmak iizere
A=z+vy, B=x+wy, C =x+w?yolsun. w = f(z) fonksiyonu R de iinive-
lant oldugundan f(A) = A', f(B) = B, f(C) = C" noktalar1 birbirinden farkldur.
Analitik fonksiyonlarin 6zelliginden ve Lemma 3.7 den dolayr A, B, C' dogrusal ol-
madigindan s < r olacak bigimde bir s sayis1 vardir yleki 0 < |y| < s olacak bigimde
her yicin A", B', C" noktalar1 dogrudas degildir. Yani ticgen disk icinde kaldig siirece
goriintiistide bir iicgendir. Ornek 3.1 den dolay1 L noktas1 AABC iicgenin tek Apol-
lonius noktast oldugundan A', B', C" noktalar1 dogrusal olmadigindan, hipotezden

dolay1 f(L) = L' noktast AA'B'C’ iicgeninin bir Apollonius noktasidir.

Boylece
BC AL =C'A BL (3.1)
elde edilir.
A= f(A) = flz+y)
B = f(B)= f(x+wy)
' = f(C) = flz+wy)
L' = f(L)=f(x)



oldugundan

B'C = | flz+wy) — flz+uy) |
AL = | flz+y)— f(2) |
CA = | flz+w’y) — flz+y) |
BL = |[flz+wy)— f(z)|

(3.1) esitliginde yazilirsa

(flz+wy) = fl@z+wy).(f(z+y) — f(z))
(f(z+w?y) — flz+y).(f(x +wy) — f(2))

=1

elde edilir. Burada

(f(z+wy) — fle+w’y)(f(z+y) — f(2)) — oly)
(f(x +w?y) = flz +y)(f(z +wy) — f(z))

bi¢imde gosterilsin. ¢g(y) nin pay: ve paydasi da 0 < |y| < s igin analitik oldugundan
ve w = f(z), R de iinivelant oldugundan ¢g(y) nin paydas1 0 < |y| < s i¢in sifir
olamaz ve 0 < |y| < s i¢in g(y) de analitiktir. g(y) nin 0 noktasinda analitik oldugu
gosterilmelidir. y — 0 iken L'Hopital kuralindan g(y) — w1 = w dir. ¢(0) = w
alinirsa g fonksiyonu y = 0 noktasinda kaldirilabilir aykiriliga sahip olur. Riemann

teoremi geregince g fonksiyonu y = 0 noktasinda analitiktir.

Yani g(y) fonksiyonu |y| < s i¢in analitik oldugunda ve |y| < s i¢in |g(y)] = 1
oldugundan maksimum kural prensibi geregince g(y) = K olacak bigimde bir K
kompleks sabiti vardir ve |K| =1 dir. ¢(0) = w ve ¢g(y) = K oldugundan w = K
dir.

(f (z+wy)—f(a+wy).(f(a+y) = f(2) —w(f (z+wy) — f(2+y).(f(z+wy) = f(2)) = 0

Her iki tarafin ardigik tiirevleri alimirsa y = 0 i¢in



olup buradan

elde edilir. Bu durum f'(z) # 0 olacak bicimdeki her z € C icin 6zdeslik teoremi
geregince saglanir. Boylece f fonksiyonunun Schwarz tiirevi sifira egit oldugundan

f bir Mobius doniistimiidiir.
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4 . DORTGENLERIN APOLLONIUS NOKTALARI
YARDIMIYLA MOBIUS DONUSUMLERININ
BIR KARAKTERIZASYONU

Teorem 4.1 w = f(z) fonksiyonu Ozellik 2.1’i saglamas i¢in gerek ve yeter kogul

w = f(z) fonksiyonunun bir M&bius déniigiim olmasidir (Haruki and Rassias 1998).

Ozellik 4.1 w = f(z) fonksiyonu kompleks diizlemde bostan farkl bir R bélgesinde
analitik ve tinivelant olsun. R bolgesinde keyfi bir ABC'D Apollonius dértgeni i¢in
A = f(A), B' = f(B), C' = f(C) ve D' = f(D) olmak iizere A'B'C' D" dértgenide

w—diizlemde bir Apollonius dortgenidir.
Sonug 4.1 Ozellik 2.1 saglamyorsa Ozellik 4.1 saglanir (Haruki and Rassias 1998).

Lemma 4.1 Eger w = f(z) fonksiyonu Ozellik 2.1i saglarsa w = f(z) fonksiyonu

|z] < oo de {inivelanttir (Haruki and Rassias 1998).

Teorem 4.2 w = f(z) fonksiyonu Ozellik 4.1 yi saglar < w = f(z) fonksiyonu bir
Méobius dontigiimdiir (Haruki and Rassias 1998).

ispat.
=)w = f(z) fonksiyonu bir M&bius déniigiimii olsun. O zaman Teorem 4.1 den

Ozellik 4.1 saglanir. Ozellik 4.1’den w = f(z) fonksiyonu Ozellik 2.1 i saglar.

<)w = f(z) fonksiyonu R bolgesinde analitik ve iinivelant oldugu i¢in Lemma
4.1’den

f(z)#0 (4.2)
dir.

Eger x noktas1 R bolgesinin keyfi bir gekilde sabit bir noktasi ise (4.2) den

fi(a) #0 (4.3)

elde edilir. Burada x noktasim1 E ile gosterilsin. £ € R oldugundan E nin r € R

yarigapli kapali bir V' komgulugu vardir ve bu komsuluk R nin i¢inde kalir. ABCD
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dortgeni V' nin i¢inde keyfi bir Apollonius dértgeni olsun ve merkezi E noktasi kabul
edilir. Burada ABC'D nin yo6nii saat yoniiniin tersindedir. ABC'D, V' nin i¢inde bir

dortgen oldugu igin
= T4y

r—Y

S Q & =
I

= x—1y

yazilsin. w = f(z) fonksiyonu R de iinivelant oldugundan

/

fla) = A
f(B) = B
fecy = ¢
f(D)y = D

noktalar1 birbirinden farkhdir. A'B'C’D" bir Apollonius dortgen oldugundan dolay:

AB.C'D'=BC'.D'A (4.4)
yazilir. Buradan

A =flx+y), B =fla+iy), C'=flx—y), D = flz—iy)

oldugundan dolay1

AB = |f(x+y) - f(x+iy) (4.5)
B'C" = |f(z +iy) — f(z —y)| (4.6)
C'D = |fx—y) - flz —iy)l (4.7)
DA = |f(x—iy) — f(z +)| (4.8)

yazilir. Buradan (4.4) esitligine (4.5), (4.6), (4.7), (4.8) esitliklerini yazilirsa
((f(z +y) = flz + i) (f(z —y) = f(z —iy))]

= |(f(z +1y) — flz —y)(f(x —iy) — fx +y))|
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elde edilir ve boylece

[(f(z+y) = flz+iy)(f(z —y) — flz —iy))

[(f(z +iy) — f(z —y)(f(z —iy) — f(z+y))

bulunur. g(y) fonksiyonunu

(f(z+y) = fle+iy)(f(z —y) = flz —iy))

ah (19)

9(y) =

olarak kabul edilirse

lg(y) =1

elde edilir.

(f(z +1y) — f(z —y)(f(x —iy) — f(x +y))

(4.10)

(4.11)

(4.10) daki g(y) nin pay1 ve paydasi da 0 < |y| < r igin analitik ve w = f(z), R de

iinivelant oldugundan ¢(y) nin paydasi 0 < |y| < r igin sifir olamaz ve 0 < |y| < r

icin g(y) de analitiktir. g(y) nin y = 0 noktasinda analitik oldugu gosterilsin. y — 0

iken L’Hospital kuralindan ve (4.3) esitliginden

flety) —fla+iy)  f@)—if(x) _

flatiy)— fla—y) ~ if @)+ flx)

ve

fle—y) = flz—iy) — (@) +if (z)

fo—i)—fle+y)  —if (@) —f(@)

elde edilir. (4.10), (4.12), (4.13) den y — 0 iken
1—i)°
=1
9(y) — (1 H.)

9(0) = —1

1—i

— (4.12)
1—i

— (4.13)

(4.14)

(4.15)

i¢in (4.14) ten ve Riemann teoreminden ¢(y), fonksiyon y = 0 da analitiktir. Ustelik

(4.15) den dolay1 (4.11) daki esitlik y = 0 i¢inde saglamir. Boylece g(y) fonksiyonu

ly| < r de analitiktir ve |y| < r de |g(y)| = 1 saglanir. Boylece analitik fonksiyonlar

i¢cin Maksimum Modiil Prensibinden ve |y| < de K kompleks sabiti olmak iizere
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gly) = K (4.16)
yazilir. (4.16) esitliginde y = 0 alinsin ve (4.15) esitliginde yerine yazilirsa

K=-1 (4.17)

elde edilir. (4.10), (4.16) ve (4.17) den

(f (z+y)—f(z+iy)) (f (x—y)— f(v—iy))+(f (z+iy) — f(r—y)) (f (z—iy)— f(v+y)) = 0

yazilir ve |y| < r biitiin y ler i¢in saglar.

Ardigik tiirevler alinirsa

£"@).f (@)~ 5@ =0 (1.19)

xr € R bolgesinde sabit keyfi bir nokta oldugundan, degisken bir z tarafindan x
yerine yazilir ve R de (4.19) dan

bulunur. Buradan

o (];:/g))f -

olup tiim z noktalar1 icin f'(z) # 0 dir. Boylece f(z) bir Mobius doniisiimiidiir.
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5. BESGENLERIN APOLLONIUS NOKTALARI
YARDIMIYLA MOBIUS DONUSUMLERININ
BIR KARAKTERIZASYONU

Ozellik 5.1 z—diizleminin bogtan farkh bir R bolgesinde w = f(z) fonksiyonu
analitik ve {inivelant olsun. R bolgesinde Z = Z175737,75 keyfi bir besgen ve (A1,
A2, Az, A4)—Apollonius noktasi da L olsun. Eger 1 < i < 5 arahhiginda L' = f(L)
icin Z, = f(Z) almirsa ve bir besgenden Z;(1 < i < 5) bes farkh nokta ise o zaman
L' noktas1 aym zamanda Z = Z,Z,Z,7,Z in (A1, A2, A3, \g)—Apollonius noktasi

olur.

Teorem 5.1 w = f(x) fonksiyonu 6zellik 5.1 i saglar < w = f(x) fonksiyonu bir
Mobius doniigiimdiir (Bulut ve Ozgiir 2004).

Tanim 5.1 C de L bir nokta ve Z = Z, 75737475 keyfi bir beggen olsun. 2 < k <5
ve )\1, )\2, )\3, )\4 € RJ'_ 1(;1n

|\L — Z4| . |Zy — Z3| .| Zs — Zs| = N1 |L — Z| | Zis1 — Ziya| - | Ziys — Ziyal

ise 0 zaman L noktasina Z nin bir (A}, Ay, Az, A;)—Apollonius noktasi denir (Bulut

ve Ozgiir 2004).

Yukaridaki esitligin sag tarafinda eger k ye bagh degerler 5 den farkl ise o zaman

bu degerler mod(5) de diisiiniiliir.

Uyar: 5.3 \; = Ay = \3 = )4 i¢in bu tanim keyfi bir beggenin Apollonius noktasinin

tanimini verir (Bulut ve Ozgiir 2004).

Teorem 5.2 Kompleks diizlemde 7 = Z,7,737,75 keyfi bir beggen olsun ve
A1, Aa, Az, Ag sabit pozitif reel sayisi olsun. O zaman Z nin (A1,A2,A3,A4)-Apollonius
noktasinin sayisi en gok 2 dir (Bulut ve Ozgiir 2004).

Ornek 5.1 Z = 7 Zy 7374 75 keyfi bir diizgiin beggen olsun. Z nin g¢evrel ¢gemberin

Apollonius noktasi sadece ¢evrel cemberin merkezidir.
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Tanim 5.2 Kompleks diizlemde ABC DEF bir altigen olsun. A > 0 i¢in

AB.CD.EF = ABC.DE.F A
sartin1 saglar ise bu altigene A— Apollonius altigeni denir (Bulut ve Ozgiir 2004).

Ozellik 5.2 Kompleks diizlemde bos olmayan bir A acik bolgesinde f fonksiyonu
analitik ve tinivelant olsun. ABCDEF' altigeni A da bir A—Apollonius altigeni
olsun. Eger Z = ABCDEF icin Z' = f(Z) ise, o zaman A B'C'D'E'F’ de bir

A—Apollonius altigeni olur.

Teorem 5.3 w = f(z) fonksiyonu Ozellik 5.3 saglar & w = f(z) bir Mobius
doniisiimdiir (Bulut ve Ozgiir 2004).

Teorem 5.4 Ozellik 2.1 saglanmirsa Ozellik 5.1 de saglamir (Bulut ve Ozgiir 2004).

ispat.

w = f(z) fonksiyonu Ozellik 2.1 i saglasin. Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu
z-diizleminde bogtan farkli R bolgesinde analitik olsun. Boylece Teorem 5.2 den
w = f(z) fonksiyonu bir Mbius déniigiim olur ve boylece R bolgesinde iinivelanttir.
7 = I 1ZsZ374 75 besgeni R bolgesinde keyfi bir besgeni igersin ve (Aq,A2,A3,A4)-
Apollonius noktast L € R olsun. Eger 1 < i < 5 icin Z; = f(Z;) yazilirsa, w =
f(z) fonksiyonu iinivelant olmasindan dolay1 Z;(1 < i < 5) noktalar1 farkhdr.
Z.,(1 < i < 5) in herhangi ticliisii dogrudas degilse L' = f(L) de ayn1 zamanda
7' = 7, Zy 747, Zx nin bir (A1,\2,\3,\4)-Apollonius noktasi olur. L noktasi Z nin bir
(A1,A2,A3,A\4)-Apollonius noktasi oldugu i¢in, Tanim 5.2 den k = 5 igin

|L — Z4| . |Zy — Zs| .| Zy — Zs| = M | L — Zs| .| Z1 — Za| . | Z3 — Zi]
yazilir.

Tanim 5.2 den L7, 75737475 bir Ay—Apollonius altigenidir. Teorem 5.5 den
L' 7, 74747, 7 bir \y—Apollonius altigenidir. Boylece
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‘L/—Zi |z, -z, .(Z;—Z; — ML - 7 .‘Z;—Z; |z -z, (5.1)
yazilir. Benzer olarak

ML -2z~ 2. Z;—Z;‘zxg, L’—Z;). Zi- 7|z~ 7z (5.2)

Ag(L’—Z; .‘Z;—Z; . Z;—Z;‘:Ag L -z .‘Z;—Z; 1z~ z| (5.3

Ao L’—Z;‘.‘Z;—Z; .‘Z{—Z; — ML -7 .‘Z;—Z; .‘Z;—Z; (5.4)

yazilir. (5.1) ve (5.4) den her 1 <1i <5 i¢in

!

L' -7,

! ’

Zy = Z3 =N\ |L - Zl; : ‘Zk+1 — Ziia| - ‘Zl;+3 - le€+4‘

.‘Z;—Z;

elde edilir.
Tanim 5.1 den dolay1 L' = f(L) noktasi (A,\2,A3,\4)-Apollonius noktasidir.

Sonug olarak w = f(z) fonsiyonu Ozellik 5.1 i saglar.

Teorem 5.5 w = f(z) fonksiyonu bir Mébius doniisiimdiir < w = f(z) fonksiyonu
analitik ve tinivelanttir (Bulut ve Ozgiir 2004).

ispat.

Kabul edilsin ki w = f(z) bir Mobius doniigiimii olsun. Teorem 5.1 den w = f(2)
fonksiyonu Ozellik 2.1 i saglar. Boylece Teorem 5.4 den w = f(z) fonksiyonu Ozellik
5.1 yi saglar.

Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu analitik ve iinivelant olsun. w = f(z) fonk-

siyonu R bolgesinde analitik ve tinivelant oldugu igin

f(z)#0 (5.5)

R bolgesinde de saglar. Eger x, R nin keyfi bir sabit noktasi ise (5.5) den
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yazilir.

Kabul edilsin ki L noktasi1 z tarafindan temsil edilen nokta olsun. L € R oldugu
icin dyle pozitif bir r reel say1 vardir ki L nin r kapali komgulugu R nin i¢inde icerir.
Bu komsguluk V ile gosterilsin. Z = 21757374 75; L merkezli bir beggen olup V' de

kapsansin. 2y, Zy, Z3, Z4 ve Zs noktalarin yonleri saat yoniiniin tersi olsun.

7 = [ 7y 737475, V de igeren keyfi bir besgen oldugu igin 0 < |y| < r ve wgy1 =

27k

e 5 ,0 <k <4 olmak iizere

T+ W1y

bicimde temsil edilir.

w = f(z) fonksiyonu R de iinivelant oldugu icin Z; = f(Z1), Zy = f(Z3), Zs =
f(Zs), Zy, = f(Zs) ve Zy = f(Zs) farkh noktalardir. Analitik fonksiyonun 6zelligin-
den

s<r

saglayan yeterince kiiciik pozitif s reel sayis1 vardir dyle ki Z,, Z,, Z:;, Z, ve Zé in

herhangi iicii 0 < |y| < s saglayan tiim y ler i¢in w—diizleminde dogrudag degildir.

L noktast Z diizgiin besgenin (0 < |y| < s) nin Apollonius noktasi ve Z;, Zs,
Zy, Z, ve Z, in herhangi iicii dogrudas olmadig icin, hipotezden L' = f(L) de
7' = 7,7Z,747, 7 nin bir Apollonius noktas olur. Béylece

E-ZW@-%H@-% (5.7)
:E-@W%-@”%—z (5.8)
:E-@”@-%Hz—@ (5.9)
ZE_QW@_z.g_g (5.10)
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|-z .’Z;—Z;‘.)Z;—Z; (5.11)
elde edilir. Burada (5.7) ve (5.9) dan
L -7 |z~ 7 .‘Z;—Z; :‘L’—Z;, .‘Z;—Z; |z -z
yazilir. Boylece
L -7 Z;—Z;( — ’L’—Z;’. Z 7

elde edilir.
7y, Zyy Zay Zy, Zy ve L' noktalar1 0 < k < 4 de

f(@ +wiay), f(z)
tarafindan temsil edildigi i¢in son egitlikte
[f(@) = f(z+y)|. [f (@ + way) — [z + wsy)]

= [f(2) = flz +wsy)| . |f(z +y) = fz + way)]

yazilir ve boylece

[f(z) = flz +y)] - [f(x + way) — flx + wsy)]'
[f(2) = fz +wsy)] - [f (& +y) = f(z + way)]

elde edilir. Onceki boliimlerde benzer olarak f'(z) # 0 1 saglayan biitiin z ler igin

i -i(5g) -

saglanir. Boylece f in Schwarz tiirevi f'(2) # 0 saglayan biitiin z ler icin bu durumu

saglayacagindan f bir Mobius doniisiimdiir.
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6. ALTIGENLERIN APOLLONIUS NOKTALARI
YARDIMIYLA MOBIUS DONUSUMLERININ
BIR KARAKTERIZASYONU

Ornek 6.1 Eger ABCDEF altigeni asagidaki sartlardan birini sagliyorsa ABC DEF

altigeni bir Apollonius altigendir.

(i) AB=AF,CB=CD ve ED = EF

(i) AB = DE, BC = EF ve CD = FA

(i) AB=CD = EF = BC = DE = FA

(iv) ABCDEF bir diizgiin altigendir

Ornek 6.2 Diizlemde bir C' cemberi ABCDEF altigenin cevrel cemberi olarak ve-
rilsin. Bu durumda ABC D EF nin bir Apollonius altigeni olmasi icin gerek ve yeter
kogsul ABCDFEF altigenin kiosegen uzunluklar: tek bir noktada kesigsmesidir.

Ornek 6.3 Diizlemde acilan sirasiyla 3, 33 ve 3v olan bir AABC iicgeni verilsin.
P, Q, R noktalarn AABC' iiggeni i¢inde /BAR = a, ZABR = 3, ZCBP = j3,
/BCP = ~, LZACQ = ~, ZCAQ = o, ZRBP = 3, ZPCQ = v ve ZQAR = «
olacak bigimde ii¢ nokta olsun. Bu durumda APQR ii¢geni bir egskenar iiggendir.

ARBPCQ altigeni ise bir Apollonius altigenidir. Siniis teoreminden

AR BR BP CP CQ AQ

sinf3  sina’ siny sinfB’ sina siny
dir. Buradan L L L
AR sinf BP siny CQ  sina
BR sina’ CP sinB’ AQ sinvy

AR _BP _CQ _,
BR CP AQ
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ARBP.CQ = BR.CP.AQ

olup bu esitlikler Apollonius altigeni olma kogulunu saglar. APQ R ii¢geni bir Morley

tiggenidir.

Ozellik 6.1 f, kompleks diizlemde bos olmayan bir A acik bslgesinde analitik ve
tinivelant fonksiyon olsun. ABCDEF ise da bir Apollonius altigeni olsun. 7 =
ABCDEF igin f(Z) = Z olmak iizere A B'C'D'E'F" altigeni de bir Apollonius

altigenidir.

Teorem 6.1 w = f(z) fonksiyonunun Ozellik 6.1 saglamasi icin gerek yeter kosul

w = f(z) fonksiyonu bir Mobius doniigiim olmasidir (Haruki and Rassias 2000).

ispat .

=) z1292324252¢ bir Apollonius altigeni olsun. O halde

|21 — 22| . |23 — 24| - |25 — 26| B

=1
|29 — 23| . |24 — 25| - |26 — 21|
sartini saglanir.
,az+b
=2z = 6.1
flo) =4 = (6.1)
ve
’ aw+b
Jw) =w = cw +d

olmak {izere

() — fw)| = az+b aw—{—b‘

cz+d cw+d
acwz + bcw + azd + bd — acwz — bez — awd — bd
(cz +d)(cw + d)
_|bew + adz — bez — awd
(cz+d)(cw + d) ‘
| (ad = be)(z —w)
ez +d)(cw +d) ‘

dir.
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, , , , , , (ad—bc)(z1—22) (ad—bc)(z3—24) (ad—bc)(z5—z6)
2y — 22‘ - |23 — 24| - |75 — % (cz+d) (cw+d) (cz+d)(cw+d) | * | (cz+d)(cw+d)
A I P A I P s (ad—bc)(z2—23) (ad—bc)(za—25) (ad—bc)(z6—21)
27 % T %6 A (chrd)(cz)erS) (cz+d)(c31+d5) : (cz+d)(c1i+dl)

|Zl — 22| . |23 — Z4| . |Z5 — Zﬁ‘

|ZQ — 2’3| . |Z4 — Z5| . |Z6 — 2’1|
=1

bulunur. O halde 22,252,252 bir Apollonius altigendir.

<) Hipotezden f, D acik bolgesinde analitik ve iinivelanttir. Bu durumda

F(z) 40 (6.2)

A bir agik bolge oldugu igin her z noktasmn bir U kapali komsulugu f'(z) # 0

olacak bicimde vardir.

Teorem 6.2 f : A — C fonksiyonu analitik ve birebir ise A 'nin her z noktasi i¢in

f'(2) # 0 dir (Haruki and Rassias 2000).

ispat.

Ozel olarak A bolgesinden bir 2 noktasi ve  ’in r yaricapli U kapali komsulugu

f'(2) # 0 olacak bicimde secilsin. U kapal yuvari icerisinde merkezi = olan keyfi

bir diizgiin ABC'DEF altigenini incelensin. A, B,C, D, E/, F nin siralanmasi saat

yoniiniin tersine gore olsun. Bu durumda A, B,C, D, E, F' noktalarim 0 < |y| < r

—1+v3
2

ve w = olmak tizere sirasiyla

T+ vy, 1:—w2y, r+wy, r—1y, a:+w2y, T — wy

kompleks sayilari ile gosterilsin. ABC' DEF altigenin ¢evrel cemberi K ile gosterilsin.
f(A)=A", f(B)=B', f(D)=D', f(E) = E' olmak iizere A'B'D'E’ dortgeni bir

Apollonius dortgeni olup
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f(x+y) — flz+wy)||f(z+y) — flz+wy)
= [flz+wy) — flz —y)||f(z+w’y) — flz+y)] (6.3)

dir. AB c¢ember yay1 iizerinde A ve B noktalarindan farkli B; noktasini, AF' ¢gember

yay1 iizerinde A ve F' noktalarindan farkli /' noktasi
AB) = AFy (6.4)

olacak bicimde secilsin. AB = AF oldugundan

oldugu agiktir. ABCDFEF bir diizgiin altigen oldugundan
CD =DE (6.6)

dir. (6.4), (6.5) ve (6.6) dan

AB,.CD.EF, = BiC.DE.F1 A

bulunur. Bu durumda AB;,CDEF, bir Apollonius altigenidir. f(B;) = B, ve
f(F}) = F; olsun. Hipotezden dolay1 w = f(2) Ozellik 2.1’i sagladigidan

A'B.C'D .E'F,=B,C'DE .FA (6.7)

saglanir. (6.4) ten dolay1 0 < 6 < % olmak iizere B; ve Fj noktalarm sirasiyla

x + ey, x + ey bicimde temsil edilsin. Boylece

AB) = [flz+y) - flz+e%)]
C'D" = [f(z+wy) — flz—y)
E'F, = |flz+w’y) — flx+e7y)|
BC" = |f(z+e%) — flz+wy)
D'E = |[flz—y) - flz+w’y)
FIA = |fx+e ) - f(z+y)|



olup (6.7) den

|fz+y) — flz+ey)| . 1f(@+wy) — flz —y)]

N f @+ wy) = fla+ ey

= [fla+e%) — fle+wy)|.|flz —y) — fla+w?y)]

| flx+ey) — flz +y)| (6.8)

saglamir. = + e~®y ve x + y farkli noktalar olup U ya aittir. U ise A nin da bir alt

kiimesi oldugundan hipotezden dolay1

flz+ey) # f(x+y) (6.9)

dir. (6.8) ve (6.9) dan

flx+y) — flz+ %)
flx+e%y) — f(x+y)

= | (flz +ePy) — flz+wy)(fl@ —y) = fl@+wy)) |

(f(z +wy) = flz =) (f (@ +wy) — flz+e )

elde edilir.

0 — +0 iken '
flx+y) — flz+e%)
flx+ey) — f(z +y)

belirsizdir. Ustelik z 4+ y € U oldugu icin

f@+y) #0 (6.11)
dir. (6.11) den

flz+y) - flz+e’y) — ey f (x + ¢y)

elirilo flz+ e y) — f(x +y) - eliIEo — e Oy f'(x + e Py)
_ [ty
[z +y)
=1 (6.12)

(6.10) da § — 40 iken (6.12) nin kullamlmas ile
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|(f(z +wy) — flx —y)(f(x +w’y) — f(z+y))|
= |(f(z+y) — flz+wy)(flz—y) — flz +wy))]

elde edilir. Boylece A'C'D'E’" bir Apollonius dortgenidir. Simdi f ’nin Mébius

doniigiimii oldugu gosterilsin. (6.13) den

(f(z +wy) — flz —y)(f(z +w?y) — f(x +y))

Faty) —Fatro))f@—y) - fatuiy)| - (6.14)

elde edilir.

(f(z +wy) = flz —y)(flz+w’y) — f(z+y))
(f(xz+y) = fle+wy)(f(x —y) — flz+wy))

olsun. (6.14) den dolay1

9(y) = (6.15)

lg(y) [=1 (6.16)

dir. (6.15) de g(y) nin pay1 ve paydasi 0 < |y| < r i¢in analitik olup w = f(z) A da
tinivelant oldugundan ¢(y) nin paydas1 0 < |y| < r i¢in payda sifir olmaz. g(y) nin

y = 0’da da analitik oldugu gosterilsin.

y — 0 i¢in
flatwy) = fla—y) = wfla)+f(@)  1+w (6.17)
fe+y) = fletwy)  fllo)—wflz) 1-w '
ve
fletwly) —flat+y) P f@)—f@)  1-w’ (6.18)
fe—y) —fletwy) = FPla)—wflz)  1+u? |
elde edilir.(6.15), (6.17) ve (6.18) den y — 0 iken
o~ (123 (158) = 619
elde edilir.
g(0) = —1 (6.20)

i¢in (6.19) dan ve Riemann teoreminden g(y), fonksiyon y = 0 da analitiktir. Ustelik
(6.20) den dolay1 (6.16) daki esitlik y = 0 igin de saglamir. ¢ fonksiyonu analitik ve
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|g| fonksiyonu 0 i 7 yarigaph kapali bir yuvasinda 1 e egittir. Analitik fonksiyonlar

icin Maksimum kuralina gore g fonksiyonu komsulugu i¢in de

g(y) = L (6.21)
bigimde sabittir. (L ¢ C) (6.20) den dolay1

L# -1 (6.22)

dir. (6.15), (6.21) ve (6.22) den |y| < r olacak bi¢imde tiim y ler i¢in

(flz+wy) — flz—y)(flz+wy) — flz+y))

+(f(@+y) = flz+wy)(flz —y) - fl@+w'y) =0
saglanir. (6.23) iin ardigik tiirevleri alimrsa y = 0 igin

£ @) ) = 2f (@ =0 (624

elde edilir. z, A de keyfi bir sabit oldugundan (6.24) esitliginden A da

£ (@)1 @)~ 2" (@) =0

dir. Yukaridaki egitlik |z| < 400 i¢in saglanir. Boylece

g -i(g) -

esitligi f'(z) # 0 olacak bicimde tiim z’ler icin saglanir. Bu durum f'(2) # 0 olacak
bigimde her z € C igin 6zdeglik teoremi geregince saglanir. Boylece f fonksiyonunun

Schwarz tiirevi sifira egit oldugundan f bir Mobius doniigtimdiir.
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7. MOBIUS DONUSUMLERININ KARAKTER-
IZASYONU UZERINE BIR NOT

Ozellik 7.1 w = f(z) fonksiyonu z—diizleminde bostan farkli basit baglantili bir
R bolgesinde analitik ve iinivelant olsun. R bolgesinde ABC'D dortgeni keyfi bir
dortgen olsun. Eger A" = f(A), B' = f(B), C' = f(C), D' = f(D) ve AB'C'D'

birbirini kesmeyen w— diizleminde bir dortgen ise o zaman
LA+ L0 =LA + £C

ve

/B+/D=/B +/D

olur.

Teorem 7.1 w = f(z) fonksiyonu Ozellik 7.1 i saglar <> w = f(z) fonksiyonu bir
Mobius déniigiimdiir (Niamsup 2000).

ispat.
Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu bir Mébius déniigiim ve R bolgesinde ABC' D

keyfi bir dortgen olsun. Tanimdan

A-D
AA:arg(A_B>
ve
AC:arg(g:lB;>

yazilir ve buradan

A-D C—-B A-D C-B
AA—i—éC’:arg(A_B)—l—arg(C_D):arg(A_B-C_D>

yazilir. Capraz oran tanimindan ve Mobius doniigiimleri altinda ¢apraz oran korun-

dugundan
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elde edilir. Buradan

e (TA) D) [(C)~ [(B)
cA e = g<fMJ—ﬂB)fKU—ﬂDD
B A-D (C-B

arg(A—B 'C—D)

bulunur. O halde w = f(z) fonksiyonu Ozellik 7.1 i saglar.
Ispatin diger kismi yine capraz oran yardimiyla elde edilir.

Tanim 7.1 R bolgesinde ABCD dortgeni keyfi bir dértgen olsun. Eger AB.CD =
k(BC.DA) seklinde tanimlanirsa, ABC D dértgenine k— Apollonius dortgeni denir
(Niamsup 2000).

Uyar: 7.1 Eger L noktast AABC ii¢geninin (k,[)— Apollonius noktasi ise o zaman
BCAL dortgenine bir [— Apollonius dortgeni denir. Buradaki noktalarin yonii saat
yoniiniin tersidir (Niamsup 2000).

Ozellik 7.2 Kabul edilsin ki w = f (z) fonksiyonu z— diizleminde bogtan farkl bir
R bolgesinde analitik ve tinivelant olsun. o = 0 veya a@ = 7 olsun. R bolgesinde a,

b, ¢ ve d dort farkli nokta

. a—>b c—d+a—d c—b B
e a—d ¢c—b a—-b c—d -«

seklinde tanimlansin. O halde

EOSONCENC |
f@) =@ fle) = f®) " fla) = F0) o) -

yazilir.

Ozellik 7.3 Kabul edilsin ki w = f (z) fonksiyonu z— diizleminde bogtan farkl bir
R bolgesinde analitik ve tinivelant olsun. a = 7 veya a = 37” olsun. R bolgesinde a,

b, ¢ ve d dort farkli nokta

28



: a—> c—d+a—d c—b B
are a—d ¢c—b a—-b c—d -«

seklinde tanimlansin. O halde

S EOSONCEC ORI ICER NN
fla) = f@) FO—f®) " f@-f0) fo-f

yazilir.

Lemma 7.1 Eger f(z) ve g(z) fonksiyonlar1 bogtan farkli bir R bolgesinde tinivelant
ve R bolgesinde f(z)g(z) # 0 ayricaarg(f(z)) = arg(g(z)) ise f(z) = Kg(z) bigimde
R bolgesinde pozitif reel K sabiti vardir (Niamsup 2000).

Lemma 7.2 C de w = f(z) fonksiyonu meromorf olsun. w = f(z) fonksiyonu
bir Mobius doniisiimdiir< f(z) fonksiyonun Schwarzian tiirevi olarak adlandirilan

" ’ " ’ 2 . o ’ ..
S1(2) = ("()/£(2)) = (1/2) (£"(2)/ (=))" nin bittiin = € C— {= : /() = 0} icin
Sr(z) = 0 dir (Niamsup 2000).

Teorem 7.2 Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu z— diizleminde bostan farkli bir
R bolgesinde analitik ve iinivelant olsun. O halde w = f(z) fonksiyonu Ozellik 7.2
veya Ozellik 7.3 ii saglamasi icin gerek ve yeter kosul w = f(z) fonksiyonunun bir

Mébius doniigiim olmasidir (Niamsup 2000).

ispat.

w = f(z) fonksiyonu R bolgesinde analitik ve iinivelant oldugu igin, R bolgesinde
f'(2) # 0 yazilir. Eger x noktasi R bolgesinde keyfi sabit bir nokta ise, o zaman
f'(z) # 0 elde edilir. Kabul edilsin ki E noktasi = tarafindan temsil edilen nokta
olsun. F € R oldugu i¢in pozitif r reel sayis1 vardir dyle ki £ nin r komsulugunda

R bolgesini icerir.

ABCD dortgeni R bolgesinde keyfi bir eskenar dértgen ve E noktast ABC'D dort-
genin merkezi olsun. ABC' D’ nin yonii saat yoniiniin tersi olsun. ABC'D dortgeni

R bolgesinde eskenar dortgen oldugu icin bu noktalarr uygun bir k& > 1 + /2 icin
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r+vy, v+iky, v —y, xr —iky

bigimde kompleks sayilar tarafindan temsil edilebilir. R bolgesi z— diizleminde
bostan farkli bir bolge oldugu igin, sifirdan farkli bir s reel sayis1 vardir 6yle ki s < r
dir. Eger 0 < |y| < s ise ABCD dortgeni R bolgesinde kalir. w = f(z) fonksiyonu

R bolgesinde iinivelant oldugu i¢in

f(A) = flx+y), f(B) = f(z+iky),
f(C) = flx—y), (D)= fz—iky),

farklh noktalar1 belirtir.

0 < |y| < s arahginda biitiin y ler igin

fe+y)—f(ztiky) = flz—y)—f(z—iky)

arg flety)—fla—iky)  flz—y)—f(z+iky) - 0
+f(x+y)ff(xfiky) . fla—y)—f(ztiky)
fla+y)—f(z+iky)  f(z—y)—f(z—iky)

yazilir. x € R keyfi sabit nokta oldugu igin

flx+y) — floe+iky) flo—y)— flx—iky)

"W = Ry = fa—iky) @)~ S+ iky)
fla+y) - fle—iky) flz—y)— flz+iky) (7.2)
fle+y) = flz+iky) flz—y)— flz—iky) '
yazilir. (7.1) ve (7.2) den
arg(h(y)) = arg(1) (7.3)

elde edilir.

h(y) fonksiyonu y = 0 da analitik oldugundan (7.3) de y = 0 saglanir. y — 0 iken
L’Hospital kuralindan

1+ik\>  [—1+ik\> 2(1— 6k + k%)
h(y) — . + . = 5
11—k 1+1k (1+ k2)

elde edilir. Riemann teoremi ve (7.4) den
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C2(1— 6K 4 k)
) = =y (75)

yazilirsa h(y) fonksiyonu y = 0 da analitik olur. h(y) fonksiyonu |y| < s de analitik-
tir. (7.2) den ve w = f(z) fonksiyonu R bolgesinde iinivelant oldugu igin |y| < s de
h(y) # 0 olur. Lemma 7.1 den K pozitif reel sayisi i¢in |y| < s de

hy) = K (7.6)

yazilir. (7.6) ve (7.5) de y = 0 i¢in

2(1—6k*+ k%)
(1+k2)*

=K (7.7)

yazilir. (7.7) ve (7.8) i¢in |y| < s de

_2(1— 6k + k%)
M) = = (78)

yazilir.

(7.2) ve (7.6) dan
(f(x+y) = flx+iky)* (f(x—y) — flz —iky))®

+ (flx+y) — flo—iky)’ (f(z —y) — fz — iky))?

O 2(1 -6k kY b
= 15 (f(z+y) — fz + iky))

x (f(x —y) — flz —iky)) (f(z +y) — f(z —iky))
X (f(x —y) — f(z +iky)) (7.9)

elde edilir.

Ardigik tiirev alindiginda ve y = 0 igin

192017 (~1+ ) ( f’(z))2 (<3 +2f (0)f"(2)) =0 (7.10)

elde edilir.
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k pozitif reel sayis1 14 /2 den daha biiyiik oldugu icin k?(—1+k?) # 0 yazilir. (7.8)
den " (2).f (z) — 3 f"()* = 0 elde edilir. 2 € R keyfi sabit oldugu icin = yerine z
yazilir. Béylece R bolgesinde [ (2).f () — 2" (2)? = 0 bi¢iminde yazilir. Buradan
f'(2) # 0 olacak bicimde tiim z ler icin

['(z) 3 (f”'(Z))2 o

fz) 2\ f(2)

olup f bir Mobius doniigiimdiir.
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8. (2n—1) KENARLI COKGENLERIN APOLLO-
NIUS NOLTALARINI KULLANARAK MOBIUS
DONUSUMLERININ YENI BIR KARAKTER-
IZASYONU

Tamim 8.1 Kabul edilsin ki Z = 7175 - -+ Zs,_1 keyfi bir (2n — 1) kenarli gokgen ve
L noktasi kompleks diizlemde bir nokta olsun. Eger asagidaki esitlik saglanirsa, L
noktasia Z nin bir Apollonius noktast denir (Bulut ve Ozgiir 2005).

n—1
1<k <2n-—1igin [L— Z| H | Zaih—1 — Zoisk]

=1

Teorem 8.1 w = f(z) fonksiyonu Ozellik 2.1 i saglare w = f(z) fonksiyonu bir

Mobius déniisiimiidiir (Bulut ve Ozgiir 2005).

Ozellik 8.1 Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu z—diizleminde bostan farkli bir
R bolgesinde analitik ve iinivelant olsun. R bolgesinde Z = Z1Z5 - -+ Zy,—1 (2n — 1)
kenarli cokgen ve L ise Apollonius noktas: olsun. Eger 1 < i < 2n—1, L' = f(L)
icin Z, = f(Z;) ise ve 2n — 1 farkl noktalar Z; (1 < i < 2n — 1) bir (2n — 1) kenarl
cokgeni olugturuyorsa o zaman L' noktasi ayni zamanda Z = Z,Z, - - Z,, , in bir

Apollonius noktasidir.

Teorem 8.2 Kompleks diizlemde Z = 7175 - - - Zy,,_1 keyfi bir (2n—1) kenarli cokgen

olsun. Z nin Apollonius noktalar: en fazla iki tanedir (Bulut ve Ozgiir 2005).

ispat.
Kabul edilsin ki Z = Z1Z5 - -+ Zy,_1 keyfi bir (2n — 1) kenarli ¢okgen olsun. Tanim
8.1 den
n—1
1 <k<2n—1igin |L— Z| H | Zgivk—1 — Zoivi|
i=1

yazilir.
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Burada k£ =1 ve 3 i¢in

n—1 n—1

|\L — Z| H | Zoi — Zoip1| = |L — Zs| H | Zoiva — Zaits|

i=1 i=1
ve

|L - Zl| |ZQ - Z3| ‘Z4 - Z5‘ Tt ’Z2n72 - Zanly
= |L — Zs3||Zy — Z5||Z4 — Zs| - - - | Zon—2 — Zon-1||Z1 — Zs|
bulunur. Buradan

|L — Z1||Zo — Zs| = |L — Z3| | Z1 — Zs|

ve boylece
L —Zi|  |Z1— Zy

|L — Zs| | Zy — Zs|

elde edilir.

Ornek 8.1 Kabul edilsin ki Z = 2,7, - Zon—1 keyfi bir (2n — 1) kenarh ¢okgen
olsun. O halde bu ¢okgenin tek Apollonius noktasi gemberin merkezidir (Bulut ve

Ozgiir 2005).

ispat.
Kabul edilsin ki Z nin Apollonius noktasi L noktasi olsun. a = |Z; — Zy| =
|Z2—Zg| = |Z3—Z4| = = |Zgn_1—Z1| ve 1 S 1 S 2n — 1 1g1n xT; = |L—Z7,|

olsun. Tamim 8.1 den

n—1 1 1

Tia = o0 =i = 2oy 0a" = 19, 10"

ve buradan

X1 =T =" "= Toan—2 = L2n-1

bulunur. Boylece L noktas1 bu (2n— 1) kenarh ¢okgenin gevrel gemberin merkezidir.

Tanmim 8.2 Kompleks diizlemde siral kigeler z1, z5, - -+ | 29, € C icin

(21 — 22) (23 — 24) -+ (2201 — 220)]

zZ9 — 23) (24 - 2’5) c (Z2n—2 - Z2n—1> (ZQn - 21)|

A(Zlv 22, Z2n): |(
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ve

A(Zl7 22, Z2n) =1

sartin1 saglarsa kompleks diizlemde bir 2n kenarl ¢cokgenin Apolloniusu olarak ad-

landirir (Bulut ve Ozgiir 2005).

Teorem 8.3 Eger f fonksiyonu acik bir A bolgesinde analitik tinivelant ise o zaman
asagidaki 6nermeler denktir.

(1) f fonksiyonu bir Mébius déniistimdiir.

(13) A(z1, 22, -+, 29,) = cile her z1, 29, -+, 29, € A igin

A(f(z1), f(z), -+, f(220)) = ¢ 6yle ¢ > 0 vardir (Bulut ve Ozgiir 2005).
Teorem 8.4 Ozellik 2.1, Ozellik 8.1 yi saglar (Bulut ve Ozgiir 2005).

ispat.

Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu Ozellik 2.1 i saglasin. w = f(z) fonksiyonu z-
diizleminde bogtan farkh bir R bolgesinde analitik olsun. Teorem 8.1 den w = f(2)
fonksiyonu bir Mobius doniigiimdiir ve boylece R bolgesinde univelanttir. Kabul
edilsin ki Z = Z1Z5- - Za,—1, R bolgesinde keyfi bir (2n — 1) kenarli ¢okgenin ve

Apollonius L noktasi R bolgesinin bir noktasi olsun.

Eger 1 < i < 2n—1icin Z, = f(Z;) yazilirsa o zaman w = f(z) fonksiyonun

tinivelant oldugundan dolay1 1 <7 < 2n — 1 i¢in Z; noktalar1 farkhdir.

L noktasi Z nin bir Apollonius noktasi oldugu i¢in Tanim 8.1 den

n—1 n—1

L= 20| [ [ 172 = Zaisal =1L = Zona| [ [ | Z2i42n-2 — Zaipon-|
=1 =1
ve

|L - Z1| |ZQ - Z3| e |Z2n—2 - Z2n—1| = |L - Z2n—1| |Zl - Z2| e |Z2n—3 - Z2n—2|

elde edilir. Tanim 8.2 den LZ1Zy- -+ Zs,_1 2n kenarh bir Apollonius ¢okgendir.
Teorem 8.3 den L' Z, Zy - - - Zy, , 2n kenarh bir Apollonius ¢okgen

n—1 n—1

1| ~ |-z T

!
Z2'L' - ZZ'L'+1

i= =1

! ’

L/ - Z; Z2i+2nf2 - Z2i+2n71 (81)
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elde edilir. Benzer olarak

n—1
‘L, - Z;n—l) H ‘Z;i+2n—2 - Z;'H—Qn—l‘ (81)
i=1

n—1
= |L - ZZn—Z‘ H ‘Z2i+2n—3 - Z2i+2n—2‘ (8.3)
i=1

n—1
! !
- L —23‘ I1
i=1
n—1

II

=1

/ ’
Z2i+2 - Z2i+3 ‘

= L/ - Zé Z;z‘+1 - Z;i+2 (8-4)

bulunur. (8.1) ve (8.2) den her 1 < k < 2n — 1 igin

n—1

I

i=1

‘L/ s

/ ’
ZQi+k*1 - ZQ’i+k ‘

bulunur. L' = f(L) aym zamanda Z nin bir Apollonius noktasidir. Sonug olarak

w = f(z) fonksiyonu Ozellik 8.1 i saglar.

Teorem 8.5 w = f(z) fonksiyonu Ozellik 8.1 yi saglar <> w = f(z) fonksiyonu bir
Mobius doniisiimdiir (Bulut ve Ozgiir 2005).

ispat.
=) w = f(z) fonksiyonu bir M&bius doniigiim olsun. Teorem 8.1 den w = f(z)

fonksiyonu Ozellik 2.1 i saglar. Boylece Teorem 8.4 den Ozellik 8.1 i saglar.

<) w = f(z) fonksiyonu Ozellik 8.1 saglasm. w = f(z) fonksiyonu R bolgesinde

analitik ve tinivelant oldugu icin R’ de
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f(z)#0 (8.5)

dir. Eger x noktasi R bolgesinin keyfi bir sabit noktasi ise (8.5) den

f(x)#0 (8.6)

elde edilir. Kabul edilsin ki L noktasi = tarafindan temsil edilsin. L € R oldugu
icin pozitif bir r reel sayis1 vardir 6yle ki L nin r kapali komgulugunda R bélgesinde

kalir. Bu kapali komguluk V' olsun.

Kabul edilsin ki Z = Z1Z5- -+ Zy,—1 ic¢in V' de smirh keyfi bir diizgiin (2n — 1)
kenarli ¢okgen ve merkezi L noktasi olsun. Z;, Zs, -+, Z,_1 yonii saat yoniiniin
tersi seklinde olsun. Z = Z1Z5 - -+ Zsy,_1, V bolgesinde diizgiin bir (2n — 1) kenarh
gokgen oldugu icin 0 < |y| < 7 ve wry1 = e?i%kl, 0<k<2n-—2ig¢in Zy, Zy, -+,

Zan—1 verilen sira ile © + wy, 1y kompleks sayilar: tarafindan temsil edilsin.

w = f(z) fonksiyonu R bolgesinde iinivelant oldugu igin 1 < i < 2n — 1 igin
Z, = f(Z;) tiim noktalar: farklidir. Analitik fonksiyonlarin ozelligi tarafindan s < r
saglayan bazi kiigiik s reel sayis1 vardir ki 1 <7 < 2n — 1 igin Z,; nin herhangi {igii

w—diizlemde 0 < |y| < s saglayan tiim y ler i¢in dogrudag degildir.

L noktasi diizgiin (2n — 1) kenarh ¢okgenin Apollonius noktasi ve Z;(1 < i < 2n—1)
herhangi iicii dogrudas olmadig: icin hipotez tarafindan L = f(L) noktasi Z =

7, Zy - Zy, , nin bir Apollonius noktasidir. Tanim 8.1 den her 1 < k < 2n — 1 icin

n—1

II

=1

!/ !

L= Z|TT |Zssss = Zasrs (8.7)

dir. (8.7) de k =1 ve 3 i¢in

ﬁ

(L’ s

n—1
/ / ! ! / /
Zyi — Z2i+1‘ = ’L - 23’ H ‘Z2i+2 — Zyiy3
i=1

elde edilir. Boylece
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‘L o )ZQn—Q_ZQn—l‘
‘ 2n—2 ;n—l
ve
elde edilir. Z;, Zy, -+, Zy,_1 , L' noktalar1 0 < k < 2n — 2 araligimda f(z + wy;1,)

tarafindan temsil edildigi i¢in

[f(@) = flz+ )] [f (& + way) = [z + wsy)|

= [f(2) = e +wsy)| . |f(z +y) = fz + way)]

yazilir ve boylece

[f (@) = flz+y)] - [f (& + way) — f(x + wsy)]
[f (@) = fz +wsy)] . [f(x +y) — f(z + way)]
elde edilir. Eger (8.8) de

‘ (z) = fz+y)]. [f(x+wy) — &+ wsy)] ‘
flx) = fx+wsy)]. [f(z+y) — flo+wy)]

’ —1 (8.8)

(8.9)

bigimde yazilirsa, 0 < |y| < s i¢in

l9(y)| =1 (8.10)

bulunur. (8.9) da ¢(y) nin pay ve paydast 0 < |y| < s saglayan tiim y ler igin
analitik fonksiyondur. w = f(z) fonksiyonu R bélgesinde analitik oldugu igin (8.9)
nun paydasi asla sifira egit olmaz ve g(y) fonksiyonu 0 < |y| < s de analitiktir. g(y)
fonksiyonu ayn1 zamanda y = 0 da analitiktir.

y — 0 i¢in L’Hospital kurali ve (8.6) dan

f@)—flaty)  —f@) 1
f(z) = f(xr + wsy) —wsf'(z)  ws

(8.11)

ve

flz+way) — f(z + wsy) . waf () — wsf (x) _ wy —ws
flx+y) = flz+wy) f(x) —wa f' () 1 —ws

(8.12)

elde edilir. y — 0 i¢in (8.9), (8.11) ve (8.12) den
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1 Wo — W3

9(y) — o 1w, (8.13)

elde edilir. Buradan

1 Wo — W3

9(0) = (8.14)

?3 1 —ws
bi¢imde tanimlanirsa (8.13) den ve Rieman kaldirabilir tekillik teoreminden ¢(y)
fonksiyonu y = 0 da analitiktir. Boylece ¢g(y) fonksiyonu 0 < |y| < s de analitik
ve |y| < s igin |g(y)| = 1 dir. Ayrica analitik fonksiyonlar igin maksimum modiil

prensibinden |y| < s de
9y) = K (8.15)

olacak bigimde bir kompleks K sabiti vardir. (8.15) de y = 0 alinsin ve (8.14) de
yerine yazilirsa
1 Wo — W3

K=——"7F"—"/¥— 8.16
ws 1—w2 ( )

elde edilir. (8.9), (8.15) ve (8.16) dan |y| < s saglayan tiim y ler igin

ws(l —wy) [ f(x) = flz+y) ][ [z +way) — f(x +wsy) |

= (wy —ws) [ f(2) = f(z +wsy) . [ f(z+y) = f(z+wy) | =0

bulunur. (8.17) nin her iki tarafinin ardigik tiirev alinirsa

£ @) ) = 5f" @ =0 (3.15)

elde edilir. = € R keyfi bir sabit oldugu i¢in (8.18) de = yerine z alnsin. Buradan

" " 2
7 (2).f (2) =27 (2)* = 0 elde edilir. J;,((Zz)) —3 (;;/((;))) = 0 icin f'(2) # 0 saglayan

biitiin z ler saglanir. Boylece f(z) fonksiyonu bir Mobius doéniigiimdiir.

39



9. KAYNAKLAR

Baskan, T. (1996). Kompleks Fonksiyonlar Teorisi. Uludag Universitesi, 2. Baski, Bursa.

Haruki, H. and Rassias, T.M. (1996). A new characteristic of Mdbius transformations
by use of Apollonius points of triangles. Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 197: 14-22.

Haruki, H. and Rassias, T.M. (1998). A new characteristic of Mobius transformations by
use of Apollonius Quadrilaterals. Proceedings of the American Mathematical
Society, 10: 2857-2861.

Ozgir, N.Y. ve Bulut, S. (2004). A new characteristic of Mobius transformations by
use of Apollonius points of pentagons. Turkish Journals. Math., 28: 299-305.

Haruki, H. and Rassias, T.M (2000). A new characterization of M&bius transformations
by use of Apollonius hexagons. Proceedings of the American Mathematical
Society, 128: 2105-2109.

Niamsup, P. (2000). A note on the characteristic properties of Mdbius
Transformations. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 248: 203-
215.

Ozgiir, N.Y. ve Bulut, S. (2005). A New Characterization of Mdbius Transformations
by the Use of Apollonius Points of (2n-1)-gons Acta Mathematica Sinica,

English Series, 3: 667-672.

Internet Kaynaklari

1) https://tr.wikipedia.org/wiki/Pergeli_Apollonius, 04.05.2016

40



OZGECMIS

Ad1 Soyadi : Seyit Omer KIRISCI
Dogum Yeri ve Tarihi : Konya 14.11.1991
Yabanci Dili . Ingilizce

Iletisim (Telefon/e-posta)  : omer_Kirisci@hotmail.com

Egitim Durumu (Kurum ve Y1l)
Lise : Lale Lisesi, (2005-2009)
Lisans : Afyon Kocatepe Universitesi, Fen Edebiyat
Fakdltesi, Matematik Bolumu, (2009-2013)

41



