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Bu aragtirmada Pasch geometrisi olan ve olmayan bazi diizlemlerin 6zellikleri incelendi.
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The purpose of the thesis is to investigate the features of some planes which prove the
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1. GIRIS

Matematikte bir aksiyomatik sistem, genel olarak tamimsiz terimler ve aksiyomlardan
olusur. Burada, tanimsiz terimler —heniiz belirlenmemis- nesnelere ve bu nesneler
arasindaki —heniiz belirlenmemis- iliskilere, aksiyomlar da bu nesne ve iliskilerle ilgili
yargilara igaret eder. Aksiyomlarin belirttigi yargilar ispatlanamazlar; ancak dogru
kabul edilir ve bu yargilardan, mantik kurallar1 kullanilarak yeni yargilar elde edilebilir.
Bu noktada, bir aksiyomatik sistemin aksiyomlarmin bazi O6zelliklere sahip olmasi
beklenir: Tanimsiz terimlerle ilgili her yargiin ya kendisi ya da degili aksiyomlardan
elde edilebilmelidir. Aksiyomlar birbiriyle ¢elismemelidir (aksiyomlar kullanilarak bir
yarginin hem kendisi hem de degili elde edilememelidir). Herhangi bir aksiyom, diger
aksiyomlardan elde edilememelidir. Bu 0Ozelliklere sirasiyla tamlik, tutariilik ve
bagimsizhik 6zelligi denir; bu ozellikleri saglayan bir aksiyomatik sisteme de sirasiyla
tam, tutarli ve bagimsiz denir. Aksiyomatik sistemlerde tanimsiz terimler ve
aksiyomlarin yaninda bazi famimlar da bulunabilir. Ancak, bunlar sadece ifadeleri

kisaltmak i¢in kullanilir ve baz1 6zelliklere sahip nesneleri veya iligkileri belirler.

Aksiyomatik sistemin tanimsiz terimleri yorumlanabilir; yani tanimsiz terimlere belirli
anlamlar yiiklenebilir. Boylece, aksiyomlar ve bu aksiyomlardan elde edilen yargilar,
dogru ya da yanlis olabilen dnermelere doniisiirler. Acik¢a, eger bir yorum igin
aksiyomatik sistemin tiim aksiyomlar1 dogru ise, bu aksiyom sisteminden elde edilen
onermeler de dogru olacaktir. Boyle bir yoruma aksiyomatik sistemin bir modeli denir.
Bununla birlikte, ayn1 yorum farkli aksiyomatik sistemler i¢in model olabilir (Colakoglu
2009).

1882 de Moritz Pasch (1843-1930) geometrinin  aksiyomatik  sistemini
VorlesungenUberNeuereGeometrie adli eserinde belirtmistir. Pasch bu calismasinda
Ozellikle bir liggenin bir kenarin1 kesen dogrunun, iicgenin diger bir veya iki kenarini

kesmek zorunda oldugunu gostermistir. Bununla Pasch geometrinin temelini atmistir.

Bu tez caligmasinin ikinci boliimiinde temel geometri literatiiriine ve ardindan Diizlem

Ayirma Aksiyomu (PSA) ile ilgili aragtirmalara yer verilmistir. Bu kisimda PSA y1



saglayan ve saglamayan diizlemler incelenmis ve Missing Strip Diizleminin PSA y1

saglamadiginin ispat1 yapilmistir.

Ucgiincii boliimde, Pasch Postulat1 verilmis ve Pasch Postulatin1 saglayan diizlemlere
Pasch geometrileri denilmis, Pasch geometri olan ve olmayan diizlemler ve 6zellikle
Pasch Postulati ile PSA arasindaki iliski incelenmistir. Yine bu bdliimde bir 1sinin,
dogru pargasinin, agmin ve {iggenin i¢i tanimlanmis ve bu tanimlar yardimiyla Pasch
geometrisinde Pasch Postulatinin bir sonucu olan Crossbar Teoremi ispatlanmuistir.
Boliimiin sonunda ise Crossbar Teoreminin bir uygulamasi yapilmistir ve ayrica
boliimiin sonunda Pasch geometrisindeki konveks dortgenlerin, kdsegenlerinin kesistigi

gosterilmistir.

Dordiincii boliimde ise Pasch geometrilerinde ag1 6l¢me fonksiyonu tanimlanmis ve bu
kavram yardimiyla acidlger (protractor) geometri tanimi ve Kartezyen diizlemde agi
Olcimii tanimi1 verilmis, bu a¢1 Ol¢limiin bir Kartezyen ac1 dlgme fonksiyonu oldugu
ispatlanmigtir. Son olarak dik agi1, es ag1, dogrusal ag¢1 ve ters a¢1 kavramlart verilmis ve

ozellikle dik ac¢1 uygulamalar1 yapilmistir.

Bu tezin amaci Pasch geometrisi olan-olmayan diizlemlerin ve &zelliklerinin

incelenmesi ve Pasch geometrisinin gelistirilmesine katki saglamaktir.



2. TEMEL KAVAMLAR

Bu boliimde Pasch geometrisine gegisi saglayan bilgiler Martin (1986), Millmann ve
Parker (1991), Salihova (2006), Colakoglu (2009), Sonmez ve Ungar (2013) kaynaklar1

esas alinarak 6zetlendi.

Tammm 2.1 Elemanlar1 noktalar olarak adlandirilan bir P kiimesi, P nin dogru olarak
adlandirilan bazi alt kiimelerinin toplulugu £, 7 da nokta ve dogrular arasinda tlizerinde
olma (incidence) bagintisi olmak iizere (P,L,7) sistemi asagidaki iki aksiyomu
sagliyorsa bu sistem soyut geometri olarak adlandirilir:

I. VA B € Picin A € l ve B € [ olacak sekilde en az bir [ € £ dogrusu vardir.

ii.  Her dogru en az iki nokta kapsar.

(P, L£,7) soyut geometrisi § = (P, £, T) seklinde gosterilir.

Tanmm 2.2 P = {(x,y)|x,y € R} olsun. Dogrular kiimesi asagidaki gibi tanimlansin. a
sabit gercel say1 olmak iizere R? nin,
Ly = {(x,y) € R*|x = a}

seklindeki her alt kiimesine dikey dogru denir. m ve b sabit gergel sayilar olmak iizere
RZ nin,

Lmp = {(x,) € R2|y = mx + b}
seklindeki her alt kiimesine dikey olmayan dogru denir. L tiim dikey ve dikey olmayan
dogrularin kiimesi olsun. Burada (x,y)JL, © x =a ve (x,y)IL,,, ©y=mx+b
olmak iizere G = {R?, L, 7} bir soyut geometridir. G = {R?,Lg,J} diizlem modeli
Kartezyen diizlem olarak adlandirilir (Salihova 2006).

X=a
y=mx+b

/b

Sekil 2.1 Kartezyen diizlemde dikey ve dikey olmayan dogrular



Tanim 2.3 Noktalar1 ve dogrulari,
Py ={(x,y) ER%:x <0 veya x > 1}
Ly ={lN0Py: 1, bir kartezyen dogru ve l N Py, #+ @}

seklinde tanimlanan diizleme Missing Strip diizlemi denir.

Onerme 2.1 Missing Strip diizlemi bir soyut geometridir.
Ispat. (P, £,,) nin dogrular1 Kartezyen diizlemin dogrularidan olustugu ve Kartezyen
diizlem soyut geometri aksiyomlarin1 sagladigi i¢in soyut geometri aksiyomlar: Missing

Strip diizleminde de saglanir.

Tanim 2.4 P bir noktalar kiimesi olsun. P c [ olacak sekilde bir [ dogrusu varsa P
kiimesine dogrudas (collinear) noktalar kiimesi, aksi halde dogrudas olmayan (non-

collinear) noktalar kiimesi denir.

Tammm 2.5 § = (P, L,7) soyut geometrisi asagidaki kosullar1 sagliyorsa incidence
geometridir denir:
i. L de farkli iki noktay1 izerinde bulunduran bir tek dogru vardir.

ii.  Dogrudas olmayan A, B, C € P noktalar1 vardir (Salihova 2006).

Onerme 2.2 G = {R?, L, 7} Kartezyen diizlemi bir incidence geometridir.

Ispat. i) Farkli iki noktay1 iizerinde bulunduran bir tek kartezyen dogrunun varlig:

gosterilmelidir. R? de P # Q olacak sekilde P = (x4,y,) Ve Q = (x,,y,) noktalari

alinsin. P ve Q noktalarini tizerinde bulunduran fakli iki dogrunun oldugu varsayilsin.

1. Durum: P ve Q noktalarini tizerinde bulunduran a # a’ olacak sekilde iki farkli L,

ve L, dogrulart g6z Oniine alinsin. Bu durumda a = x; = x, ve a’ = x; = x, olup

a = a’ bulunur. Bu ise L, # L,/ olmasiyla gelisir. Yani P ve Q noktalarindan gegen bir

tek L, = L, dogrusu vardir.

2. Durum: Eger P ve Q noktalariin her ikisi de L, ve L,, , dogrusu iizerinde ise bu

durumda P = (a,y,) ve Q = (a, y,) dir. Ayn1 zamanda,
yi=mx;+b=ma+bvey,=mx,+b=ma+b

elde edilir ki bu durumda y; = y, olup, P # Q olmasiyla ¢elisir.



3. Durum: Simdi de P ve @ noktalarini lizerinde bulunduran L., ,, # L, . olacak sekilde

Ly p V€ Ly o dogrularinin oldugu kabul edilsin. Bu durumda,

Yy =mx; +bvey, =mx, +b (2.1)
olur. 2. Durumdan x; # x, olur. (2.1) denkleminden
_ V2=
m= (2.2)
elde edilir. m nin bu degerinden
b=y —mx (2.3)

olur. Benzer sekilde L, . dogrusu i¢in,

_Y2=V1
X2—Xq

n Ve c=y; —nx (2.4)

bulunur. Buradan m = n ve b = c olur. Buise L, ,, # L, . olmasiyla gelisir.
O halde P ve Q yu iizerinde bulunduran bir tek dogru vardir.
i) R? de {(1,0), (0,0), (0,1)} seklinde dogrudas olmayan ii¢ nokta vardur.

Onerme 2.3 Missing Strip diizlemi bir incidence geometridir.

Ispat. i. Missing Strip diizleminin nokta ve dogrulari Kartezyen diizlemin nokta ve
dogrularindan olustugu icin bu diizlemde farkli iki noktay iizerinde bulunduran bir tek
dogru vardir.

Ii. x < 0, x = 1 bolgelerindeki noktalar Kartezyen diizlemin noktalar1 oldugu igin bu
bolgelerde dogrudas olmayan {(1,0), (1,1), (2,0)} gibi ti¢ nokta vardir.

Tammm 2.6 Bir d: P X P — R fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglarsa bir metriktir
denir:

M1l. VA, Be P icind(A4,B) =0,

M2. YA B€Picind(4,B)=0 < A=B,

M3. V 4,B € P icin d(4, B) = d(B, A),

M4. VY A,B,C € P i¢cin d(4,B) < d(4,C) + d(C, B) (Salihova 2006).

Ornek 2.1 Diizlemde (R? de) Oklid (veya Oklidyen) uzaklik fonksiyonu, P = (x4, y;)
ve Q = (x,,y,) iki nokta olmak iizere, dz: R? X R? > R; dz(P,Q) = [(x; — x,)% +

(y; — yz)z]l/ 2 seklinde tammlidir ve dp, R? iizerinde bir metrik belirtir (Colakoglu
2009).



Tanm 2.7 [, § = (P, L,TJ) incidence geometrisinin bir dogrusu olsun. d, S tizerinde
uzaklik fonksiyonu olmak iizere asagidaki kosullar saglaniyorsa f:1 — R fonksiyonu [
icin bir cetveldir denir:
i.  f fonksiyonu bire-bir ve 6rtendir
ii. [ uzerindeki her P, Q nokta ¢ifti i¢in
If(P) = f(@)] =d(P,Q) (2.5)
dir. (2.5) denklemine cetvel denklemi denir (Salihova 2006).

Onerme 2.4 [ € L ve f:1 - R érten ve (2.5) esitligini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu
takdirde f bire-birdir ve [ i¢in bir cetveldir.

Ispat. Tamim 2.7 nmn saglanmasi icin f:1 - R fonksiyonun bire-bir oldugunu
gostermeliyiz.

f(P) = f(Q) olsun. (2.5) esitliginden ve Tanim 2.6 in M2 sartindan,

lf(P)—f(@I=dP,Q)=0 & P=Q
dir. Yani f fonksiyonu bire-birdir.

Ornek 2.2 G = {R?, L, 7} Kartezyen diizlemi VI € L5 dogrusu igin cetvele sahiptir.

I. Durum: I = L, seklinde bir dikey dogru ise P € L, ve buradan da her y degeri i¢in
P=(ay)olur. f:l->R

FP) = f((@y) =y

fonksiyonunu tanimlansin. f nin 6rten oldugu agiktir. P = (a,y;) ve Q = (a,y,) ise 0

zaman,
lf (P) = F(@] = |y1 = y2|l = de(P,Q)
olur. Béylece Onerme 2.4 ten f bir cetveldir.
[l. Durum: [ = Ly, , ise P € L, , ve buradan P = (x,y),y = mx + bolur. f:L,,, > R
fP) = f((x,y) = x/1+m?

fonksiyonunu tanimlansin. Eger t € R ise



olur. Ayrica,

t 2 —
f(P)—ﬁ 1+m?=t

elde edilir ki boylece f Ortendir.

Simdi kabul edelim ki P = (x4,y;) Ve Q = (x3,y,) olsun. Bu durumda,

F(P) = F(Q)] = [T+ m? = /1 +m?|

= V1 +m?|x; — x| (2.6)

olur. Diger taraftan,

dg(P,Q) = \/(x1 —x2)% + (y1 — y2)?

= (x1 — x2)% + m2(x; — x)?

= V1 +m2/(x; — x,)?
=V1+m?|x; — x| (2.7

elde edilir. (2.6) ve (2.7) denklemlerinin birlestirilmesiyle |f(P) — f(Q)| = dg(P, Q)
elde edilir. Onerme 2.4 ten f bir cetveldir.

Ornek 2.3 Missing Strip diizlemi cetvel postulatini saglar.
[ = L, seklinde bir dikey dogrusu i¢in f(P) = y cetveli kullanilabilir.

l = Ly, p dikey olmayan dogrusunu alalim. Bu dogru i¢in kartezyen diizleminde
fP) = f((x,3)) = xy1 +m?
cetveli kullanilmisti. Bu cetvelleri Missing Strip diizleminin [ N Py, dogrulart igin

kullanamayiz. Ciinkii f, 1-1 ve orten olmaz. Ama [0,V1 + mz) yar1 acik araligini

ihmal ederek, yeni bir g cetveli tanimlayabiliriz. Yani,



g(P) = g((x,y))

3 { f((x, y)), x < 0ise,

f((x, y)) —V1+m? x>1ise, (28)

g: NPy —R ye 1-1 ve ortendir.

Sekil 2.2 Missing Strip diizleminde L, 3 Ve L _, dogrulari

Tammm 2.8 (P, L,7) incidence geometrisi d uzaklik fonksiyonuyla birlikte VI € £
dogrusu igin bir cetvele sahipse, cetvel postulatint sagliyor denir. Bu durumda
M = (P, L,3,d) ye bir metrik geometri denir (Salihova 2006).

Ornek 2.4 Kartezyen diizlem, d; Oklid uzakligiyla birlikte bir metrik geometridir.

Ornek 2.5 Missing Strip diizlemi (2.8) denklemindeki g cetvelinin belirledigi uzaklik

fonksiyonuyla birlikte bir metrik geometridir.

Tamm 2.9 M = (P, L,7,d) metrik geometrisinde A, B ve C ii¢ farkli nokta olmak
lizere, eger bu noktalar ayn1 dogru iizerinde ve

d(A,C) =d(A,B)+d(B,C)
esitligini sagliyorsa, B noktasi A ve C noktalar1 arasindadur denir ve bu durumA4 — B —

C seklinde gosterilir.

Tanmm 2.10 A ve B farkli iki nokta olmak iizere;
{XeP|X=AveyaX =BveyaA—X — B}
kiimesine AB dogru parcas: denir ve AB veya [AB] ile gbosterilir. Ayrica A ve B
noktalarina, AB dogru parcasmin sinir noktalarr ad1 verilir.
AB ve CD iki dogru parcasi olmak iizere eger;
d(A,B) =d(C,D)

oluyorsa AB ve CD dogru pargalari estir denir.



Tamm 2.11 A ve B farkli iki nokta olmak tizere;

ABU{X € P|A—-B-X}
kiimesine AB 1s1n1, A noktasina da AB 1sininin baslangi¢c noktasi denir. AB 1511 AB ile
gosterilir (Colakoglu 2009).

AB 1isinlarinin kiimesi, AB dogru kiimesinin bir alt kiimesidir. Kartezyen diizlemdeki

1sinlarin gésterimi asagidaki sekilde gosterilmistir.

A
< |/

Sekil 2.3 Kartezyen diizlemde 1sinlar

*}

Missing Strip diizlemindeki 1sinlar, x < 0 ve x > 1 bolgelerinde, Oklid diizlemindeki

1sinlarla aynidir.

Tanim 2.12 Baslangi¢ noktalar1 ortak iki farkli 1sinin birlesim kiimesine ag1 denir. BA
ve BC isinlarinin  olusturdugu aciya ABC agist denir ve £ABC seklinde gosterilir
(Colokoglu 2009).

Ayrica B noktasina, ZABC agisinin kose noktast ad1 verilir.

Teorem 2.1 Bir metrik geometride ZABC = «DEF ise B = E dir.
ispat.

{B} ={Z € £ABC|Z, LABC mn kose noktast }
={Z € LDEF|Z, DEF min kose noktast }

= {E}

olur.

Tamim 2.13 Bir metrik geometride {4, B, C} dogrudas olmayan noktalar ise,
AABC =ABUBCUCA

kiimesine zi¢gen denir.



2.1 Diizlem Ayirma Aksiyomu (PSA)

Tamim 2.1.1 {P, £, 7, d} bir metrik geometri ve P, c P olsun. Eger P, Q € P; olan her
P ve Q noktas1 i¢in PQ dogru parcasi P; in altkiimesi oluyorsa P; kiimesine konvekstir

denir.

FARERENET

_ o | &

Sekil 2.4 Konveks ve konveks olmayan kiimeler

Tamim 2.1.2 Bir {P, £, 7, d} metrik geometrisinde verilen her [ € £ dogrusu i¢in P nin
asagidaki ti¢ kosulu saglayan H; ve H, gibi iki alt kiimesi varsa {P, £, J,d} sistemi
diizlem aywrma aksiyomunu (PSA) saglar, denir. Bu durumda H; ve H, kiimelerinin her
birine yar: diizlem, | dogrusuna da bu yar1 diizlemlerin bir kenar: denir.
i.  H; ve H, konvekstir.
ii. HyUH, =% —1[(P den [ nin ¢ikarilmasiyla elde edilen kiime)
iii. A€H,veBE€H,ise AB Nl # @ (Colakoglu 2009).

H,

Kartezyen Dilzlem

Sekil 2.5 Kartezyen diizlemde H; ve H, yari diizlemleri

Tanmm 2.1.3 {P,L,7,d}, PSA y1 saglayan bir metrik geometri; [ € £, H; ve H, ise [
tarafindan belirlenmis yar1 diizlemler olsun. Eger A ve B noktalarinin her ikisi de H; ya

da H, yar1 diizleminde iseler A ve B noktalarina | dogrusunun aymi tarafindadirlar
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denir. Eger A ve B noktalarindan biri H,, digeri H, yar1 diizleminde ise bu durumda A
ve B noktalarmna [ nin zit (karsit) tarafindadirlar denir.
Asagidaki sekilde sirasiyla bir Kartezyen dogrunun zit (karsit) tarafinda ve ayni

tarafinda olan iki nokta gosterilmistir.

Sekil 2.6 Kartezyen dogrunun zit ve ayni tarafinda olan noktalar

Teorem 2.1.1 {P,L,7,d} diizlem ayirma aksiyomunu (PSA) saglayan bir metrik
geometri olsun. [ dogrusu {izerinde olmayan P nin A ve B noktalari i¢in,

i) A ve B noktalar [ nin zit tarafindadir & ABN 1l = ¢

i)  Awve Bnoktalar [ nin ayni tarafindadir & A = BveyaABNl =0

dir.

ispat. i. A ve B noktalari [ nin zit tarafinda ise, A € H; ve B € H, (veya A € H, ve
B € H,) olur. Bu durumda PSA y1 saglayan bir metrik geometri oldugundan Tanim
2.1.2 (iii) den ABn [ # @ olur.

Aksine ABN 1 # @ olsun. Eger A,B € H,; (veya A,B € H,) olsayd1 H; (veya H,)
konveks oldugundan AB € H, (veya H, ) olurdu. Bu ise ABNl =@ anlamina
geleceginden c¢eliski olusurdu. O halde A ve B noktalar1 [ dogrusunun zit tarafinda
olmalidirlar.

Ii. A ve B noktalari [ nin ayni1 tarafinda olsunlar. Bu durumda A, B € H; veya A,B € H,
dir. H; ve H, konveks oldugundan ya A = B veya AB € H, veya AB € H, olur.
Dolayisiyla AB N[ = @ dur.

Tersine A = B veya AB Nl = @ olsun. A = B ise bu noktalar [ nin aym tarafindadir.
AB Nl =0 ise H; ve H, yar1 diizlemleri konveks oldugundan A ve B noktalar1 ya H;

ya da H, yar1 diizlemindedirler. Yani [ nin ayn1 tarafindaki yari diizlemdedirler.
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Teorem 2.1.2 [, PSA y1 saglayan metrik geometrinin bir dogrusu olsun. Eger P ve Q
noktalar1 [ nin zit tarafinda, Q ve R noktalar1 da [ nin zit tarafinda iseler, o zaman P ve R
noktalari [ nin ayni tarafindadir.

Ispat. [, PSA y1 saglayan metrik geometrinin bir dogrusu olsun. Bu durumda [ dogrusu
diizlemi H; ve H, yar diizlemlerine ayirir. P ve Q noktalar1 [ nin zit tarafinda ise
PQ Nl +# @ olur ve dolayisiyla P € H, ise Q € H, dir. Benzer sekilde Q ve R noktalar
[ nin zit tarafinda ise QR N I # @ ve Q € H, oldugundan R € H, olur. H, ve H, ayrik ve
konveks altkiimeler oldugundan P ve R noktalarmin olusturdugu dogru pargast PR N

[ = @ olup [ nin ayni tarafindadirlar.

Teorem 2.1.3 [, PSA y1 saglayan metrik geometrinin bir dogrusu olsun. Eger P ve Q
noktalari [ nin zit tarafinda, Q ve R noktalari [ nin ayn1 tarafinda iseler o zaman P ve R
noktalari [ nin zit tarafindadir.

Ispat. [, PSA y1 saglayan metrik geometrinin bir dogrusu olsun. Bu durumda [ dogrusu
diizlemi H; ve H, yari diizlemlerine ayirir. P ve Q noktalari [ nin zit tarafinda ise
PQnNnl=+¢olup PEH, ise Q€H, dir. Q ve R noktalar1 [ nin aym tarafinda ise
QRN 1= @olup Q € H, oldugundan R € H, dir. H, ve H, ayrik ve konveks altkiimeler
oldugundan PR N[ # @ olup P ve R noktalar1 [ nin zit tarafindadirlar.

Asagidaki 6nerme dogru pargasi ve 1sina birer alternatif tanim vermektedir.

Onerme 2.1.1 Kartezyen diizlemde,
AB={CER)C=A+t(B—A),0<t<1}
AB={C€eR*C=A+t(B—A),t=>0}

kiimelerine sirasiyla dogru parcgast ve isin denir.

Tamm 2.1.4 X = (x,y) € R? olsun. Bu durumda,
Xt =(-y,x) € R?

ifadesine X vektoriiniin diki denir.

Tamm 2.1.5 Eger A = (x1,v1),B = (x5,¥,) € R?isg; (,):R? x R? - R,

(A, B) = ((x1, 1), (x2,¥2)) = x1%2 + ¥1¥2
fonksiyonuna i¢ ¢arpim denir.
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Onerme 2.1.2 a) Eger X € R? ise (X, X*) =0
b) Eger X € R?, X # (0,0) ve (Z,X1) = 0 ise baz1 t € R i¢in Z = tX dir.
Ispat. a) X € R? olsun.
(XX =((0,¥), (=y,x0)) = —xy +xy =0

b) X = (x,y), Z = (z,w) ve X* = (—y, x) olsun. Bu durumda (Z, X*) = 0 olmas1

—zy+wx =0 (2.9)
demektir. X # (0,0) oldugundan x ve y den en az biri sifirdan farklidir. Eger x # 0 ise
bu durumda (2.9) denkleminin ¢oziimiinden w = zy/x elde edilir ki t = %/, olarak
alindiginda Z = tX bulunur. Eger y # 0 ise bu durumda z = Wx/y elde edilir Ki
t = W/y olarak alindiginda Z = tX bulunur. Her iki durumda da bazi t € R igin Z = tX

elde edilir.

Asagidaki onerme Kartezyen diizlemde dogruyu ifade etmenin farkli bir yolunu

vermektedir.

Onerme 2.1.3 P ve Q, R? nin farkls iki noktas1 olsun. Bu durumda,
PQ ={A€R*(A~P,(Q-P)") =0}

dir.

Ispat. Ilk olarak

PG c {A € R®(A—P,(Q — P)*) = 0}
oldugu gosterilsin. A € PQ ve A = P + t(Q — P), t € R olsun. Bu durumda

(A-=P,(Q-P))=tQ-P,(Q—-P)")=0
olur. O halde,
PQ c{A€R’(A~P,(Q-P)") =0}
dir.
{AeR*(A—P,(Q—-P)*)=0}cPQ  oldugu gosterilsin. A € R? icin
(A—P,(Q —P)*) = 0olsun. Eger Q # P ise Q — P # (0,0) dir. Onerme 2.1.2 den bir
t reel sayisiigin A — P = t(Q — P) dir. Boylece,
A=P+t(Q-P)ePQ
olur. {AeR?{A—P,(Q—P)Y)=0}cPQ dirr O  halde acikea
PQ = {A € R%(A— P, (Q — P)*) = 0} bulunur.
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Tamm 2.1.6 [ = ‘P_Q) bir Kartezyen dogru olsun.
H* ={A e R’{(A-P,(Q — P)*) > 0}
H ={AeR?*{(A—-P,(Q—-P)) <0}

kiimelerine Kartezyen yart diizlemler denir (Sekil 2.7).

Sekil 2.7 Kartezyen yar1 diizlemler

Teorem2.14 1 = w dogrusunun belirttigi Kartezyen yar1 diizlemler konvekstir.
Ispat. A, B € H* olsun. Boylece,

(A—P,(Q—P))>0ve(B—P,(Q—-P))>0 (2.10)
olur. C € AB ise C € H* oldugunu gosterilmelidir. Onerme 2.1.1 den C =A+
t(B—A), 0 <t < 1oldugu kabul edilsin. Boylece,

C=(01-t)A+1tB, 0<t<1

ve buradan,
(€=P),@-P)*)=(((1-DA+tB-P),(Q—P))

=((@-D@A-P)+t(B-P)),(@Q-P))

=1 -t{(A-P),Q-P)")+t(B-P),Q—-P)*")
elde edilir. 0 <t < 1 ve (2.10) esitsizliginden elde edilen bu son esitligin sag tarafi
pozitiftir ve dolayisiyla sol tarafi da pozitif olup ((C — P),(Q — P)t)>0ve C € H*
dir. Sonug olarak H* konvekstir.

H™ nin de konveks oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 2.1.5 Kartezyen diizlem PSA y1 saglar.

ispat. | = PQ bir dogru olsun. Eger A € R? ise 0 zaman ((4 — P), (Q — P)*) ya pozitif
(bu durumda A € H*) ya sifir (bu durumda Onerme 2.1.3 den A € [) ya da negatiftir (bu
durumda A € H™). Bdylece R? — 1 = H* U H™ dir. H* ve H™ ayrik ve Teorem 2.1.4
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den konveks olduklarina gore sadece PSA nin (iii) sartinin saglandiginin gosterilmesi
yeterlidir.
A€H"veB € H olsun. AB nl # @ oldugunu gdstermek icin X = A+ t(B — A) €1
olacak sekilde bir 0 < ¢t < 1 sayis1 bulunmalidir. Onerme 2.1.3 e gére A + t(B — A) €
[ olmasi igin gerek ve yeter sart,
(A+t(B-A)-P),(Q—-P))=0
olmasidir. Buradan,
((A=P),(Q—P)) =-t{((B—4),(Q—P))
=t((A-B),(Q-P)") (2.11)

yazilabilir. A € H* oldugundan esitligin sol tarafi pozitiftir. Simdi ((4 — B), (Q — P)*)
nin de pozitif oldugu gosterilsin. A — B = (A — P) — (B — P) oldugundan,

(A-B),Q@-P)")=(A-P),(Q@—-P))—((B—-P),(Q—-P)") (212)
yazilir. Bu son esitligin sag yaninin ilk terimi A € H* oldugundan pozitif, ikinci terimi
iIse B € H™ oldugundan negatiftir. O halde bu fark isleminin sonucu pozitiftir. Béylece
(2.11) esitliginden,

_ {(4a-P),(@-P)*)
= e >0 (213)
elde edilir. (2.12) esitliginin (2.13) ifadesinde paydaya yazilmasiyla da payin paydadan
daha kiiglik oldugu ve dolayisiyla t < 1 oldugu goriiliir. O halde (2.13) esitligindeki t

sayis1 X = A + t(B — A) € AB N [ noktasmin var oldugunu gésterir.

Teorem 2.2.6 Missing Strip diizlemi PSA y1 saglamaz.
Ispat. A) Missing Strip diizlemindeki noktalar ve dogrular Tamim 2.3 den
Py ={(x,y) ER%:x <0 veya x > 1}
ve
Ly ={lN0Py:1, bir kartezyen dogru ve l N Py, + @}
seklindedir. Onerme 2.1.3 de Kartezyen diizlemdeki dogrular belirtilmisti. Benzer
sekilde Missing Strip diizlemindeki dogrular
PQ ={A€Pyli(A-P),(Q-P)") =0}
bigiminde gosterilebilir. Missing Strip diizlemindeki yar1 diizlemler ise,
H* ={A € Py:((A—P),(Q —P)*") >0}
H™={AePy:((A-P),(Q-P)") <0}
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bigimindedir.
RZ—PQ=H*UH VveH*nH =0
dir.
B) Missing Strip diizlemindeki PO dogrusunun ayirmis oldugu H* ve H™ yar
diizlemlerin konveksligi gosterilsin.
i) A= (ay,ay),B=(by,b,) € H' olsun. O halde,

(A=P),(Q—=P)")>0 ve (B-P),(Q—P)")>0 (2.14)
olur. € = (¢4, ¢,) ve C € AB olmak iizere C € H* oldugu gosterilmelidir. Bunun icin
A—C—B ve Onerme 2.1.1 den C=A4A+t(B—A)=(1—-t)A+tB, 0<t<1
oldugu kabul edilsin.

a) a; <0, by <0Oveyaa; =1, by =1 olsun.
Bu durum Oklid diizleminin PSA y1 saglama sart1 ile aymdir. Yani,
(€=P)Q-P)=(((1-0DA+1tB—P),(Q—P))
=((@-D@-P)+t(B-P)),@Q-P)*")
=1-t{A-P),Q-PH+K(B-P),Q-P)") (215
0 < t < 1 oldugundan ve (2.14) esitsizliginden, (2.15) denkleminin sag tarafi pozitiftir.
Sonug olarak,
(c-P),@Q@-PH>0
olup C € H* dir.
b) a; <0,b; =1olsun.

(C=P),(Q—-P))=((A+t(B-4A)—P),(Q—P))
(C-P),Q-P))—(A-P),Q-P))=t{(B-A4),Q-P)")
(C-A),Q-P))=t(B-4),0Q-P)*")

L _{c-M.@-P*H

(B—4),(Q—-P)*)

< 1 bulunur.

((c-4),(Q-P)Y)

oldugundan, 0 < (G- (0—PD)

((c-A),-P)1) A -
A A SN
(Gom oDy 0 1%,

((C = A),(Q — P)*) > 0 ve buradan a; < ¢, olur.

((c-A),(Q-P)*) .
(B=ao-p)) < 118
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((C—A4),(Q—P)t)y<((B—-A4),(Q — P)*) ve buradan ¢, < b, olur.
Sonug olarak a; < ¢; < b; dir. C = (cq,¢3) € Py oldugundan c; & [0,1) dir. O halde
c1 <0 veya ¢; =1 olmast durumunda C noktas1 A ve B noktalariyla ayni yari
diizlemde bulunur. Bu durumda ((C — P), (Q — P)*) > 0 dur.
C) b; <0, a; =1 durumu da benzer sekilde gosterilebilir.
A = (a;,a,),B = (by,b;) € H™ olmasi durumu ise (i) ile aymidir. H~ konvekstir ve
dolayisiyla Missing Strip diizlemi konveksktir.
C) i) A=(ay,a,) €eH* ve B=(b,b,) €EH™ olsun. ABNPQ # @ oldugu
gosterilmelidir. Bunun icin0 <t <1lveC =A+t(B—A) € m olacak sekilde bir t
sayist bulunmalidir.
a) a; <0, by <0Oveyaa; =1, b; =1olsun.
Bu durum Oklid diizleminin PSA y1 saglama sart1 ile aynidir.
Onerme 2.1.3den € = A + t(B — A) € PQ olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart,
(A+t(B-A)—-P),(Q—-P))=0
olmalidir. Buradan,
(A-P),Q-P)") =-t{((B-A),Q-P)")
=t((A-B),(Q —P)") (2.16)

A € HY oldugundan, (2.16) esitliginin sol tarafi pozitiftir. ((A — B),(Q — P)*)
ifadesinin de pozitif oldugunu gosterelim.

(A=B),(Q—-P))=(A-P),Q—-P))—((B-P),Q—-P)") (217)
(2.17) esitliginin sag tarafinin ilk terimi A € H* oldugundan pozitiftir. ikinci terimi
B € H™ oldugundan negatiftir. Fakat ¢ikarma isleminden dolayr esitligin sag tarafi
pozitif olup,

(A-B),Q@-P)")>0

dir. (2.16) esitliginden ,

_ {(4-P),(Q-P)*Y)
"~ ((4-B),(@-P)Y) >0 (2.18)

bulunur.

_ ((a-P),(Q-P)1)
"~ {(4-P),(@-P)L) — ((B-P),(Q-P)L) <1 (2.19)

dir. Ciinkii t degerinin pay1 paydasindan kiigiiktiir. (2.18) ve (2.19) den 0 <t < 1 ve
C=A+t(B—A)E€ (P_Q) olacak sekilde t sayis1 vardir.
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b) a, <0, b; = 1 olsun.
Bu durumda € = (c;,c,) noktast i¢in AB N PQ = {C} oldugu kabul edilsin. Bu
durumda C € AB oldugundan C = A+ t(B — A) ve 0 <t <1 olacak sekilde bir t

sayis1 vardir. 4, B, C € Py, oldugundan b; = ¢; = 1 olabilir. Buradan,

olur. Buise t < 1 durumu ile ¢elisir.
€) a; =1, by <0durumua, <0,b; =1 ile aynidir.
ii)A € H” ve B € H* durumu ise (i) ile aynidir.
Sonug olarak Missing Strip diizlemi PSA nin (i) ve (ii) sartin1 saglayip, (iii) sartini
saglamadigindan PSA y1 saglamaz.

Sekil 2.8 Missing Strip diizleminde kesismeyen dogru ve dogru pargasi
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3. PASCH GEOMETRIi

Tamim 3.1 Bir metrik geometride [ bir dogru ve AABC de bir iiggen olsun. A — D — B
sartin1 saglayan D € [ noktasi i¢in [ N AC # @ yadaln BC # @ ise bu metrik geometri
Pasch Postulatint (PP) saglar denir.

Teorem 3.1 (Pasch Teoremi). Bir metrik geometri PSA y1 sagliyorsa Pasch Postulatini
(PP) da saglar.

Ispat. Bir metrik geometride, AABC bir iiggen, [ bir dogru ve A — D — B olacak sekilde
D € [ noktas1 verilsin. [ N AC # @ veya l N BC # @ oldugu gosterilmelidir (Sekil 3.1).

Sekil 3.1 Metrik geometride PP yi saglayan AABC tiggeni

AC Nl = @ oldugu kabul edilsin. O halde BC Nl # @ oldugu gosterilmelidir. Simdi

A € AC N 4B oldugundan [ # AB dir. Bu nedenle hem A ve B noktalari, [ dogrusu
iizerinde degildirler hem de AB N[ = {D} # @ oldugundan bu noktalar Teorem 2.1.1
geregince [ dogrusunun zit tarafindadirlar. A ve C noktalar;, AC Nl = @ oldugundan
yine Teorem 2.1.1 geregince [ dogrusunun ayni tarafindadir.

Teorem 2.1.3 den B ve C noktalari, [ dogrusunun zit tarafindadir. Bundan dolay1
BC Nl =+ @dir.

BC Nl = @ oldugu durumda AC N | # @ saglanacaktir.

Pasch Teoremi bir baska ifade ile, bir dogru ile bir tiggen kesisiyorsa o zaman dogru

ticgeni en az bir kenarindan daha keser. Hatta ortak koselerden de kesmesi miimkiindiir
demektir (Sekil 3.2).
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Sekil 3.2 AABC {liggenini bir kosesinden kesen [ dogrusu

Sonug olarak, PSA saglandiginda Pasch Postulatinin da saglandigi sdylenebilir. Teorem
3.3 de Pasch Postulatini saglayan bir metrik geometrinin PSA y1 da sagladigi
gosterilecektir. Sonug olarak PSA ve PP esdegerdir.

Tamim 3.2 PSA yi1 saglayan bir metrik geometriye Pasch geometrisi denir.

Teorem 3.2 M = {P, L, 7, d}, Pasch Postulatini saglayan bir metrik geometri olsun. Bu
metrik geometride A, B, C dogrudas olmayan ii¢ nokta ve [ dogrusu bu ii¢ noktanin
herhangi birinden ge¢miyorsa, 0 zaman [ dogrusu AABC liggeninin ii¢ kenarini birden
kesemez.

Ispat. [ dogrusunun AABC iiggeninin koseleri harig, iicgenin her ii¢ kenarm AB N[ =
{D}, ACNl={E}, BCnl={F} ve A—D—B, A—E—C ve B—F — C olacak
sekilde kestigini kabul edelim. Ornegin D, E ve F noktalar1 | dogrusunun iizerinde
olduklarindan, bunlardan biri diger ikisinin arasindadir. D — E — F olsun (Sekil 3.3).

Diger durumlarda da ayni sonuglar elde edilmektedir.

A D\ B

Sekil 3.3 AABC tiggeninin koseleri hari¢ tiim kenarlarini kesen [ dogrusu

B, D ve F noktalar1 dogrudas degildir. Ciinkii aksi halde A, B ve C noktalar1 da
dogrudas olurdu. Boylece ABDF ii¢geni elde edilir. DF N AC = {E} oldugundan ABDF

iicgenine PP uygularsak, ya AC N BD # @ yada AC N BF # @ olacaktur.
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ACNBD c ACNBA = {4}
dir. A— D — B olup A & BD dir. Buradan AC N BD = @ elde ederiz. Diger yandan,
ACNBF c ACNnBC ={C}
dir. C € BF oldugundan AC N BF = ¢ olacaktir. ABDF ticgeninde uygulanan PP ye
gore ya ACNBF # @ ya da AC N BD # @ olmas1 gerekliydi. O halde kabullenme

yanlistir yani [ dogrusu liggenin koselerinin herhangi birinden geg¢miyorsa iiggenin ii¢

kenarin1 da kesemez.

Teorem 3.3 Bir metrik geometri PP yi sagliyorsa ayn1 zamanda PSA y1 da saglar.
Ispat. [ bir dogru ve P & [ olsun. H, ve H, kiimelerini H; NH, =@ ve P — 1 = H; U
H, sartlarini saglayacak sekilde tanimlansin:
H, ={Q € P|Q = PveyaQP nl = ¢}
H,={Q €P|Q ¢ lve QP Nl + ¢}

Tanim 2.1.2 nin i. ve iii. sartlarinin saglandigi gosterilmelidir.
I. Adim: 1k olarak H, in konveks oldugu gosterilsin. R — T — S sarti1 saglayan
R,S € H; noktalarmi segelim. T € H; oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in iki durum
vardir:
Durum 1(a). R, S, P noktalar1 dogrudas olsun. Bu durumda yaR =P,S=P,R—S —
P,S —R — P veya R — P — § dir. Biitiin durumlarda

RS € PRUPS (3.1)
dir. R € H, oldugundan PR N [ = @ dir. Bundan dolay1 her F € PR eleman1 PF N[ =@
ozelligini saglar. Dolayisiyla PR ¢ H; dir. Benzer sekilde PS c H; olup (3.1)
ifadesinden RS c H, dir.
Durum 1(b). R, S, P noktalar1 dogrudas olmasinlar. O zaman bir ARSP ii¢cgeni elde
edilir (Sekil 3.4). 1N PS = @veln PR = @ oldugundan PP dan [ N RS = @ olmalidir.
Simdi ARTP {i¢genini gdz Oniine almsin. Eger [N RS = @ ve RT c RS oldugundan
RTNl=@ dir. RPnl=@ oldugundan PP nin ARTP iiggenine uygulanmasiyla
PT Nl = @ elde edilir. Buradan T € H, ve H; konvekstir.
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Sekil 3.4 Dogrudas olmayan ii¢ noktadan elde edilen iiggen

Il. Adim: Simdi de H, nin konveks oldugu gosterilsin. RPNl # @ ve SPNL+ @
olacak sekilde R, S € H, noktalar1 olsun. R — T — § sartin1 saglayan T € H, noktasinin
varlig1 arastirilacaktir.

Durum 2(a). R, S, P noktalar1 dogrudas noktalar olsun. O zaman RPNl =SP Nl =
{Q} olacak sekildeki bazi Q noktalar1 i¢gin yaP —Q — R —SyadaP —Q —S — R olur.
DolayisiylaS — T — R ise 0 zaman P — Q — T ve TP n | # @ dir. Boylece RS c H, dir.
Durum 2(b). R, S, P noktalar1 dogrudas olmasinlar. O zaman R — T — S ise Teorem 3.2
den T ¢ L dir (aksi halde [ dogrusu APRS ii¢geninin her {i¢ kenarmi da keserdi). Yine
Teorem 3.2 den RS N I = @ dir ve bdylece RT N L = @ dir. Ancak PR n 1 # @ idi. PP yi
ARPT iiggenine uygulanirsa PT Nl # @ olur. Sonug olarak, T € H,, RS < H, ve H,
konvekstir.

I1l. Adim: Son olarak R € H; ve S € H, oldugu kabul edilsin. RSNl # @ oldugu
gosterilmelidir. Eger R = P ise RSNl =PS N1+ @ dir ve ispat biter. R # P oldugu
kabul edilsin.

Durum 3(a). R, S, P dogrudas olmasmlar. O zaman RPNI=0 ve SPNL+0
oldugundan, PP den RS N [ # @ saglanr.

Durum 3(b). R, S, P dogrudas olsunlar. O zaman SPNl+0 olacagindan P — Q — S
sartin1 saglayan SP N [ = {Q} noktas1 vardir. R € SPveR+P,R+S,R+ Q ise ya
P—Q—R,R—P—-QyadaP —R—Q dir.

[k durum gergeklesmez. Ciinkii R € H; ve buradan PR N[ = @ olur ki bu da ¢eliskidir.
Eger ikinci durum (R — P — Q) gergeklesirse, R — P — Q — S dir ve buradan RSNl =
{@} olur. Son durum olan P — R — Q gergeklesirse P — R — Q — S elde edilir ve yine
RS NI = {Q} olur. Sonug olarak, RS N [ # @ dir.

I. Adim ve Il. Adimda H; ve H, nin konveks oldugunu ve Ill. Adimda H; in bir

elemanindan H, nin bir elemanina ¢izilen bir dogru pargasinin [ dogrusunu kesmesi
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gerektigi goriildii. Sonug olarak Pasch Postulatini saglayan bir metrik geometri PSA y1
saglar.

Onerme 3.1 Missing Strip diizlemi bir Pasch geometri degildir.
Ispat. A = (2,0), B =(2,3) ve C = (—2,0) olan AABC ii¢genini goz oOniine alalim.
D = (2,2) noktasinda AB mi1 kesen | = Ly, olacak sekilde [ NPy dogrusu vardur.

Ancak (I nPy) NAC = @ ve (I N Py) N BC = @ olur ki bu durum PP ile celisir (Sekil
3.5).

—— - —— -

INne

/.B

—:—-#&w
v)

Sekil 3.5 Missing Strip diizleminde PP

Onerme 3.1 de aym zamanda PSA y1 saglamayan bir metrik geometri modeli

gorilmektedir.
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3.1 Crossbar Teoremi

Teorem 3.1.1 Pasch geometride bostan farkli, [ dogrusu ile kesismeyen, konveks bir
kiime A olsun. A nin tiim noktalari [ nin ayni tarafindadirlar.

Ispat. A, B € A ve B # A olsun. A konveks oldugundan AB c A dir. OyleyseA N1 =
@ den AB Nl = @ dir. Boylece A ve B noktalar1 [ nin aym tarafindadirlar. Oyleyse A

nin tiim noktalar1 [ nin ayn tarafindadirlar.

Tamm 3.1.1 Bir metrik geometride,
int(AB) = AB — {4}
kiimesine AB isiminin ici denir. Bir metrik geometride,
int(AB) = AB — {A, B}

kiimesine AB dogru par¢asinin ici denir.

Onerme 3.1.1 Pasch geometride, int(AB) ve int(AB) kiimeleri konvekstir.
Ispat. Pasch geometri bir metrik geometridir. Metrik geometride dogru parcalari ve

1isinlar konvekstir. Dolayisiyla int(fB) ve int(AB) konvekstir.

Teorem 3.1.2 Pasch geometride, A bir dogru, 151, dogru pargasi, bir 1ismin ya da bir
dogru parcasinin igi olsun. Eger A N | = @ olacak sekilde bir [ dogrusu varsa o zaman
A nin tamami, [ dogrusunun bir tarafindadir. Eger A — B — C ve ACNl= {B} olacak
sekilde bir B noktasi varsa o zaman int(BA) ve int(ﬁ) nin her ikiside [ nin aym
tarafinda iken int(ﬁ) ile int(ﬁ), [ nin z1t tarafindadr.

Ispat. Pasch geometride A bir dogru, 151, dogru parcasi, bir 1smin yada bir dogru
pargasinin i¢i olsun. A NI = @ olacak sekilde bir [ dogrusu ile X # Y olacak sekilde
X,Y € A almsin. XY c A oldugundan XY Nl = @ olup X ve Y noktalar1 [ nin ayni

tarafindadir ve dolayisiyla A nin her noktasi [ nin ayni tarafindadir.
A-B—-CveACnl= {B} olacak sekilde bir B noktasi i¢in, BA — {B} nin bir eleman1
P noktas1 olsun. Bu durumda PA N [ = @, PAN 1 = @ olup her P noktasi i¢in bu durum

saglanacagindan int(ﬁ) ve int(BA), | nin ayni tarafindadirlar. P € int(ﬁ), Q€
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int(ﬁ) icin PQnl={B}+ @ olup int(ﬁ) ile int(ﬁ)) , | dogrusunun zit
tarafindadirlar (Sekil 3.6).

Sekil 3.6 [ dogrusunun zit tarafinda bulunan int(ﬂ) ve int(B_C))

Teorem 3.1.3 (Z Teoremi). Pasch geometride, P ve Q noktalari AB nin z1t tarafinda ise
0 zaman BP N AQ = @ dir. Ozel olarak BP N 40 = @ dir.

ispat. Eger P ve Q noktalar AB nin zit tarafinda ise Teorem 3.1.2 den int(ﬁ), AB
dogrusunun bir tarafinda ve int(m) ise diger tarafindadir (Sekil 3.7). Dolayisiyla
int(ﬁ) N int(m) =@ dir. B ¢ E (¢linkii A, B, Q dogrudas degil) oldugundan
BP N int(AQ) =@ dir. A¢BP den BPNAQ =@ olur. BP c BP ve AQ c AQ
oldugundan BP n AQ = ¢ dir.

Sekil 3.7 AB nin zit tarafinda bulunan P ve Q noktalar1

Sekil 3.7 de kabataslak cizilen ‘Z konfigiirasyonu ’goriilmektedir.
Tammm 3.1.2 Pasch geometride, AB dogrusunun C noktasini kapsayan tarafi ile BC

dogrusunun A noktasini kapsayan tarafinin arakesitine ZABC acisinin i¢i denir ve

int(£ABC) ile gosterilir.
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Sekil 3.8 £ZABC acisinin i¢i

Teorem 3.1.4 Pasch geometride, £ABC = £A'B'C’ ise o0 zaman int(£ABC) =
int(A'B'C") dir.
Ispat. ZABC = £A’B’C’ olsun. Bu durumda Teorem 2.1 den B = B’ dir ve BA 1sm1

B'A’ veya B'C’ 1511 ile ¢akisacaktir. BA =B'A" ve BC = B'C’ olsun. BA = B'A’ ise
A, A’ € int(BA) dir. 1=BC = B'C’ igin | n int(BA) = L n int(B’A’) = ¢ oldugundan A
ve A’ noktalari [ nin aym tarafindadir. Bu nedenle [ = BC nin A noktastni kapsayan
tarafi ile { = B’C’ nin A’ noktasint kapsayan tarafi aynidir. Benzer olarak, BA

—>

dogrusunun C noktasini kapsayan tarafi ile [ = B'A’ nin C' noktasin1 kapsayan tarafida
aynidir. Bu nedenle int(£ABC) = int(£A'B'C") dir.
BA = B'C’ durumunda da benzer sekilde int(2ABC) = int(2A'B'C") sonucu elde

edilir.

Teorem 3.1.5 Pasch geometride P € int(2ABC) olmasi i¢in gerek ve yeter sart A ve P

noktalarmm BC dogrusunun ayni tarafinda, C ve P noktalarinin BA dogrusunun ayni

tarafinda olmasidir.
Ispat. Pasch geometride P € int(£ABC) olsun. Bu durumda P noktasi BC dogrusunun
A noktasint kapsayan tarafinda ve ayn1 zamanda BA dogrusunun C noktasini kapsayan

tarafinda olacagindan A ve P noktasi BC nin ayni tarafinda, P ve C noktasi BA nin ayni

tarafindadir.
Aksine A ve P noktalarinin BC dogrusunun ayni tarafinda, C ve P noktalarinin BA
dogrusunun ayni tarafinda oldugu kabul edilsin. BC dogrusunun A noktasini kapsayan

tarafi ile BA dogrusunun C noktasin1 kapsayan tarafinin arakesiti int(2ABC) olup, P
noktasi bu bolgede oldugundan P € int(2ABC) dir (Sekil 3.9).
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Sekil 3.9 ZABC agisinin i¢inde bir nokta

Teorem 3.1.6 Pasch geometride, AABC verilsin. Eger A—P —(C ise 0 zaman
P € int(£ABC) ve int(AC) c int(£ABC) dir.

Ispat. A— P — C durumunda P # A ve P # C dir. Buradan P € int(AC) olmalidir.
Ayni1 zamanda A — P — C den A ve P noktalar BC nin ayn1 tarafinda, C ve P noktalar
BA nin aymi tarafinda olup Teorem 3.1.5 den P € int(£ABC) dir. O halde int(AC) c
int(£ABC) dir (Sekil 3.10).

Sekil 3.10 A— P — C ve P € int(2ABC) olan P noktas

Teorem 3.1.7 (Crossbar Teoremi). Pasch geometride P € int(2ABC) ise 0 zaman BP

15111 AC dogru parcasint A — F — C olacak sekilde bir tek F noktasinda keser.
Ispat. E — B — C olacak sekilde bir E noktasi1 alinsin (Sekil 3.11). Teorem 3.1.5 den P

ve C noktalar1 AB nin ayni tarafindadirlar ve Teorem 3.1.2 den E ve C noktalari AB nin
zit tarafindadirlar. Bu durumda P ve E noktalari AB nin zit tarafinda olur. Z
Teoreminden BP N AE = @ dir. P — B — Q olacak sekilde bir Q noktasi almsin. O
zaman @ ve A noktalar BC =EC dogrusunun zit tarafinda olurlar. Buradan w N
AE = @ dir. Sonug olarak BP N AE = @ olur. PP nin AECA licgenine uygulanmasiyla
BP NAC # ¢ bulunur. 4, B, C dogrudas olmadigindan herhangi bir F noktasi i¢in
BP NnAC = {F} olur.
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F # A dir, aksi takdirde BP n4E # ¢ olurdu. B, P, C dogrudas olmadigindan F # C
dir. O halde F € int(AC) dir. Ayrica P, A ve F noktalarinin hepsi BC nin ayni
tarafindadirlar. Bu nedenle F € BP ve F € BP demektir.

Sonug olarak BP 1511, AC yi A — F — C olacak sekilde bir tek F noktasinda keser.

E/,Q/B c

Sekil 3.11 AC dogru parcasim A — F — C olacak sekilde bir F noktasinda kesen BP 151n1

Teorem 3.1.8 Pasch geometride, P € int(2ABC) olacak sekildeki P noktasinin
CPNAB =0 sartin1 saglamasi i¢in gerek ve yeter sart A ve C noktalarinin BP nm zit
tarafinda olmasidir.

Ispat. Gerek Sart: Bir Pasch geometride CPNAB =0 olsun. P € int(£ABC) ise
Teorem 3.1.7 den BP N AC # @ olup, Teorem 2.1.1 (i) den A ve € noktalart BP nin zit
tarafindadir.

Yeter Sart: A ve C noktalar BP nin zit tarafinda olsun. Teorem 3.1.5 geregince C ve P

noktalari BA dogrusunun aymi tarafindadirlar. Teorem 2.1.1 (ii) den CP N 4B = @
bulunur (Sekil 3.12).

Sekil 3.12 BP nin z1t tarafinda olan A4 ve C noktalari
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Teorem 3.1.9 Pasch geometride, A— B — D ise 0 zaman P € int(£ABC) olmast i¢in
gerek ve yeter sart C € int(£DBP) olmasidir.
Ispat. Bir Pasch geometride A — B — D olsun (Sekil 3.13).

Gerek Sart: P € int(£ABC) ise A ve P noktalari BC nin ayni tarafindadirlar. A ve D
noktalart BC nin zit tarafindadirlar. Teorem 2.1.3 den P ile D noktalar1 BC nin zit
tarafindadirlar. Teorem 3.1.8 geregince PC N DB = @ ve C € int(<DBP) dir.

Yeter Sart: Simdi de C € int(«DBP) olsun. C ve D noktalar BP nin ayni
tarafindadirlar. A— B — D ve AD N BP # 0 oldugundan Teorem 2.1.1 (i) den D ve A

noktalari BP nin ve BP c BP zit tarafindadirlar. Teorem 2.1.3 den A ile C noktalar1 BP

nin zit tarafindadirlar. Teorem 3.1.8 geregince P € int(£ABC) dir.

\
N \C
\\\\P .\
.\
o\
- . SN,
A B D

Sekil 3.13 P € int(£ABC) ve C € int(«DBP) olacak sekildeki noktalar

Teorem 3.1.10 Pasch geometride, ZABC ve bir P noktasi verilsin. BP N int(AC) # @
ise P € int(£ABC) dir.
ispat. BP n int(AC) # @ Teorem 2.1.1 (ii) den 4 ile C noktalar1 BP dogrusunun zit

tarafinda ve Teorem 3.1.8 geregince CP N AB = @ ve P € int(£ABC) dir.

Bu teorem Crossbar Teoreminin tersidir.

Teorem 3.1.11 Crossbar Teoremi Missing Strip diizleminde saglanmaz.

Ispat. Crossbar Teoremi, Pasch geometrisinde saglanan bir teoremdir. Fakat Onerme

3.1 den Missing Strip diizlemi bir Pasch geometri degildir. O halde Crossbar Teoremi

Missing Strip diizleminde saglanmaz.
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Sekil 3.14 Missing Strip diizleminde AC yi kesmeyen BP 15101

Tamm 3.1.3 Bir metrik geometride, her D € int(BA) ve E € int(BC) olmak iizere,
cint(¢ABC) = {P|D — P — E}
ifadesine ZABC acisimin Crossbar ici denir.

Teorem 3.1.12 Pasch geometride cint(£ABC) = int(£ABC) dir.
Ispat. Pasch geometride P € cint(2ABC) olsun. Bu durumda Teorem 3.1.5 den P

noktast BC nin D noktasini iceren tarafindadir ve D € int(m) oldugundan aym
zamanda P noktast BC nin A noktasin iceren tarafindadir. Benzer sekilde P noktasi BA

nin E noktasini igeren tarafindadir ve E € int(B—C)) oldugundan P noktas1 BA nin €
noktasini igeren tarafindadir. Tanim 3.1.2 den P € int(<ABC) olur. O halde
cint(2ABC) = int(£ABC) dir.

Tammm 3.1.4 Bir Pasch geometride AABC ii¢geninin AFB kenarmin C noktasmi, BC

kenarmin A noktastni ve CA kenarmin B noktasini igeren bolgelerinin kesisimine AABC

ticgeninin i¢i denir ve int (AABC) ile gosterilir.
Teorem 3.1.13 Pasch geometride, int(AABC) konvekstir.

Ispat. Pasch geometri bir metrik geometridir. Metrik geometride {icgenin ici
int(AABC) konvekstir.
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Teorem 3.1.14 Pasch geometride, [ bir dogru ve [ N int(AABC) # @ ise 0 zaman
[ N (AABC) nin sonucu iki noktadir.
Ispat. I nint(AABC) = {P} olsun (Sekil 3.14). Bu durumda P € int(£ABC) dir.

Teorem 3.1.7 deki Crossbar Teoreminden, bir Pasch geometride P € int(£ABC) ise 0
zaman BP 1511 AC dogru parcasini yalnizca A — F — C olacak sekilde bir F noktasinda

keser. Ayni zamanda P € [ oldugundan BPcl dir. Sonu¢ olarak [ dogrusu AABC

ticgenini B ve F gibi iki noktada keser.

Sekil 3.15 1 N int(AABC) # @ olmasi durumu

Teorem 3.1.15 Pasch geometride,
int(AABC) = int(£ABC) nint(«BCA) n int(CAB)

dir.
ispat. X € int(AABC) olsun (Sekil 3.15). Teorem 3.1.5 geregince X Ve C noktasi, AB
dogrusunun ayni tarafinda ve X ve A noktasi BC dogrusunun ayni tarafinda oldugundan,

X € int(£ABC)
olur. Yine Teorem 3.1.5 den, X ve 4 noktast, BC dogrusunun ayni tarafinda ve X ve B
noktasi CA dogrusunun ayni tarafinda oldugundan,

X € int(«BCA)
olur. Teorem 3.1.5 den, X ve B noktasi, CA dogrusunun ayni tarafinda ve X ve C noktasi
AB dogrusunun ayni tarafinda oldugundan,

X € int(2CAB)
olur. Buradan, X € int(£ABC) nint(«BCA) nint(«CAB) bulunur. Oyleyse
int(AABC) c int(£ABC) nint(«BCA) nint(«CAB) dir. Tanmm 3.1.4 den
int(£ABC) nint(«BCA) N int(£CAB) c int(AABC) dir. Sonug olarak,

int(AABC) = int(2ABC) n int(£BCA) N int(.CAB)

dir.
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Sekil 3.16 int(AABC)

Teorem 3.1.16 Pasch geometride, B — D — C olmak tizere,
int(AABC) ={P|A—P—-D}
dir.
ispat. P € int(AABC) olsun (Sekil 3.16). Bu durumda Teorem 3.1.8 den CP N BA = @
olup, B ve C noktalari AP nin zit tarafindadir. Teorem 3.1.7 den AP cAP 15111 BC i

B — D — C olan bir D noktasinda keser. Ayni zamanda D € AP dir. P € int(AABC)
oldugundan A — P — D dir.

Sekil 3.17 P € int(AABC) durumu

Teorem 3.1.17 Pasch geometride, AABC U int(AABC) konvekstir.

Ispat. Onerme 3.1.1 den int(AB), int(BC) ve int(AC) konvekstir. int(AB) c AB,
int(BC) c BC ve int(AC) c AC olup, AB,BC, AC dogrular1 da konvekstir. O halde
AABC konvekstir. Teorem 3.1.13 den int(AABC) de konveks oldugundan AABC U
int(AABC) konvekstir.
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Teorem 3.1.18 Pasch geometride, P € int(£ABC) ise int(Eﬁ)) C int(£ABC) dir.

Ispat. P € int(£ABC) olsun. X € int(Eﬁ) noktast alinsin. CP N 4B = @ olup Teorem
3.1.8 den A ve C noktalar1 BP = BX dogrusunun zit tarafindadirlar. X noktast hem BA
nin C noktasini igeren tarafinda hem de BC nin A noktasini iceren tarafindadir. O halde

X € int(£ABC) olacagindan int(Eﬁ) C int(£ABC) dir.

Teorem 3.1.19 Pasch geometride, bir AABC ti¢geni ve B—C—D, A—E —C ve
B — E — F olacak sekilde D, E, F noktalari verilsin. Bu takdirde F € int(£ACD) dir.

Ispat. CD n FE=¢ (Sekil 3.18) olup Teorem 3.1.8 den E ve D noktalari CF nin ztt

tarafindadir ve F € int(2ECD) olur. A — E — C oldugundan CE ile CA aymidir. O halde
F € int(ACD) dir.

Sekil 3.18 F € int(£ACD) olmasi durumu

Teorem 3.1.20 Pasch geometride eger A — D — B, C ve E noktalari AB dogrusunun
ayni tarafinda ise o zaman DE N AC # ¢ yada DE N BC # @ dir.

Ispat. B ve C noktalari DE dogrusunun ayni tarafinda olsun. A noktasi, B noktasi ile
DE dogrusunun zit taraflarinda olduklarindan, C noktas: ile de zit tarafta olurlar.
Teorem 2.1.1 den DE N AC # @ dir. DE < DE den DE n AC # @ olur.

A ve C noktalari DE dogrusunun ayni tarafinda olsun. B noktasi, A noktasi ile DE

dogrusunun zit taraflarinda olduklarindan, C noktas: ile de zit tarafta olurlar. Teorem

2.1.1den DE N BC # @ dir. DE < DE den DE n BC # @ bulunur.
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Teorem 3.1.21 Pasch geometride, P € int(2ABC) ve D € AP nBC oluyorsa A — P —
D dir.

ispat. D € AP n BC oldugundan D € BC dir. O halde B— D — C veya B — C — D dir.
P € int(2ABC) ve DP N AB = ¢ oldugundan Teorem 3.1.8 geregince 4 ile D noktalari

BP dogrusunun zit tarafindadirlar. Sonug olarak A — P — D dir.

Teorem 3.1.22 Pasch geometride, CP N AB = @ ise BC = BP veya P € int(<ABC)
veya C € int(£ABP) dir.
Ispat. CP N AB =@ ise Teorem 2.1.1 (i) den C ve P noktalar 4B nin ayni
tarafindadirlar. Bu durumda P € BC veya P ¢ BC olacaktr.
i) P eBCiseBC = BP dir.
i) P¢ BC olsun. CPNAB = 0 oldugundan A ve C noktalar1 ya BP nin zit
tarafinda ya da ayni tarafinda olur. A ve C noktalar1 BP 1s1ninin zit tarafinda ise
Teorem 3.1.8 geregince P € int(£ABC) dir. A ve C noktalar BP 1s1n1nin aynt

tarafinda ise, A ve P noktalari, BC nin zit tarafinda olacagindan Teorem 3.1.8

den C € int(£ABP) dir.

Teorem 3.1.23 Pasch geometride, P € int(2ABC) ise P den gegen, hem BA hem de

BC yi kesen fakat B noktasindan gegmeyen bir | dogrusu vardir.

Ispat. Pasch geometride, P € int(2ABC) ise Teorem 3.1.12 den cint(£ABC) =
int(£ABC) olup E € int(B—C)), D e int(ﬁ) noktalar1 i¢in D — P — E sartin1 saglayan
dogru | = DE olsun. E € int(B_(f) oldugundan E # B ve D € int(BA) oldugundan

D # B olup, [ dogrusu B noktasindan gegmez.

34



3.2 Konveks Dortgenler

Tammm 3.2.1 Bir metrik geometride {A4,B,C,D} kiimesi, herhangi ii¢ii dogrudas
olmayan noktalar kiimesi olsun. Eger int(AB),int(BC),int(CD) ve int(DA) den
herhangi ikisi kesigsmiyorsa,

OABCD = ABUBC U CD U DA
ifadesine bir dértgen denir.

Sekil 3.18 in (a) ve (b) pargalar1 bir dortgeni temsil ederken (c) bir dortgen degildir.

A D C ' c
(a) (b) (c)

Sekil 3.19 Dortgen ve dortgen olmayan sekiller

Teorem 3.2.1 Bir metrik geometride DABCD verilsin. Bu durumda,

OABCD = 0BCDA = 0CDAB = 0DABC = 0ADCB = 0DCBA = 0CBAD = oBADC
dir. Ancak mABCD ve 0ABDC es degildir.

Ispat. Tanim 3.2.1 den,

OABCD = ABUBCUCDUDA=BCUCDUDAUAB =CDUDAUABUBC
=DAUABUBCUCD =ADUDCUCBUBA
=DCUCBUBAUAD =CBUBAUAD UDC

BAUAD UDC UCB

olup,
OABCD = 0OBCDA = 0CDAB = 0ODABC = OADCB = 0DCBA = 0CBAD = oBADC
dir. Ancak,

OABCD = ABUBC UCD UDA + ABUBD UDC U CA = oABDC

olur.

Tamim 3.2.2 0ABCD dértgeninde AB, BC,CD, DA kenarlar; A, B, C, D késeler; 2ABC,
£BCD, £CDA ve £DAB acilar;, AC ve BD késegenler olarak adlandirilir. Kdsegenlerin
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bitim noktalarina karsilikli koseler, iki kenarin ortak bir kosesi varsa bu kenarlara komsu
kenarlar, aksi halde karsilikli kenarlar denir. Eger iki ag¢imnin ortak kenari varsa bu

acilara komsu acilar aksi halde karsilikli acilar denir.

Teorem 3.2.2 Bir metrik geometride dABCD = oPQRS ise 0 zaman {A,B,C,D} =
{P,Q,R,S} dir. Ayrica A=Pise C=Rve B =Q veya B =S dir. O halde, dABCD
dortgeninin kenarlari, acilar1 ve kdsegenleri OPQRS dortgeniyle aynidir.
ispat. OABCD = oPQRS ise Tanim 3.2.1 den,
OABCD = ABUBCUCD UDA =PQ UQRURSUSP =0OPQRS

dir. A = P ise Teorem 3.2.1 den,

OABCD = 0CBAD = CBUBAUAD U DC

OPQRS = ORQPS = RQ U QP U PS U SR
yazilabilir. DABCD = OPQRS oldugundan OCBAD = oRQPS dir. Buradan C = R ve
B = Q dur. Benzer sekilde DABCD = OPQRS = o PSRQ dir. BuradanC = RveB =S
dir. Tamim 3.2.2 den, OABCD dortgeninin kenarlari, agilar1 ve kosegenleri OPQRS
dortgeniyle aynidir.

Tamim 3.2.3 Pasch geometride, bir DABCD dortgeninin her kenari, tamamen karsi
kenar tarafindan belirlenen yar1 diizlemdeyse, bu durumda oABCD dortgenine konveks

daortgen denir.
Sekil 3.18 (a) konveks dortgendir fakat (b) konveks dortgen degildir.

Teorem 3.2.3 Pasch geometride, bir dortgenin konveks dortgen olmasi igin gerek ve
yeter sart dortgenin her bir acisinin karsi kosesindeki aginin i¢ kisminda bulunmasidir.

Ispat. Gerek sart: Bir Pasch geometride DABCD bir konveks dortgen olsun. Bu
durumda Tanim 3.2.3 den dortgenin her bir kenari1 karsi kenarmn belirledigi yari
diizlemdedir. Bu durumda DC, 4B nin ayirdig1 bir yari diizlemdedir ve AD, BC nin
ayirdig1 bir yar diizlemdedir. DC N AD = {D} olup D noktas, BA c 4B 1sininin C
noktasini igceren yar1 diizleminde ve BC c BC 1sininin A noktasini igeren yari

diizlemindedir. Tanim 3.1.2 den D € int(£ABC) olur.
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Benzer sekilde C € int(«DAB) , B € int(<ADC) ve A € int(4£BCD) oldugu da
gosterilebilir.

Yeter sart: Bir DABCD dortgeninin her bir agis1 karst kosesindeki agiin i¢ kisminda
olsun. Bu durumda D € int(£ABC) , C € int(¢DAB) , B € int(¢ADC) ve A€
int(«DCB) olur.

D € int(£ABC) oldugundan D noktasi BA nin C noktasint iceren tarafinda ve C €
int(«DAB) oldugundan C noktasi da AB nin D noktasini igeren tarafindadir. C ve D
noktalart AB C AB nin aym tarafindadir. Teorem 2.1.1 (i) den AB N CD = @ oldugu
i¢in Teorem 3.1.2 den CD, AB c AB nin ayirmis oldugu yari diizlemdedir.

Benzer sekilde dortgenin diger kenarlarmmin da karsit kenarlarinin ayirdigi yari

diizlemlerde oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla DABCD bir konveks dortgendir.

Teorem 3.2.4 Pasch geometride, bir konveks dortgenin kosegenleri kesisir.
Ispat. DABCD bir konveks dortgen olsun. AC N BD # @ oldugu gosterilmelidir.

Teorem 3.2.3 den D € int(2<ABC) dir. Teorem 3.1.7 den (Crossbar Teoremi) BD 1sin1
AC dogru pargasim1 A — E — C olacak sekilde bir tek E noktasinda keser. E € BD

oldugu gdsterilmelidir. C € int(£DAB) olup Crossbar Teoreminden AC 1sin1 DB dogru
parcasmi B—F —D olan bir tek F noktasinda keser. Bu durumda AC # BD
oldugundan {E} =ACNBD =ACNBD =AC nBD = {F} dir. O halde 4C NBD =
(E} = {F} dir (Sekil 3.19).

Sekil 3.20 Konveks dortgen
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Teorem 3.2.5 Pasch geometride, DABCD bir dortgen olsun. Eger BC || AD ise oABCD

bir konveks dortgendir.

Ispat. BC || AD ise BC dogru pargasi AD dogrusunun bir tarafinda ve AD dogru parcasi
BC dogrusunun bir tarafindadir (Sekil 3.20). AB dogru parcasinin CD nin bir tarafinda
oldugu gosterilmelidir.

AB dogru parcasinin CD nin bir tarafinda olmadig1 kabul edilsin. O zaman int(AB) N
CD # ¢ olur. BC nin A y1 iceren tarafi H; ve AD nin B yi igeren tarafi H; olsun.
Teorem 3.1.2 den int(AB) € H, N Hf olur. Bu nedenle @ # int(AB) N CD C H, N
H: N CD = int(CD) dir. Buradan int(4B) N int(CD) # @ olur. Bu sonug ise dbrtgen
tanimiyla celismektedir.

Sonug olarak, AB dogru parcasi tamamen CD nin bir tarafinda ve benzer sekilde CD
dogru pargast tamamen AB nin bir tarafindadr. Dolayisiyla OABCD bir konveks

dortgendir.

Sekil 3.21 Pasch geometride BC || AD olan DABCD konveks dértgen

Teorem 3.2.5 den anlasilacagi tizere yamuk bir konveks dortgendir.

Teorem 3.2.6 Pasch geometride, DABCD dortgeninin konveks dortgen olmasi igin
gerek ve yeter sart dortgenin her kenarimin, karsi kenarin belirttigi dogruyla
kesismemesidir.

Ispat. OABCD bir dortgen olsun.

Gerek Sart: OABCD bir konveks dortgen ise Tanim 3.2.3 den dortgenin her kenart,
tamamen kars1 kenarin belirttigi yar1 diizlemdedir. Bu durumda Teorem 2.1.1 (ii) den

her kenar kars1 kenarin belirttigi dogruyla kesismez.
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Yeter Sart: DABCD dortgeninde her kenar, karsi kenarin belirttigi dogruyla kesigsmesin.
Bu durumda Teorem 2.1.1 (ii) ve Teorem 3.1.1 den dortgenin bir kenari karsi kenarin
belirttigi yar1 diizlemdedir. O halde ABCD konvekstir.

Tamm 3.2.4 OABCD konveks dortgeninde AB kenarinin C ve D noktalarmi kapsayan
kismi, BC kenarinin A ve D noktalarmi kapsayan kismi, CD kenarmmn A ve B

noktalarin1 kapsayan kismi ile DA kenarmin B ve C noktalarmi kapsayan kisminin

kesigimine DABCD dortgeninin igi denir ve int(QABCD) ile gosterilir.

Teorem 3.2.7 int(ABCD) konvekstir.
Ispat. Teorem 3.1.17 den Pasch geometrideki iicgenler ve iiggenlerin igi konvekstir.

Dértgenlerde tiggenlerden olustuklarindan int (DABCD) konvekstir.

Teorem 3.2.8 Pasch geometride, bir dortgenin kdsegenleri kesisiyorsa dortgen konveks
dortgendir.

Ispat. DABCD dortgeninin kosegenleri AC ve BD, AC N BD = {E} olsun. Bu durumda
Teorem 3.1.10 dan AE nint(BD)# @ olup E € int(¢DAB) olur. AC c AE
oldugundan C € int(«DAB) olur. Benzer sekilde BE N int(AC) # @ olup E €

int(2ABC) olur. BD c BE oldugundan D € int(2ABC) olur ve bu sckilde A €
int(£BCD), B € int(£ADC) oldugu gosterilir. Dolayisiyla Teorem 3.2.3 den 0ABCD

dortgeni konvekstir.

Teorem 3.2.9 Pasch geometride, bir dortgenin en az bir kdsesi karsi a¢isinin i¢indedir.

Ispat. DABCD bir dértgen olsun. DABCD dortgeninin higbir kdsesi karst agismin i¢inde
olmasm. Bu durumda B & int(«DCA) (Sekil 3.21) ve B noktasi ya cD 1sinmin A
noktasini kapsayan tarafinda yada CA 1siniin D noktasini kapsayan tarafinda bulunur.
B noktast CD 1siinin A noktasini kapsayan tarafinda olsun. Bu durumda Teorem 3.1.3
(Z Teoremi) den CDNAB =0 olup D ve B noktalar CA nin zit tarafinda olurlar. O

halde Teorem 2.1.1 den CANDB # @ olur. Eger E =D (veya E = B) olursa bu
durumda C, D, A (veya C, B, A) dogrusal olur ki bu durumda Tanim 3.2.1 den dABCD

bir ddrtgen olmaz. D — E — B olmast durumunda ise, int(BD) N CA = int(BD) n
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int((CTA?) = int(BD) n int(CA) # @ olur ki bu durumda da Tanim 3.2.1 den QABCD
bir dortgen olmaz. Bu bir ¢eliskidir. O halde DABCD nin en az bir kosesi karsi
kenarinin i¢indedir.

B noktasinin CA 1sininin D noktasini kapsayan tarafinda olmasi durumu da ayni sekilde

gosterilebilir.

Sekil 3.22 Higbir kosesi kars1 agisinin iginde olmayan dortgen
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4. ACILAR

Tamim 4.1 Bir [P, £,7,d] Pasch geometrisinde, A tiim agilarin kiimesi olmak iizere,
asagidaki dort kosulu saglayan m: A — R fonksiyonuna a¢it 6l¢me fonksiyonu denir.

i) Eger £ABC € Aiise 0 < m(£ABC) < 180 dir.

i) H yar1 diizleminin kenar1 lizerinde bir AB 1511 ve 0 ile 180 arasinda herhangi r
reel sayisi verilsin. Bu durumda P € H olmak {izere m(£BAP) = r olacak
sekilde bir tek AP 1s1m1 vardir (Sekil 4.1).

iii) Eger D noktas1 ZABC nin i¢ bolgesinde ise (Sekil 4.2),

m(£ABD) + m(«DBC) = m(£ABC)
dir.

iv) Eger A—B—CveD ¢ AC ise, m(£ABD) + m(«DBC) = 180 dir (Sekil 4.3)
(Yiksel 2012).

Sekil 4.1 £ABC agis1

a+f

B A

Sekil 4.2 £ABD, £DBC ve £ABC agilar arasindaki iliski
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[eR J

A B

Sekil 4.3 Toplamlar1 180 olan agilar

Burada (ii) aksiyomuna a¢: olusturma aksiyomu, (iii) aksiyomuna ise a¢t ekleme

aksiyomu ad verilir.

Tanmim 4.2 [P, L,7,d] Pasch geometrisine, bu geometri iizerinde tanmimli bir m agi
olgme fonksiyonuyla birlikte aciolgcer (protractor) geometri denir ve [P, L,d, m] ile
gosterilir (Yiiksel2012).

[P, L,d, m] agiblger (protractor) geometrisi, [P, L,J,d] Pasch geometrisi ve m agi

6lcme fonksiyonundan olusur.

Tamm 4.3 Kartezyen diizlemde,

mE(AABC)=COS—1< (A—B,C - B) )

lA—=BIl-lIC =Bl

esitligine ZABC agisinin Kartezyen agi 6l¢iimii denir.

Onerme 4.1 X, Y iki vektor ve bu vektorler arasindaki ag1 8 olmak tlizere,
(X,Y) = IX|IIY|l cos 6
dir.

Onerme 4.2 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) X, Y € R? olmak iizere,

KX, V) < IXIIIY]]
dir. Burada esitsizligin saglanmasi i¢in ya ¥ = (0,0) yada X = tY (t € R) olmalidur.
Ispat. Eger Y = (0,0) ise |(X,Y)| =0 = || X|||IY|| oldugu acik¢a goriiliir ve esitlik
saglanir. Y # (0,0) oldugu kabul edilsin. g:R - R, g(t) = ||X — tY||? fonksiyonunu
tanimlayalim. Bu durumda,

gt) =X —tV, X —tY) = (X, X) — 2t(X,Y) + t3(Y,Y)
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Y # (0,0) oldugundan (Y,Y) # 0 olup g(t) ikinci dereceden bir fonksiyon olur.
g(®) = ||X — tY]|? = 0 olacagindan g fonksiyonunun iki farkli reel kokii yoktur. Bu
durumda,

(X, V)2 —(Y,YXX,X) <0

KX, VM < IXTHIY ]

elde edilir.
Y # (0,0) iken g(t) = ||X — tY]||? = 0 oldugunda ikinci dereceden fonksiyonun ¢ift kat
kokii vardir ve X = tY, (t € R) olur. Bu durumda yine |[(X,Y)| = || X[|||Y]l elde edilir.

x dt
0 V1-t2

fonksiyonunun tersi olan fonksiyon c¢:[0,p] = [—1,1] bi¢imindeki Kosiniis

1-1 ve oOrten

Tanim 4.4 [:[-1,1] - [0,p] olmak iizere I(x) =§ —

fonksiyonudur (Millman and Parker 1991).

s(0) =+/1—c?(0),

ile belirli s: [0, p] — [0,1] fonksiyonuna ise siniis fonksiyonu denir.

Onerme 4.3 6, ¢ ve 6 + ¢ agilar1 [0, p] araliginda olmak iizere,

c(@+ @) =c(8) c(p) —s(0)s(p)
dir.

Onerme 4.4 Eger || X|| = ||1Z]| = 1ise (X, Z+) = F/1 — (X, Z)2 dir.
Ispat. ||X|| = ||Z|l =1 ve X ile Z arasindaki a¢min olgiisii @ olsun. Bu durumda
c(8) =(X,Z) ve c(90 — ) = s(0) = (X,Z*) olur (Sekil 4.4). c2(8) + s2(0) = 1

oldugundan,
(X,Z)?> +(X,Zz4)? =1
(X, 242 =1 — (X, Z)?
(X,Z4)y = FJ1 - (X, Z)?
olur.
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Sekil 4.4 Aralarindaki a¢inin 6lgiisii 8 olan X ile Z 1sinlari

Onerme 4.5 {R?, L, d;} Kartezyen diizleminde
(A—B,C —B)
|IA—BJl-|IC — Bl

bicimindeki mp bir a¢1 6lgme fonksiyonudur.

c(mg(2ABC)) =

Ispat. i) £ABC € A olup bu durumda 4, B ve C noktalar1 dogrusal degildir bundan
dolay1 C — B # Oolmak iizere herhangi bir t reel sayisi i¢in A — B # t(C — B) olur
(Aksi halde dogrusal noktalar olurlard). Ayrica, Onerme 4.2 den,
|{A—B,C - B)| <|lA—BIllC - B
—llA=BIlllIC = Bll <{A—-B,C-B) <|lA-BIlllC - Bl

1< (4-5,C—B) <1
lA—BllIC — Bl

elde edilir. Dolayisiyla —1 < ¢(mgz(2ABC)) < 1 olup, ¢ fonksiyonu 1-1 ve &rten

(A-B,C—B)

oldugundan tersi vardir. O halde 0 < ¢! (m

) < 180 oldugu goriilir.

i) H yar1 diizleminin kenar1 iizerinde bir AB 1s11 ve 0 ile 180 arasinda herhangi r reel

sayis1 verilsin. P, Q € H olmak iizere,

_ _1( (A-BP-B) \ _

me(£ABP) = ¢} (D2l ) = (4.1)
_ -1 (_{A-B0Q-B) \ _

mg(LABQ) = ¢ (”A_B”.”Q_B”) =r (4.2)

(4.1) ve (4.2) nin sag taraflar1 ayn1 oldugundan sol taraflar1 da ayn1 olmak zorundadir.
Dolayisiyla P = Q dur. Bu ise H yan diizleminde r sayisin1 veren bir tek AP 151n1N
varligini gosterir.

iii) D noktas1t ZABC nin i¢ bolgesinde olsun. mz(£ABD) + mg(£DBC) = my(£ABC)
oldugu gosterilmelidir. mz(£ABD) = a ve mz(«DBC) = B olsun (Sekil 4.5). Ayrica
X=A—-B,Y=C—-—B,Z=D-Bvel|X]|| =]|Y]| =IlZ|| = 1 olsun. Bu durumda,
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c(mg(2ABD) + mg(¢«DBC)) = c(mg(2ABD)) c¢(mg(£DBC)) —
s(mE(AABD)) s(mE (LDBC))

= (X,ZNY,Z) —J1—(X,Z)2\/1 —(Y,Z)? (4.3)
olur. Onerme 4.4 den (X,Z*1) = im ve(Y,Z1) = im ve ayrica
D € int(£ABC) iken (X, Z1) ile (Y, Z*) z1t isaretli olacagindan,

(X, Z WY, 24y = —\J1 — (X, Z)2 /1 — (Y, Z)?
bulunur. Bu ifade (4.3) esitliginde yerine yazilirsa,
c(mg(£ABD) + mg(¢«DBC)) = (X, ZXY, Z) + (X, Z XY, Z*)
=(({X,2)Z +(X,Z")Z"),Y)
=(X,Y) = c(mg(£ABC()) (4.49)

elde edilir. Sonug olarak,
mg(£ABD) + mgy(£DBC) = my(£ABC)

olur.

A

Sekil 4.5 my(£ABD) + mgy(«DBC) = mg(£ABC) olmas1 durumu

ivy A—B—C ve DgAC olsun. mg(£ABD) + mgz(«DBC) =180 oldugu
gosterilmelidir. mz(2ABD) = ve mg(«4.DBC)=a ve X=C—-—B, Y=A—-B,
Z=D-B, Xl = IY]l = IZ]| = 1 olsun. X ile Y zit vektér olduklarindan ¥ = —X dir
(Sekil 4.6). (4.4) esitliginden,
c(mp(2ABD) + my(£DBC)) = (X, ZXY, Z) + (X, Z* XY, Z*)
= (X, 2)Z +(X,Z")ZH),Y) = (X,Y) = (X,—X) = —|IX||> = -1
= ¢(180)

olur. Sonug olarak mz(£ABD) + mg(«DBC) = 180 olur.
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Sekil4.6 X, Y, Z ve 7+ vektorleri

Teorem 4.1 m, [P, L,7,d] Pasch geometrisinde a ya bagli bir a¢1 6lgme fonksiyonu
olsun. t > 0 i¢in,

my(£ABC) =t -m(£ABC)
olacak sekilde tanimli m, fonksiyonu da [P, £, J, d] de bir a¢1 6l¢gme fonksiyonudur.
Ispat. m, [P, £, d] Pasch geometrisinde a ya bagh bir a¢1 dlgme fonksiyonu olduguna
gére bunun t katt da Tanim 4.1 deki sartlar1 saglar. Dolayisiyla m; de aci 6lgme

fonksiyonudur.

Tanimm 4.5 Bir dar agi 6l¢iisii 90 dan az olan agidir. Bir dik a¢i 6l¢iisii 90 olan agidir.
Bir genis ag: 6l¢iisii 90 dan biiyiik olan acidir. Iki agmin Slgiileri toplami 180 ise bu

acilara biitiinler agilar, 6lgiileri toplami 90 olan agilara tiimler agilar denir.

Tanmim 4.6 [P, £, d, m] agi6lger geometrisinde, m(£ABC) = m(4DEF) ise LABC ve
£DEF agilari egtir denir ve LABC ~ £DEF ile gosterilir.

Tamim 4.7 Eger A — B — D ise £ABC ve £CBD acilarina dogrusal (lineer) agilar denir

(Sekil 4.7). Kesisen iki dogrunun olusturdugu £ABC ve £A'BC' agilarina ters acilar
denir (Sekil 4.8).

7

D B A

Sekil 4.7 Dogrusal (lineer) aci
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Sekil 4.8 Ters ac1

Teorem 4.2 Acidlger geometrinin iki noktasi1 C ve D, AB dogrusunun ayni tarafinda ve

m(£ABC) < m(£ABD) ise 0 zaman C € int(£ABD) dir.

ispat. Ya A ve C, BD nin ayn tarafinda ya C € BD yada A ve C, BD nin zit
tarafindadirlar. Simdi son iki durum elenecektir. Eger C € BD olsaydi bu durumda C ve
D noktalar1 AB nin ayni tarafinda oldugundan C € int(ﬁ) olurdu. Boylece ZABC =

2ABD ve m(£ABC) = m(2ABD) olurdu. Bu ise bir geliskidir. Eger A ve C, BD nin zit
tarafinda olsalardi Teorem 3.1.8 den D € int(£ABC) olurdu ve buradan,

m(2ABD) + m(£DBC) = m(2ABC) < m(2ABD)
elde edilirdi. Buradan da m(«DBC) < 0 olmasi gerekir. Bu ise Tanim 4.1 ile ¢elisir.
Dolayisiyla burada miimkiin olan tek secenek A ve C noktalar BD dogrusunun ayni

tarafindadirlar ve C € int(2ABD) dir (Sekil 4.9).

L
A

Sekil 4.9 BD nin ayni tarafinda olan A ve C noktalariin olusturdugu agilar

Teorem 4.3 (Dogrusal (Lineer) A¢1 Teoremi) Eger agidlger geometrisinde, 2ABC ve
£CBD agilar1 dogrusal agilarsa bu agilar biitiinler agilardir.

Ispat. m(£ZABC) = a ve m(«CBD) = f olsun. a + 8 = 180 oldugu gosterilmelidir.
Bunun i¢in a4+ <180 ve a+ f > 180 durumlarinin geliski olusturdugu

gosterilmelidir.
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a + B < 180 olsun. A¢i olusturma aksiyomundan m(£ZABE) = a + f8 olacak sekilde

AB dogrusunun C noktasini kapsayan tarafinda bir E noktasi ile belirli bir tek BE 1511
vardir (Sekil 4.10). Teorem 4.2 den C € int(£ABE) olur ve m(2£ABC) + m(4CBE) =
m(£ABE) dir. O halde, @ + m(£CBE) = a + 8 olup m(«CBE) = B dir. Ote yandan

£ABC ile £CBD agilart dogrusal ag1 oldugundan A — B — D dir ve E ile A noktalari BC
nin zit tarafinda, A ve D noktalari BC nin zit tarafinda olup Teorem 2.1.2 den E ve D,

BC nin ayni tarafindadir. Bu nedenle E € int(2CBD) ve m(£CBE) + m(£EBD) =
m(«CBD) olur. O halde g + m(«EBD) = B yani m(<EBD) = 0 olur. Bu durum
celiski olusturur. Sonug olarak a + < 180 olmaz.

Simdi de @ + f > 180 olsun.a ve f nin her ikiside 180 den daha kiiciik ise a + f <
360 ve 0 < a + 8 — 180 < 180 olur. m(£ABF) = a + B — 180 olacak sekilde AB
dogrusunun C noktasin1 kapsayan tarafinda bir F noktasiyla belirli bir tek BF 15101
vardir (Sekil 4.11). f < 180 ise a + 8 — 180 < a olup F € int(£ABC) dir. O halde
m(£ABF) + m(4FBC) = m(£ABC) ve a+f—180+m(4FBC)=a Yyada
m(£FBC) = 180 — B dir. Diger taraftan 180 — f§ = m(£FBC) < m(4FBD) = +
180 — 8 = 180 olup Teorem 4.2 den C € int(£FBD) ve m(£FBC) + m(«CBD) =
m(£FBD) olur. O halde 180 — 8 + 8 = m(«FBD) ve m(«FBD) = 180 olur. Bu
durum geliski olusturur. Sonug olarak a + f > 180 olamaz.

Oyleyse a + g = 180 dir.

a+f — 180

D B A

Sekil 4.11 m(£ABF) = a + B — 180 olmasi durumunu gosteren BF 1g1n1
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Teorem 4.4 Acidlcer geometride, eger m(LABC) + m(4CBD) = m(£ABD) ise 0
zaman C € int(£ABD) dir.
Ispat. C ve D nin AB dogrusunun ayni tarafinda oldugu gosterilmelidir. Fakat
varsayalim ki C ve D, AB dogrusunun zit tarafinda olsunlar. O halde A, D noktalar1 BC
dogrusu iizerinde degillerdir. Eger A ve D, BC nin ayni tarafinda ise 0 zaman A €
int(«CBD) dir (Sekil 4.12). Buradan,
m(4CBA) + m(£ABD) = m(«CBD) > m(£ABD)
Bu ise teoremin ifadesiyle gelisir. O halde A ve D noktalari BC nin zit tarafindadirlar
(Sekil 4.13).
E — B — A olacak sekilde E ve D noktalar1 secelim. E ve D noktalar, BC dogrusunun
ayni tarafinda olsunlar. Bu takdirde E € int(«CBD) olur ve
m(2CBE) + m(<EBD) = m(«CBD)
dir. ZABC ve £CBE dogrusal agilar olduklarindan m(2CBE) = 180 — m(£ABC) dir.
Buradan,
180 — m(£ABC) + m(£EBD) = m(«CBD)
180 + m(2EBD) = m(2ABC) + m(£CBD) = m(£ABD)
dir. Bu durumda m(2ABD) > 180 olmalidir. Bu ag1 6l¢iim fonksiyonunun tanimi ile

gelisir. O halde C ve D noktalar AB dogrusunun ayni tarafinda olmalidirlar.

D

Sekil 4.12 A ve D noktalarinin BC nin ayni1 tarafinda olmasi durumu

>e

E
/E
D

Sekil 4.13 A ve D noktalarinin BC nin zit tarafinda olmasi durumu

49



Teorem 4.5 Bir agidlger geometride, eger A ve D noktalari BC nin zit tarafinda ve
m(£ABC) + m(«CBD) = 180 ise A— B — D ve £ABC ile £CBD agilar1 dogrusal

agilardir.

Ispat. A ve D noktalari BC nin zt tarafinda ve m(£ABC) + m(«CBD) = 180 (Sekil
4.14) oldugundan (4.4) esitligi de kullanilarak,
c(m(£ABC) + m(«CBD)) = c(180)
c(m(2ABC)) c(m(«CBD)) — s(m(2ABC)) s(m(«CBD)) = —1
XYNZY) = 1= (X YD1 - (ZY)? = -1
(X,YNZ,Y) + (X, YNZ, Y1) = —1
(X, Y)Y + (X, YHyyD), z) = -1
(X,2)y = -1

bulunur. Buradan Z = —X olacagindan A — B — D olur. Sonug olarak, ZABC ile zCBD

acilar1 dogrusal agilardir.

C
b
Y /
/
180—9 /
/ i =]
—e . *—
A < B D

YL

Sekil 4.14 m(2ABC) + m(«CBD) = 180 olmas1 durumu

Tanmim 4.8 [ ve I" iki farkli dogru olsun. Eger [ U I’ bir dik a¢1 kapsiyorsa, bu durumda [
ve I’ dogrulari diktir denir ve [ L I seklinde yazilir. Eger dogrular dik ise bu dogrularin

belirttikleri iki dogru pargas1 veya iki 1g1n da birbirine diktirler.

Teorem 4.6 Agiolger geometride, bir [ dogrusu ve B € [ noktas1 verilsin. B € " ve
" L [ olacak sekilde bir tek I" dogrusu vardir.

Ispat. B noktasindan gegen, [ ye dik olan iki dogru I} ve I}, I # I} olsun (Sekil 4.15).
[ ve I, dogrulan arasindaki agiyr 6 alalm. [] L1 [ oldugundan [} ile [ arasindaki a¢1 90
dir. Buradan [; ile [ arasindaki ag1 90 — @ olur. [; L [ oldugu ig¢in 90 — 6 = 90 ve
buradan da 8 = 0 elde edilir. Bu ise [] # [} kabuliimiizle ¢elisir. Dolayisiyla B € ' olan

bir tek I" L [ dogrusu vardir.
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Sekil 4.15 Bir dogruya dik olan iki farkli dogru

Teorem 4.7 Acidlcer geometride, AB dogru pargasinin orta noktast M, AB Nl = {M}
ve [ L AB olacak sekilde bir tek [ orta dikmesi vardir.

Ispat. AB nin orta noktas1 M ve AB nl, = AB N1, = {M} olacak sekildeki I; # L,
dogrular i¢in I; L AB ve l, L AB olsun. [, ile I, arasindaki ac1 8 olmak iizere, I; L AB
oldugundan [, ile AB arasindaki a¢inin &l¢iisii 90 olur. Bu durumda I, ile AB arasindaki
acinin 6lgiisii ise 90 — 6 olur. [, L AB oldugundan 90 — 8 = 90 ve 8 = 0 elde edilir. O
halde [, = [, dir.

Teorem 4.8 A¢i6lger geometride, her LABC agisinin, D € int(£ABC) ve m(£ABD) =
m(£DBC) olacak sekilde bir tek BD aclortay1 vardir.

Ispat. D,E € int(£ABC) ve m(£ABD) = m(£«DBC) = m(£ABE) = m(£EBC)
olacak sekilde ZABC agisinin BD # BE olan iki farkli aclortayl olsun. Ayrica BD ve
BE acilarimin arasindaki aginm 6 oldugu kabul edilsin. Bu durumda m(2ABD) =

m(£DBC) = a ise BE aciortay oldugundan m(£ABE) = m(£EBC) = a — 6 olmalidir
(Sekil 4.16). Bu durumda m(2ABD) = m(2DBC) = m(<ABE) = m(<EBC)

oldugundan & = a — 6 ve 8 = 0 elde edilir. Bu ise BD + BE olmastyla gelisir. O halde
m(£ABD) = m(4£DBC) olacak sekilde bir tek BD aciortay1 vardir.

A E
e ® D
N a—0/ o
\
\h
a+0
\ 9 /8 +

Sekil 4.16 Bir acinin agiortayi
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Teorem 4.9 (Ters A¢1 Teoremi). Acgidlger geometride, eger £ABC ve £A'BC’ ters
acilarsa bu durumda 2ABC = £A'BC’ dir.

Ispat. ZABC ve £A'BC’ ters ag1 olsunlar (Sekil 4.17). Bu durumda A — B — A’ ve
C—B—C'"dir. A— B — A" oldugundan Tanim 4.7 den £ABC ve £CBA' dogrusal
acilardir. m(2ABC) = 6 ise m(«CBA") = 180 — 8 olur. Yine C — B — C' oldugundan
£CBA' ile £LA'BC' agilart dogrusal agilar ve m(£CBA") =180 — 68 dir. O halde
m(£A'BC") = 0 olmalidir. Sonu¢ olarak m(£A'BC") = m(£2ABC) = 6 olup Tanmim
4.6 den LABC =~ £A'BC’ dir.

Sekil 4.17 Acilger geometride ters agilar

Teorem 4.10 (A¢1 Olusturma Teoremi). Acidlger geometride, H; yart diizleminin bir
tarafinda bulunan ED 1511 ve £LABC agis1 verilmis olsun. Bu durumda £ABC =~ £DEF
ve F € H, olacak sekilde bir tek EF 1511 vardir.

ispat. ZABC =~ +DEF ve £ABC =~ ¢+DEF’ olacak sekilde F,F' € H, ve EF # EF'
isinlarini alalim. Bu isimlar arasindaki a¢1 a ve m(£LABC) = m(«DEF) = 6 olsun
(Sekil 4.18). m(«DEF') = 6 — a dir. £ABC = £DEF' oldugundan 6 —a =6 ve

a = 0 olur. Bu durumda EF = EF’ olup ABC = £DEF ve F € H, olacak sekilde bir

tek EF 15101 vardir.

Sekil 4.18 Es acilar
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Teorem 4.11 (A¢1 Ekleme Teoremi). Acidlger geometride, eger D € int(2ABC),
S € int(«PQR), £ABD =~ £PQS ve £DBC = £SQR ise bu durumda £ABC =~ 2PQR
dir.

Ispat. D € int(2ABC), S € int(4PQR), LABD =~ £PQS ve £DBC = £SQR ise (Sekil
419) m(£ABD) =m(«PQS) =6 ve m(«DBC)=m(4«SQR)=a olsun.
m(£ABC) = m(£ABD) + m(«DBC) =0 + « ve m(£PQR) = m(£PQS) +
m(£SQR) = 6 + a oldugundan £ABC = £PQR dir.

A P
. L ]
S
D /.
/ g /
// .;"
/// / 8
;""9 7 p/
éz”/u « .
B _ c Q R

Sekil 4.19 A¢i1 ekleme

Teorem 4.12 (A¢1 Cikarma Teoremi). Acidlger geometride, D € int(£ABC), S €
int(£PQR), £LABD =~ £PQS ve LABC = £PQR ise 0 zaman £DBC = £SQR dir.
ispat. D € int(2ABC), S € int(£PQR), £ABD = +PQS ve £ABC ~ £PQR ise (Sekil
4.20) m(2ABD) =m(«PQS)=60 ve m(£ABC) =m(4£PQR) =¢ olsun.
m(£ABC) — m(£ABD) = ¢ — 0 ve m(£PQR) — m(4PQS) =@ — 6 olup
m(£DBC) = m(£ABC) — m(£ABD) = m(£PQR) — m(£PQS) = m(£SQR) elde
edilir. Tanim 4.6 den £DBC = £SQR dir.

A P
» I
D 5
¥y ) I.‘" /.
¢ //// ..""9 LP
8 A :E:
e \
é L E— '
3 c Q R

Sekil 4.20 Aci ¢ikarma
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