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Bu tez çalışması altı ana bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde, çalıştığımız konu ile ilgili kavramların tarihsel gelişimi ve genel bir 

literatür bilgisi verilmiştir. İkinci bölümde, çalışmamız için temel teşkil eden tanım, 

notasyon ve teoremlerden bahsedilmiştir. Üçüncü bölümde ise, küme dizileri için 

istatistiksel yakınsaklık kavramları, bunların kendilerine özgü özellikleri ve bu 

kavramlar arasındaki ilişkiler verilmiştir. Dördüncü bölümde, küme dizileri için Cesaro 

toplanabilirlik kavramları tanıtılmış ve bu kavramların küme dizilerinin istatistiksel 

yakınsaklığı ile ilişkisi gösterilmiştir. Beşinci bölümde, küme dizileri için hemen hemen 

yakınsaklık kavramları ve hemen hemen istatistiksel yakınsaklık kavramı verilerek 

bunlar arasındaki ilişki gösterilmiştir. Son bölüm olan altıncı bölümde ise, küme dizileri 

için lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramı tanıtılıp, bu kavramın küme dizilerinin 

istatistiksel yakınsaklığı ile ilişkisi verilmiştir.  
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This thesis consists of six main parts.  

In the first part, the historical development of the subject and a general literature about it 

are given. In the second part, basic definitions, notations and theorems necessary for our 

work are illustrated. In the third part, statistical convergence concepts for sequences of 

sets, their unique properties and relations between these concepts are discussed. In the 

fourth part, Cesaro summability concepts for sequences of sets are introduced and the 

relations of these concepts between statistical convergence of sequences of sets are 

indicated. In the fifth part, almost convergence concepts and almost statistical 

convergence concept for sequences of sets are given and the relations between them are 

discussed. In the sixth part, lacunary statistical convergence for sequences of sets are 

introduced and its relation with statistical convergence of sequences of sets is denoted. 
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1.  GİRİŞ 

Yakınsaklık kavramı, analiz ve fonksiyonel analiz alanının temelini oluşturmaktadır. 

Yakınsaklık kavramının bir genelleştirmesi olan ve temeli pozitif tamsayıların doğal 

yoğunluğu kavramına dayanan istatistiksel yakınsaklık kavramı ise toplanabilme 

teorisinde ve fonksiyonel analizde önemli bir yer tutmaktadır. İstatistiksel yakınsaklık 

kavramı ilk kez Steinhaus tarafından 1949 da katıldığı bir konferansta verilmiştir. Bu 

konudaki ilk makale ise Fast (1951) tarafından yayınlanmıştır. Ayrıca Schoenberg 

(1959) ve Buck (1953) tarafından da birbirinden bağımsız olarak çalışılmıştır. 

İstatistiksel yakınsaklığın reel ve kompleks diziler ile ilişkisi Buck (1953) tarafından ve 

toplanabilme teorisi ile ilişkisi Schoenberg (1959) tarafından verilmiştir. 

İstatistiksel yakınsaklık kavramı ile Cesaro toplanabilirlik, kuvvetli Cesaro 

toplanabilirlik ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik kavramları arasındaki ilişkiler 

Connor (1998) tarafından verilmiştir. 

İlerleyen zamanlarda Fridy ve Orhan (1993), lacunary dizi kavramını kullanarak, 

istatistiksel yakınsaklıkla arasında önemli ilişkiler bulunan ve yine yakınsaklık alanında 

önemli bir yer tutan lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramını tanıtmıştırlar. Fridy ve 

Orhan (1993) çalışmalarında; başta istatistiksel yakınsaklık kavramı olmak üzere diğer 

toplanabilme metodları ile lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramı arasındaki ilişkileri 

incelemişlerdir. 

Dizilerin istatistiksel üst limit ve istatistiksel alt limit kavramları da yine Fridy ve Orhan 

(1997) tarafından verilmiştir. 

Dizilerin hemem hemen yakınsaklığı fikri Lorenz (1948) tarafından ortaya atılmıştır. 

Ayrıca Maddox (1978) ve Freedman (1978) tarafından da birbirinden bağımsız olarak 

dizilerin kuvvetli hemen hemen yakınsaklığı kavramı tanıtılmıştır. 

Küme dizilerinin limiti 1902 de Painleve tarafından, onun öğrencisi Zoretti’ nin rapor 

etmesiyle tanıtılmıştır. Fakat bu kavramlar Kuratowski tarafından, onun ünlü kitabı 

“Topoloji” de popüler olmuştur. Bu yüzden literatürde sık sık dizilerin Kuratowski 

limiti olarak adlandırılır. 
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Painleve tarafından tanıtılan küme yakınsaklıkları uzun bir matematik tarihine sahip 

olmasına rağmen, sadece son otuz yıl süresince; optimizasyon, denklem sistemleri ve 

diğer benzer konularda yaklaşımlar ile uğraşmak için temel bir araç olarak görülmeye 

başlanmıştır. 

Reel dizilerin yakınsaklığı kavramı birçok araştırmacı tarafından küme dizilerinin 

yakınsaklığına genişletilmiştir. Küme dizileri için yakınsaklık kavramları, sıklıkla 

1980’li yıllarda araştırmalara konu olmaya başlamış ve bu konudaki çalışmalar başta 

Beer (1985,1987,1994,2002) olmak üzere; Wijsman (1964,1966), Baronti ve Papini 

(1986) ve diğer birçok matematikçi tarafından yakın zamana kadar yapılmıştır. 

Araştırmacılar tarafından yapılan bu çalışmalarda küme dizileri için verilen yakınsaklık 

kavramlarından en yaygın olarak kullanılanlar ve bizim araştırmamız için de temel 

oluşturacak olan birkaç tanesi;  “Kuratowski yakınsaklık (K)”, “Wijsman yakınsaklık 

(W)” ve “Hausdorff yakınsaklık (H)” tır. Bu yakınsaklık tiplerinden (K) ve (H) uzun 

zaman önce araştırmacılar tarafından çalışılmıştır. (W) yakınsaklık için, Wijsman (1964, 

1966), ve Beer (1994) bazı çalışmalar yapmışlardır. Baronti ve Papini (1986) küme 

dizileri için (K), (H) ve (W) yakınsaklık arasındaki ilişkileri göstermişlerdir. 

Bu tez çalışmasındaki amacımız, yukarıda da bahsedildiği gibi, bu genişlemelerden 

Kuratowski, Wijsman ve Hausdorff genişlemelerini dikkate almak ve küme dizilerinin 

istatistiksel yakınsaklığı kavramını tanımlamaktır. Ayrıca bazı temel teoremler vermek 

ve böylece reel sayı dizileri için geçerli sonuçların genelleştirmelerini elde etmektir.  

Son olarak, küme dizilerinin lacunary istatistiksel yakınsaklığı kavramını da tanıtıp, bu 

kavramın küme dizilerinin istatistiksel yakınsaklığı ile ilişkisini vermek 

amaçlanmaktadır. 

Bu bağlamda, tez çalışmasında öncelikle; çalışmamızın daha anlaşılır olması için gerek 

duyulan bazı temel kavramlar verilmiştir. Daha sonra, üçüncü bölümde; küme dizileri 

için Kuratowski istatistiksel yakınsaklık, Wijsman istatistiksel yakınsaklık ve Hausdorff 

istatistiksel yakınsaklık kavramları, bunların kendine özgü özellikleri ve bu kavramlar 

arasındaki ilişkiler verilmiştir. Dördüncü bölümde; Kuratowski Cesaro toplanabilir, 

Wijsman Cesaro toplanabilir ve Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir küme dizileri 

tanıtılmıştır. 
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Ayrıca Wijsman istatistiksel yakınsak ve Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir küme 

dizileri arasındaki ilişki verilmiştir. Beşinci bölümde; küme dizileri için Wijsman 

hemen hemen yakınsaklık, Wijsman kuvvetli hemen hemen yakınsaklık ve Wijsman 

hemen hemen istatistiksel yakınsaklık kavramları tanıtılmış ve Wijsman hemen hemen 

istatistiksel yakınsak ve Wijsman kuvvetli hemen hemen yakınsak küme dizileri 

arasındaki ilişki verilmiştir. Son bölüm olan altıncı bölümde ise; küme dizilerinin 

lacunary istatistiksel yakınsaklığı tanıtılıp, bu kavramın küme dizilerinin istatistiksel 

yakınsaklığı ile ilişkisi verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde, çalışmamızın daha anlaşılır olması için gerek duyulan bazı temel 

kavramlar verilecektir. 

Tanım 2.1  Tanım kümesi                (doğal sayılar) kümesi olan her 

fonksiyona dizi denir. 

Diziler değer kümelerine göre adlandırılır. Eğer bir dizinin değer kümesi reel sayılar 

kümesi ise, diziye reel terimli dizi veya reel sayı dizisi ya da reel dizi denir. Yani reel 

terimli bir dizi 

        
şeklinde bir fonksiyondur. 

Genel terimi    olan bir dizi                       şeklinde gösterilir. 

Tanım 2.2        bir reel sayı dizisi ve     olsun. Her     için,      olduğunda 

         
 

olacak şekilde   a bağlı bir      sayısı bulunabiliyorsa      dizisi   e yakınsaktır 

denir ve 

          veya         

şeklinde gösterilir (Balcı 1999). 

Herhangi bir sayıya yakınsayan diziye yakınsak dizi denir. 

Tanım 2.3  Eğer her     sayısı için        olacak şekilde bir     sabit sayısı 

bulunabiliyorsa      dizisine sınırlı dizi denir (Balcı 1999). 

Teorem 2.1  Bir      dizisi yakınsak ise sınırlıdır (Balcı 1999). 

Tanım 2.4       bir reel sayı dizisi olmak üzere; her     için        olduğunda  

          

olacak şekilde bir      doğal sayısı varsa      dizisine Cauchy dizisi denir (Balcı 

1999). 
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Teorem 2.2       bir Cauchy dizisi ise sınrlıdır (Balcı 1999). 

Teorem 2.3       bir reel sayı dizisi olsun. 

                                                       

(Balcı 1999). 

Tanım 2.5         dizisi için, 

lim
   

 

 
     

 

   

 

oluyorsa,        dizisi   sayısına Cesaro toplanabilirdir denir (Başar 2011). 

Tanım 2.6         dizisi için, 

lim
   

 

 
       

 

   

   

oluyorsa,        dizisi   sayısına kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir (Freedman et 

al. 1978).  

Tanım 2.7    pozitif bir reel sayı olmak üzere        dizisi için, 

lim
   

 

 
        
 

   

   

oluyorsa,        dizisi   sayısına kuvvetli  -Cesaro toplanabilirdir denir. (Connor 

1998). 

Tanım 2.8  Eğer   ye göre düzgün olarak 

lim
   

 

 
     

 

   

   

oluyorsa,        dizisi   sayısına hemen hemen yakınsaktır denir (Lorentz 1948). 

Tanım 2.9  Eğer   ye göre düzgün olarak 

lim
   

 

 
         

 

   

   

ise        dizisi   sayısına kuvvetli hemen hemen yakınsaktır denir (Maddox 1979). 
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        ve      sırasıyla, bütün sınırlı, yakınsak, hemen hemen yakınsak ve kuvvetli 

hemen hemen yakınsak dizilerin kümesini göstersin. Bunlar arasında  

             

ilişkisi vardır. 

Tanım 2.10  Pozitif tamsayılardan oluşan bir   kümesinin doğal yoğunluğu 

      lim
   

 

 
            

olarak tanımlanır (Niven et al. 1991).  

Burada             ifadesi   kümesinin   sayısından büyük olmayan 

elemanlarının sayısını göstermektedir. 

Tanım 2.11  Her     için, 

lim
   

 

 
                    

oluyorsa,        dizisi   sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve            

şeklinde gösterilir (Fridy 1985). 

İstatistiksel yakınsaklık ve adi manada yakınsaklık arasındaki ilişki aşağıdaki gibidir. 

lim        lim     

Bunun tersi genelde geçerli değildir. 

Örnek 2.1  Eğer, 

      
                  

                  

  

olarak tanımlanırsa,  

                           

şeklindedir. Bu durumda,      dizisi istatistiksel yakınsaktır fakat adi anlamda yakınsak 

değildir. 

Eğer        doğal yoğunluğu sıfır olan bir küme dışındaki bütün   lar için   

özelliğini sağlayan bir dizi ise, o zaman      dizisi hemen hemen her   için   özelliğini 

sağlar deriz ve bu ifadeyi  h.h.  olarak kısaltırız. 
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Fridy (1985); Eğer   istatistiksel yakınsak bir dizi ise, o zaman h.h.  için       

olacak şekilde yakınsak bir   dizisinin varlığını gösterdi. 

Tanım 2.12          reel sayı dizisinin istatistiksel üst limiti; 

          lim
   

 

 
                 

olmak üzere   

   lim su     

          

       

  

şeklinde tanımlanır. Benzer şekilde,        reel sayı dizisinin istatistiksel alt limiti 

ise; 

          lim
   

 

 
                 

olmak üzere 

   lim in     

          

      

  

şeklinde tanımlanır (Nuray ve Rhoades 2012). 

Tanım 2.13    boş olmayan bir küme olsun.         fonksiyonu için, 

                   

                    

                           

şartları sağlanıyorsa,   ya   de bir metrik ve   ile birlikte   e metrik uzay denir. Bu 

durum genellikle       ile gösterilir (Bayraktar 2000). 

Tanım 2.14        bir metrik uzay olsun. Herhangi bir     noktası ve   in boş 

olmayan herhangi bir   altkümesi için;   in   ya olan uzaklığı 

       in 
   

       

olarak tanımlanır (Nuray ve Rhoades 2012). 
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Tanım 2.15      ve   doğal sayılar kümesi olmak üzere,  

         

şeklinde tanımlı fonksiyon her     için      de bir 

             

kümesi belirler. Bu   fonksiyonunun görüntü kümesini oluşturan         kümelerinin 

oluşturduğu                dizisine küme dizisi denir. 

Tanım 2.16      ,       metrik uzayında bir küme dizisi olsun.      dizisinin alt 

limiti, 

lim in                            

ve üst limiti, 

lim su                      
      

     
    

olarak tanımlanır (Nuray ve Rhoades 2012).  

Burada      doğal sayıların artan bir dizisini gösterir ve bir alt dizi için indeks kümesini 

temsil eder. 

Altkümelerin bir       dizisinin alt limiti,       elemanlarından oluşan dizilerin 

limitlerinin kümesidir ve üst limiti de böyle dizilerin yığılma noktalarının kümesidir. 

Alt limit ve üst limit kapalıdır. Bu limitler arasında 

lim in    lim su    

ilişkisinin bulunduğu ve ayrıca  

                

olduğundan,    altkümelerinin alt limiti “lim in   ”, üst limiti “lim su   ” ve onların 

  
      kapanışlarının kendileriyle çakışık olduğu açıktır (Nuray ve Rhoades 2012). 

Tanım 2.17  Eğer,   

  lim in    lim su    lim    

ise   in bir   altkümesine,      dizisinin limit kümesi veya kısaca limiti denir (Nuray 

ve Rhoades 2012). 
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Literatürde bu anlamdaki yakınsaklık; Kuratowski yakınsaklık, topolojik yakınsaklık 

veya kapalı yakınsaklık olarak da adlandırılır.    altkümelerinin azalan herhangi bir 

dizisi, kapanışlarının kesişimi olan bir limite sahiptir.  

Eğer     olduğunda       ise, o zaman  

lim      

   

 

dır. 

Bir dizinin üst limiti boş olabilir (yani bu durumda,       elemanlarının oluşturduğu 

hiçbir dizi yığılma noktasına sahip değildir).      tek nokta küme dizileri için, “eğer 

varsa” küme limiti ya boştur (yani bu durumda,    elemanlarının dizisi yakınsak 

değildir) ya da dizinin limiti olan tek noktadan ibarettir. 

  in boş olmayan    altkümelerinin      dizisi için, 

lim in           lim
   

           

ve 

lim su           lim
   

in            

dır. 

Tanım 2.18        bir metrik uzay ve        boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her     için 

lim
   

               

oluyorsa,      dizisi   kümesine Wijsman yakınsaktır denir. Bu durumda,                 

  lim      olarak yazılır (Baronti and Papini 1986). 

Küme dizilerinin Wijsman yakınsaklığının daha iyi anlaşılması için aşağıdaki örneği 

verebiliriz. 
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Örnek 2.2       -düzleminde aşağıdaki çemberler dizisini göz önüne alalım: 

                        

Bu dizi,     iken  -eksenine (yani               kümesine) Wijsman 

yakınsaktır.  

Örneğimizi bir de şekil üzerinde gösterelim;  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tanım 2.19        bir metrik uzay ve   ,   in boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeleri olsun. Eğer her     için  su             oluyorsa      dizisi 

sınırlıdır denir ve         şeklinde yazılır (Nuray ve Rhoades 2012). 

Şimdi Wijsman Cauchy dizisinin tanımını verelim. 

Tanım 2.20        bir metrik uzay ve   ,   in boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeleri olsun. Eğer           bir Cauchy dizisi ise; yani     ve her     için,  

        olduğunda                      

olacak şekilde bir    pozitif tamsayısı varsa,      dizisine Wijsman Cauchy denir 

(Nuray ve Rhoades 2012). 
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Eğer                 noktasal yakınsaklığının yerine düzgün yakınsaklık alınırsa, o 

zaman uzun zamandır bilinen Hausdorff yakınsaklık elde edilir. 

Tanım 2.21        bir metrik uzay ve   ,   in kapalı altkümelerinin bir dizisi olsun. 

Eğer,  

lim
   

su 
   

                   

oluyorsa,      dizisi     kapalı kümesine Hausdorff yakınsaktır denir. Bu durumda, 

          yazılır (Baronti and Papini 1986). 

Küme dizileri için Hausdorff ve Wijsman yakınsaklık tanımları, diziyi oluşturan 

kümelerin kapalı olmasını gerektirir. Aksi halde limit kümesi iyi tanımlanmış olmaz.  

Herhangi bir   metrik uzayında,  

Hausdorff yakınsaklık     Wijsman yakınsaklık     Kuratowski yakınsaklık 

olduğu kolayca görülür. Kuratowski yakınsaklık uzaklık fonksiyonlarının noktasal 

yakınsaklığı anlamına gelmez ve hatta noktasal yakınsaklık sonlu bir limite ulaştığında, 

limitin uzaklık fonksiyonu olmasına gerek yoktur. 

Tanım 2.22         dizisi,      ve     iken              olacak 

biçimde negatif olmayan tamsayıların artan bir dizisi ise,        dizisine lacunary 

dizi denir (Fridy ve Orhan 1993). 

Bu çalışma boyunca,                ile gösterilecek ve 
  

    
 oranı    olarak 

kısaltılacaktır. 

Tanım 2.23         dizisi verilmiş olsun. Eğer her     için, 

lim
 

 

  

                     

olacak şekilde bir   sayısı varsa,        dizisi   sayısına lacunary istatistiksel 

yakınsaktır denir ve              veya          şeklinde gösterilir (Fridy ve 

Orhan 1993). 
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3. KÜME DİZİLERİNİN İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIĞI 

Bu bölümde, Nuray ve Rhoades (2012) tarafından incelenen küme dizilerinin 

Kuratowski, Wijsman ve Hausdorff istatistiksel yakınsaklığı kavramları ile ilgili temel 

tanım, örnek ve teoremleri vereceğiz. 

      bir metrik uzay olsun.   in boş olmayan kapalı    altkümelerinin      dizisi 

için, istatistiksel alt limit ve istatistiksel üst limit aşağıdaki gibi tanımlanır: 

                                    lim       

ve 

                               
      

        lim    
    

Tanım 3.1        bir metrik uzay olsun. Boş olmayan kapalı herhangi      

altkümeleri için, eğer 

                            

oluyorsa,      dizisi   kümesine Kuratowski istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durumda 

           yazılır. 

Altkümelerin bir      dizisinin alt istatistiksel limiti       elemanlarının dizilerinin 

istatistiksel limitlerinin kümesi ve üst istatistiksel limiti ise böyle dizilerin istatistiksel 

yığılma noktalarının kümesidir.   

Tanım 3.2        bir metrik uzay olsun. Boş olmayan kapalı herhangi        

altkümeleri için, eğer           dizisi        ya istatistiksel yakınsaksa; yani           

her     ve her     için, 

lim
   

 

 
                              

oluyorsa, veya 

                         (h.h. )                                 (3.1) 

sağlanıyorsa      dizisi   kümesine Wijsman istatistiksel yakınsaktır denir. Bu 

durumda             yazılır. 

Wijsman istatistiksel yakınsak dizilerin oluşturduğu kümeyi      ile göstereceğiz. 
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Eğer (3.1) eşitsizliği sonlu sayıda   haricindeki bütün diğer    kümeleri için geçerliyse 

o zaman   lim      olduğu açıktır. Bu ise   lim      olması durumunda 

            olması gerektiğini verir. 

Örnek için,      ve        aşağıdaki dizi olsun: 

     

                                          

      ğ              

  

Bu dizi Wijsman yakınsak değildir. Fakat 

 

 
                              

  

 
 

olduğundan bu dizi       kümesine Wijsman istatistiksel yakınsaktır. 

Başka bir örnek için,      ve      aşağıdaki dizi olsun: 

     
                     

 

 
                         

          ğ              

  

Bu dizi de           kümesine Wijsman istatistiksel yakınsaktır fakat Wijsman 

yakınsak değildir. 

Tanım 3.3        bir metrik uzay ve   ,   in boş olmayan kapalı herhangi altkümeleri 

olsun. Eğer her     için, 

lim
   

 

 
       su 

   
                       

oluyorsa, veya 

su                             (h.h. ) 

sağlanıyorsa,      dizisi   in kapalı bir   altkümesine Hausdorff istatistiksel 

yakınsaktır denir. Bu durumda             yazılır. 
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En iyi yakınsaklık teorilerinde, limit değerini kullanmaksızın, yakınsaklığı doğrulamak 

için kullanılabilen bir kritere sahip olmak arzu edilir. Burada, bu amaç için Cauchy 

yakınsaklık kriterinin istatistiksel benzerini tanıtacağız. 

Tanım 3.4        bir metrik uzay ve   ,   in boş olmayan kapalı herhangi altkümeleri 

olsun. Eğer her     ve her     için, 

lim
   

 

 
                              

olacak şekilde bir        sayısı varsa,      dizisine Wijsman istatistiksel Cauchy 

denir. 

Teorem 3.1        bir metrik uzay olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir: 

            dizisi Wijsman istatistiksel yakınsak dizidir. 

            dizisi Wijsman istatistiksel Cauchy dizidir. 

       h.h.  için       olacak şekilde bir Wijsman yakınsak      dizisi vardır. 

İspat.            Kabul edelim ki             ve     olsun. O halde h.h.  

için, 

                 
 

 
 

dir. Eğer   sayısı  

                 
 

 
 

olacak şekilde seçilirse h.h.  için, 

                                                    
 

 
 

 

 
 

elde edilir. Böylece      bir Wijsman istatistiksel Cauchy dizidir. 

            Kabul edelim ki      doğru olsun ve 

                        

aralığı h.h.  için         yı içerecek şekilde bir   sayısı seçelim. 
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Şimdi  

           
  

 

 
        

  
 

 
  

aralığı h.h.  için         yı içerecek şekilde bir    sayısı seçmek için      yi 

uygulayalım. Şimdi de h.h.  için         aralığının         yı içerdiğini gösterelim. 

                                                         

olduğundan, 

lim
   

 

 
                      

 lim
   

 

 
                   lim

   

 

 
                      

olur. Bu nedenle   , h.h.  için         yı içeren ve uzunluğu   e eşit ya da daha küçük 

olan kapalı bir aralıktır. Şimdi h.h.  için, 

           
  

 

 
        

  
 

 
  

aralığı         yı içerecek şekilde bir    sayısı seçerek devam edelim. Bir sonraki 

aşamada da          aralığı h.h.  için         yı içerecek şekilde işlemlere devam 

edelim. Böylece,    aralığının uzunluğu  
 

 
  ye eşit veya daha küçüktür. 

Bu sürece devam ederek tümevarımla, her    için         olacak şekilde kapalı 

aralıkların bir      dizisini oluştururuz.    nin uzunluğu      den daha büyük değildir 

ve h.h.  için             dir. İç içe Aralıklar Teoremine göre 

   

 

   

 

ifadesine eşit olan bir   sayısı vardır. Burada, h.h.  için            olduğu gerçeğini 

kullanarak      için 

 

 
                     

 

 
                                             

olacak şekilde artan bir      pozitif tamsayı dizisi seçelim. 
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Şimdi,  

        ve              

olacak şekilde      dizisinin bütün terimlerinden oluşan bir        altdizisini 

tanımlayalım. O zaman             olur.  

Bir sonraki işlem olarak, 

     

                             

      ğ              

  

ile belirtilen      dizisini tanımlayalım.  

Bu durumda, lim       dır;   
 

 
   ve      olması durumunda, hem       

lim       anlamındaki   , hem de          olur ve     ,     aralığının 

uzunluğunu belirtmek üzere, 

                               

dir. Ayrıca h.h.  için        olduğunu göstereceğiz. Bunun için           iken 

                                          

olduğunu göstermeliyiz. Böylece (3.2) eşitsizliği yardımıyla 

 

 
                         

 

 
                     

 

 
 

olur. Bundan dolayı     iken limit    ve h.h.  için       elde edilir. 

           Son olarak       nin sağlandığını kabul edelim. Yani h.h.  için       ve 

lim        olsun.     verilsin. O zaman her   için, 

                           

                                                  

olur. lim        olduğundan, ikinci küme sabit        sayıda eleman içerir. 
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Bu nedenle h.h.  için        olduğundan, 

lim
   

 

 
                             

 lim
   

 

 
                        lim

   

 

 
   

dır. Böylece     elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Aşağıdaki teoremlerde Wijsman ve Hausdorff istatistiksel yakınsaklık için Tauberian 

koşulunu vereceğiz. 

Teorem 3.2        bir metrik uzay olsun. Eğer      dizisi 

             ve  her      için           
 

 
  

şatlarını sağlayacak şekilde bir diziyse, o zaman                       olmak 

üzere           dır. 

İspat.       dizisinin   kümesine Wijsman istatistiksel yakınsak olduğunu kabul 

edelim. O zaman             ve h.h.  için      ,           olacak 

şekilde bir      dizisi seçebiliriz.  

Her   için                       olmak üzere             ile 

belirtelim. Eğer              kümesi boş küme ise          alınır. Bu, en 

fazla sonlu sayıda   için elde edilebilir. Şimdi 

lim
 

    

    
                                                                  

olduğunu göstereceğiz. Eğer 

    

    
     

ise o zaman 

 

 
               

 

         
     

    
    

 
     

 
 

   
 

olur. 
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Böylece, sonsuz sayıda   için 
    

    
   ise, h.h.  için        olmasıyla bir çelişki 

elde ederiz. Bu durumda       geçerli olur.          
 

 
  olduğundan bütün   lar ve 

her     için 

         
 

 
 

olacak şekilde sabit bir   sayısı vardır. Bu nedenle, 

                                                  

                                                   

           

      

 
     

    
 

dır.       eşitliği yardımıyla, son ifade     iken   a yakınsar. Böylece,                        

          olduğundan            olduğu sonucuna varırız. 

Teorem 3.3         bir metrik uzay olsun. Eğer      ,               olacak 

şekilde bir dizi ve 

su 
   

         
 

 
  

ise, o zaman           dır. 

İspat.       dizisinin   kümesine Hausdorff istatistiksel yakınsak olduğunu kabul 

edelim. O zaman             ve h.h.  için      ,           olacak 

şekilde bir      dizisi seçebiliriz. 

Her   için                       olmak üzere             ile 

belirtelim. Eğer               kümesi boş küme ise         alınır. Bu, en 

fazla sonlu sayıda   için elde edilebilir. 

Şimdi 

lim
 

    

    
                                                               

olduğunu göstereceğiz. 
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Eğer 

    

    
     

ise, o zaman 

 

 
               

 

         
     

    
    

 
     

 
 

   
 

olur. Böylece, sonsuz sayıda   için 
    

    
   ise, h.h.  için       olmasıyla bir 

çelişki elde ederiz. Bu durumda       e benzer olarak 

su 
   

                         (h.h. )                             (3.5) 

geçerli olur. 

su 
   

         
 

 
  

olduğundan bütün   lar için 

su 
   

         
 

 
 

olacak şekilde sabit bir   sayısı vardır. Bu nedenle 

su 
   

                     su 
   

                             

                                                  su 
   

        

           

      

 
     

    
 

dır.       eşitliği yardımıyla, son ifade     iken   a yakınsar. Böylece,                 

          olduğundan           olduğu sonucuna varırız. 

Teorem 3.4        bir metrik uzay ve     ,   in boş olmayan kapalı alt kümelerinin bir 

dizisi olsun. Eğer     , Wijsman istatistiksel yakınsak ise o zaman     , Kuratowski 

istatistiksel yakınsaktır. 

İspat.  Sadece 

                          

olduğunu göstermemiz yeterlidir.  
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Sabit                ve     olsun. Wijsman istatistiksel yakınsak bir dizi aynı 

zamanda Wijsman istatistiksel Cauchy olduğundan h.h.  için 

                  
 

 
 

olacak şekilde   sayısı seçilebilir ve 

        
 

 
 

dir. Burada h.h.  için 

                                    

elde edilir. Tanıma göre                elde ederiz ve bu da ispatı tamamlar. 

Aşağıdaki teorem, tanım 3.2  ve  3.3 den elde edilir. 

Teorem 3.5        bir metrik uzay ve     ,    in boş olmayan kapalı alt kümelerinin 

bir dizisi olsun. Eğer      Hausdorff istatistiksel yakınsak ise, o zaman      Wijsman 

istatistiksel yakınsaktır. 

İspat.  Kabul edelim ki,      dizisi Hausdorff istatistiksel yakınsak olsun. O zaman her 

    için, 

lim
   

 

 
       su 

   
                       

dir. 

Burada her     için, 

                                   su 
   

                     

olduğu da dikkate alınırsa istenen sonuç elde edilir. 
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4. KUVVETLİ TOPLANABİLİR KÜME DİZİLERİ   

Bu bölümde, Nuray ve Rhoades (2012) tarafından incelenen Kuratowski Cesaro 

toplanabilir, Wijsman Cesaro toplanabilir ve Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir 

küme dizilerini tanıtacağız. Ayrıca Wijsman istatistiksel yakınsak ve Wijsman kuvvetli 

Cesaro toplanabilir küme dizileri arasındaki ilişkiyi vereceğiz. 

      bir metrik uzay olsun.   in boş olmayan    altkümelerinin      dizisi için, alt 

Cesaro limit 

                       lim
   

 

 
          

 

   

  

ve üst Cesaro limit 

                       lim
   

   
 

 
          

 

   

  

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 4.1        bir metrik uzay olsun. Boş olmayan herhangi      altkümeleri 

için eğer 

                                  

ise      dizisi   kümesine Kuratowski Cesaro toplanabilirdir denir. 

Tanım 4.2        bir metrik uzay ve        boş kümeden farklı kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer           dizisi        ya Cesaro toplanabilir ise; yani her 

    için 

lim
   

 

 
               

 

   

 

oluyorsa,      dizisi   kümesine Wijsman Cesaro toplanabilirdir denir. 
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Tanım 4.3        bir metrik uzay ve        boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer           dizisi        ya kuvvetli toplanabilir ise; yani her 

    için 

lim
   

 

 
                   

 

   

 

oluyorsa,      dizisi   kümesine Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir. 

Tanım 4.4        bir metrik uzay ve        boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer           dizisi        ya kuvvetli  -Cesaro toplanabilir ise; 

yani her   pozitif reel sayısı ve her     için 

lim
   

 

 
                    

 

   

 

oluyorsa,      dizisi   kümesine Wijsman kuvvetli  -Cesaro toplanabilirdir denir. 

Teorem 4.1        bir metrik uzay ve   pozitif bir reel sayı olsun. O zaman, boş 

olmayan kapalı herhangi        altkümeleri için; 

    Eğer      dizisi   kümesine Wijsman kuvvetli  -Cesaro toplanabilir ise, 

     dizisi   kümesine Wijsman istatistiksel yakınsaktır. 

    Eğer      dizisi sınırlı ve   kümesine Wijsman istatistiksel yakınsak ise, 

     dizisi   kümesine Wijsman kuvvetli  -Cesaro toplanabilirdir. 

İspat.      Herhangi      dizisi için     bir sabit olsun.      dizisinin   kümesine 

Wijsman kuvvetli  -Cesaro toplanabilir olduğunu kabul edelim. Bu durumda, her   

pozitif reel sayısı ve her     için 

lim
   

 

 
                    

 

   

 

dır. 
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Böylece, her     için sağlanan 

                                                

 

   

 

eşitsizliği de dikkate alınırsa,      dizisinin   kümesine Wijsman istatistiksel yakınsak 

olduğu elde edilir. 

          dizisi sınırlı ve   kümesine Wijsman istatistiksel yakınsak olsun.      dizisi 

sınırlı olduğundan 

su 
 

                   

diyelim.     verilsin ve bütün      lar için 

 

 
                         

 

 
 

 
  

   
 

   
 

olacak şekilde bir    seçelim. 

                           
 

 
 

 
  

  

ile gösterelim. O zaman, 

 

 
                  
 

   

 
 

 

 

                   

    

                   

    
     

 

 
 

 

  

   
   

 

 

  

 
 

 

 
 

 

 
   

olur. Böylece,      dizisi   kümesine Wijsman kuvvetli  -Cesaro toplanabilirdir. 
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5. KUVVETLİ HEMEN HEMEN YAKINSAK KÜME DİZİLERİ 

Bu bölümde, Nuray ve Rhoades (2012) tarafından incelenen küme dizileri için Wijsman 

hemen hemen yakınsaklık, Wijsman kuvvetli hemen hemen yakınsaklık ve Wijsman 

hemen hemen istatistiksel yakınsaklık kavramlarını tanıtacağız. Ayrıca, Wijsman 

kuvvetli hemen hemen yakınsak ve Wijsman hemen hemen istatistiksel yakınsak küme 

dizileri arasındaki ilişkiyi vereceğiz. Kuratowski hemen hemen yakınsaklık ve 

Hausdorff hemen hemen yakınsaklık kavramları da benzer şekilde tanımlanabilir. 

Tanım 5.1        bir metrik uzay ve        boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her     için   ye göre düzgün olarak 

lim
   

 

 
          

 

   

        

oluyorsa,      dizisi   kümesine Wijsman hemen hemen yakınsaktır denir. 

Tanım 5.2        bir metrik uzay ve        boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her     için   ye göre düzgün olarak 

lim
   

 

 
                   

 

   

   

oluyorsa,      dizisi   kümesine Wijsman kuvvetli hemen hemen yakınsaktır denir. 

       ve     sırasıyla, bütün sınırlı, Wijsman yakınsak, Wijsman hemen hemen 

yakınsak ve Wijsman kuvvetli hemen hemen yakınsak küme dizilerinin kümesini 

göstersin. 

           

olduğu kolayca görülür. 

Tanım 5.3        bir metrik uzay ve        boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her     ve   pozitif reel sayısı için   ye göre düzgün olarak 

lim
   

 

 
                    
 

   

   

oluyorsa,      dizisi   kümeine Wijsman kuvvetli  -hemen hemen yakınsaktır denir. 



   

25 

 

Tanım 5.4        bir metrik uzay ve        boş olmayan kapalı herhangi 

altkümeler olsun. Eğer her     ve her     için   ye göre düzgün olarak 

lim
   

 

 
                                

oluyorsa,      dizisi   kümesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakınsaktır denir. 

Teorem 5.1        bir metrik uzay ve   pozitif bir reel sayı olsun. O zaman        

boş olmayan kapalı altkümeleri için, 

    Eğer      dizisi   kümesine Wijsman kuvvetli  -hemen hemen yakınsak 

ise, o zaman      dizisi   kümesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakınsaktır. 

    Eğer      sınırlı bir dizi ve   kümesine Wijsman hemen hemen istatistiksel 

yakınsak ise, o zaman      dizisi   kümesine Wijsman kuvvetli  -hemen hemen 

yakınsaktır. 

İspat.      Herhangi      dizisi için     bir sabit olsun.      dizisinin   kümesine 

Wijsman kuvvetli  -hemen hemen yakınsak olduğunu kabul edelim. Bu durumda, her 

    ve     pozitif reel sayısı için   ye göre düzgün olarak 

lim
   

 

 
                    
 

   

   

 

dır. Böylece, her     için   ye göre düzgün olarak sağlanan 

                                                    

 

   

 

eşitsizliği de dikkate alınırsa,      dizisinin   kümesine Wijsman hemen hemen 

istatistiksel yakınsak olduğu elde edilir. 

          dizisi sınırlı ve   kümesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakınsak 

olsun.      dizisi sınırlı olduğundan   ye göre düzgün olarak 

su 
 

                     

diyebiliriz. 
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    verilsin ve bütün      lar için   ye göre düzgün olarak 

 

 
                           

 

 
 

 
  

   
 

   
 

olacak şekilde bir    seçelim. 

                             
 

 
 

 
  

  

ile gösterelim. O zaman   ye göre düzgün olarak 

 

 
                    
 

   

 
 

 

 

                     

    

                     

    
     

 

 
 

 

  

   
   

 

 

  

 
 

 

 
 

 

 
   

olur. Böylece,      dizisi   kümesine Wijsman kuvvetli  -hemen hemen yakınsaktır. 
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6. KÜME DİZİLERİNİN LACUNARY İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIĞI 

Bu bölümde, Ulusu ve Nuray (2013) tarafından incelenen küme dizilerinin Wijsman 

lacunary istatistiksel yakınsaklığı kavramını tanıtıp, bu kavram ile küme dizilerinin 

Wijsman istatistiksel yakınsaklığı kavramı arasındaki ilişkileri vereceğiz. 

Tanım 6.1        bir metrik uzay,        bir lacunary dizi ve        boş 

olmayan kapalı herhangi altkümeler olsun. Eğer her     ve her     için, 

lim
 

 

  

                               

oluyorsa,      dizisi   kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yakınsaktır denir. Bu 

durumda     lim      veya            yazılır. 

Wijsman lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin oluşturduğu kümeyi       ile 

göstereceğiz. 

Örnek 6.1      alalım ve      dizisini aşağıdaki şekilde tanımlayalım; 

     

                                                   

      ğ              

  

Burada, 

lim
   

 

  

                               lim
   

        

  
   

olduğundan bu dizi       kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yakınsaktır. 

Teorem 6.1  Herhangi        lacunary dizi için, eğer lim in        ise o zaman, 

                             

dır. 

İspat.  lim in       olsun. Bu durumda, yeterince büyük   için        olacak 

şekilde bir       sayısı vardır ve  

  

  
 

       

  
   

 

  
 

 

   
 

eşitsizliği sağlanır.  
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Böylece, her     ve yeterince büyük   için, 

 

  

                             
 

  

                             

                                                     
  

  
 

 

  

                              

                                                          
 

   
 

 

  

                              

eşitsizliğini elde ederiz. Bu son eşitsizlikte       iken limite geçilirse, 

 

   
 lim
   

 
 

  

                              

                                                                         lim
   

 

  

                             

olur. Burada,    lim      olduğu da dikkate alınırsa, bu son eşitsizliğin sağ 

tarafındaki limit sıfıra eşit olur. O halde, 

lim
   

 

  

                               

olacağından             olduğunu elde ederiz. 

Teorem 6.2  Herhangi        lacunary dizi için, eğer lim su        ise o zaman, 

                           

dır. 

İspat. Eğer  lim su       ise o zaman bütün   ler için      olacak şekilde bir 

     sayısı vardır.    lim      olduğunu kabul edelim. O zaman, eğer 

                                

ile gösterilirse,             olduğundan, verilen her     için       

olduğunda  

 

  

                            
  

  
   

şartını sağlayan bir      vardır.  
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Şimdi                   ile gösterelim ve  ,          olacak şekilde 

herhangi tamsayı olsun. O halde, 

 

 
                           

 

    

                            

                                                                         
 

    
            

             

                                                                         
 

    
    

 

    
      

     

     
     

  

  
  

                                                                         
    

    
 

 

    
 su 

    

  

  
              

                       
    

    
   

      

    
 

                                                                         
    

    
      

    

    
                                     

eşitsizliğini yazabiliriz. Yani, 

 

 
                           

    

    
     

elde ederiz. Bu son eşitsizlikte limite geçilirse,         iken       olacağından, 

lim
   

 

 
                           lim

   

    

    
       

elde ederiz. O halde,  

lim
   

 

 
                             

olur. Bu ise              olduğunu gösterir. 

Teorem 6.1  ve Teorem 6.2  den aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 6.3         bir lacunary dizi olsun. Eğer  

  lim in 
 

   lim su 
 

     

ise o zaman            dır. 
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Teorem 6.4  Eğer                 ise, o zaman  

                    

dır. 

İspat.    lim     ,    lim      ve     olduğunu kabul edelim. 

 

 
                   ve  her      için 

lim
 

 

 
                              

olduğunu elde ederiz. 

 

 
                            

istatistiksel limit ifadesinin    inci terimini göz önüne alalım. 

O halde,             olmasından dolayı 

   
 

  

                               

olmak üzere, 

 

  

                            

 
 

  
       

 

   

                       

                       
 

  
                             

 

   

 

                                 
 

   
 
   

                             

 

   

 

 
 

   
 
   

   

 

   

                                                                         

eşitliğini yazabiliriz.  
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       bir lacunary dizi olduğundan       ifadesi   nun regüler ağırlıklı ortalama 

dönüşümüdür ve bundan dolayı       ifadesi de     iken sıfıra yakınsar. Ayrıca bu, 

 
 

 
                            

   

 

 

dizisinin bir alt dizisi olduğundan 

lim
 

 

 
                              

sonucuna ulaşırız. Bu çelişki ise,     olamayacağını yani     olduğunu gösterir. 
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