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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

KUME DIiZILERININ
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI UZERINE
Ali Riza BAKI
Afyon Kocatepe Universitesi

Fen Bilimleri Enstittisu

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Yrd. Dog¢. Dr. Ugur ULUSU

Bu tez caligsmasi alt1 ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, calistigimiz konu ile ilgili kavramlarin tarihsel gelisimi ve genel bir
literatiir bilgisi verilmistir. ikinci boliimde, ¢alismamiz igin temel teskil eden tanim,
notasyon ve teoremlerden bahsedilmistir. Ugiincii boliimde ise, kiime dizileri igin
istatistiksel yakinsaklik kavramlari, bunlarin kendilerine 06zgli 6zellikleri ve bu
kavramlar arasindaki iligkiler verilmistir. Dordiincii boliimde, kiime dizileri i¢in Cesaro
toplanabilirlik kavramlart tanitilmis ve bu kavramlarin kiime dizilerinin istatistiksel
yakinsakligi ile iliskisi gosterilmistir. Besinci bolimde, kiime dizileri igin hemen hemen
yakinsaklik kavramlar1 ve hemen hemen istatistiksel yakinsaklik kavrami verilerek
bunlar arasindaki iliski gosterilmistir. Son boliim olan altinci bdliimde ise, kiime dizileri
icin lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilip, bu kavramin kiime dizilerinin

istatistiksel yakinsakligi ile iliskisi verilmistir.

2015, v + 35 sayfa

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakisaklik, Cesaro toplanabilme, hemen hemen

yakinsaklik, lacunary dizi, Wijsman yakinsaklik, kiime dizisi.



ABSTRACT
M.Sc Thesis

ON STATISTICAL CONVERGENCE
OF SEQUENCES OF SETS

Ali Riza BAKI
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Matematics

Supervisor: Assitant Prof. Dr. Ugur ULUSU

This thesis consists of six main parts.

In the first part, the historical development of the subject and a general literature about it
are given. In the second part, basic definitions, notations and theorems necessary for our
work are illustrated. In the third part, statistical convergence concepts for sequences of
sets, their unique properties and relations between these concepts are discussed. In the
fourth part, Cesaro summability concepts for sequences of sets are introduced and the
relations of these concepts between statistical convergence of sequences of sets are
indicated. In the fifth part, almost convergence concepts and almost statistical
convergence concept for sequences of sets are given and the relations between them are
discussed. In the sixth part, lacunary statistical convergence for sequences of sets are
introduced and its relation with statistical convergence of sequences of sets is denoted.
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SIMGELER DiZIiNi

Simgeler
N Dogal sayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi
leo Sinirl dizilerin kiimesi
c Yakinsak diziler kiimesi
ac Hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesi
lac| Kuvvetli hemen hemen yakinsak diziler kiimesi
d(x,A) x noktasinin A kiimesine uzakligi
{Ai} Kiime dizisi
0 = {k,} Lacunary dizi
S Istatistiksel yakinsak diziler uzayi
So Lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzay1
8(K) K kiimesinin dogal yogunlugu
{ws} Wijsman istatistiksel yakinsak diziler kiimesi
{(WSe} Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak diziler kiimesi
Lo Sinirli kiime dizilerinin kiimesi
C Wijsman yakinsak diziler kiimesi
F Wijsman hemen hemen yakinsak diziler kiimesi
[F] Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsak diziler kiimesi




1. GIRIS

Yakinsaklik kavrami, analiz ve fonksiyonel analiz alaninin temelini olusturmaktadir.
Yakisaklik kavraminin bir genellestirmesi olan ve temeli pozitif tamsayilarin dogal
yogunlugu kavramimna dayanan istatistiksel yakinsaklik kavrami ise toplanabilme
teorisinde ve fonksiyonel analizde énemli bir yer tutmaktadir. Istatistiksel yakimsaklik
kavrami ilk kez Steinhaus tarafindan 1949 da katildig1 bir konferansta verilmistir. Bu
konudaki ilk makale ise Fast (1951) tarafindan yaymlanmistir. Ayrica Schoenberg
(1959) ve Buck (1953) tarafindan da birbirinden bagimsiz olarak c¢alisilmistir.
Istatistiksel yakinsakligin reel ve kompleks diziler ile iliskisi Buck (1953) tarafindan ve

toplanabilme teorisi ile iligkisi Schoenberg (1959) tarafindan verilmistir.

Istatistiksel ~yakinsaklik kavrami ile Cesaro toplanabilirlik, kuvvetli Cesaro
toplanabilirlik ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik kavramlari arasindaki iliskiler

Connor (1998) tarafindan verilmistir.

llerleyen zamanlarda Fridy ve Orhan (1993), lacunary dizi kavramini kullanarak,
istatistiksel yakinsaklikla arasinda 6nemli iliskiler bulunan ve yine yakinsaklik alaninda
onemli bir yer tutan lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini tanitmistirlar. Fridy ve
Orhan (1993) ¢alismalarinda; basta istatistiksel yakinsaklik kavrami olmak tizere diger
toplanabilme metodlari ile lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iligkileri

incelemiglerdir.

Dizilerin istatistiksel {ist limit ve istatistiksel alt limit kavramlar1 da yine Fridy ve Orhan

(1997) tarafindan verilmistir.

Dizilerin hemem hemen yakinsakligi fikri Lorenz (1948) tarafindan ortaya atilmistir.
Ayrica Maddox (1978) ve Freedman (1978) tarafindan da birbirinden bagimsiz olarak

dizilerin kuvvetli hemen hemen yakinsaklig1 kavrami tanitilmistir.

Kime dizilerinin limiti 1902 de Painleve tarafindan, onun 6grencisi Zoretti’ nin rapor
etmesiyle tanitilmistir. Fakat bu kavramlar Kuratowski tarafindan, onun {inli kitabi
“Topoloji” de popiiler olmustur. Bu yiizden literatiirde sik sik dizilerin Kuratowski

limiti olarak adlandirilir.



Painleve tarafindan tanitilan kiime yakinsakliklari uzun bir matematik tarihine sahip
olmasina ragmen, sadece son otuz yil siiresince; optimizasyon, denklem sistemleri ve
diger benzer konularda yaklagimlar ile ugrasmak icin temel bir arag olarak goriilmeye

baslanmustir.

Reel dizilerin yakinsakligi kavrami bir¢cok arastirmaci tarafindan kiime dizilerinin
yakinsakligina genisletilmistir. Kiime dizileri i¢in yakinsaklik kavramlari, siklikla
1980’11 yillarda arastirmalara konu olmaya baslamis ve bu konudaki ¢alismalar basta
Beer (1985,1987,1994,2002) olmak {iizere, Wijsman (1964,1966), Baronti ve Papini
(1986) ve diger bircok matematik¢i tarafindan yakin zamana kadar yapilmustir.
Arastirmacilar tarafindan yapilan bu galigmalarda kiime dizileri i¢in verilen yakinsaklik
kavramlarindan en yaygin olarak kullanilanlar ve bizim arastirmamiz igin de temel
olusturacak olan birkag tanesi; “Kuratowski yakinsaklik (K)”, “Wijsman yakinsaklik
(W)” ve “Hausdorff yakinsaklik (H)” tir. Bu yakinsaklik tiplerinden (K) ve (H) uzun
zaman Once arastirmacilar tarafindan ¢alisilmistir. (W) yakinsaklik i¢in, Wijsman (1964,
1966), ve Beer (1994) bazi ¢alismalar yapmislardir. Baronti ve Papini (1986) kiime
dizileri i¢in (K), (H) ve (W) yakinsaklik arasindaki iliskileri gostermislerdir.

Bu tez calismasindaki amacimiz, yukarida da bahsedildigi gibi, bu genislemelerden
Kuratowski, Wijsman ve Hausdorff genislemelerini dikkate almak ve kiime dizilerinin
istatistiksel yakinsakligi kavramini tanimlamaktir. Ayrica bazi temel teoremler vermek
ve boylece reel say:1 dizileri i¢in gecerli sonuglarin genellestirmelerini elde etmektir.
Son olarak, kiime dizilerinin lacunary istatistiksel yakinsakligi kavramini da tanitip, bu
kavramim kiime dizilerinin istatistiksel yakinsakligi ile iligkisini vermek

amaglanmaktadir.

Bu baglamda, tez ¢alismasinda oncelikle; calismamizin daha anlagilir olmasi i¢in gerek
duyulan bazi temel kavramlar verilmistir. Daha sonra, ii¢lincli boliimde; kiime dizileri
icin Kuratowski istatistiksel yakinsaklik, Wijsman istatistiksel yakinsaklik ve Hausdorff
istatistiksel yakinsaklik kavramlari, bunlarin kendine 6zgii 6zellikleri ve bu kavramlar
arasindaki iligkiler verilmistir. Dordiincii boliimde; Kuratowski Cesaro toplanabilir,
Wijsman Cesaro toplanabilir ve Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir kiime dizileri

tanitilmastir.



Ayrica Wijsman istatistiksel yakinsak ve Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir kiime
dizileri arasindaki iliski verilmistir. Besinci boliimde; kiime dizileri i¢in Wijsman
hemen hemen yakinsaklik, Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsaklik ve Wijsman
hemen hemen istatistiksel yakinsaklik kavramlari tanitilmis ve Wijsman hemen hemen
istatistiksel yakinsak ve Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsak kiime dizileri
arasindaki iliski verilmistir. Son bolim olan altinci boliimde ise; kiime dizilerinin
lacunary istatistiksel yakinsakligi tanmitilip, bu kavramin kiime dizilerinin istatistiksel

yakinsakligi ile iliskisi verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismamizin daha anlasilir olmasi i¢in gerek duyulan bazi temel

kavramlar verilecektir.

Tamm 2.1 Tanmm kiimesi N* ={1,2,...,n,...} (dogal sayilar) kiimesi olan her

fonksiyona dizi denir.

Diziler deger kiimelerine gore adlandirilir. Eger bir dizinin deger kiimesi reel sayilar
kiimesi ise, diziye reel terimli dizi veya reel say: dizisi ya da reel dizi denir. Yani reel
terimli bir dizi

f:N*>R
seklinde bir fonksiyondur.

Genel terimi x,, olan bir dizi (x,) = {xy, x5, ..., X, ... } seklinde gosterilir.

Tamm 2.2 (x,) bir reel say1 dizisi ve x € R olsun. Her € > 0 i¢in, n > n; oldugunda
lx, — x| <e

olacak sekilde ¢ a bagli bir ny € N sayisi bulunabiliyorsa (x,) dizisi x e yakinsaktir
denir ve

limx, =x veya (x,) > x
seklinde gosterilir (Balc1 1999).

Herhangi bir sayiya yakinsayan diziye yakinsak dizi denir.

Tanmm 2.3 Eger her n > 0 sayisi i¢in |x,| < K olacak sekilde bir K > 0 sabit sayisi

bulunabiliyorsa (x,,) dizisine sinurl: dizi denir (Balc1 1999).
Teorem 2.1 Bir (x,,) dizisi yakinsak ise sinirhidir (Balc1 1999).

Tamim 2.4 (x,,) bir reel say1 dizisi olmak tizere; her € > 0 igin m,n = n, oldugunda
I, — x| < &

olacak sekilde bir ny, € N dogal sayisi varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi denir (Balci
1999).



Teorem 2.2 (x,,) bir Cauchy dizisi ise sinrlidir (Balc1 1999).

Teorem 2.3 (x,,) bir reel say1 dizisi olsun.

(x,) dizisi yakmsaktir < (x,) dizisi Cauchy dizisidir
(Balc1 1999).

Tanmmm 2.5 x = (x;) dizisi i¢in,

lim— ) x, =1L
n—-ocon
k=1

oluyorsa, x = (x;) dizisi L sayisina Cesaro toplanabilirdir denir (Basar 2011).

Tamm 2.6 x = (x;) dizisi i¢in,
n
1
lim— ) |x, —L| =0
n—-oon
k=1

oluyorsa, x = (x;) dizisi L sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir (Freedman et
al. 1978).

Tamim 2.7 p pozitif bir reel say1 olmak tizere x = (x;) dizisi igin,
n
1
lim— ) |x, —LIP=0
n
k=1
oluyorsa, x = (x;) dizisi L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir denir. (Connor

1998).

Tamim 2.8 Eger i ye gore diizgiin olarak

n

1
lim— ) x4 =1L
n—>oo n
k=1

oluyorsa, x = (x;) dizisi L sayisina hemen hemen yakinsaktir denir (Lorentz 1948).

Tamm 2.9 Eger i ye gore diizgiin olarak

n
lim— ) |xg i —L| =0
n-oon
k=1

ise x = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli hemen hemen yakinsaktir denir (Maddox 1979).



lo, ¢, ac ve |ac| sirasiyla, biitiin sinirli, yakinsak, hemen hemen yakinsak ve kuvvetli

hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesini gostersin. Bunlar arasinda

c Cac Clac| C ly

iliskisi vardir.

Tamm 2.10 Pozitif tamsayilardan olusan bir K kiimesinin dogal yogunlugu

1
6(K):=lim—|{k<n:k €K}
n-on

olarak tanimlanir (Niven et al. 1991).

Burada |[{k <n:k € K}| ifadesi K kimesinin n sayisindan biiyik olmayan

elemanlarinin sayisin1 gostermektedir.

Tanmm 2.11 Her ¢ > 0 i¢in,

1
lim—|{fk<n: |x,—Ll=¢€}=0

n-oon
oluyorsa, x = (xy) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st — limx, = L
seklinde gosterilir (Fridy 1985).
Istatistiksel yakisaklik ve adi manada yakisaklik arasindaki iliski asagidaki gibidir.
limx, =L = st —limx;, =L

Bunun tersi genelde gecerli degildir.

Ornek 2.1 Eger,

(xr) =
olarak tanimlanirsa,
(xx) = (1,0,0,1,0,0,0,0,1, ...)
seklindedir. Bu durumda, (x;) dizisi istatistiksel yakinsaktir fakat adi anlamda yakinsak

degildir.

Eger x = (x;) dogal yogunlugu sifir olan bir kiime disindaki biitiin k lar i¢in P
Ozelligini saglayan bir dizi ise, o zaman (x) dizisi hemen hemen her k i¢in P 6zelligini

saglar deriz ve bu ifadeyi h.h.k olarak kisaltiriz.



Fridy (1985); Eger x istatistiksel yakinsak bir dizi ise, o zaman h.h.k i¢in x;, = y;

olacak sekilde yakinsak bir y dizisinin varligini gosterdi.

Tamim 2.12 x = (x;) reel say1 dizisinin istatistiksel tist limiti;

1
Bﬁz@ER:hmaHkSn:m>bH¢®
n—-o0o

olmak tizere
supB, , B, # 0
st —limsup x :=
—o ) Bx = @
seklinde tanmimlanir. Benzer sekilde, x = (x;) reel say1 dizisinin istatistiksel alt limiti
Ise;
1
Ax:={ae]R: hm;l{kﬁn: xk<a}|¢0}
n—->oo
olmak tizere
infA, , A, +0Q
st — lim infx :=

w ., A=0

seklinde tanimlanir (Nuray ve Rhoades 2012).

Tamm 2.13 X bos olmayan bir kiime olsun. p: X X X — R fonksiyonu i¢in,

M1. p(x,y) =0 x=y

M2. p(x,y) = p(y,x)

M3. p(x,y) < p(x,2) + p(z,y)
sartlar1 saglaniyorsa, p ya X de bir metrik ve p ile birlikte X e metrik uzay denir. Bu
durum genellikle (X, p) ile gosterilir (Bayraktar 2000).
Tamm 2.14 (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir x € X noktasi ve X in bos
olmayan herhangi bir A altkiimesi i¢in; x in A ya olan uzakligi

d(x,A) = cllgflp(x' a)

olarak tanimlanir (Nuray ve Rhoades 2012).



Tamim 2.15 X # @ ve N dogal sayilar kiimesi olmak tiizere,
£iN 5 P(X)

seklinde tanimli fonksiyon her k € N i¢in P(X) de bir

f(k) = Ay € P(X)
kiimesi belirler. Bu f fonksiyonunun goriintii kiimesini olusturan A4, A4,, ... kiimelerinin
olusturdugu {A,} = {44, A,, ... } dizisine kiime dizisi denir.
Tanmmm 2.16 {A;}, (X,p) metrik uzaymda bir kiime dizisi olsun. {4;} dizisinin alt
limiti,

liminfA, :={x € X : 3(a,) < (4y), a, > x}
ve ust limiti,
lim sup Ay := {x € X : 3(k;) El(akl.) ( (Akl.), ay, - x}

olarak tanimlanir (Nuray ve Rhoades 2012).

Burada (k;) dogal sayilarin artan bir dizisini gosterir ve bir alt dizi i¢in indeks kiimesini

temsil eder.

Altkiimelerin bir {4} dizisinin alt limiti, a; € A, elemanlarindan olusan dizilerin
limitlerinin kiimesidir ve iist limiti de boyle dizilerin yigilma noktalarinin kiimesidir.

Alt limit ve iist limit kapalidir. Bu limitler arasinda

lim inf A;, C lim sup 4;
iligkisinin bulundugu ve ayrica

d(x, Ay) = d(x, A)

oldugundan, A altkiimelerinin alt limiti “lim inf 4, ”, ist limiti “lim sup A;” ve onlarin

A, kapanmiglariin kendileriyle ¢akisik oldugu aciktir (Nuray ve Rhoades 2012).

Tamm 2.17 Eger,

A =liminfA; = lim sup 4; = lim 4,

ise X in bir A altkiimesine, {A;} dizisinin limit kiimesi veya kisaca limiti denir (Nuray

ve Rhoades 2012).



Literatiirde bu anlamdaki yakinsaklik; Kuratowski yakinsaklik, topolojik yakinsaklik
veya kapali yakinsaklik olarak da adlandirilir. A; altkiimelerinin azalan herhangi bir

dizisi, kapaniglarinin kesigimi olan bir limite sahiptir.

Eger n = m oldugunda A,, € A,, ise, 0 zaman

k=0

dir.

Bir dizinin {ist limiti bos olabilir (yani bu durumda, a, € A, elemanlariin olusturdugu
higbir dizi yigilma noktasina sahip degildir). {a,} tek nokta kiime dizileri igin, “eger
varsa” kiime limiti ya bostur (yani bu durumda, a; elemanlarmin dizisi yakinsak

degildir) ya da dizinin limiti olan tek noktadan ibarettir.
X in bos olmayan Aj, altkiimelerinin {A;} dizisi i¢in,
liminf A, := {x eEX: llim d(x,Ay) = 0}
ve
lim sup Ay := {x €EX: I!im infd(x,A;) = O}

dir.
Tanmm 2.18 (X, p) bir metrik uzay ve A,A, € X bos olmayan kapali herhangi
altkiimeler olsun. Eger her x € X i¢in

]lim d(x,A;) = d(x,A)

oluyorsa, {A,} dizisi A kiimesine Wijsman yakinsaktir denir. Bu durumda,
W —1limA;, = A olarak yazilir (Baronti and Papini 1986).

Kiime dizilerinin Wijsman yakinsakliginin daha iyi anlasilmasi i¢in asagidaki Ornegi

verebiliriz.



Ornek 2.2 (x, y)-diizleminde asagidaki cemberler dizisini goz oniine alalim:
A ={Cy): x* +y? = 2ky = 0}
Bu dizi, k » o iken x-eksenine (yani A = {(x,y):y = 0} kiimesine) Wijsman

yakinsaktir.

Ormegimizi bir de sekil iizerinde gdsterelim;

y

Tanmm 2.19 (X,p) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan kapali herhangi
altkiimeleri olsun. Eger her x € X i¢in sup, d(x,A4;) < o oluyorsa {Ay} dizisi

siwrlidwr denir ve {4} € Lo, seklinde yazilir (Nuray ve Rhoades 2012).
Simdi Wijsman Cauchy dizisinin tanimini verelim.

Tanmm 2.20 (X,p) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan kapali herhangi
altkiimeleri olsun. Eger (d(x, 4;)) bir Cauchy dizisi ise; yani e > 0 ve her x € X igin,
m,n >k, oldugunda |d(x,A,,) —d(x,A,)| < o

olacak sekilde bir k, pozitif tamsayis1 varsa, {A;} dizisine Wijsman Cauchy denir
(Nuray ve Rhoades 2012).
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Eger d(x,A,) — d(x, A) noktasal yakinsakliginin yerine diizgiin yakinsaklik alinirsa, o

zaman uzun zamandir bilinen Hausdorff yakinsaklik elde edilir.

Tanmmm 2.21 (X, p) bir metrik uzay ve A, X in kapal altkiimelerinin bir dizisi olsun.
Eger,
im sup|d(x,A;) —d(x,A)| =0

|
k—oo yex

oluyorsa, {4, } dizisi A € X kapali kiimesine Hausdorff yakinsaktir denir. Bu durumda,
A = H — limA,, yazilir (Baronti and Papini 1986).

Kiime dizileri i¢in Hausdorff ve Wijsman yakinsaklik tanimlari, diziyi olusturan

kiimelerin kapali olmasini gerektirir. Aksi halde limit kiimesi iyi tanimlanmis olmaz.
Herhangi bir X metrik uzayinda,

Hausdorff yakinsaklik = Wijsman yakinsaklik = Kuratowski yakinsaklik

oldugu kolayca goriiliir. Kuratowski yakinsaklik uzaklik fonksiyonlarinin noktasal
yakinsaklig1 anlamina gelmez ve hatta noktasal yakinsaklik sonlu bir limite ulagtiginda,

limitin uzaklik fonksiyonu olmasina gerek yoktur.

Tanmim 2.22 6 = {k,} dizisi, k=0 ve r - o iken h, =k, — k,_; - o olacak
bigimde negatif olmayan tamsayilarin artan bir dizisi ise, 6 = {k,.} dizisine lacunary
dizi denir (Fridy ve Orhan 1993).

Bu c¢alisma boyunca, I, = (k,_q,k,] ile gosterilecek ve kk oran1 ¢, olarak

r—1

kisaltilacaktir.

Tamim 2.23 x = (x;) dizisi verilmis olsun. Eger her € > 0 igin,
1
lim—I|{k €L : |x,—Ll =¢€}|=0
r h,
olacak sekilde bir L sayist varsa, x = (x;) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel
yakinsaktir denir ve  Sg — lim x;, = L veya x;, — L(Sg) seklinde gosterilir (Fridy ve
Orhan 1993).
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3. KUME DiZILERININ iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde, Nuray ve Rhoades (2012) tarafindan incelenen kiime dizilerinin
Kuratowski, Wijsman ve Hausdorff istatistiksel yakinsakligi kavramlar ile ilgili temel

tanim, ornek ve teoremleri verecegiz.

(X, p) bir metrik uzay olsun. X in bos olmayan kapali A, altkiimelerinin {A;} dizisi

icin, istatistiksel alt limit ve istatistiksel iist limit asagidaki gibi tanimlanar:

st —liminfA, :={x € X : 3(ay) < (4;), st—Ilim a; = x}
ve
st — lim supAy :={x € X : 3(k)) 3(ay,) c (4x,), st—lim a;, = x}
Tammm 3.1 (X,p) bir metrik uzay olsun. Bos olmayan kapali herhangi A, € X
altkiimeleri i¢in, eger
st — lim supA, = st — LiminfA, = A

oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Kuratowski istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda

st — limA; = A yazilr.

Altkiimelerin bir {4, } dizisinin alt istatistiksel limiti a; € A, elemanlarinin dizilerinin
istatistiksel limitlerinin kiimesi ve st istatistiksel limiti ise boyle dizilerin istatistiksel

y1g1lma noktalarinin kiimesidir.

Tanmm 3.2 (X,p) bir metrik uzay olsun. Bos olmayan kapali herhangi 4,4, € X
altkiimeleri igin, eger (d(x,Ak)) dizisi d(x,A) ya istatistiksel yakinsaksa; yani

her € > 0 ve her x € X i¢in,

l {k <n: |d(x,Ay) —d(x,A)| =€} =0

lim
n-oon
oluyorsa, veya
|d(x,Ay) —d(x,A)| <e  (h.hk) (3.1)
saglaniyorsa {A;} dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir denir. Bu

durumda st — lim,, A, = A yazilir.

Wijsman istatistiksel yakinsak dizilerin olusturdugu kiimeyi {WS} ile gosterecegiz.
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Eger (3.1) esitsizligi sonlu sayida k haricindeki biitiin diger A, kiimeleri i¢in gecerliyse
0 zaman W —lim A; = A oldugu agiktir. Bu ise W — lim A; = A olmasi durumunda

st — lim,, A, = A olmasi gerektigini verir.
Omek i¢in, X = R ve {4,} asagidaki dizi olsun:

{fxeR:2<x<k} , kz=2vekbirkaretamsayiise,
Ak =
{1} , diger durumlarda.

Bu dizi Wijsman yakinsak degildir. Fakat

1
Ltk < n s 10 40 - e (1)) 2 e = 20

oldugundan bu dizi A = {1} kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir.

Baska bir 6rnek i¢in, X € R? ve {4,} asagidaki dizi olsun:

1
{(x, y)ER?: (x —1)2+y?2 = E} ,  k bir kare tamsay ise,
Ak =

{(0,0)} , diger durumlarda.

Bu dizi de A ={(0,0)} kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir fakat Wijsman

yakinsak degildir.

Tanmm 3.3 (X, p) bir metrik uzay ve Ay, X in bos olmayan kapali herhangi altkiimeleri
olsun. Eger her € > 0 i¢in,

1
lim —|{k <n: supld(x,Ay) — d(x, A)| = g}| =0

n-on X€EX

oluyorsa, veya
SUpyexld(x,A) —d(x,A)| <e  (h.hk)

saglaniyorsa, {A,} dizisi X in kapali bir A altkiimesine Hausdorff istatistiksel

yakinsaktir denir. Bu durumda st — limy A, = A yazilir.
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En iyi yakinsaklik teorilerinde, limit degerini kullanmaksizin, yakinsaklig1 dogrulamak
icin kullanilabilen bir kritere sahip olmak arzu edilir. Burada, bu amag i¢in Cauchy

yakinsaklik kriterinin istatistiksel benzerini tanitacagiz.

Tanim 3.4 (X, p) bir metrik uzay ve Ay, X in bos olmayan kapali herhangi altkiimeleri

olsun. Eger her € > 0 ve her x € X igin,

1
lim - {k <n:|d(x,Ax) —d(x,Ay)| =€} =0
n—->o0o

olacak sekilde bir N = N (&) sayis1 varsa, {A;} dizisine Wijsman istatistiksel Cauchy
denir.
Teorem 3.1 (X, p) bir metrik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(i) {A;} dizisi Wijsman istatistiksel yakinsak dizidir.
(ii) {Ag} dizisi Wijsman istatistiksel Cauchy dizidir.
(iii) h.h.k i¢in A, = By, olacak sekilde bir Wijsman yakinsak {B;} dizisi vardur.
Ispat. (i) = (ii) Kabul edelim ki st — lim,,A, = A ve £ > 0 olsun. O halde h.h.k
i¢in,
€
dir. Eger N sayisi
€

olacak sekilde segilirse h.h.k igin,

&

ldCx, A) = dCe A < 1dCr, A = d(x D]+ 1d(x, Ay) = d(x, I <5+

elde edilir. Boylece {A;} bir Wijsman istatistiksel Cauchy dizidir.

(ii) = (iii) Kabul edelim ki (ii) dogru olsun ve
] = [d(x!AN) - 1Fd(xFAN) + 1]

araligl h.h.k i¢in d(x, A;) y1 icerecek sekilde bir N sayist se¢elim.
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Simdi
, 1 1
J = [d(x,ANz) -5 d(x,Ay,) + 5]
araligi h.h.k i¢in d(x, Ax) w1 icerecek sekilde bir N, sayist segmek igin (ii) Vi
uygulayalim. Simdi de h.h.k igin J; = J N J" araliginin d(x, Ay) y1 igerdigini gosterelim.
{k<n:dx,A) ¢ Jn]}={k<n:d(xA) & J}u{k<n:d(xA ¢ ]}
oldugundan,

1
Tllir?oﬁl{k <n:d(xA4) € Jn]'}

1 1
< Tllim Zl{k <n:d(xAy) ¢ J} + lim ;I{k <n:d(x,A4,)¢ ]'}=0
—00 n-oo

olur. Bu nedenle J;, h.h.k i¢in d(x, Aj) y1 igeren ve uzunlugu 1 e esit ya da daha kiigiik

olan kapal1 bir araliktir. Simdi h.h.k igin,

. 1 1
J = [d(x, An,) — 7 d(x,Ay,) + Z]

arali@i d(x,Ay) y1 icerecek sekilde bir N sayist segerek devam edelim. Bir sonraki
asamada da J, = J; NJ araligi h.h.k igin d(x, A,) y1 igerecek sekilde islemlere devam
edelim. Boylece, J, araliginin uzunlugu % ye esit veya daha kiiglktiir.

Bu siirece devam ederek tlimevarimla, her m i¢in J,,,; C J,,, olacak sekilde kapali

araliklarin bir (J,,,) dizisini olustururuz. J,,, nin uzunlugu 2*~™ den daha biiyiik degildir

ve h.h.k igin d(x, Ay) € J,, dir. I¢ ice Araliklar Teoremine gore

ot
m=1

ifadesine esit olan bir 1 sayisi vardir. Burada, h.h.k i¢in d(x, Ay) € J,,, oldugu gergegini

kullanarak n > T, i¢in

1 1
- H{k <n: d(x,Ay) € a3 < — (3.2)

olacak sekilde artan bir (Ty,) pozitif tamsay1 dizisi segelim.
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Simdi,
k>T, Ve Tp<k<Tm

olacak sekilde {A;} dizisinin biitiin terimlerinden olusan bir C = {C,} altdizisini

tanimlayalim. O zaman d(x, A,) & Jn, olur.

Bir sonraki islem olarak,

{n} , Ay Cnin bir terimi ise,
Bk =
A, diger durumlarda,

ile belirtilen {B, } dizisini tanimlayalim.

Bu durumda, limBj = {n} di; £>%>0 ve k >T, olmasi durumunda, hem

lim B, = {n} anlamindaki A;, hem de B, = A, € J,, olur ve |J,,|, Jmn araligmin

uzunlugunu belirtmek tizere,

|d(x, Bi) — d(x, (nD| < | < 207™
dir. Ayrica h.h.k igin A = By, oldugunu gosterecegiz. Bunun igin T;, < k < Tp,44 iken
{k<n:d(A) #dx,B)}S{k<n: d(x,Ay) & Jn}
oldugunu gostermeliyiz. Boylece (3.2) esitsizligi yardimiyla
1
|

1 1
ke =mn:d(x,Ap) #d B} <~k <n: dx, A € Jm}l <—

olur. Bundan dolayi n — oo iken limit 0 ve h.h.k i¢in A, = By, elde edilir.

(iii) = (i) Son olarak (iii) nin saglandigini kabul edelim. Yani h.h.k i¢in 4, = By, ve

lim B, = {n} olsun. e > 0 verilsin. O zaman her n igin,

{k < n:ld(x, Ax) — d(x, {n})| = €}

c{k <n:d(x,Ax) # d(x,B)}U {k <n:|d(x,By) — d(x,{n})| > €}

olur. lim By = {n} oldugundan, ikinci kiime sabit [ = [(¢) sayida eleman igerir.
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Bu nedenle h.h.k i¢in A; = Bj oldugundan,
1
lim — |tk < n:|dCx, A) — d(x, )] = e}
1 ]
< lim —|{k <n:d(x,A;) #d(x,B)}| + lim —= 0
n—-oon n—-oon
dir. Boylece (i) elde edilir ve ispat tamamlanir.

Asagidaki teoremlerde Wijsman ve Hausdorff istatistiksel yakinsaklik i¢in Tauberian

kosulunu verecegiz.

Teorem 3.2 (X, p) bir metrik uzay olsun. Eger {4, } dizisi

st — limy A, = A ve herx € X igin Ady(x) = 0()

satlarin1 saglayacak sekilde bir diziyse, o zaman Adj (x) := dj41(x) — di(x) olmak

tizere W — limA;, = A dir.

Ispat. {A,} dizisinin A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsak oldugunu kabul
edelim. O zaman st — limy A, = A ve h.h.k igin Ay = By, W — limB), = A olacak

sekilde bir {B; } dizisi segebiliriz.

Her k i¢cin m(k) = max{i < k: A; = B;} olmak iizere k =m(k)+p(k) ile
belirtelim. Eger {i < k : A; = B;} kiimesi bos kiime ise m(k) = —1 almr. Bu, en

fazla sonlu sayida k icin elde edilebilir. Simdi

. pk)

lim——==0 3.3

) (3-3)
oldugunu gosterecegiz. Eger

p(k)

— > 0

o) £>

ise 0 zaman

1 1) < p(k) €
m " =m0 T T

1

olur.
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) > ¢ ise, h.h.k i¢in A, = B}, olmasiyla bir g¢eliski

.. .. pk
Boylece, sonsuz sayida k igin o =

elde ederiz. Bu durumda (3.1) gegerli olur. Ady(x) = O (%) oldugundan biitiin k lar ve

her x € X i¢in
K
|Ady (x)| < T

olacak sekilde sabit bir K sayis1 vardir. Bu nedenle,

|d (%, Bingy) — d(x, A)| = [d (%, Amey) — A(%, Ao +p00) |

m(k)+p(k)-1

< Z 1Ad;(x)] <
i=m(k)

p(k)K
m(k)

dir. (3.3) esitligi yardimiyla, son ifade k — o iken 0 a yakinsar. Boylece,

W — limB, = A oldugundan W — limA;, = A oldugu sonucuna variriz.

Teorem 3.3 (X,p) bir metrik uzay olsun. Eger {4}, st—limyA, = A olacak
sekilde bir dizi ve

1
supAdy(x) =0 (—)
xeX k

ise, 0 zaman H — limA; = A dir.

Ispat. {A,} dizisinin A kiimesine Hausdorff istatistiksel yakisak oldugunu kabul
edelim. O zaman st — limyA;, = A ve h.h.k i¢in Ay, = B, H — limB;, = A olacak

sekilde bir {B;} dizisi segebiliriz.

Her k i¢cin m(k) = max{i < k: A; = B;} olmak iizere k =m(k)+p(k) ile
belirtelim. Eger {i < k: A; = B;} kiimesi bos kiime ise m(k) = —1 alinir. Bu, en

fazla sonlu sayida k i¢in elde edilebilir.
Simdi

y p(k)

oldugunu gosterecegiz.
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Eger

ise, 0 zaman

1 p(k) I
m(k) + P(k)p(k) = @ +p(k) 14

1

olur. Boylece, sonsuz sayida k igin % > ¢ ise, h.h.k i¢in A, = By olmasiyla bir

celigki elde ederiz. Bu durumda (3.1) e benzer olarak

supld(x,A;) —d(x,A)| <&  (h.hk) (3.5)

XEX

gecerli olur.

supAd,(x) =0 (l)

x€X k

oldugundan biitiin k lar igin

K
sup|Ady ()| < -

x€X k

olacak sekilde sabit bir K sayis1 vardir. Bu nedenle
sup|d (x, Bmo) — d(x, 4| = sup|d(x, Ama) — d(% Amao+pao)|
xX€X xX€X

m(k)+p(k)-1

< Z sup|Ad;(x)| < pUK

i) XEX m(k)

dir. (3.4)esitligi yardimiyla, son ifade k — oo iken 0 a yakinsar. Bdylece,

H — limBj, = A oldugundan H — limA; = A oldugu sonucuna variriz.

Teorem 3.4 (X, p) bir metrik uzay ve {A;}, X in bos olmayan kapali alt kiimelerinin bir
dizisi olsun. Eger {A,}, Wijsman istatistiksel yakinsak ise o zaman {A;}, Kuratowski

istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. Sadece

st — lim supAy C st — liminf A,

oldugunu gostermemiz yeterlidir.
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Sabit x € st — lim supAj ve € > 0 olsun. Wijsman istatistiksel yakinsak bir dizi ayni

zamanda Wijsman istatistiksel Cauchy oldugundan h.h.k i¢in

&
4G, 4) = dCx, Al <5

olacak sekilde N sayis1 secilebilir ve

€
d(x, AN) < ~
2
dir. Burada h.h.k igin
d(x,Ay) <d(x,Ay) + |d(x,A) —d(x, Ay)| < €
elde edilir. Tanima gore x € st — lim inf A;, elde ederiz ve bu da ispat1 tamamlar.

Asagidaki teorem, tanim 3.2 ve 3.3 den elde edilir.

Teorem 3.5 (X, p) bir metrik uzay ve {4}, X in bos olmayan kapali alt kiimelerinin
bir dizisi olsun. Eger {A;} Hausdorff istatistiksel yakinsak ise, o zaman {A,} Wijsman

istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. Kabul edelim ki, {4,} dizisi Hausdorff istatistiksel yakinsak olsun. O zaman her

e > 0 igin,

1
lim —|{k <n: supld(x,A;) —d(x,A)| = e}| =0

n-wn xXEX

dir.
Burada her x € X igin,
{k <n: |d(x,Ay) —d(x,A)| = €}| < |{k <n: supld(x,4;) —d(x,A)| = e}|
XEX

oldugu da dikkate alinirsa istenen sonug elde edilir.

20



4, KUVVETLI TOPLANABILIiR KUME DiZILERI

Bu boliimde, Nuray ve Rhoades (2012) tarafindan incelenen Kuratowski Cesaro
toplanabilir, Wijsman Cesaro toplanabilir ve Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir
kiime dizilerini tanitacagiz. Ayrica Wijsman istatistiksel yakinsak ve Wijsman kuvvetli

Cesaro toplanabilir kiime dizileri arasindaki iligkiyi verecegiz.

(X, p) bir metrik uzay olsun. X in bos olmayan A, altkiimelerinin {A,} dizisi i¢in, alt

Cesaro limit

n
1
(C,1) —liminfA := {x €X: lim EZ d(x, Ay) = 0}
n-—-oo
k=1

ve ust Cesaro limit

n
1
(C,1) — lim supAy, := {x €X: lim infﬁ d(x, Ag) = 0}

n—oo
k=1
seklinde tanimlanir.

Tanmm 4.1 (X, p) bir metrik uzay olsun. Bos olmayan herhangi 4, € X altkiimeleri
icin eger
(C,1) —liminfA, = (C,1) — lim supA, = A

ise {A, } dizisi A kiimesine Kuratowski Cesaro toplanabilirdir denir.

Tanmm 4.2 (X, p) bir metrik uzay ve A, A, € X bos kiimeden farkli kapali herhangi
altkiimeler olsun. Eger (d(x,Ak)) dizisi d(x, A) ya Cesaro toplanabilir ise; yani her

x € X i¢in

1
lim —
n-oon

Z d(x,A) = d(x, A)
k=1

oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Wijsman Cesaro toplanabilirdir denir.
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Tanmmm 4.3 (X,p) bir metrik uzay ve A,A; € X bos olmayan kapali herhangi
altkiimeler olsun. Eger (d(x,A)) dizisi d(x, A) ya kuvvetli toplanabilir ise; yani her

x € X igin
1 n
lim — " d(x, 4) — d(x, A)| = 0
n-on
k=1
oluyorsa, {4} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir.

Tanmmm 4.4 (X,p) bir metrik uzay ve A,A; € X bos olmayan kapali herhangi
altkiimeler olsun. Eger (d(x, Ax)) dizisi d(x, A) ya kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise;
yani her p pozitif reel sayisi ve her x € X i¢in

n
1
lim— ) |d(x,A;) —d(x,A)|P =0
mente

oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir denir.

Teorem 4.1 (X, p) bir metrik uzay ve p pozitif bir reel say1 olsun. O zaman, bos

olmayan kapal1 herhangi A, 4, € X altkiimeleri i¢in;

(a) Eger {A,} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise,

{A,} dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir.

(b) Eger {Ay} dizisi sinirli ve A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsak ise,

{A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir.

Ispat. (a) Herhangi {4} dizisi i¢in € > 0 bir sabit olsun. {4,} dizisinin A kiimesine
Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilir oldugunu kabul edelim. Bu durumda, her p

pozitif reel sayist ve her x € X i¢in

n
1
lim —ZId(x,Ak) —d(x, AP = 0
n_)oonk=1

dir.
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Boylece, her x € X i¢in saglanan
n
ZId(x,Ak) —d(x, AP = el{k <n: |d(x,Ax) —d(x,A)IP = &}
k=1

esitsizligi de dikkate alinirsa, {A;} dizisinin A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsak

oldugu elde edilir.

(b) {Ay} dizisi sinirh ve A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsak olsun. {A;} dizisi
sinirlt oldugundan

supld(x,A)| +d(x,A) =M
k

diyelim. € > 0 verilsin ve biitiin n > N, lar i¢in

&

1 - & 1/P
E’{kgn. x4 — d(x )] = (3) } <

2

olacak sekilde bir N, secelim.

L, = {k <n: |d(xA) —d(x A)| = (;) /p}

ile gosterelim. O zaman,

n

1

52|d<x,Ak> —d(x, AP
k=1

1
=~ D 1dGo ) - de AP + ) 1dCx A - dCx, AP

K€L, ks<n;
k€L
< 1 ne P 1ne e+s
—_— _——_— = — - = £
n2Mpr n 2 2 2

olur. Boylece, {4, } dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir.
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5. KUVVETLI HEMEN HEMEN YAKINSAK KUME DiZILERI

Bu boliimde, Nuray ve Rhoades (2012) tarafindan incelenen kiime dizileri i¢gin Wijsman
hemen hemen yakinsaklik, Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsaklik ve Wijsman
hemen hemen istatistiksel yakinsaklik kavramlarmi tanitacagiz. Ayrica, Wijsman
kuvvetli hemen hemen yakinsak ve Wijsman hemen hemen istatistiksel yakinsak kiime
dizileri arasindaki iliskiyi verecegiz. Kuratowski hemen hemen yakinsaklik ve

Hausdorff hemen hemen yakinsaklik kavramlar1 da benzer sekilde tanimlanabilir.

Tanmm 5.1 (X,p) bir metrik uzay ve A,A, € X bos olmayan kapali herhangi

altkiimeler olsun. Eger her x € X i¢in i ye gore diizgiin olarak

1
lim —
n-on

DA A = d(x,4)
k=1

oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Wijsman hemen hemen yakinsaktir denir.

Tammm 5.2 (X,p) bir metrik uzay ve A, Ay S X bos olmayan kapali herhangi

altkiimeler olsun. Eger her x € X i¢in i ye gore diizgiin olarak

n
1
lim — > |dCx, Ayr) = dCx, A)] = 0
n—-oon
k=1
oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsaktir denir.

Ly, C, F ve [F] sirasiyla, biitiin siirli, Wijsman yakinsak, Wijsman hemen hemen
yakinsak ve Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsak kiime dizilerinin kiimesini
gostersin.

CCcFcClF]Cley

oldugu kolayca goriiliir.

Tanmm 5.3 (X,p) bir metrik uzay ve A,A; € X bos olmayan kapali herhangi

altkiimeler olsun. Eger her x € X ve p pozitif reel sayis1 i¢in i ye gore diizgiin olarak
1 n
lim — " 1d(x, dgs) — d(x AP = 0
n—-oo
k=1

oluyorsa, {A;} dizisi A kiimeine Wijsman kuvvetli p-hemen hemen yakinsaktir denir.
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Tanmmm 5.4 (X,p) bir metrik uzay ve A,A; € X bos olmayan kapali herhangi

altkiimeler olsun. Eger her € > 0 ve her x € X i¢in i ye gore diizgiin olarak

1
_l{k =n: |d(x)Ak+l') - d(x,A)l = E}l =0

lim
n—-oon
oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakinsaktir denir.

Teorem 5.1 (X, p) bir metrik uzay ve p pozitif bir reel say1 olsun. O zaman 4, 4, € X

bos olmayan kapal1 altkiimeleri igin,

(a) Eger {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-hemen hemen yakinsak

ise, 0 zaman {A;} dizisi A kiimesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakinsaktir.

(b) Eger {A;} sinirli bir dizi ve A kiimesine Wijsman hemen hemen istatistiksel
yakinsak ise, o zaman {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-hemen hemen

yakinsaktir.

Ispat. (a) Herhangi {4,} dizisi icin € > 0 bir sabit olsun. {A,} dizisinin A kiimesine
Wijsman kuvvetli p-hemen hemen yakinsak oldugunu kabul edelim. Bu durumda, her

x € X ve p pozitif reel sayist i¢in i ye gore diizgiin olarak
1 n
lim — " 1d(x, Ags) — d(x AP = 0
et
dir. Boylece, her x € X i¢in i ye gore diizgiin olarak saglanan

n
Zld(x,AkH) —d(x, AP 2 el{k <n: |d(x, Agsi) — d(x, AP = &}
k=1

esitsizligi de dikkate almirsa, {A,} dizisinin A kiimesine Wijsman hemen hemen

istatistiksel yakinsak oldugu elde edilir.

(b)  {A} dizisi smirh ve A kiimesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakinsak

olsun. {A;} dizisi sinirli oldugundan i ye gore diizgiin olarak

supld(x,Aps)| +d(x,A) =M
k

diyebiliriz.
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€ > 0 verilsin ve biitlin n > N, lar i¢in { ye gore diizgiin olarak

&

1 ex/p
T_l‘{k <n: |d(X,Ak+i) - d(x,A)I = (—) } < W

2

olacak sekilde bir N, segelim.

1
L = {k < s 1dGe Ared) = G )] = (5) /p}

ile gosterelim. O zaman i ye gore diizglin olarak

n

1

~ D ldCe Ag) = d(x AP
k=1

k<n;
k&L,

) % < REZLn'd(x'A"”) A+ Z |d(x, Asi) — d(x,A)Ip)

olur. Boylece, {A} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-hemen hemen yakinsaktir.
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6. KUME DiZILERININ LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde, Ulusu ve Nuray (2013) tarafindan incelenen kiime dizilerinin Wijsman
lacunary istatistiksel yakinsakligi kavramii tanitip, bu kavram ile kiime dizilerinin

Wijsman istatistiksel yakinsaklig1 kavrami arasindaki iligkileri verecegiz.

Tanmm 6.1 (X,p) bir metrik uzay, 6 = {k,} bir lacunary dizi ve A,A; S X bos

olmayan kapali herhangi altkiimeler olsun. Eger her € > 0 ve her x € X igin,

1
limh—l{k €l : |d(x,A) —d(x,A)| =€} =0
r Ny

oluyorsa, {A,} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu

durumda Sg —limy, Ay, = Aveya A, - A(WSy) yazilir.

Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin olusturdugu kiimeyi {WSg} ile

gosterecegiz.

Ornek 6.1 X = R alalim ve {4, } dizisini asagidaki sekilde tanimlayalim;

fxeER:2<x<k,—k_1} , k=2 vek bir kare tamsay ise,
Ak =
{1} , diger durumlarda.
Burada,
1 k, —k,_
lim—|{k €L, : |d(x,4x) —d(x,{1})| =€} = limX+——""1 -9
T—00 hr T—00 h_r

oldugundan bu dizi A = {1} kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 6.1 Herhangi 8 = {k,} lacunary dizi i¢in, eger lim inf, g, > 1 ise 0 zaman,

st —limyA, =4 = Syg—IlimyA, =4
dir.

Ispat. liminf, g, > 1 olsun. Bu durumda, yeterince biiyiik r i¢in g, > 1 + A olacak

sekilde bir A > 0 sayis1 vardir ve

he k. —k 4 1 2
— - >

k, k, qa 1+21

esitsizligi saglanir.
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Boylece, her € > 0 ve yeterince bliyiik 7 i¢in,
1 1
o Itk <y |dCxA) —d(x, A)| 2 e} 2 —I{k €L ¢ |d(x, Ap) — d(x, A)| = €}
-

> %(h—p{k €l : |d(x,Ay) —d(x,4)| = e}l)

A /1
2 g (oIt e 1 s 1dGoa) - dGe ) 2 1)
esitsizligini elde ederiz. Bu son esitsizlikte r — oo iken limite gegilirse,

A
Dol (ke g Jat A - da)l 2 )

< lim I{k <k, |d(x, Ap) —d(x,A)| = €}

T'—)CD
olur. Burada, st —limy, Ay = A oldugu da dikkate alinirsa, bu son esitsizligin sag
tarafindaki limit sifira esit olur. O halde,
1
lim h—l{k €l : |d(x,A) —d(x,A)| =€} =0
T—00 r

olacagindan Sy — limy, Ay, = A oldugunu elde ederiz.

Teorem 6.2 Herhangi 8 = {k,} lacunary dizi i¢in, eger lim sup, q,, < oo ise 0 zaman,
So —limy Ay, =A = st—Ilimy A, =A

dir.

Ispat. Eger lim sup, g, < oo ise o zaman biitiin 7 ler i¢in g, < K olacak sekilde bir

K > 0 sayisi vardir. Sg — limy, Ay, = A oldugunu kabul edelim. O zaman, eger
={k € I : |[d(x, A) — d(x,4)| = €}

ile gosterilirse, Sy — limy, A, = A oldugundan, verilen her &€ >0 igin r >

oldugunda

1 U.
h—l{kEI dd(x,Ag) —d(x,A)| = €} = —<£
T

T

sartin1 saglayan bir 1, € N vardir.
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Simdi M :=max{U, : 1 <r <r,} ile gosterelim ve t, k,_; <t < k,olacak sekilde

herhangi tamsayi olsun. O halde,

1 1
“lle<t:]d(x A —dx, )] 2 e} <
t kr—l
1
kr—l

[tk < ky 2 1d(x, Ap) — d(x, A)] = €}

{Uy+ Uy + -+ Uy + Upyg + -+ Uy}

LM, 1 < Ur){h + o+ Ry
> sup — o
kr_l kr_l p hr To+1 T

r>T9

To- M To-M
< +e.qr < +eK
kr—l r-1
esitsizligini yazabiliriz. Yani,
1 T9-M
?I{kStz |d(x,Ax) —d(x,A)| = &}| < A + e K
r—1

elde ederiz. Bu son esitsizlikte limite gecilirse, r — 1 — oo iken t — oo olacagindan,

1 1M
tllmzl{k <t:|d(x,Ax) —d(x,A)| = €}| < lim "
—00 r—o

+eK-0
r—1

elde ederiz. O halde,
1
gim?l{k <t:|d(x,A) —d(x,A)| =€} =0
olur. Buise S —limy, Ay = A oldugunu gosterir.

Teorem 6.1 ve Teorem 6.2 den asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 6.3 6 = {k, } bir lacunary dizi olsun. Eger
1 <lim infq, < lim supgq, < o
T

r

ise 0 zaman {WS} = {WSg} duir.
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Teorem 6.4 Eger {A,} € {WS} N {WSy} ise, 0 zaman
Sg - llmW Ak = st — llmW Ak

dir.

Ispat. st —limy A, = A, Sg—limy A, =B ve A+ B oldugunu kabul edelim.
§|d(x,A) —d(x,B)| > ¢ ve herx € X icin

1
limal{k <n:|d(xA) —dxB)|=¢}=1
n

oldugunu elde ederiz.

1

—ltk<n: d(x,4,) —d(x, B)| = &}l
istatistiksel limit ifadesinin k,,, inci terimini goz oniine alalim.

O halde, Ay = B(WSg) olmasindan dolay1

1
Uy = =k € L ¢ [d(x, Ap) = d(x, B)| = }] - 0
r

olmak iizere,

1
e < ki s ld(x,A) = d(x, B)| 2 )]
L
i
1

=—|{ke U’r : d(x, Ay) — d(x, B)| = ¢
i

r=1

i
1
== DMk el s 1dCe 4 - d B = &)l
tr=1

1 i
DM€ty : 1dG A0 - d(x Bl = e}

i
r=1 hT r=

! Zi:h (6.1)
= r Uy .
1 hr r=1

i
r=

esitligini yazabiliriz.
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0 = {k,} bir lacunary dizi oldugundan (6.1) ifadesi u nun regiiler agirlikli ortalama
doniisiimiidiir ve bundan dolay: (6.1) ifadesi de i — oo iken sifira yakinsar. Ayrica bu,

1 (0]
{5|{k <n: |d(x Ag) — d(x, B)| e}|}
n=1

dizisinin bir alt dizisi oldugundan

1
limal{k <n:|d(xA) —dxB)|=¢} #1
n

sonucuna ulasiriz. Bu ¢eligki ise, A # B olamayacagini yani A = B oldugunu gosterir.

31



KAYNAKLAR

Aubin, J.-P. and Frankowska, H. (1990). Set-Valued Analysis. Birkhauser, Boston,
USA.

Balci, M. (1999). Analiz-1, Balc1 Yayinlari, Ankara.

Baronti, M. and Papini, P. (1986). Convergence of sequences of sets. In: Methods of
Functional Analysis in Approximation Theory, ISNM 76, Birkhauser, Basel,
133-155.

Basar, F. (2011). Summability Theory and Its Applications, Bentham Science

Publishers, e-books, Monographs, Istanbul.
Bayraktar, M. (2000). Fonksiyonel Analiz. Uludag Universitesi, Bursa.

Beer, G. (1985). On convergence of closed sets in a metric space and distance functions.
Bulletin of the Australian Mathematical Society, 31: 421-432.

Beer, G. (1987). Metric spaces with nice closed balls and distance functions for closed
sets. Bulletin of the Australian Mathematical Society, 35: 81-96.

Beer, G. (1994). Wijsman Convergence: A survey. Set-Valued and Variational
Analysis, 2: 77-94.

Beer, G. (1994). Wijsman convergence of convex sets under renorming. Nonlinear
Analysis: Theory, Methods & Applications, 22: 207-216.

Beer, G. (2002). On the compactness theorem for sequences of closed sets.
Mathematica Balkanica, 16: 327-338.

Buck, R.C. (1953). Generalized asymptotic density. American Journal of Mathematics,
75: 335-46.

Burachik, R. S. and lusem, A. N. (2007). Set-Valued Mapping and Enlargements of

Monoton Operators, Springer.

Borwein, J. M. and Vanderwerk, J. (1994). Dual Kadec-Klee norms and the
relationships between Wijsman, slice and Mosco convergence. Michigan
Mathematical Journal, 41: 371-387.

32



Connor, J. S. (1998). The statistical and strong p-Cesaro convergence of sequences.
Analysis, 8: 46-63.

Fast, H. (1951). Sur la convergence statistique. Colloquium Mathematicum, 2: 241-244,

Ferrera, J. (1988). Convergence of polinomial level sets. Transactions of the American
Mathematical Society, 350(12): 4757-4773.

Freedman, A.R., Sember J.J. and Raphael, M. (1978). Some Cesaro type summability
spaces. Proceedings of the London Mathematical Society, 37: 508-520.

Fridy, J. A. (1985). On statistical convergence. Analysis, 5(4): 301-313.

Fridy, J. A. and Orhan, C. (1993). Lacunary statistical convergence. Pacific Journal of
Mathematics, 160: 43-51.

Fridy, J. A. and Orhan, C. (1997). Statistical limit superior and limit inferior.
Proceedings of the American Mathematical Society, 125(12): 3625-3631.

Hausdorff, F. (1914). Grundzugeder Mengenlehre, Verlag von Veit, Leipzig, Preprinted
by Chelsea, New York.

Kuratowski, C. (1966). Topology, Vol. I, Academic Press, New York.

Lorentz, G. G. (1948). A contribution to the theory of divergent sequences. Acta
Mathematica, 80: 167-190.

Maddox, I. J. (1978). A new type of convergence. Mathematical Proceedings of the
Cambridge Philosophical Society, 83: 61-64.

Maddox, I. J. (1979). On strongly almost convergence. Mathematical Proceedings of
the Cambridge Philosophical Society, 85: 345-350.

Miller, H. 1. (1995). A measure theoretical subsequence charecterization of statistical
convergence. Transactions of the American Mathematical Society, 347(5):
1811-18109.

Niven, I., Zuckerman, H. S. and Montgomery, H. L. (1991). An Introduction to the
Theory of Numbers. John Wiley & Sons, Inc., Fifth edition, New York.

Nuray, F. and Rhoades, B. E. (2012). Statistical convergence of sequences of sets.
Fasciculi Mathematici, 49: 87-99.

33



Powel, R. E. and Shah, S. M. (1972). Summability Theory and Its Applications. Van
Nostrand-Rheinhold, London.

Schoenberg 1. J. (1959). The integrability of certain functions and related summability
methods. American Mathematical Monthly, 66(5): 362-375.

Sonntag, Y. and Zalinescu, C. (1993). Set Convergences. An Attempt of Classification.
Transactions of the American Mathematical Society, 340(1): 199-226.

Sonntag, Y. and Zalinescu, C. (1994). Convergences for sequences of sets and linear

mappings, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 188: 616-640.

Ulusu, U. and Nuray, F. (2012). Lacunary statistical convergence of sequence of sets.
Progress in Applied Mathematics, 4(2): 99-109.

Wijsman, R.A. (1964). Convergence of sequences of convex sets, cones and functions.
Bulletin of the American Mathematical Society, 70: 186-188.

Wijsman, R.A. (1966). Convergence of sequences of convex sets, cones and

functions 1. Transactions of the American Mathematical Society, 123: 32—45.

34



OZGECMIS

Adi Soyad: : Ali Riza BAKI
Dogum Yeri ve Tarihi - Izmir / 06.02.1983
Yabanc1 Dili : Ingilizce

fletisim (Telefon/e-posta)  : alibaki83@gmail.com

Egitim Durumu (Kurum ve Y1l)
Lise : Esme Ahmet Avci Anadolu Ogretmen Lisesi (2001)
Lisans : Cumhuriyet Universitesi (2007)

Calistigi Kurum/Kurumlar ve Yil:

Corum-Bayat Lisesi (2008-2009)

Siirt-Milli Egemenlik Lisesi (2009-2011)

Kirsehir-Fatma Muzaffer Mermer Kiz Meslek Lisesi (2011-2012)
Mugla-Milas Cumhuriyet Anadolu Lisesi (2012-2015)
Mugla-Milas Anadolu Imam Hatip Lisesi (2015- ...)

35



