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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

 

 

KESĠRLĠ FARK DENKLEMLERĠNĠN SALINIMLILIĞI 

 

Senem KISALAR 

Afyon Kocatepe Üniversitesi  

Fen Bilimleri Enstitüsü  

Matematik Anabilim Dalı 

DanıĢman: Doç. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ 

 

Bu tez çalıĢmasında, kesirli toplam operatörü olarak tanımlanan 
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ve kesirli fark operatörü olarak tanımlanan 
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operatörleri göz önüne alınmıĢtır. Ayrık kesirli hesap ile ilgili temel tanım ve teoremlere 

değinilmiĢtir. Üçüncü bölümde kesirli lineer olmayan fark denklemlerinin salınınmlılığı  

incelenmiĢtir. Bu tezde kesirli fark denklemleri için elde edilmiĢ olan salınımlılık 

Ģartları incelenerek, kesirli fark denklemleri için yeni salınımlılık Ģartları elde edilmiĢtir. 
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In this thesis, the operators considered which were defined fractional sum operator 
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and fractional difference operator 
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The basic definitions and theorems related to the discrete fractional calculus have been 

mentioned. In the third chapter, the oscillation of the fractional nonlinear difference 

equations are studied. In this thesis, the oscillation criteria obtained for fractional 

difference equations have been examined and new oscillation conditions for fractional 

difference equations have been obtained. 
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1. GĠRĠġ 

 

Türev ve integral operatörleri adi hesabın iki temel kavramıdır. Benzer olarak, fark  ve 

toplam operatörleri de ayrık hesabın iki  temel kavramıdır. Genellikle n  bir tamsayı 

olmak üzere türev ve fark operatörleri n  kez uygun bir fonksiyona uygulanabilir. 

Bunlar da türev   nn dxxfd / , fark  xfn  Ģeklinde tanımlanmıĢtır. Aslında kesirli 

hesap, integral ya da türev operatörlerinin mertebelerinin keyfi sayılar olabileceğini 

belirtir. Örneğin; bir fonksiyonun 2/1 -nci mertebeden türevi ya da 3 . mertebeden 

integrali hesaplanabilir. 

Keyfi mertebeden türevler ve integraller ile ilgilenen fractional hesap uygulamalı 

matematiğin bir alanıdır ve bunun uygulamaları, mühendislik, uygulamalı matematik, 

ekonomi ve birçok alanda görülür. Bilindiği gibi, 
dx

d
D   operatörü içeren diferansiyel 

hesabın özellikleri ve ileri fark operatörü olarak bilinen      xfxfxf  1  

operatörü içeren ayrık hesabın özellikleri arasında bir benzerlik vardır. Kesirli hesabın 

özellikleri ve ayrık kesirli hesabın özellikleri arasında da benzerlikler vardır. 

Ġlk olarak 300 yıl önce, kesirli hesap, L’Hospital tarafından Leibnez’e gönderilen bir 

mektupta, L’Hospital’in “ 2/1n  olduğunda xdyd nn /  notasyonu ne anlama gelir? ” 

sorusuyla gündeme gelmiĢtir. 30 Eylül 1695 tarihli cevapta, Leibniz “Bu paradoksun bir 

gün yararlı sonuçları olacaktır. ” diye yazmıĢtır. 

Sonra, Leibniz, Johann Bernoulli ile yazıĢarak, genel mertebenin türevlerinden bahsetti. 

2/1 -nci mertebeden türevi yd 2/1  notasyonunu kullanarak gösterdi. 

Kesirli mertebeden farka ilk kez Kuttner (1956) tarafından değinildi. 

na  kompleks sayıların herhangi bir dizisi ve s  herhangi bir reel sabit olmak üzere, 

Kuttner, s -mertebeden farkı, 

)1.1(
1

0













 


m

mn

s

a a
m

ms
n

 



2 

 

Ģeklinde tanımladı. Diaz ve Osler (1974) kesirli farkı, 
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Ģeklinde tanımlamıĢlardır, burada   herhangi bir reel ya da kompleks sayıdır. 

Miller ve Ross (1989) kesirli mertebeden toplam ve fark operatörlerini sırasıyla 

aĢağıdaki gibi tanımladı. 
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Burada )1(modt  ve 10   dir. 

Anastassiou (2009) Caputo ayrık kesirli farkını,  
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

 

2.1 Fark Operatörü 

 

Tanım 2.1.1:  ,...2,1,  aaaa  ve Ry a :  olsun. Fark operatörü “ ” , 

     tytyty  1  

Ģeklinde tanımlanmıĢtır. 

 

Yüksek mertebeden farklar, fark operatörünün kendisine tekrarlı olarak uygulanması ile 

elde edilir (Kelley and Peterson 2004). Ġkinci mertebeden fark, 
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dir. Tümevarım kullanılarak n -inci mertebeden fark, 
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olarak elde edilir (Charoenphon 2014). 

 

2.2 Ayrık Hesap ve Adi Hesap Arasında Bir Benzerlik 

 

Ayrık hesabın teorisi, adi hesabın teorisine paraleldir. Örneğin, diferansiyel operatörü 

“ D ” , fark operatörü “ ” ile, integral operatörü “  ” , toplam operatörü “ ” ile 

benzerdir (Charoenphon 2014). AĢağıda bu kavramlar arasındaki benzerliği göstermek 

amacıyla Teorem 2.2.1 ve  Lemma 2.2.1 verilmiĢtir. 

 

Teorem 2.2.1 ( Analizin Temel Teoremi) : 

(i)       

b

a

afbfxdf  
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(ii)    xfdttfd

b

a
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(Elaydi 2004). 

 

Lemma 2.2.1: AĢağıdaki durumlar sağlanır;  
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(Elaydi 2004). 

 

Ayrık hesap ve adi hesap arasındaki benzerlik açıkça görülmektedir. 

 

2.3 Gamma Fonksiyonu 

 

Gamma fonksiyonu  x  ile gösterilen özel bir transandantal fonksiyondur, ve tamsayı 

olmayan değerler için faktöriyel genelleĢtirmesi ilk kez Euler tarafından yapılmıĢtır 

(Sengul 2010). 

 

Tanım 2.3.1:   R ,0:  fonksiyonu,  

  



0

1 dtetx tx  

Ģeklinde tanımlanmıĢtır (Diethelm 2004). 

 

1x  için, 

      11limlimlim1 0

00

 
















z

z

zt

z

z

t

z

t eedtedte  

olduğu görülür (Diethelm 2004). 

 

Teorem 2.3.1 (  için Fonksiyonel Denklem) : Eğer 0x  ise, 

   1 xxx  
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dir (Diethelm 2004). 

Ġspat: 

   

  .

limlim1

0

1

0

1

0,0,

xxdtet

dtettedtetdtetx

tx
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txzt
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yz
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Teorem 2.3.2: Nn  için,   !1 nn   dir (Diethelm 2004). 

Ġspat: Matematiksel tümvarım kullanılır. Sırasıyla,   11   ve Teorem 2.3.1 

kullanılarak ,...3,2,1x  için, 

   

   
   

      !!11

............

!3!2.33.34

!2!1.22.23

!111.12

nnnnnn 







 

  !1 nn   elde edilir (Podlubny 1999). 

 

Teorem 2.3.3: Zn  ve 0Nk   olsun. O halde, 

        111  nnnkkn
k

 

dir (Diethelm 2004). 

 

Teorem 2.3.4 (  için Yansıma Formülü) : 10  x  olsun. 

   
x

xx




sin
1   

dir (Diethelm 2004). 

 

Teorem 2.3.5 (  için Gauss Çarpım Formülü) : 0, NxRx   olsun. O halde, 

 
    nxxxx

nn
x

x

n 


 ....21

!
lim   

dir (Diethelm 2004). 
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2.4 Faktöriyel Fonksiyonu 

 

Faktöriyel fonksiyonu  nt , her 0n  tamsayısı için, 

         
 

 


 




1

0 1

1
1...21

n

k

n

nt

t
ktnttttt  

ile tanımlanır ve  , Gamma fonksiyonunu belirtir (Sengul 2010). 

 

Teorem 2.4.1:  

(i)    1.    tt , burada  fark operatörüdür. 

(ii)      1  ttt , burada  R dir. 

(iii)    1    , burada R  dir. 

(iv) Eğer rt   ise, her rv   için    vv rt   dir. 

 (v)         ttt   dir. 

(Sengul 2010). 

Ġspat: Faktöriyel fonksiyonunun tanımına göre ispat aĢağıdaki gibidir. 

 

(i) 

   
 
  

  
 

 
 

 
 

 
   

   
 

 

 
 

 
   

 
 

 1.
2

1

1
.

1

1
1

1

1

1

1

1

1

11

11

1

1

2

2

1

1

11

11

1

1





















































































t
t

t

tt

t

t

t

t

t

t

t

tt

tt

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t
t

 

(ii)      
 

 
 

 
   

 11

1

1
. 









 





 t

tt

t
t

t

t
ttt  

(iii)    1    tanımdan açıktır. 

(iv) Herhangi bir rv   için rt   olsun. 

Euler’in sonsuz çarpımı, 

  
























1 1

1
1

1

n

u

n

u

n

u
u  
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Ģeklindedir. rt   olduğundan, 
11 






r

v

t

v
 yazılabilir. O halde, Euler’in sonsuz 

çarpımı da kullanılarak, 

   
 

 v

n

v

n

v

n

v

n

vt

n

t

v

r
tn

v

nr

v

tn

v

nt

v

n

t

n

vt

nt

vt

n

vt

n

vt

n

t

n

t

vt

t
t







































































 









 
























 





















 




















































11

1

1

1

1

1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1

1

1
1

1
1

1

1

1
1

1
1

1

1

1

1

 

elde edilir. 

(v)    
 

 1,
1

1





 



 t
t

t
t  ile çarpılıp bölünerek, 

 
 

 
 

    



tt

t

t

t

t










1

1

1

1
 

elde edilir. 

 

NOT 2.4.1: Her 0  reel sayısı için, 1.    tt
dt

d
 ve ayrık hesapta    1.    tt  

dir. Bundan dolayı adi hesaptaki nx  ile ayrık hesaptaki  nx  benzerlik gösterir (Sengul 

2010). 

 

2.5 Belirsiz Toplam 

 

Tanım 2.5.1: Reel değerli bir  tf  fonksiyonu için, belirsiz toplam   tf  Ģeklinde 

yazılmıĢtır, 

   )(tftf   

dir (Charoenphon 2014). 
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Sonuç 2.5.1: Ra , olmak üzere,  tF  fonksiyonu  ,...1, aa  kümesinde tanımlanmıĢ 

olsun.  tf ,  tF ’nin belirsiz toplamı ve C herhangi bir sabit olmak üzere,  

     0, CCtftF  

dır (Charoenphon 2014). 

 

Teorem 2.5.1:   ve C sabitler olsun.  

(i)  


 1,
1





 C

t
t  

(ii)  
 

 





1,
1

1





 C

t
t  

dir (Charoenphon 2014). 

 

Teorem 2.5.2:  tF ,  tf ’nin  ba,  aralığı üzerinde belirli toplamı ve C herhangi bir 

sabit olmak üzere, 

        0,1
1





CCaFbFtFtf

b

at

b

a
 

dır (Kelley and Peterson 2004). 

Ġspat:      aFbFtf
b

at




1  olduğunu göstermeye ihtiyaç vardır.  ,  


b

at

tf  ye 

uygulanarak, 

     

 1

1



  




 

bf

tftftf
b

at

b

at

b

at  

elde edilir. 

 

   aFbF 1  ya   uygulanarak, 

        
 

 1
1

11







bf

bF

aFbFaFbF

 

elde edilir. 

O halde,      



b

at

aFbFtf 1  dır. Buradan, 
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      0,1 


CCaFbFtf
b

at

 

elde edilir. 

 

2.6 Fark Operatörü Ġçin Çarpım ve Bölüm Kuralları 

 

Teorem 2.6.1 ( Çarpım Kuralı) : 

                      tgtftftgtgtftftgtgtf    

dir. Burada   1 tt  dir (Kelley and Peterson 2004). 

Ġspat: Tanım 2.1.1 kullanılarak, ilk eĢitlik için, 

            

               

             
        tftgtgtf

tftftgtgtgtf

tgtftgtftgtftgtf

tgtftgtftgtf











111

1111

11

 

elde edilir. Ġkinci eĢitlik için, 

            

               

             
        tgtftftg

tgtgtftftftg

tgtftftgtftgtgtf

tgtftgtftgtf











111

1111

11

 

elde edilir. 

 

Teorem 2.6.2 (Bölüm Kuralı) :  

 
 

       
    tgtg

tgtftftg

tg

tf













  

dir. Burada   1 tt  dir (Kelley and Peterson 2004). 

Ġspat: Tanım 2.1.1 kullanılarak, 

 
 

 
 

 
 

       
   

               
   

       
    tgtg

tgtftftg

tgtg

tgtftgtftgtftgtf

tgtg

tgtftgtf

tg

tf

tg

tf

tg

tf






















1

11

1

11

1

1
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elde edilir. 

 

2.7 Tamsayı Mertebeden Toplamlar 

 

0  doğal sayılar kümesini göstermek üzere, Rf a :  bir fonksiyon olsun. Burada 

    )(,...2,1,0 Raaaaaa   kümesini belirtir. 

f  fonksiyonunun n  katlı belirli integrali, 

    

 
 

    )1.2(,,
!1

......

1

1211

1 2



   















t

a

n

t

a

s

a a a

nn

atdssf
n

st

dsdddfty
n 



 

Ģeklinde tanımlansın. 

n -inci mertebeden baĢlangıç değer probleminin tek çözümü 

       
   









1,...,1,0,0

,,

niay

attfty

i

n

 

dir. 

 

Benzer olarak, bir f  ayrık fonksiyonunun n  kez tekrarlanmıĢ belirli toplamları 

   

 

 
 



 



































nt

as

a

n

aj

t

as

s

a a

n

tsf
n

jst

fty
n

n

)2.2(,
!1

1

...

1

1 1 1

1

1

2

1







 

dir. 

Ayrık n -inci mertebeden baĢlangıç değer probleminin tek çözümü 

   

 









1,...,1,0,0

,

niay

ttfty

i

a

n

 

dir. Bundan dolayı, (2.2) toplamının çekirdeği Ayrık Cauchy fonsiyonudur. Bu çekirdek  

    







1

0

1
11

n

j

n
jstst  

Ģeklinde tanımlanır. 
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      0... 1   ayayay n  

baĢlangıç Ģartlarından yararlanılarak 

      01...1  nayayay  

olduğu görülür. 

(2.2) toplamından, f ’nin n -inci mertebeden toplamı fn

a

  ile gösterilmiĢtir ve 

       

 
 







 





nt

as

a

n

n

a tsf
n

st
tfty ,

!1

1
1

 

yazılır. 

 

2.8 Kesirli Toplam Operatörü ve Kesirli Fark Operatörü 

 

Bu kesimde bazı temel tanımlar ve sonuçlar verilecektir. Bir  xf  fonksiyonunun 

kesirli toplamı  xfa

  Ģeklinde ve kesirli farkı da  xf  Ģeklinde gösterilecektir. 

 

Tanım 2.8.1: a  herhangi bir reel sayı ve   herhangi bir pozitif reel sayı olsun. f  

fonksiyonunun  . mertebeden kesirli toplamı  

 
 

      )3.2(
1 1






 





 


t

as

a sfsttf

 

Ģeklinde tanımlanır. 

Burada f ,  1modas   için tanımlanır ve fa

 ,  1mod at  için tanımlanır. 

Özel olarak; 




  aa :  tanımlanır, burada  ,...2,1,  tttt  dir (Sengul 

2010). 

 

NOT 2.8.1: 1  için Tanım 2.8.1 e göre, ayrık toplam operatörü 

   




 
1

1
t

as

a sftf  

Ģeklindedir (Sengul 2010). 

 

Tanım 2.8.2: a  herhangi bir reel sayı, m  bir tamsayı ve  , mm  1 aralığında 

herhangi bir pozitif reel sayı olsun. f  fonksiyonunun . mertebeden kesirli farklı 
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     
 

      )4.2(
1 1






 





 


mt

as

mmmm sfst
m

tftf  

Ģeklinde tanımlanır (Sengul 2010). 

 

2.8.1 Kesirli Toplamlar Ġçin Üs Kuralı 

 

Kesirli toplamların üs kuralı Atıcı ve Eloe tarafından aĢağıdaki gibi ispatlanmıĢtır ve 

benzer tipte toplamların hesaplanması için çok kullanıĢlıdır (Sengul 2010). 

 

Teorem 2.8.1.1: f  bir reel değerli fonksiyon ve 0,   olsun.  1mod mt  

olmak üzere, bütün t ’ler için  

         tftftf     

dir (Atıcı ve Eloe 2007). 

Ġspat: Kesirli toplamın tanımından, 

  
 

     

   
  

 

     

   
         








































































t

s

s

r

s

r

t

s

t

r

rfrsst

rfrsst

rfrttf

0

11

0

1

1

0

1

1

1

1

 

bulunur. Burada gerekli düzenlemeler yapılarak, 

  
   

         
 

 








 



 



 


t

r

t

rs

rfrssttf
0

111
 

elde edilir.  

 

 1 rsx  alınırsa, eĢitlik 

  
   

    
   

 
 

 rfxxrttf
t

r

rt

x

 





































 
 0

1

1

1

1
 

haline gelir. Kesirli toplam operatörünün tanımından, 

  
 

      
 






 





 


t

r

rfrttf
0

11
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  
 

 
 

     
 

   tf

rfrttf
t

r




 






















 

0

11

 

elde edilir. 

 

NOT 2.8.1.1: f , tamsayılar kümesinde tanımlanmıĢ reel değerli bir fonksiyon olsun. 

Ayrık hesapta, ff 1  dir. Her pozitif reel   sayısı için, bu eĢitlik ayrık kesirli 

hesapta da geçerlidir. Ayrık kesirli farkın tanımından, 

     xfxf    1  

dir. Burada 10   dir (Sengul 2010). 

Bundan dolayı üs kuralı kullanılarak (Teorem 2.8.1.1) , 

       xfxfxf   11   

yazılabilir. 

 

2.8.2 Ayrık Kesirli Hesap Ġçin Kuvvet Fonksiyonu 

 

Kuvvet fonksiyonu bir faktöriyel fonksiyonun  -inci mertebeden kesirli toplamını 

ifade eder (Sengul 2010).  

 

Lemma 2.8.2.1:  

   
 

 



 




 tt

1

1
 

dir (Atıcı ve Eloe 2007). 

 

NOT 2.8.2.1: Her sabit c için, c sıfır değildir. Toplam operatörünün lineerlik özelliği 

ve kuvvet fonksiyonu kullanılarak, c sabitinin kesirli farkı 

 

 
 

 
 









 t

c
t

c
c

12

11  

bulunur, burada 10   dir (Sengül 2010). 

 

2.8.3 Kesirli Toplam ve Kesirli Farkın DeğiĢme Özelliği 
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DeğiĢme özelliği, toplam ve fark operatörlerinin mertebesinin yer değiĢtirebileceğini 

ifade eder (Sengül 2010). 

 

Teorem 2.8.3.1: 0  için, aĢağıdaki eĢitlik sağlanır: 

   
  

 
  )5.2(

1

af
at

tftf













  

Burada, f , a ’da tanımlanmıĢtır (Atıcı ve Eloe 2007). 

Ġspat: Parçalı formülden toplam hatırlanırsa, 

                   sfstsfstsfst ss

211
1





  

dir. Toplam kullanılarak, 

 
     

 
     

    
 

 
     

    
 

  

 
 

 
     

  

 
 

 





 






























































1 1
2

11
2

1
1

21

1

1

111

11

 





 



































t

as

t

as

t

as

t

as

t

a

s

sf
t

sfst

af
ttf

sfst

sfst
sfstsfst

 

yazılır. Burada,  

 
 

     
 






 



1

2

1

1 
 



t

as

sfsttf  

dir. Ġstenilen eĢitlik sağlanır. 
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3. KESĠRLĠ LĠNEER OLMAYAN FARK DENKLEMLERĠNĠN 

SALINIMLILIĞI 

 

Bu bölümde  

         

 
 1.3

10,,,,

0
0

1

021














 xtx

ttxtftvtxtftx

t



 
 

formundaki lineer olmayan kesirli fark denklemlerinin salınımlılık Ģartları verilecektir. 

Burada,   Riemann- Liouville ayrık kesirli farkı,   2,1,,0:  iRRf i  ve v , t  

ve x  de sürekli,  ...,2,1,  aaaa  dir (Sagarayaj and Selvam 2012). 

Bu bölümde önce bazı temel teoremler ve lemmalar verilecektir. Bu teoremler ve 

lemmalar kullanılarak, kesirli lineer olmayan fark denklemleri için salınımlılık Ģartları 

sunulmuĢtur. 

 

AĢağıdaki Ģartlar göz önüne alınacaktır: 

    )2.3(,0,2,1,0, 0ttxixtxf i   

ve 

        )3.3(,0,,, 02211 ttxxtpxtfvextpxtf 


 

burada,    RtCpp ,,, 021  ve 0,   reel sayılardır (Sagarayaj and Selvam 2012). 

02 f  iken Teorem 3.2.1 i kanıtlanacaktır. 

 

Teorem 3.1: f , a  da reel değerli bir fonksiyon ve 0, v  olsun. AĢağıdaki 

eĢitlikler sağlanır (Atıcı ve Eloe 2007): 

         

   
  

 
 af

v

at
tftf

tftftf

v

vv

vvv














1

;

 

 

Lemma 3.1: 1  ve 1 v  in pozitif olmadığı varsayılsın.  

   
 

 vv t
v

t 




 





1

1
 

dir (Atıcı ve Eloe 2009). 
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Lemma 3.2: 0X  ve 0Y  için 

  )4.3(1,01 1     XYYX  

ve 

  )5.3(1,01 1     XYYX  

dir, burada eĢitlik ancak YX   iken sağlanır (Hardy et al. 1959). 

 

Lemma 3.3: (3.1) in kesirli Taylor Fark Formülü, 

 
 

 

 
             





 










 


t

s

tsxsfsxsfsvstt
x

tx
0

12

110 6.3,,,1
1

 

dir (Atıcı ve Eloe 2009). 

Ġspat: (3.1) in her iki tarafına   opearatörü uygulanarak, 

         )7.3(,,)( 12    txtftxtftvtx  

elde edilir. EĢitliğin sol tarafına teorem uygulanarak  

     

   
 

 

 
 

 10

0

1
1

1



























t
x

tx

x
t

tx

txtx

 

elde edilir. Tanım 2.8.1’den at   için (3.7) eĢitliğinin sağ tarafı, 

        
 

           




 





 



t

s

sxsfsxsfsvsttxtftxtftv
0

12

1

12 ,,1
1

,,  

olur. 

 
 

 

 
           





 








 


t

s

sxsfsxsfsvstt
x

tx
0

12

110 ,,1
1

 

elde edilir. 

 

Teorem 3.2: (3.2) Ģartının sağlandığı varsayılsın. Eğer 

       )8.3(1inflim
0

11 












t

s
t

svstt  

ve  

        












t

s
t

svstt
0

11 9.31suplim  
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oluyorsa o zaman, (3.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır (Sagarayaj and Selvam 

2012). 

Ġspat:  tx , 02 f  olduğunda (3.1) denkleminin salınımlı olmayan çözümü olsun. 

0tT  ’ın yeterince büyük olduğunu varsayalım ki Tt   için   0tx  dır. 

           txtftxtftvtF ,, 12  olsun, (3.6) denkleminden 

 
 

 

 
    

 
     TtsvstsFstt

x
tx

t

Ts

T

s










 









 ,1
1

1
1 1

1

0

110





 

olduğu açıktır. EĢitliğin her iki tarafı      1t  ile çarpılırsa, 

                    








 
1

0

1111

0

1 ,11
T

s

t

Ts

TtsvsttsFsttxtxt


  

elde edilir. Bundan dolayı, 

              




 



t

Ts

TtsvsttTCtxt )10.3(,1
111  

yazılabilir, burada 

 
 

 sF
sT

T
xTC

T

s





 











11

0

0
1

 

ve 

  TtMtC
t




,lim  

dir. (3.10) eĢitsizliğinde her iki tarafının inflim
t

alınırsa, (3.8) denklemi elde edilir. 

 

Teorem 3.3: 1  ve 1  için (3.2) ve (3.3) Ģartları sağlansın.  

           spspsH
1/

2

1/1

1

1/1



   olmak üzere, 

         














t

s
t

sHsvstt
0

11 )11.3(1inflim  

ve 

         














t

s
t

sHsvstt
0

11 )12.3(1suplim  

oluyorsa, (3.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır (Sagarayaj and Selvam 2012). 

Ġspat:  tx , (3.6) denkleminin salınımlı olmayan çözümü olsun, yani 0tTt   için 

  0tx  dır. 
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(3.3) Ģartı (3.6) denkleminde kullanılarak, 1  ve 1  ve Tt   için, 

                   

             

             

                    

               

                        )13.3(1

,,1

,,11

,,1

,,1

,,1
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1

0
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0

12
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1

0
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0

0
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11

0

1































































































t

Ts

t

Ts

t

Ts

T

s

t

Ts

T

s

t

s

sxspsxspsvsttTCtxt

sxsfsxsfsvsttTC

sxsfsxsfsvsttsFsttx

sxsfsxsfsvstt

sxsfsxsfsvsttx

sxsfsxsfsvsttxtxt

elde edilir. Lemma 3.2 de,  




/1

1, pX   ve    1/1/1

12 /





ppY  alınarak, (3.4) eĢitliği uygulanırsa, 

             
        

                   

                    )14.3(,1

01

0//1

1/

2

1/1

1

1/

12

2

1/

2

1/1

1

1/

1

/1

12

/1

1

1//1

12

/1

1

Tttptptxtptxtp

txtptptptxtp

tptptxtptptptxtp

























 

elde edilir. 

 

(3.13) eĢitsizliğinde (3.14) kullanılarak, 

                  )15.3(,1
111 TtsHsvsttTCtxt

t

Ts

 









  

(3.15)’te her iki tarafın inflim
t

alınarak, (3.11) Ģartı ile çeliĢir. Ġspat tamamlanmıĢtır. 

 

Teorem 3.4: 1  ve 1  için (3.2) ve (3.3) Ģartları sağlansın. Eğer, 

         














t

s
t

sHsvstt
0

11 )16.3(,1inflim  

ve 

         














t

s
t

sHsvstt
0

11 )17.3(,1suplim  

oluyorsa, burada 
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           spspsH


 


1/1

2

1/

1

1/1  

dır. O zaman, (3.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır (Sagarayaj and Selvam 2012). 

Ġspat:  tx , (3.6) denkleminin salınımlı olmayan çözümü olsun. 0tTt   için   0tx  

dır. (3.6) denkleminde (3.4) Ģartını kullanırsak, 1  ve 1  ile, 

                       




 


 
t

Ts

sxspsxspsvsttTCtxt 12

111 1  

bulunur. Lemma 3.2’de  

xpX



/1

2,   ve    





/1/1

21 /ppY  

alınarak, (3.5) kullanılırsa, 

             
        

                  )19.3(1

0//1

1/1

2

1/

1

1/

12

/1

21

/1

2

1//1

21

/1

2

Tttptptxtptxtp

tptptxtptptptxtp
















 

(3.18) de (3.19) kullanılarak,  

                  )20.3(,1
111 TtsHsvsttTCtxt

t

Ts

 









  

elde edilir. 

(3.20) eĢitliğinde her iki tarafın 
t
inflim alınarak, (3.16) Ģartı ile çeliĢir. Teoremin ispatı 

tamamlanmıĢtır. 

 

Teorem 3.5: 1  ve 1  için (3.2) ve (3.3) Ģartlarının sağlandığı varsayılsın. Eğer, 

           














t

s
t

sHsvstt
0

,

11 21.3,1inflim  

ve 

           














t

st

sHsvstt
0

,

11 22.3,1suplim  

oluyorsa, (3.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır. Burada, 

                     spsspssH


 
 

1/1

2

1/1/1/1

1

1/1/

, 11  

ve    RtC ,,0  dır (Sagarayaj and Selvam 2012). 

Ġspat:  tx , (3.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun, yani, 0tTt   için 

  0tx  dır. (3.6) denkleminde, (3.3) Ģartı kullanılarak, 
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              

             

              )23.3(,1
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2
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1
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Ttsxssxspstt

sxspsxsstt

svsttTCtxt
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







 

yazılabilir. 

  xpx 1  ve  xxp  2  sınırları (3.14) eĢitsizliğinde 2p , (3.19) eĢitsizliğinde 

1p  için sırasıyla kullanılırsa,  

              
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(3.24)’te, t  için her iki tarafın inflim ’i alınırsa, (3.21) Ģartı ile çeliĢir. Ġspat 

tamamlanmıĢtır.  
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4. YÜKSEK MERTEBEDEN KESĠRLĠ LĠNEER OLMAYAN FARK 

DENKLEMLERĠNĠN SALINIMLILIĞI 

 

Bu bölümde,  

         

 
)1.4(

1,...,2,1,

1,,,, 21














 mkx

mmttxtftvtxtftx

k
at

k


 

 

formundaki, yüksek mertebeden lineer olmayan kesirli fark denklemleri göz önüne 

alınacaktır. Burada,  ,  inci mertebeden ayrık Riemann- Liouville kesirli fark 

operatörü, 1m  olan bir tamsayıdır.   2,1,,0:  iRRf i  ve v, t den x’e 

süreklidir,  ,...2,1,  aaaa  dır. 

Bu bölümde yüksek mertebeden kesirli lineer olmayan fark denklemleri için bazı 

salınımlılık teoremleri oluĢturulacaktır. Öncelikle bu bölümde kullanılan bazı özellikler 

verilecektir. 

 

ġu Ģartlar göz önüne alınacaktır: 

  )2.4(,0,)2,1(0, atxixtxf i   

        )3.4(,0,,, 2211 atxxtpxtfvextpxtf 


 

        )4.4(,0,,, 2211 atxxtpxtfvextpxtf 


 

burada,    RaCpp ,,, 21  ve 0,  , reel sayılardır. Bu Ģartlar altında bazı 

salınımlılık teoremleri elde edilmiĢtir. 

 

Lemma 4.1: (Young EĢitsizliği) 

(i) 1,0,  uYX  ve 1
11


vu
 olsun. 

)5.4(
11 vu Y
v

X
u

XY   

dir, burada, eĢitsizlik ancak ve ancak 1 uXY  iken sağlanır. 

(ii) 10,0,0  uYX  ve 1
11


vu
 olsun. 

)6.4(
11 vu Y
v

X
u

XY   
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dir, burada, eĢitlik  1 uXY  iken sağlanır. 

 

Lemma 4.2: (4.1)’in kesirli Taylor fark formülü, t  için, 

 
 

           
  

 
  )7.4(

1
,,1

1

1

12

1





















m

k

k

kt

as

ax
k

at
sxsfsxsfsvsttx 








 

eĢitliğine denktir. 

Ġspat: Denklem, 

           txtftvtxtftx ,, 21  

Ģeklindedir. 

          )8.4(,, 12   txtftxtftvtx  

Ģeklinde yazılabilir. 

Yüksek mertebeden Taylor fark formülünü bulmak için denklemin her iki tarafına da 

  operatörü uygulanmalıdır. O halde, 1.mertebe, 2.mertebe ve daha sonra yüksek 

mertebe için bir genelleĢtirme yapılabilir. Önce, 1.mertebe için Taylor fark formülü 

(4.8) denkleminde her tarafa   uygulanarak 

             txtftxtftvtx ,, 12  

elde edilir. Denklemin sağ tarafı tanımdan açıktır. Sol tarafı, 

     

   
  

 

 
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 
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


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tx

at
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olarak elde edilir. 

 
  

   
           
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yani, 

 
 

           
  

 
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12
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,,1

1 











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
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
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sxsfsxsfsvsttx
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s

 

elde edilir. 

ġimdi, 2.mertebe için Taylor fark formülü için, (4.8) denklemine   operatörü 

uygulanırsa,  
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elde edilir. O halde, 
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bulunur. 

 

Benzer Ģekilde yüksek mertebe için iĢlem yapılırsa; 
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yazılabilir. Bu iĢlem tekrarlanarak; 
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yazılır. Yüksek mertebe için Taylor fark formülü 
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bulunur. 

 

Teorem 4.1:    için (4.2) ve (4.3) Ģartlarının sağlandığı varsayılsın. Eğer yeterince 

büyük T ’ler için 
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2 /1/  dir. 

Ġspat: x , (4.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Varsayılsın ki x , 

(4.1) denkleminin bir pozitif çözümü olsun. O zaman, aT 1  vardır öyle ki 1Tt   için 
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

 ,     spspY 12 /  ,  /u  ve    /v  

alınsın, Lemma 4.1 de (4.5) Ģartından  

       
   

 
  

   
  )11.4(,

11

/

1

1
11

/

1

21
12

TssHY
v

sp
X

u
XY

sp

sx
sp

sp
x

sp
sxspsxsp

vu 

































 

 

olduğu görülür. 

(4.7), (4.2), (4.3), ve (4.11)’den 
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olur.  

(4.15), (4.16), (4.17)’den 2Tt   için 
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elde edilir. (4.15), (4.18) ve  (4.19)’ dan 2Tt   için 
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olur, ki (4.12) ile çeliĢir. Sırada, x ’in (4.1)’in bir negatif çözümü olduğu varsayılsın. 

Benzer Ģekilde (4.13) ile çeliĢki oluĢur. Ġspat tamamlanmıĢtır. 

 

Teorem 4.2: 1 ,    için (4.2) ve (4.4) sağlansın. Eğer, yeterince büyük T ’ler 

için 
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          )20.4(1suplim
11 













t

ast

sHsvstt  

ve 

          )21.4(1inflim
11







 
t

t

as

sHsvstt


  

oluyorsa, (4.1) in her sınırlı çözümü salınımlıdır.  

Burada, H , Teorem 4.1.1 de tanımlanmıĢtır. 

Ġspat: x , (4.1)’in salınımlı olmayan sınırlı bir çözümü olsun. 1M  ve 2M  sabitleri 

vardır, öyle ki, at   için, 

  )22.4(21 MtxM   

dir. x ’ in (4.1) denkleminin bir sınırlı pozitif çözümü olduğu varsayılsın. O zaman, 

1Tt   için, aT 1  vardır, öyle ki   0tx  dır. (3.6) ispatına benzer olarak, (4.11)’den 

1Ts   için, 

        )23.4(12 sHxspsxsp 


 

bulunur, burada H , Teorem 4.1.1 de tanımlanmıĢtır. ,  sırasıyla, (4.13) ve (4.14) de 

tanımlanmıĢtır. 

(4.19)’un ispatına benzer Ģekilde, (4.7) , (4.2) , (4.4) ve (4.23)’den, 1Tt   için, 

                        )24.4(1,
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t

Ts

sHsvsttTtttttxt  

elde edilir. 

12 TT   alınsın. ġimdi, 1  ve 1  durumları göz önüne alınsın. 

Durum (i) 1  olsun. O halde, (4.18) ve (4.19) hala doğrudur. (4.22) , (4.18) , (4.19) 

ve (4.24)’den 2Tt   için, 
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dir. Bundan dolayı, 
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221221

11 ,1suplim
1


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elde edilir, (4.20) ile çeliĢir. 
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Durum (ii) 1  olsun. (4.18), (4.19) sağlanır. (4.22), (4.20), (4.21) ve (4.24)’den 

2Tt   için, 
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 olduğundan, 
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1423
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1

1suplim TcTcsHsvstt
t

Tst

  

elde edilir, (4.20) ile çeliĢir. Son olarak, x ’in (4.1) in bir sınırlı negatif çözümü olduğu 

varsayılsın. Benzer Ģekilde (4.21) ile çeliĢki elde edilir. Ġspat tamamlanmıĢtır. 

 

4.1 Kesirli Caputo Ayrık Fark Operatörü Ġçin Sonuçlar 

 

Bu bölümde, öncelikle, Caputo ayrık farkı için bir tanım verilecektir. 

 

Tanım 4.1.1: 0  ve mm  1  olsun. Burada, m  pozitif bir sayıyı gösterir, 

 m ,  .  sayının tavanıdır.  mv  alınsın.  -inci kesirli Caputo ayrık farkı, 

    
 

      va
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vmv Ntsfst
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

  ,1
1 1

*

  

Ģeklinde tanımlanır.  

Burada, m , m -inci mertebeden ileri fark operatörüdür, 

      












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m

k

kmm ksf
k

m
sf

0

1  

Ģeklinde tanımlanmıĢtır. 

 

Bu bölümde, baĢlangıç değer problemi 

         
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attxtftvtxtftx

k
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olan Caputo kesirli operatörünün salınımlılık Ģartları verilecektir. Burada,  tx
* , 

mm  1  için  -inci mertebeden Caputo ayrık kesirli fark operatörüdür. 

  2,1,,0:  iRRf i , v , t  ve x  de süreklidir.  ,...2,1,  aaaa  dir. 
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Caputo ayrık kesirli farkı için Taylor fark formülü, 
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Ģeklindedir. 

 

Teorem 4.1.1:    için (4.2) ve(4.3) sağlansın. Eğer, yeterince büyük T ’ler için, 
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ise, (4.1) in her çözümü salınımlıdır, burada H , Teorem 4.1.1 de tanımlandığı gibidir. 

 

Teorem 4.1.2: 1  olsun. (4.2) ve (4.4) Ģartlarının    ile sağlandığı varsayılsın. 

Eğer, yeterince büyük T ’ler için, 
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ise, (4.1) in her çözümü salınımlıdır, burada H , Teorem 4.1.1 de tanımlandığı gibidir. 
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