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Bu tez ¢alismasinda, kesirli toplam operatdrii olarak tanimlanan

ve kesirli fark operatorii olarak tanimlanan

AT (t) = ATA ) £ (t) = AT r(m;_a)z(t o)™ £ (s)

operatdrleri goz oniine alinmistir. Ayrik Kesirli hesap ile ilgili temel tanim ve teoremlere
deginilmistir. Ugiincii boliimde kesirli lineer olmayan fark denklemlerinin salintnmlilig
incelenmistir. Bu tezde kesirli fark denklemleri i¢in elde edilmis olan salinimlilik

sartlar1 incelenerek, kesirli fark denklemleri i¢in yeni salinimlilik sartlar elde edilmistir.
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Senem Kisalar

Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

In this thesis, the operators considered which were defined fractional sum operator
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and fractional difference operator
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The basic definitions and theorems related to the discrete fractional calculus have been

mentioned. In the third chapter, the oscillation of the fractional nonlinear difference

equations are studied. In this thesis, the oscillation criteria obtained for fractional

difference equations have been examined and new oscillation conditions for fractional

difference equations have been obtained.
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1. GIRIS

Tiirev ve integral operatorleri adi hesabin iki temel kavramidir. Benzer olarak, fark ve
toplam operatorleri de ayrik hesabin iki temel kavramidir. Genellikle n bir tamsay1

olmak {izere tiirev ve fark operatorleri n kez uygun bir fonksiyona uygulanabilir.
Bunlar da tirev d"f(x)/dx", fark A"f(x) seklinde tanimlanmistir. Aslinda kesirli
hesap, integral ya da tiirev operatorlerinin mertebelerinin keyfi sayilar olabilecegini

belirtir. Ornegin; bir fonksiyonun 1/2-nci mertebeden tiirevi ya da /3. mertebeden

integrali hesaplanabilir.

Keyfi mertebeden tiirevler ve integraller ile ilgilenen fractional hesap uygulamali

matematigin bir alanidir ve bunun uygulamalari, miihendislik, uygulamali matematik,
ekonomi ve birgok alanda goriiliir. Bilindigi gibi, D = o operatdrii iceren diferansiyel
X

hesabin ozellikleri ve ileri fark operatorii olarak bilinen Af(x)= f(x+1)— f(x)

operatorili igeren ayrik hesabin 6zellikleri arasinda bir benzerlik vardir. Kesirli hesabin

ozellikleri ve ayrik kesirli hesabin 6zellikleri arasinda da benzerlikler vardir.

Ik olarak 300 yil 6nce, kesirli hesap, L Hospital tarafindan Leibnez’e gonderilen bir
mektupta, L’Hospital’in “n=1/2 oldugunda d"y/d"x notasyonu ne anlama gelir? ”

sorusuyla giindeme gelmistir. 30 Eyliil 1695 tarihli cevapta, Leibniz “Bu paradoksun bir

giin yararli sonuglari olacaktir. ” diye yazmustir.

Sonra, Leibniz, Johann Bernoulli ile yazigarak, genel mertebenin tiirevlerinden bahsetti.

1/ 2 -nci mertebeden tiirevi d*?y notasyonunu kullanarak gosterdi.
Kesirli mertebeden farka ilk kez Kuttner (1956) tarafindan deginildi.

a, kompleks sayilarin herhangi bir dizisi ve s herhangi bir reel sabit olmak {iizere,

Kuttner, s -mertebeden farki,

2 (—s—=1+m
A, = Z( ja (L.2)



seklinde tanimladi. Diaz ve Osler (1974) kesirli farki,

k=0

_ i(_l)k@f(xm—k) 12)

a) F(a + 1)
k) T(a—k+1)k!
seklinde tanimlamislardir, burada « herhangi bir reel ya da kompleks sayidir.

Miller ve Ross (1989) kesirli mertebeden toplam ve fark operatorlerini sirasiyla

asagidaki gibi tanimladi.

—a

A f(t)= Z —o(s))“ M £(s) (1.3)
A=A )= A (11_ a)t‘i"( () £(5) (1.4)

Burada t = o (mod1) ve 0 <« <1 dir.

Anastassiou (2009) Caputo ayrik kesirli farkini,

AF()=A ™ OAf () =——— ( 2 2 Z(t—a(s N VATE(s)  (@1.5)

seklinde tanimlamistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
2.1 Fark Operatorii

Tamm 2.1.1: N, ={a,a+La+2..} ve y:N, — R olsun. Fark operatorii “A”,

AY(t) = y(t+1)- y(t)

seklinde tanimlanmustir.

Yiiksek mertebeden farklar, fark operatoriiniin kendisine tekrarli olarak uygulanmast ile
elde edilir (Kelley and Peterson 2004). ikinci mertebeden fark,
Ay(t)=A(ay(t))

= A(y(t+1)-y(t))

= Ay(t+1)-Ay(t)

= (y(t+2)-y(t+1)- (y(t+1)- y(t))

=y(t+2)-2y(t+1)-y(t)
dir. Timevarim kullanilarak n -inci mertebeden fark,

Ay(t)= ylt +n)—nylt +n _1)+$ y(t+n-2)
+.+(=1)"y(t)

n

-0 ([ pteen-w

k=0

olarak elde edilir (Charoenphon 2014).

2.2 Ayrik Hesap ve Adi Hesap Arasinda Bir Benzerlik

Ayrik hesabin teorisi, adi hesabin teorisine paraleldir. Ornegin, diferansiyel operatorii
“D” , fark operatorii “A” ile, integral operatorii “ j ” , toplam operatorii “Z ” ile

benzerdir (Charoenphon 2014). Asagida bu kavramlar arasindaki benzerligi gostermek

amaciyla Teorem 2.2.1 ve Lemma 2.2.1 verilmistir.

Teorem 2.2.1 ( Analizin Temel Teoremi) :

(i) fdf (x)=f(b)-f(a)



(ii) dU f(t)dtJ = f(x)

(Elaydi 2004).

Lemma 2.2.1: Asagidaki durumlar saglanir;

(i) EAx(k) = x(n)-x(n,)

k=n,

0 A(”le(k)J - x(n)

k=ng

(Elaydi 2004).
Ayrik hesap ve adi hesap arasindaki benzerlik agikca goriilmektedir.

2.3 Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonu T'(x) ile gosterilen 6zel bir transandantal fonksiyondur, ve tamsay1

olmayan degerler igin faktoriyel genellestirmesi ilk kez Euler tarafindan yapilmigtir
(Sengul 2010).

Tamm 2.3.1: T': (0,00) — R fonksiyonu,
X)= It“e"dt
0

seklinde tanimlanmistir (Diethelm 2004).

x =1 i¢in,

Ie“dt—llm e‘tdt—llm[—e‘t]ozllm(l e )=1

Z—)OO 77—

oldugu goriiliir (Diethelm 2004).

Teorem 2.3.1 (T icin Fonksiyonel Denklem) : Eger x > 0 ise,
X[(x)=T(x+1)



dir (Diethelm 2004).
ispat:

e} z V4
I(x+1)= ! tedt=_lim ytxe‘dt = H!Oivryn%o{[— et + g t“e‘dtj

= [tetdt = xT(x).
0

Teorem 2.3.2: ne N igin, ['(n+1) = n! dir (Diethelm 2004).
Ispat: Matematiksel tiimvarim kullamlir. Sirastyla, F(l):l ve Teorem 2.3.1

kullanilarak x =1,2,3,... igin,

r2)=1r@)=1=1
r(3)=2r(2)=21=2!
r(4)=31(3)=3.21=3

I'(n+1)=nr(n)=n(n-1)=n!
I'(n+1)=n! elde edilir (Podlubny 1999).

Teorem 2.3.3: n¢ Z ve k € N, olsun. O halde,
(-1)T(n—k)N(k +1—n)=T(-=n)n+1)
dir (Diethelm 2004).

Teorem 2.3.4 (T i¢in Yansima Formiilii) : 0 < x <1 olsun.

T

r(x)r(l-x)= P

dir (Diethelm 2004).

Teorem 2.3.5 (I" i¢in Gauss Carpim Formiilii) : x € R, —x ¢ N, olsun. O halde,

X

L) = e i+ 2 (x e )

dir (Diethelm 2004).



2.4 Faktoriyel Fonksiyonu

Faktoriyel fonksiyonu t™ her n>0 tamsayist igin,

=1t -2) (- (1-1) = [t —k) = D)

0 r(t+1-n)

ile tanimlanir ve T", Gamma fonksiyonunu belirtir (Sengul 2010).

Teorem 2.4.1:
(i) At = ot“Y, burada A fark operatériidiir.

(ii) (t — st =t burada u R dir.
(iii) ) =T (u+1) , burada xR dir.

(iv) Eger t <r ise, her v>r icin t¥ <r® dir.
v) t“ = (t— B) " dir,

(Sengul 2010).

Ispat: Faktoriyel fonksiyonunun tanimina gére ispat asagidaki gibidir.

(i)
. rit+1
Aﬂ):AFﬁﬁaBD
o r(t+)+1) r(t+1)
TT(t+D)-a+1) T-a+1)
_ T(t+2) rt+1)  (t+1r+2) r(t+1)
_F(t—a+2)_r(t—a+1)_(t—a+1)F(t—a+1)_F(t—a+l)
_T(t+1) ( t+1 ne r(t+1) a I+l (la)
rn_a+g@+1_a j‘ Tt-a+l) t-a+l) Th-a+2)
N 2 rt+1) rt+)
(if) (£ = so)t' )—(t—ﬂ)m—(t—ﬂ)m—t( :

(iii) p“ = (1 +1) tammdan agiktir.

(iv) Herhangi bir v>r i¢in t <r olsun.

Euler’in sonsuz ¢arpimi,




seklindedir. t<r oldugundan, _—VSL yazilabilir. O halde, Euler’in sonsuz

t+1 r+1
carpimi da kullanilarak,
t+1
[+0)
1 ﬁ n
t+1 n=1 t+1 t+1-v
rt+1) Lt n t+1-v = oy (M n
R e | (T s
+1-v 1 +1 430 n [1++j
1 fj n n
t+1-v] (t+1—vj
1+
n
VR 1) v VAR 1) v )
=l1-—[{1+=]|1- <l1-—[]|1+=] |1~ <r
t+1)5 n n+t+1 r+1),.4 n n+t+1
elde edilir.
rt+1) . -
v) tleh) = , I'(t—B+1) ile carpilip boliinerek,
v) Tria7) (t =4 +1) ile carpilip
Htrd)  T+D) o gy
[t+l-a—-p) It-4+1)
elde edilir.

NOT 2.4.1: Her a >0 reel sayisi igin,%t“ = at®" ve ayrik hesapta At = gt

dir. Bundan dolay1 adi hesaptaki x" ile ayrik hesaptaki x™ benzerlik gosterir (Sengul
2010).

2.5 Belirsiz Toplam

Tanim 2.5.1: Reel degerli bir f(t) fonksiyonu i¢in, belirsiz toplam Z f(t) seklinde

yazilmstir,

A f(t)=f(t)

dir (Charoenphon 2014).



Sonu¢ 2.5.1: ae R, olmak iizere, F(t) fonksiyonu {a,a+1,...} kiimesinde tanimlanmis
olsun. f(t), F(t)’nin belirsiz toplam: ve C herhangi bir sabit olmak iizere,

> F(t)=f(t)+C, AC=0
dir (Charoenphon 2014).

Teorem 2.5.1: ¢ ve C sabitler olsun.
(i) Yo' =
(i) 't =

dir (Charoenphon 2014).

(ar+1)
+C, a#-1
+1

Teorem 2.5.2: F(t), f(t)’nin [a,b] aralig1 tizerinde belirli toplami ve C herhangi bir

sabit olmak tizere,

Zb:f F(t)" = F(b+1)- F(a)+C, AC=0

=a

dir (Kelley and Peterson 2004).

b
Ispat: Zf b+1 F(a ) oldugunu gostermeye ihtiya¢ vardir. A, Z f(t) ye

t=a

uygulanarak,
Ay f(t Z Z f(t
= f (b+1)

elde edilir.

F(b+1)-F(a) ya A uygulanarak,
A(F(b+1)-F(a))= AF(b+1)- AF(a)
=AF(b+1)
= f(b+1)

elde edilir.

b
O halde, AZ f(t) = AF(b +1)— F(a) dir. Buradan,

t=a



Zb: f(t)=F(b+1)-F(a)+C, AC=0

elde edilir.

2.6 Fark Operatorii icin Carpim ve Béliim Kurallar

Teorem 2.6.1 ( Carpim Kurah) :

A(T(t)g(t) = g(t)af (t)+ f(o(t)Ag(t) = gloft)af () + f (t)ag(t)
dir. Burada oft)=t+1 dir (Kelley and Peterson 2004).

Ispat: Tanim 2.1.1 kullanilarak, ilk esitlik igin,

A(f(t)g(t) = ft+Dat+1)- f(t)g(t)
= ft+1)g(t+1)- f(t+1)g(t)+ ft+1)a(t)- f(t)a(t)
= f(t+1)(g(t+1)-g(t)+gtXf{t+1)- ()
= f(o(t)Ag(t)+ g(t)af(t)

elde edilir. Ikinci esitlik icin,

A(f(t)a(t)= f(t+1)g(t+1)- f(t)a(t)
= ft+1)g(t+1)—gt+1)f(t)+gt+1)f(t)- f(t)g(t)
=g(t+1)(f(t+2)- f(t))+ F(tha(t+1)-g(t))

f
= g(o(t)Af (t)+ f(t)aglt

elde edilir.

Teorem 2.6.2 (Boliim Kural) :
A FO) _ g(t)af (t)- f(t)ag(t)

(g(t)J -~ d(t)elelt)

dir. Burada oft)=t+1 dir (Kelley and Peterson 2004).

Ispat: Tanim 2.1.1 kullanilarak,

flt) f(t+1) f(t)
glt) g(t+1) glt)
_ f(t+2)g(t)- f(t)g(t+1)
g(t)g(t+1)
_ ft+2)g(t)+ Ft)a(t)- f(t)g(t)- f(t)alt+1)
g(t)g(t+1)
)Ag(t)




elde edilir.

2.7 Tamsay1 Mertebeden Toplamlar

N, dogal sayilar kiimesini gostermek iizere, f :N_, — R bir fonksiyon olsun. Burada
N, ={a}+ N, ={a,a+La+2,..} (aeR) kiimesini belirtir.
f fonksiyonunun n kath belirli integrali,

3] Th2

ij _[f 7, \d7, ,..d7,d7,ds)
(t-s)"

- 1)| , tela,o) (2.1)

0]
!

seklinde tanimlansin.
n -inci mertebeden baslangic deger probleminin tek ¢ézimii
y"(t)=1(t). telao)
{y(”(a) -0 , i=01..,n-1
dir.

Benzer olarak, bir f ayrik fonksiyonunun n kez tekrarlanmis belirli toplamlari

. 1 (t—s-1-j)
=Z i = f(s), teN, (2.2)

dir.
Ayrik n-inci mertebeden baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii

{A”y(t)= f(t), teN,

A'y(a)=0 , i=021..,n-1

dir. Bundan dolayi, (2.2) toplaminin ¢ekirdegi Ayrik Cauchy fonsiyonudur. Bu ¢ekirdek

(t—s—1)" =[Tt-s-1-])

j=0

seklinde tanimlanir.

10



y(a)=2ay(a)=..=A""y(a)=0
baslangig sartlarindan yararlanilarak
y(@)=y(a+1)=..=y(@a+n-1)=0
oldugu gortiliir.

(2.2) toplamindan, f 'nin n-inci mertebeden toplami A" f ile gosterilmistir ve

y(t)= (a7 )t)= i% f(s), teN,

s=a

yazilir.

2.8 Kesirli Toplam Operatorii ve Kesirli Fark Operatorii

Bu kesimde bazi temel tanimlar ve sonuglar verilecektir. Bir f(x) fonksiyonunun

kesirli toplam1 A f (x) seklinde ve kesirli farki da A” f (x) seklinde gosterilecektir.

Tanim 2.8.1: a herhangi bir reel say1 ve « herhangi bir pozitif reel say1 olsun. f

fonksiyonunun « . mertebeden kesirli toplami1

t—

A:f(t):ﬁs (t-ols)“V £(s) (2.3)

N

1l
D

seklinde tanimlanir.

Burada f, s=a (mod 1) icin tanimlanir ve AY'f, t=a+a (mod 1) icin tanimlanir.

Ozel olarak; A N —> N, tanimlanir, burada N, :{t,t+1,t+2,...} dir (Sengul
2010).

NOT 2.8.1: a =1 i¢in Tanim 2.8.1 e gore, ayrik toplam operatorii
t-1
ALF(R)=21(s)

seklindedir (Sengul 2010).

Tanmm 2.8.2: a herhangi bir reel sayr, m bir tamsay1 ve a, m—1<a <maraliginda

herhangi bir pozitif reel say1 olsun. f fonksiyonunun o.mertebeden kesirli farkli

11



1 t—-m+a

Y (t-o(s) ™V i(s) (24

A F(t)= A"A™ £ (1) = A"

seklinde tanimlanir (Sengul 2010).

2.8.1 Kesirli Toplamlar i¢in Us Kurah

Kesirli toplamlarin iis kurali Atici ve Eloe tarafindan asagidaki gibi ispatlanmistir ve

benzer tipte toplamlarin hesaplanmasi igin ¢ok kullaniglidir (Sengul 2010).

Teorem 2.8.1.1: f bir reel degerli fonksiyon ve z,a >0 olsun. t=m+a (modl)
olmak iizere, biitiin t ’ler igin

Ae|A £ ()= A (K) = A4 |a £ (b))
dir (Atic1 ve Eloe 2007).

Ispat: Kesirli toplamin tanimindan,

t— a

A (A F (b)) = a)A "2 Dt (r)
1§ —of(s s s—o(r)“ ™ f(r
E F(a)l"(,u)s_a(t (s)) Z;,( (r)“t(r)

|

> (t—o(s)" (s —o(r) 1 (r)

r(a)r(ﬂ)s:a r=0

bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilarak,
t—(u+a) t—u

A (A ()= — > (t—o(s) s —o(r) £ (r)

F(a)r(lu) =0 s=r+a

elde edilir.

X=8— (r +1) alinirsa, esitlik

A (A ()= — IM)[I

haline gelir. Kesirli toplam operatoriiniin tanimindan,

~—~t

x=a-1

olr)-u (u-1)
S - o) o) xw”]uo

1 )

A1) 2 o))
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elde edilir.

NOT 2.8.1.1: f, tamsayilar kiimesinde tanimlanmis reel degerli bir fonksiyon olsun.
Ayrik hesapta, AA'f = f dir. Her pozitif reel o sayisi igin, bu esitlik ayrik kesirli
hesapta da gecerlidir. Ayrik kesirli farkin tanimindan,
AN f (x) = AAEDA £ (x)
dir. Burada 0 < a <1 dir (Sengul 2010).
Bundan dolayi iis kurali kullanilarak (Teorem 2.8.1.1) ,
AN A £ (x) = AN (X) = (%)

yazilabilir.

2.8.2 Ayrik Kesirli Hesap I¢in Kuvvet Fonksiyonu

Kuvvet fonksiyonu bir faktoriyel fonksiyonun « -inci mertebeden kesirli toplamini
ifade eder (Sengul 2010).

Lemma 2.8.2.1:

pog) = T+ )
[(u+a+l)

dir (Atict ve Eloe 2007).

NOT 2.8.2.1: Her sabit c i¢in, A“C sifir degildir. Toplam operatoriiniin lineerlik 6zelligi

ve kuvvet fonksiyonu kullanilarak, ¢ sabitinin kesirli farki

MDA & jea) € )
“T o T2=a) ri-a)

bulunur, burada 0 < & <1 dir (Sengiil 2010).

2.8.3 Kesirli Toplam ve Kesirli Farkin Degisme Ozelligi

13



Degisme Ozelligi, toplam ve fark operatorlerinin mertebesinin yer degistirebilecegini

ifade eder (Sengiil 2010).

Teorem 2.8.3.1: «a > 0 i¢in, asagidaki esitlik saglanir:

(t-a)”
AAF(t)= AA™ f (t)—w f(a) (2.5)

Burada, f, N, da tanimlanmistir (Atict ve Eloe 2007).
Ispat: Pargali formiilden toplam hatirlanirsa,

A=)V (s))=(t—o(s) VA, £ (s)- (@1t —o(s)“ 2 £(s)

dir. Toplam kullanilarak,

t+l-o

N

Lo 1) ES o) )
a2 oO) A 0= o) P )

N s+<a—1>< fltiima) ol
T &=t 0= e

yazilir. Burada,

AN £ (t)=

dir. Istenilen esitlik saglanir.
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3. KESiRLiV LINEER OLMAYAN FARK DENKLEMLERININ
SALINIMLILIGI

Bu boliimde
A*X(t)+ (t, x(t + @)= v(t)+ f,(t, x({t + a)), teN,, O0<a<l 31
A“’lx(tL0 = X, '

formundaki lineer olmayan kesirli fark denklemlerinin salinimlilik sartlar1 verilecektir.
Burada, A” Riemann- Liouville ayrik kesirli farki, f, :[0,40]xR —>R,i=12 ve v, t
ve X de siirekli, N, = {a, a+l a+2, } dir (Sagarayaj and Selvam 2012).

Bu boélimde once bazi temel teoremler ve lemmalar verilecektir. Bu teoremler ve
lemmalar kullanilarak, kesirli lineer olmayan fark denklemleri i¢in salinimlilik sartlart

sunulmustur.

Asagidaki sartlar goz Sniine alinacaktir:
xf,(t,x)>0, (i=12) x=0, t>t, (3.2)

ve
.6 x) > |p )X ve [f,(tx)<|p, )X, x=0, t>t (3.3)
burada, p;, p, € C([t;,),R") ve B,a >0 reel sayilardir (Sagarayaj and Selvam 2012).

f, =0 iken Teorem 3.2.1 i kanitlanacaktir.

Teorem 3.1: f, N, da reel degerli bir fonksiyon ve z,v>0 olsun. Asagidaki
esitlikler saglanir (Atic1 ve Eloe 2007):
AV A ()= A £ ()= A A ()]

AT ()= M‘Vf(t)—% f(a)

Lemma 3.1: g #1ve u+Vv+1 in pozitif olmadig varsayilsin.

Al = T (1+1) ()
C(u+v+1)

dir (Atict ve Eloe 2009).
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Lemma3.2: X >0 ve Y >0 igin

X*+(A-1Y* = AXY** >0, A>1 (3.4)
ve

X*—@Q-ANY*—aXY <0, A<l (3.5)
dir, burada esitlik ancak X =Y iken saglanir (Hardy et al. 1959).

Lemma 3.3: (3.1) in kesirli Taylor Fark Formiilii,
x(t)= %t(‘“) + %a)g(t —s=1)“Y[v(s)+ f,(s,x(s + @) f,(5,x(s +a))], teN, (3.6)
dir (Atic1 ve Eloe 2009).
Ispat: (3.1) in her iki tarafina A™* opearatorii uygulanarak,
AA*X(E) = A [v(t)+ T, (t, x(t + @) - f,(t, x(t + @))] (3.7)
elde edilir. Esitligin sol tarafina teorem uygulanarak

A“AX(t) = A AN EDx(t)

(a-1)
= AN A x(t) - L

F(a) °

= x(t)- F)E;)t(a_l)

elde edilir. Tanim 2.8.1°den t € N, i¢in (3.7) esitliginin sag tarafi,

A“(t)+ £, (t x(t+a))- £, (t x(t ]:%:: t—s—1)“Yv(s)+ f,(s, x(s + a))- f,(s,X(s + )]

olur.

N

x(t)= %t(“‘” + %a) : (t—s—1)“u(s)+ f,(s,x(s + a))— f,(s, x(s + )]

Il
o

elde edilir.

Teorem 3.2: (3.2) sartinin saglandigi varsayilsin. Eger

< a l _
liminf £l Z(; —s-1)""v(s) = —0 (3.8)
ve
t—-a
lim SUpt(l_a);:(t —s—1)"Yy(s) =0 (3.9)
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oluyorsa 0 zaman, (3.1) denkleminin her ¢6ziimii salimmlidir (Sagarayaj and Selvam
2012).

Ispat: X(t), f, =0 oldugunda (3.1) denkleminin salinimli olmayan ¢6ziimii olsun.
T >t,in yeterince biiyiikk oldugunu varsayalm ki t>T icin X(t)>0 dir.
F(t)=v(t)+ fz(t,x(t+a))— f, (t,x(t + )) olsun, (3.6) denkleminden

x(t)Sr)((;) « z 1) s)+r(la)Z(t—s—l)(“‘l)v(s), t>T

oldugu aciktir. Esitligin her iki tarafi F(a)t(l’“) ile garpilirsa,

T -1 t-a
Tt x(t) < %, +t5 9> (t—s 1) “I|F(s) + 14>t -5 -1)“Iv(s), t>T
s=0 s=T
elde edilir. Bundan dolay1,
t -a
T(a )t x(t) < PO (-5 1) “P(s), t>T (3.10)
s=T

yazilabilir, burada

x0+2( S 1)(_a)|F(S)

Ve
limC(t)=M <o, t>T

t—o0

dir. (3.10) esitsizliginde her iki tarafinin liminf alinirsa, (3.8) denklemi elde edilir.

t—w

Teorem 3.3: f>1 ve y =1 i¢in (3.2) ve (3.3) sartlar1 saglansin.

H,(s)=(8-18""" " p, " (s)p,”""(s) olmak iizere,

t a
. - (l a _ O{ 1 _
liminf t SZO:t s—1)“|v(s)+H ,(s)] = —o (3.1
ve
t-a
lim supt® S (t—s -1 [v(s)+ H ,(s)]= (3.12)
—0 p—

oluyorsa, (3.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir (Sagarayaj and Selvam 2012).

Ispat: X(t), (3.6) denkleminin salinimli olmayan ¢dzlimii olsun, yani t>T >t, igin

x(t)>0 dir.
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(3.3) sart1 (3.6) denkleminde kullanilarak, y =1 ve f>1ve t>T igin,
t a
Tl ™x(t)=x, +t* Zt s—1)“Yv(s)+ f,(s,x(s+a))— f,(s, x(s +a))]
= X, +t0 Z(t s—1)“Y[v(s)+ f,(s,x(s+ a))- f,(s,x(s + )]

(3 =50 )+ fs(s )= s s )]
e :z;t =0 F(O) 7 3151 )¢ (sl + ) s s )]
<c(r)+t [;j( s~ 1)+ (5105 ) (5. x5+ )]
ek x( Y s -0 ls)+ p sl s+ a)-plohs+a)] @13

s:T
elde edilir. Lemma 3.2 de,

A=p0,X= pll/ﬂ veY = (p2 plfllﬂ / ﬁ)u(ﬂfl) almarak, (3.4) esitligi uygulanirsa,

(" Wx(t+ ) +(B-Dp,Op, @) 8" = o (Ot + ), (), 7 (t)1 )= 0
By (OX” (t+ &)+ (B-D)B”" ") p. P (0)p,” V(1) - p, (E)x(t + ) > 0
b (OX(t+ @) p (O’ (t + @) < (B-1)B7 P p P ()p, V), t=T  (3.14)

elde edilir.

(3.13) esitsizliginde (3.14) kullanilarak,

Mt x(t) <CT)+t&9S t-s -1 I[u(s)+ H,(s), =T (3.15)

s=T

(3.15)’te her iki tarafin liminf almarak, (3.11) sart1 ile gelisir. Ispat tamamlanmustr.

t—oo

Teorem 3.4: f=1ve y <1 i¢in (3.2) ve (3.3) sartlar1 saglansin. Eger,

t-a
!Lrginft(l“;t s—1)“|v(s)+H,(s)] = —o, (3.16)
ve
t-a
!msupt SZ:(;(t s—1)“?|v(s)+H,(s)| =0, (3.17)

oluyorsa, burada

18



H, (s)=(- 7/)7/7’(7*1) plﬂ(y—l) (s) p21/(17y)(s)

dir. O zaman, (3.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir (Sagarayaj and Selvam 2012).
Ispat: X(t), (3.6) denkleminin salinimli olmayan ¢éziimii olsun. t>T >t, i¢in X(t) >0

dir. (3.6) denkleminde (3.4) sartin1 kullanirsak, =1 ve y <1 ile,

t a

Mek™x(t)< =Y (-5 =2 uls)+ p, () (s+ @) py(s)x(s + )

S=

_|

bulunur. Lemma 3.2°de

A=y, X = pzwx veY = (pl pz_w /7/)1/(7_

aliarak, (3.5) kullanilirsa,

(.7 (Ot + @) =@ Np®p, ™ O )" =, (Ox(e + ) p, (D), (1) 7)< 0
P, (X (t+a)— p,(t)X(t + &) < (1 y )y 7" ¢ p]’“‘” (t)p;’(l‘”(t) t>T (3.19)
(3.18) de (3.19) kullanilarak,

t a

T(e )t x(t) < FON (t-s-1)“I\s)+H,(s)], t=T (3.20)

S=

_|

elde edilir.

(3.20) esitliginde her iki tarafin Iirtn inf alinarak, (3.16) sart1 ile ¢elisir. Teoremin ispati

tamamlanmustir.

Teorem 3.5: f>1 ve y <1 igin (3.2) ve (3.3) sartlarinin saglandig varsayilsin. Eger,

t-a

lim inf gl ;( s—1)“|v(s)+H . (s)]= o0, (3.21)
lim supt -~ tZa:(t—s D) Iu(s)+H, (s) =0, (3.22)

oluyorsa, (3.1) denkleminin her ¢éziimii salinimlidir. Burada,
H,, (6)= (8 -1 P70 (s)o ) (- )y 570 (5)p, )
ve & e C([t0 , oo], R+) dir (Sagarayaj and Selvam 2012).
Ispat: X(t), (3.1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢dziimii olsun, yani, t 2T >t; i¢cin

X(t) > 0 dir. (3.6) denkleminde, (3.3) sart1 kullanilarak,
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Me )t x(t) < C(T)+ 493" (¢ — s 1)« v(s)

5 =52 elo(s ) p(oK o+ )
+t(1‘“)tz_j(t—s—1)(”‘1)[p2(s)x7(s+a)—§(s)x(s+a)], t>T (3.23)

yazilabilir.
(&= px”) ve (p,x” — &) siirlart (3.14) esitsizliginde p, =&, (3.19) esitsizliginde

p, = ¢ i¢in sirastyla kullanilirsa,

Ma X x(t) < C(T) + -3 (t— s 1) Iy(s)

oS s | 1808 s
= [(1_ 7,)7/7/(1—7)57/(7—1) (S) p21/(1—7) (S)]
(et )x(t) < C(T)+ t“‘”i(t —s-1)“Yv(s)+H, (s)], t=T (3.24)

(3.24)’te, t > oo icin her iki tarafin liminf i almirsa, (3.21) sart1 ile gelisir. Ispat

tamamlanmustir.
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4. YUKSEK MERTEBEDEN KESIRLI LINEER OLMAYAN FARK
DENKLEMLERININ SALINIMLILIGI

Bu bolimde,
AX(t)+ f,(tx(t + @) =v(t)+ f,(t,x(t+a), teN,, m-l<a<m
A =% (k=12..,m-1) } (43
formundaki, yliksek mertebeden lineer olmayan kesirli fark denklemleri gz Oniine
alinacaktir. Burada, A", «a—inci mertebeden ayrik Riemann- Liouville kesirli fark
operatorii, m>1 olan bir tamsayidir. f, :[O,oo)xR—)R,i=1,2 ve v, t den Xx’e
siireklidir, N, = {a,a+1,a+2,..} du.
Bu boliimde yiiksek mertebeden kesirli lineer olmayan fark denklemleri ig¢in bazi

salinimlilik teoremleri olusturulacaktir. Oncelikle bu boliimde kullanilan bazi 6zellikler

verilecektir.

Su sartlar g6z oniine alinacaktir:

xf,(t,x)>0 (i=12), x=0, t>a (4.2)
1£,x)> p )K" ve |f,(tx)<p,(t)¥ , x=0,t>a (4.3)
|f,(t, x) < pl(t)|x|ﬂ ve |f,(t,x)=p,(t)x", x=0,t=a (4.4)

burada, p,, p, eC([a,oo),R+) ve S,y >0, reel sayilardir. Bu sartlar altinda bazi

salinimlilik teoremleri elde edilmistir.

Lemma 4.1: (Young Esitsizligi)

(i) X,Y>0, u>1ve 1jtlzlolsun.
u v

xy < txv gty (4.5)
u Y

dir, burada, esitsizlik ancak ve ancak Y = X" iken saglanir.
.. 1 1
(i) X>0,Y>0,0<u<1ve =+==1olsun.
u v
1

Xy > x4ty (4.6)
u Y
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dir, burada, esitlik Y = X" iken saglanir.

Lemma 4.2: (4.1)’in kesirli Taylor fark formiilii, t € N i¢in,

x(t):ﬁg(t—s—l)(“)[v(sﬁ f,(s,x(s+a))- f,(s,x(s +)) +i Q) A*x(a) (4.7)

ST (e~ k+1)
esitligine denktir.
Ispat: Denklem,

A'X()+ f,(t x(t +a)) = v(t)+ f,(t x(t + @)
seklindedir.

A“X(t) = v(t)+ f,(t, x(t+a))— f,(t, x(t + @) (4.8)
seklinde yazilabilir.
Yiiksek mertebeden Taylor fark formiiliinii bulmak i¢in denklemin her iki tarafina da

~“ operatorii uygulanmalidir. O halde, 1.mertebe, 2.mertebe ve daha sonra yiiksek
mertebe icin bir genellestirme yapilabilir. Once, 1.mertebe icin Taylor fark formiilii
(4.8) denkleminde her tarafa A™ uygulanarak
AN X(t) = A [u(t)+ ,(t x(t + @) - f,(t, x(t + )]

elde edilir. Denklemin sag tarafi tanimdan agiktir. Sol tarafi,

A AYX(t) = A AN EDx(t)
(t—a)“?

F(a)

e ) ;(‘3:)’ p

= AN A (1) - A%?

olarak elde edilir.

x(t)—(tL)(al) “l—it:t—s —1)“u(s)+ £, (t, x(t+a))— f,(t, x(t+a))]

F(a) F(a -
yani
1 » (t-a)y
x(t) = e (t—s—1) “Y[v(s)+ f,(s,x(s +a))— f,(s, (s + )] + WA
elde edilir.

Simdi, 2.mertebe i¢in Taylor fark formiilii icin, (4.8) denklemine A™ operatorii

uygulanirsa,
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A A X(t) = A [u(t)+ (6 x(t + @) - f,(t, x(t + )]
elde edilir. Sol taraf igin,
A A“X(t) = A A2 A 9x(t)
= A AAMA T )X(t)

_ (afl)
= AN AN T x(t) - (t=2)” jen
I(a)
= A AN Zx(t) - (o)™ s ) s
(e -1) [(e)
_ (a-2) _ (a-1)
0T kY AV ) RV
Ia-1) I'a)
2 (t _ a)(a k) N
=x(t)- o
-2 16 D
elde edilir. O halde,
x(t) = 1S (t—s—1)“v(s)+ f,(s,5(s+a))— f,(s, x(s + ) +ZZ: t- )(H)
- F(O{) s=a 2 k=1 (0{ k +1)
bulunur.
Benzer sekilde yiiksek mertebe i¢in islem yapilirsa;
A A“X(t) = A AT A1)
— A—aAAm—lA—(m—a)X(t)
_a)\ed)
= AN A A M) x(¢) - t=a)""
I(a)
_a\ed)
— Al—aAAm—ZA—(m—a)X(t)_ ( a) Aa—l
I(a)
= AAT“ A2 Ay (t) - (t-a) pee (=27 a)” A
(e 1) [(c)
_ AzfaAAmfaAf(mfa)X(t)_ (t - a)(aiz) a-2 _ (t - a)(ail) AL
a-1) ()
— AAZ—a Am—3A—(m—a)X(t)_ ( - a)(a*S) Aa—3 _ (t - a)(aiz) Aa—Z _ (t B a)(ail) Aa—l
(o -2) a-1) ()
yazilabilir. Bu islem tekrarlanarak;
N (a—m+1) N (a—l)
N X(t) — Am—a—lAAm—mA—(m—a)X(t)_ (t a) Aa—m+1 — (t a) Aa—l
Ma-m+2) ()
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_ (a-m) _ (@-m+1) _ (a-1)
A*AY X(t) — AAm—a—lA—(m—a)X(t) _ m Aa—m w Aa—m+1 - - (t a) Aa—l
[e-m+1) (e -m+2) (@)
m a)(a k) —k
z (a—k+ 1)

k:l

yazilir. Yiiksek mertebe i¢in Taylor fark formiilii

ta . (7)
:—F(la 2 (t—s—1)“Pv(s)+ f,(s,x(s + ))— (s, X(s + ) +kZ:1: t(a )k+1) -

QD

bulunur.

Teorem 4.1: B>y igin (4.2) ve (4.3) sartlarmin saglandigi varsayilsin. Eger yeterince
biiyiik T ’ler i¢in

t-a

liminf t&> " (t—s -1 “[v(s)+ H(s)] = 0 (4.9)
ve
lim supt(l’“)ti(t —5—1)*Y[v(s)-H(s)]= o (4.10)

oluyorsa, (4.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimlhidir.

Burada H(s)=(8/y -1)m,(s)/ g7 p, """ )(s) dir.
Ispat: x, (4.1) denkleminin salmimli olmayan bir ¢oziimii olsun. Varsayilsm ki X,

(4.1) denkleminin bir pozitif ¢6ziimii olsun. O zaman, T, >a vardir dyle ki t >T, igin

X(t)>0dr. s>T, olsun, X =[x"(s), Y =,(s)/(Bo,(s)), u=B1ly ve v=pI(B-y)

alinsin, Lemma 4.1 de (4.5) sartindan

4 B _ﬁpl(s) Xy7p2(3)_ 1 7 (s Iy
ORI o]

(s) Bly
:ﬁpl(s){xy_ixu}gﬁp;(s)lw’:H(s), s>T, (4.11)
Y u Yy v
oldugu goriiliir.

(4.7), (4.2), (4.3), ve (4.11)’den
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N ( a) ™ (a-1)
Ta)y, A+ (t—-5-1)""[v(s)+ f,(s,x(s + &) - f,(s, X(s + @))]

lea k+1 P
Zt s —1)“Vu(s)+ £, (5, x(s + @)~ £,(s,X(s + )]
<0+ ¥T, )+ 352 ds) ¢ ) (9= 6]
SCD(t)+‘P(t,T1)+tj(t s—1)“Iu(s)+ H(s)], t>T, (4.12)
burada,
m )(*) m )(*)
kzzl: o - k+l) ; Mo —k+1) . (413)
‘P(t,Tl):g(t—s—l)(“‘l)[v(s)+fz(s,x(s+a))— £ (s, x(s+ )] (4.14)

dir. (4.12), t > T, i¢in t4) jle carpilarak,

O<t(l‘“)r(a)x(t)st(l“")CD(t)+t(l‘“)‘{’(t,Tl)+t( )t (t S — 1)(0‘ l)[ ( )+ H(S)] (4.15)

S

Q

Il
=

T, >T, olsun. Sirasiyla, 0 < <1 ve a >1 durumlari incelensin.

Durum (i) 0 < a <1 olsun. O halde, m=1, ®(t)= x, (t - a)(a—l)’

- (t) =[x, )t — ) < |x1|( T_aj(l a):cl(Tz), t=T,  (4.16)
‘t(l‘“)‘P(t,le = t(l‘“)i:(t —s=1) " Vv(s)+ f,(s,x(s + a))— f,(s, x(s + )
STZ )t — s =2 I(s)+ T, (5, X(5 + )~ f,(5, X(s+ @)
gz[ T J (s x(s +))- f,(s,x(s+ )
—c,(T,T,), t=T, (4.17)
olur.

(4.15), (4.16), (4.17)’den t > T, icin
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s=T,
dir. Bundan dolayi,
t-a
liminf % (t —s ~1) I v(s)+ H ()] = —[e,(T,)+ ¢, (T, T, )] >
—0 o

olur, ki (4.12) ile gelisir.

Durum (ii) a >1 olsun. O halde, m > 2 igin,

t () =

=c,(T,), t=>T, (4.18)

ve

=[t*> (t -5 -1 [v(s)+ f,(s,x(s + @)~ f,(s, x(s + @)

s=a

Ty

<3t —s—2)“P(s)+ f,(s,x(s + @) - f,(5,x(s + @)

=c,(T,), t=>T, (4.19)
elde edilir. (4.15), (4.18) ve (4.19)’dan t>T, i¢in

05 s -1 Ols) + HS) > Leo(T, )+ ¢, (1]

s=T,

oldugu goriiliir. Bundan dolayi,

!ilpoinft(lai —5—=1)“u(s)+ H(s)] = —[c, (T, )+ ¢, (T, )] > —oo

olur, ki (4.12) ile gelisir. Sirada, X’in (4.1)’in bir negatif ¢6ziimii oldugu varsayilsin.

Benzer sekilde (4.13) ile geliski olusur. Ispat tamamlanmistir.

Teorem 4.2: a>1, f <y igin (4.2) ve (4.4) saglansin. Eger, yeterince biiyiik T ’ler

i¢in
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t

limsupt®™* > (t —s —1)“[u(s)+ H(s)] = (4.20)

Q

t—o s=a
ve
t—-a
liminf t©>" (t - s -1)“[v(s) - H(s)] = —o (4.21)

tso0
oluyorsa, (4.1) in her sinirh ¢6ziimii salinimlidir.
Burada, H, Teorem 4.1.1 de tamimlanmustir.
Ispat: x, (4.1)’in salmimli olmayan smirh bir ¢ziimii olsun. M, ve M, sabitleri
vardir, Oyle ki, t > a igin,

M, < x(t)< M, (4.22)
dir. x’ in (4.1) denkleminin bir sinirli pozitif ¢oziimii oldugu varsayilsin. O zaman,

t>T, i¢in, T, >a vardir, dyle ki X(t)> 0 dir. (3.6) ispatina benzer olarak, (4.11)’den

s >T, igin,

B
P, (s)X"(s)— py(s)X” = H(s) (4.23)
bulunur, burada H, Teorem 4.1.1 de tanimlanmistir. ®, ¥ sirasiyla, (4.13) ve (4.14) de
tanimlanmustir.

(4.19)’un ispatina benzer sekilde, (4.7), (4.2), (4.4) ve (4.23)’den, t >T, i¢in,

t a
tE (e )x(t) = tE () + 1) v(s)+H(s)]  (4.29)

s T1

elde edilir.

T, >T, alinsin. $Simdi, o =1 ve « >1 durumlar1 g6z dniine alinsin.

Durum (i) & =1 olsun. O halde, (4.18) ve (4.19) hala dogrudur. (4.22) , (4.18) , (4.19)

ve (4.24)’den t >T, i¢in,
t—

zr(a)t(l_“)Z—CS(TZ)—C4(T1)+t(l) (t S— 1)( )[()+H(S)]

S

Q

ey

dir. Bundan dolay,

’[ a

!imsupt( —s=1)"Yv(s)+ H(s)] < c,(T,)+c, (T, T,)+M,I(q) < =

elde edilir, (4.20) ile gelisir.

iy
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Durum (i) a >1 olsun. (4.18), (4.19) saglanir. (4.22), (4.20), (4.21) ve (4.24)’den
t>T, igin,
t—

M, T(ak ) 2 ¢, (T, )¢, (T, )+ 15 3 (t =5 -1)“ P [u(s) + H(s)]

S

Q

I
=

dir. limt% =0 oldugundan,

t—oo

lim supt(l’“)zt:(t —s=1)"Vv(s)+ H(s)] < cy(T, ) +c,(T,) <

t—o0 s=T,

elde edilir, (4.20) ile gelisir. Son olarak, x’in (4.1) in bir sinirli negatif ¢6ziimii oldugu

varsayilsin. Benzer sekilde (4.21) ile celiski elde edilir. Ispat tamamlanmustir.

4.1 Kesirli Caputo Ayrik Fark Operatorii I¢cin Sonuclar

Bu boliimde, 6ncelikle, Caputo ayrik farki i¢in bir tanim verilecektir.

Tanmm 4.1.1: x>0 ve m-1<u<m olsun. Burada, m pozitif bir sayiyr gosterir,

m= Lu—| , H saymin tavanidir. V=m— g alisin. g -inci kesirli Caputo ayrik farki,

t-v
AT ()= A (am f( ):iz —s—1)"(A"f)s), vteN,.,
r(v)&
seklinde tanimlanir.
Burada, A™, m -inci mertebeden ileri fark operatoriidiir,
(Ames):i( ] f(s+k)

0

seklinde tanimlanmaistir.

Bu boliimde, baglangi¢ deger problemi

AZx(t)+ f,(t x(t+ @) =v(t)+ f,(t,x(t + ), t>a> 0}

A"x(t] = X, (k=01..,m-1)

t=a

(4.25)

olan Caputo kesirli operatériiniin salimmlilik sartlari verilecektir. Burada, A%Zx(t),

m-l<a<m i¢in «a-inci mertebeden Caputo ayrik kesirli fark operatoriidiir.

f :[0,00)xR—>R,i=12, v, t ve x de siireklidir. N, = {a,a+La+2,..} dir.
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Caputo ayrik kesirli fark: i¢in Taylor fark formiili,

0-3 0" @ L S s aixs), ten
x(t) = x(a)+ —— —s— x(s), teN,,,
~ k! F(a)s:a

seklindedir.

Teorem 4.1.1: B> y igin (4.2) ve(4.3) saglansin. Eger, yeterince biiyiik T ’ler igin,

t—

liminf t&™" (t—s —1)* Y[v(s)+ H(s)] = —oo

t—ow

N

S

]
QD

ve
t-a
limsupt®™% (t—s —1)“v(s)-H(s)]=

ise, (4.1) in her ¢6ziimii salintmlidir, burada H, Teorem 4.1.1 de tanimlandig: gibidir.

Teorem 4.1.2: o >1 olsun. (4.2) ve (4.4) sartlariin S < y ile saglandigi varsayilsin.

Eger, yeterince bliylik T ’ler igin,
t—

limsupt®™>" (t—s —1)* V[v(s)+ H(s)] =

t—oo

N}

S

1|
QD

ve
t-a

fon g £ (1-m) _e_1)eD _ —_

liminf t SZ;(t s—1)“"[v(s)-H(s)]=—o

ise, (4.1) in her ¢oziimii salinimlidir, burada H , Teorem 4.1.1 de tanimlandig: gibidir.
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