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Matematik Anabilim Dali
Damisman: Dog. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

Bu tez calismasinda, zaman skalasindaki tanimlara ve bu tanimlarla ilgili 6rneklere yer

verildi. p>q >0, a=0ve K > 0igin

ad/P < (ﬁ K@-n/vg + ﬂKq/p)
p p

esitsizligi ile u,b € C,q, a € R* ve ul(t) < a(®u(t) + b(t), t >ty t € T* olmak
uzere

t

u(t) < ultp)ea(t, to) + | eqa(t,a(@))b(D)AT, t =ty tETH

to
karsilastirmali teoremin incelemesi yapildi. Ugiincii béliimde ise karsilastirmali
teoremin diger bazi lineer olmayan integral esitsizlikler {izerine yeni sonuglari elde
edildi. Daha sonra dordiincii boliimde de gecikmeli integral esitsizliklerinin incelemesi

yapildi.
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Integral Esitsizlikleri



ABSTRACT
M.Sc Thesis
NONLINEAR INTEGRAL INEQUALITIES ON TIME SCALES

Hakan TEMIZ
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Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

In this thesis, descriptions in the time scale are stated and and examples relevant to

these descriptions are given.p > q >0, a=>0and for K > 0

ad/P < (ﬁ K@-n/vg + ﬂKq/p)
p p

with the inequality u, b € C,4, a € RT ve u(t) < a(®)u(t) + b(t), t > t,, t €T
be about
t
u(t) < ultp)ea(t, to) + | eqa(t,a(@))b(D)AT, t =ty tETH
to
the comparative theorem of analyzed. In the third part, new results of the comparative
theorem to some other nonlinear integral inequalities are derived. In the four part delay

integral inequalities is analyzed.

2014, v + 50 pages
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SIMGELER DiZIiNi

Simgeler

J. Belirli Integral

B Beta fonksiyonu

o Sigma fonksiyonu

A Delta fonksiyonu

p Ro fonksiyonu

U Mii fonksiyonu

e,(t,s) Ustel fonksiyon

o/t Kismi tiirev

T Zaman skalas1 kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

Ny Negatif olmayan dogal sayilar kiimesi
R Reel Sayilar Kiimesi

R, [0,0)

Rt Pozitif azalan fonksiyonlarin kiimesi
Z Tam sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

Crq rd-continuous fonksiyonlar kiimesi
€ Elemanidir

€ Epsilon

1) Bos kiime



1. GIRIS

Son zamanlarin dikkat ¢geken yeni ¢calismalarindan birisi zaman skalasi teorisidir. Zaman
skalas1 1988 yilinda Stefan Hilger tarafindan ortaya atilmistir. Stefan Hilger diskret
analiz ile siirekli analizi bir ¢at1 altinda birlestirmek amaciyla bu teoriyi ortaya atmistir.
Bunun i¢in de her ikisini kapsayan bir kiime almis ve bu kiimeye zaman skalasi
demistir. Gorecegiz ki zaman skalasini reel sayilar aldigimizda siirekli analiz ile, tam

sayilar aldigimizda ise diskret analiz ile ¢akigmaktadir.

Stirekli analizdeki ve diskret analizdeki hemen hemen her sey 6rnegin siireklilik, tiirev
integral, sinir deger problemleri ve tlimevarim gibi kavramlar zaman skalasinda tekrar
tanimlanmistir. Buradan da anlasilacagi gibi zaman skalasi bildiklerimizi daha genele

tasimigtir.

Zaman skalasi diferansiyel ve fark denklemlerini birlikte ifade etmemizi saglar. R de
tanimli diferansiyel veya Z de tanimli fark denklemleri i¢in bir sonug vermek yerine reel
sayilar kiimesinin kapali bir alt kiimesi olan T zaman skalasinda tanimlanan genel bir
dinamik denklem gdz Oniine alinabilir. Bu nedenle zaman skalas1 sadece R ve Z igin
degil aym1 zamanda miimkiin diger uzaylar i¢inde sonug verme imkam saglar. Integral
esitsizlikleri analiz ve uygulamalarinda 6nemli bir rol oynar. Bohner ve Peterson (2001)
tarafindan bazi temel integral esitsizliklerinin zaman skalas1 versiyonlar elde edilmistir.

Son zamanlarda zaman skalalar1 iizerinde de bir ¢ok ¢alisma yapilmistir.
Bu tezde amag, zaman skalasindap > g > 0,a = 0 ve K > 0 i¢in

a% <Igavmwg P" 9 pam
p

p
esitsizligiile u, b € C,4,a € R ve

ul(t) < a(®u(t) +b(t), t=t,, teTF

olmak tlizere

u(t) < ulty)e,(t, ty) + ftea(t,U(T))b(T)AT, t>ty, teT"



karsilagtirmali teoremin incelemesi yapildiktan sonra diger bazi lineer olmayan integral

esitsizlikleri {izerine yeni sonuglar elde etmektir.



2. TEMEL KAVRAM VE TEOREMLER

Bu calismamizda S kiimesi ile birlikte M kiimesinde belirtilen tim siirekli

fonksiyonlarin kiimesi C(M,S) ile gosterilecektir.

Tamm 2.1: Reel sayilarin keyfi, bostan farkli kapali alt kiimesine zaman skalas1 denir
(Bohner and Peterson 2001).
Ornek 2.2: R, kapali, bostan farkli ve Rnin bir alt kiimesi oldugundan zaman
skalasidir. Benzer sekilde N, Z, N, [0,1] U [2,3] kiimeleri de birer zaman skalasidir.
Tamim 2.3: T zaman skalasinda o ileri sigrama operatorii;

o(t) =inf{s €T:s >t} (2.1)
seklinde tanimlanir. Bu tanimda inf® = supT dir (Bohner and Peterson 2001).
Ornek 2.4: T = [0,1] U {2,3} zaman skalas1 ele alinsmn. o(2) = ?

Coziim:
o(2) =inf{s >2: s€[01]u{23}}
= inf{{3}}
=3
olacaktir.

Tamim 2.5: Eger o(t) > t ise 0o zaman t sag sigramalidir denir (Bohner and Peterson
2001).
Ornek 2.6: T = [0,1] U {2,3} zaman skalasi ele alinsin. t = 1 igin
o(1) =inf{s>1: s€[0,1]uU{23}}

= inf{{2,3}}

=2
olup 6(1) =2 > 1 yani o(t) >t oldugundan t = 1 noktasinda sag sigrama 6zelligi
saglanmis olur.
Tanmim 2.7: Eger o(t) =t ve t < supT ise 0 zaman t sag yogundur denir (Bohner and
Peterson 2001).

Ornek 2.8: T = [0,1] U {2,3} zaman skalasi ele alinsin. t = % icin

1y 1
o (§> =inf {s > 5 S € [0,1] U {2,3}}



= inf {(% 17U {2,3}}

1

oldugundan t = ; noktasinda sag yogun olma 6zelligi saglanir.

Tamm 2.9: T zaman skalasinda p geri sigrama operatorii;

p(t) =sup{s €T :s <t} (2.2)
seklinde tanimlanir. Bu tanimda sup® = infT dir (Bohner and Peterson 2001).
Ornek 2.10: T = [0,1] U {2,3} zaman skalas1 ele alinsmn. p(3) =?

Coziim:
p(3) = sup{s <3:s5€[0,1]u {2,3}}
= sup{[0,1] U {2}}
=2
olacaktir.

Tamim 2.11: Eger p(t) <t ise o zaman t noktasi sol sigramalidir denir (Bohner and
Peterson 2001).
Ornek 2.12: T = [0,1] U {2,3} zaman skalas1 ele alinirsa
p(2) = sup{s < 2:s€[0,1]U{2,3}}

= sup{[0,1]}

=1
olup p(2) = 1 < 2 oldugundan t = 2 noktasinin sol sigramali nokta oldugu goriiliir.
Tanmm 2.13: Eger p(t) = t ve t > infT ise t noktasi sol yogun nokta olarak tanimlanir
(Bohner and Peterson 2001).
Ornek 2.14: T = [0,1] U {2,3} zaman skalas1 ele alinirsa;

p (%) = sup {s < % :s €[0,1] U {2,3}}

-ofo)

oldugundan t = % noktasi sol yogun nokta olacaktir.

Tanmm 2.15: u : T = [0, o)



u(®) = o(6) — ¢ (23)

seklinde tanimlanan fonksiyon graininess fonksiyonu olarak tanimlanir. T den tiiretilmis
T* kiimesi ise; eger T sol sigramali maksimum m noktasina sahip ise
T* =T — {m}, aksi halde T* = T seklinde tanimlanir (Bohner and Peterson 2001).
Ornek 2.16: T = R ve T = Z i¢in granininess fonksiyonunu bulalim.
Coziim: T = Rolsun. O zaman t € T igin
o(t) = inf(t,0) =t
oldugundan
u@)=o() -t

=t—t

=0
ifadesi yazilabilir. Benzer sekilde T = Z igin

o) =inf{{t+1,c+2..}}=t+1

oldugundan
u)=o(t) -t
=t+1—t
=1
seklinde elde edilir.

Ornek 2.17: T = [0,1] U {2,3} zaman skalas1 icin
p(3) = sup{s <3:s€[0,1]U{2,3}}

= sup{[O,l] U {2}}

=2
oldugundan

T =[0,1] U {2,3} — {3}
=[0,1] u {2}
ifadesi yazilabilir.
Tanmm 2.18: f : T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Ve > 0 i¢in
s €U, =(t—4,t+ 5) olacak bigimde 35 > 0 var ve
£ (o®) = F&)] = FADI(®) = 51| < elo(®) — 5| @24)

esitsizligi saglaniyorsa f nin t deki tiirevi olan f2(t) tiirevi vardir denir (Bohner and

Peterson 2001).



Ornek 2.19: Eger T = R ise f2 nin bilinen tiirev olan f', eger T = Z ise f2 nin ileri
fark operatorii Af oldugu goriiliir.
Cozim: T =Rise f : R - R, Vt € Ri¢in g(t) = t oldugundan

L fle®)=f) . f@®—f(s)
fA(t)_lslirtl a(t)—s =lim t—s

=f(®
elde edilebilir. T = Zise f : Z - R, Vt € Zigin a(t) = t + 1 > t oldugundan
fle®) - f©®

A —
fo@) = e
e+ D -f@)
o0 = t+1)—t
=ft+1D—-f(®)
= Af (1)

oldugu gortiliir.
Tammm 2.20: f: T - R fonksiyonu T kiimesinde sag yogun noktalarda siirekli ve
p(t;) =t; oldugu noktalarda lim,,, - var ve sonlu ise f fonksiyonuna ‘rd-
continuous’ denir. Genellikle “rd-continuous” fonksiyonlar1 C,; olarak ifade edilir
(Bohner and Peterson 2001).
Tanm 221: F: T-> R, f:T-> R VteTx

FA() = f(1)
esitligini saglayan F fonksiyonuna f fonksiyonunun anti tiirevi denir ve Cauchy

integraliise a, b € T i¢in

b
J F(®)At = F(b) — F(a) (2.5)

seklinde ifade edilir (Bohner and Peterson 2001).
Ornek 2.22: T = Z igin asagidaki belirsiz integral hesaplansin;

fatAt
Burada a # 1 bir sabittir.

at A_A at _at+1_at_ .
a—1) a—1) a-1 -

oldugunda dolay1




esitligi elde edilir. Burada C keyfi bir sabittir.
Tanmm 2.23:p: T - R, Vt € T i¢in

14+ u®)p() =0
esitligini saglayan p fonksiyonlar1 azalan fonksiyonlar olarak tanimlanir. Tiim azalan ve
rd-continuous fonksiyonlarin kiimesi ise R ile gosterilir. Tim pozitif azalan
fonksiyonlarin kiimesi ise

Rt={peR:1+ul®)p(t) >0, VteTicin}

seklinde ifade elde edilir (Bohner and Peterson 2001).
Tamim 2.24: h > 0 igin silindir doniisiim, &, : C,, = Zy,

1
&(2) = ELog(l + zh) (2.6)

seklinde tanimlanir. Burada Log dogal logaritma fonksiyonudur ve

1
(Chz{ze((l:zi——}

h
(2.7)
Z Z{ZEC'—E<ITH(Z)<E}
4 h “h
olup h = 0, Vz € Cigin é,(z) = z dir (Bohner and Peterson 2001).
Tanim 2.25: Eger p € R ise o zaman iistel fonksiyon, s,t € T igin
t
ey(t,s) = exp <f E“(T)(p(r))AT> (2.8)
S

seklinde ifade edilir (Bohner and Peterson 2001).
Teorem 2.26: Eger p € R ve t, € T ise 0 zaman e, (., to) iistel fonksiyonu, T zaman
skalasinda

x2=px, x(ty) =1 (2.9)
baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimiidiir (Bohner and Peterson 2001).
Ispat:
1. Durum: o(t) > t olsun.

1
&7 (@) =2 (™" - 1)
esitligi ve Vr, s, t € T i¢in

ep(t,m)e,(r,5) = e,(t,s)

ifadesinden



exp (7 §uoy 0(0)A7) = exp (J. &y (1))
u(t)

exp (7 éuw @()bT) — 1

- u(
eSu@Ou®) _ 1

G

_ Enn Cup(@®) — 1

u(t)
= p(©)e, (6, to)

ep(t' tO)

ep(t' tO)

ep(t' tO)

oldugu gortiliir.
2. Durum: g(t) = t olsun. Eger y(t) := e, (t, ty) ise 0 zaman
y4(®) =p®y(6) (2.10)
esitliginin saglandigi gosterilsin. Vr, s, t € T i¢in
ep(t,1)e,(r,5) = e,(t,s)

esitligi kullanilarak

V() — y(s) = POVt ~ )] = |ey (2, to) — e (5. t0) = P(D)ep(t, to) (¢ — 5))|

= |ep(t,to)[|1 — €, (5,6) = p(t) (t — 5)|

= |ep(t )| |1 - f & (p(D)AT — €, (s, 1)

+ f £ (P(D)AT — p(B)(¢ — 5)

< |ep(t, t0)| 1-— f SH(T)(p(T))AT —ep(s,t)
Hep 00| | [ Sun ()7 = PO~ 5)
< |ep(t, t0)| 1- f fu(r)(p(r))AT —ep(s,t)




t

+|e, (¢, to)] f [£uc0(P(D) — &(p(D)]AT

S
ifadesi elde edilir. € > 0 olsun. Simdi son esitsizligin sag tarafindaki ifadenin t nin bir
U komsulugundaki €|t — s| ifadesine esit veya daha kii¢iik oldugu gosterilirse ispat

tamamlanacaktir. o(t) = t ve p € C,4 oldugundan asagidaki esitlik saglanir;
lim &, (p(M) =& (D)

Bu ifadede ¢t nin bir U; komsulugu vardir dyle ki Vt € U; igin

|E/.L(T) (p(T)) - fo(P(t))l <

€
3e,(t, to)
esitsizligi saglanir. s € U; olarak alinsin. O halde
t

e, (¢, to)] f[fu(r)(P(T)) —&(p®)]ar| < g |t — s

N

oldugu goriiliir. Simdi ise L’Hospital kural1 kullanilarak

1—z—e2

lim——— =20
z-0 Z

esitligi elde edilebilir. Bu nedenle t nin bir U, komsulugu vardir 6yle ki, eger

s <tves € U, ise 0 zaman

1—ﬂm4mmm—%@o<6
fst Eu () (p (T) ) At

ifadesi yazilabilir. Burada

€
€ =min {1, }
14 3|p(De,(t, to)|

dir. s € U; N U, olsun. O halde

t t
|ep(t, t0)| 1 —f{u(f)(p(T))AT—ep(s, | < |ep(t, t0)|6* ffu(r)(p(r))Ar

t
< ley &, to)€” f&@@&»—%@@ﬂm

+p(O)|t — s|}



< |ey(t to)] f [£.00(P(D) = & (p(D)]AT

+|ep (&, to)|e*Ip@)It — s|

&
<gle—sl+ e, (6, t) [ lp()]It — s

<o+ 8los=Zi—s
3 3 3
ifadesi elde edilir.
Teorem 2.27: Eger p € R ise
i) ey(t,t) =1veey(t,s) =1
i) ey (a(t),s) = (1 + u(®)p(®))e,(t, s)
iii) Eger T* kiimesinde p € R* ise 0 zaman Vt € T i¢in e, (t, ty) > 0 olur (Bohner and
Peterson 2001).
Ispat:
1) Asikardir.
i) Eger f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ise
f(o(®©) = £(O) +u(OFA D)
esitligi yazilabilir. Bu esitlikten yola ¢ikilarak
ep(a(t),s) =ej(t,s)

=e,(t,s) + u(t)ey(t,s)

= e,(t,5) + u(OP(L) ep(t,5)

= (1+u(@®)p(t)ey(t,s)
ifadesi elde edilir.
iii) 1 + u(t)p(t) > 0 oldugundan dolay1 Vt € T* igin

Log[1+u(®)p(D)] €R

olacaktir ve bu son ifadeden dolay1 da Vt € T* igin

$up(@) ER
ifadesi elde edilir. (2.8) esitliginden, Vt € T i¢in

ep(t,tg) >0
oldugu gortiliir.
Uyan 2.28: Acikga iistel fonksiyon s, t € Rigin, T = R ise

10



ep (t’ S) = efstp(T)AT
e, (t,s) = e®(t=9) (2.11)
e, (t,0) = e*

seklinde verilebilir. Burada a € R sabitve p : R - R siirekli bir fonksiyondur. s,t € Z

iles < ticin T = Z ise, tistel fonskiyon

t—-1
ep(t,) = | |11 +p@)
e.(t,s) =1 +a)s (2.12)

e,(t,0) =(1+a)t
seklinde olacaktir. Burada a # —1 bir sabit ve p : Z — R fonksiyonu Vt € Z igin
p(t) # —1 kosulunu saglayan bir fonksiyondur (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.29: Egerp € Rvea,b,c € T ise 0 zaman
b

jp(t)ep(c, o(t))At = e,(c,a) — e,(c, b) (2.13)

a

dir (Bohner and Peterson 2001)
Ispat:
p()ep(c, () = p(tegy(a(t), €)
=p®O[1 + u@®)(Op)(D]esy(t, )

o OO
1
=p(t) Weﬂp(t' c)

= —(Op)(Degy (¢, ¢)

= _eepA(t' C)
A
= [ep(c,8)]
oldugu goriiliir. Burada A, t degiskenine gore tiirevi ifade etmektedir. Bu nedenle
b b
A

fp(t)ep(c,a(t))At =— f[ep(c,.)] (At
a a

=ey(c,a) —e,(c,b)

olur ki buda istenilen sonucu vermektedir.

11



Teorem 2.30: t, € T* ve w : T X T* — R fonksiyonu, t > t, ve t € T* olmak iizere
(t,t) arah@inda siirekli olsun. w2 (t,.), [to, o(t)] araliginda rd-continuous olsun. Eger

Ve > 0 igin t nin bir U komsulugu var, oyle ki T € [ty, a(t)], Vs € U igin
lw(a(6), 1) —w(s,7) —wi(t, ) (a(t) — s)| < elo(t) — sl (2.14)

esitsizligi saglansin. Burada w¥, w nin birinci degiskene gore tiirevini ifade etmektedir.

O halde

t

v(t) := fW(t,T)AT (2.15)
to
esitliginden
t
v2(t) = jwf(t, )AT + (o(t),t) (2.16)
to

oldugu goriilebilir (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.31 (Karsilastirmah Teorem): u,b € C,; ve a € R* olsun. O zaman Vt € T

i¢in
ul(t) < a(®)u(t) + b(t) (2.17)
esitsizliginden, Vt € T i¢in
t
u(t) < u(ty)ey(t, ty) + fea(t,O'(T))b(T)AT (2.18)

ifadesi elde edilebilir (Bohner and Peterson 2001).
Ispat:
[uesa (., to)14(6) = ut()eaa (o (L), to) + u(t)(8a) (t)ega(t, to)

(Ba)(t)
1+ pu@)(6a)(t)
= [ut(®) — 8(8a) (t)u(t)]ega(a(t), to)
= [ut(®) — a(®u(®)]ega (0 (1), to)
dir. a € R* oldugundan Oa € R* olur. fa € R* oldugundan ey, > 0 olur. O halde

t

u(t)egq(t, to) — ulty) = f [ut(2) — a(Du(r)]egq (0(0), to) At

to

= u(t)ega (o (), to) +u(t) epa(a(t), to)
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t
Sfb&kwwﬁl%Mf
to

t
~ | eatty obAT
to
oldugu goriiliir. Buradan da istenilen sonuca ulasilir.
Teorem 2.32 (Gronwall Esitsizligi): y, f € C,;, ve p € R*, p = 0 olsun. O halde
Vvt € T igin
t
y© < fO+ [ y@p@ar

to

esitsizliginden, Vt € T i¢in
t
YO <@+ [ epo@r@par
to
ifadesi elde edilir (Bohner and Peterson 2001).
Ispat: z(t) fonksiyonu
t
20 = | y@p@ar
to
seklinde ifade edilsin. O zaman z(t,) = 0 ve
z8(t) = y(®O)p(t) < [f () +zO]p ) = p(O)2(t) + p(Of (£)

oldugu goriilebilir. Karsilastirmali teorem kullanilarak vVt € T icin
t

20 < [ o) @p@ar

to
esitsizligi elde edilebilir ve

y(®) < f(6) +z(t)

ifadesinden yararlanilarak istenilen sonuca ulagilir.
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3. ZAMAN SKALASINDA LINEER OLMAYAN INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Bu bolimde p,q,7,m reel sabitler, p>q¢>0,p>=m>0,p=>r>0 ve t=>t¢,

to € T* olarak ele alinacaktir.

Lemma 3.1: a = 0 olsun. Bu durumda VK > 0 igin

a-p - q
aQ/PS%Kpa-}-p q[(p (3.1

dir (Li and Sheng 2007).
Ispat: Eger a = 0 ise o zaman kolaylikla (3.1) ifadesinin saglandig1 gbriilebilir. Bu
nedenle a > 0 olmasi1 durumunda (3.1) esitsizliginin saglandigini1 géstermek yeterlidir.

O halde VK > 0 i¢in

f(K) = 9@y + P~ gam (3.2)
p p
esitligini ele alirsak, bu esitlikten
, ap-q) .
f (K)=TK" 2P/P(K — a) (3.3)

oldugu elde edilir. Bu son esitsizlikten dolay1 da
f'(K)=0, K>a
f'(K) =0, K=a (3.4)
f'(K) <0, 0<K<a
ifadeleri elde edilir. Bu nedenle
fK) = f(a) = a?/? (3.5)
oldugu kolayca goriiliir. Boylece Lemma 3.1 in ispati tamamlanmais olur.
Teorem 3.2: u, a, b, g, h € Crg, u(t), a(t), b(t), g(t), h(t) negatif olmayan

fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda VK > 0, t € T* igin

t
uP(t) < a(t) +b(t) f[g(r)u(r) + h(7)]AT (3.6)

esitsizliginden yararlanarak

u(t) <{a(t) + b(t)F(t)ep(t, to)}% (3.7)

oldugu goriiliir. Burada
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t
-1 1 a(r
F(t) = f g(1) P KP + (p31 + h(t)| At (3.8)
p pK P
ve vVt € T* igin
b(t)g(t)
B(t) = —= (3.9)
pK'P 2
dir (Li 2006).
Ispat: Acikca eger t =t, ise o zaman (3.6) esitsizligi saglanir. Bu nedenle ispatin
t > ty, t € T* igin yapilmasi yeterli olacaktir. z(t) fonksiyonu

t

z(t) = f[g(r)u(r) + h(1)]AT (3.10)

to

seklinde tanimlansin. Bu nedenle

uP(t) < a(t) + b(t)z(t) (3.11)
esitsizligi elde edilir. Lemma 3.1 ve son elde edilen esitsizlikten, VK > 0 i¢in
1 -1 1 a(t b(t)z(t
u(t) < (a(®) + b(Oz())P < P "kr+ (pfl + ( )p_(l) (3.12)
p pK P pK P

oldugu goriiliir. (3.10) ve (3.12) esitsizlikleri birlikte ele alinirsa

z(t) < j lg(r) —K1 P+ a(;)l + b(T)Z_(? + h(7)
o pK P pK P
(3.13)
=F(t) + &g_(f)z(r) At
to pK P

oldugu goriiliir. Burada F(t) fonksiyonu (3.8) esitliginde tanimlandig1 gibidir. Ayrica
F (t) negatif olmayan, siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur.

1. Durum: F(t) > 0 olsun. (3.13) ifadesinden

©_ ., fb(r)g(r) 2@

FD) S t prpl F@O) T (3.14)
oldugu goriiliir.
B b(1)g(7) z(7)
y(t)—1+tj0 pr_l F(T)A (3.15)
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olarak ele alinirsa

b b
yA(t) = (Zf(f);((?)_ (23;(?31(1:) (3.16)
pK P pK P

oldugu goriiliir. Karsilastirmali teorem ve y(t,) = 1 esitligi ile (3.16) ifadesinden

y(t) < ep(t,to) (3.17)
esitsizligi elde edilir. Burada B(t) ise (3.9) esitliginde tanimlandigi gibidir.
(3.14), (3.15) ve (3.17) ifadelerinden

z(t) < F(t)ep(t, to)
oldugu goriiliir. Bu durumda elde edilen son esitsizlik ve (3.11) esitsizliginden (3.7)
esitsizligi kolayca elde edilir.
2. Durum: F(t) =0 olsun. F(t) fonksiyonunun tanimi ve teorem (3.2) den (3.7)
esitsizliginin saglandig1 goriiliir.
Sonu¢ 3.3: T=R ve u(t), a(t), b(t), g(t), h(t) € C(R,,R,) olsun. O halde
VK > 0,t € R, icin

uP(t) < a(t) + b(t) j[g(s)u(s) + h(s)]ds
0

ifadesinden
1
p
u(®) < da(e) + b(OF()exp (S)f(f)
o PKP
esitsizligi elde edilir. Burada
1
F(t)—j 9(s) —K a(;)l + h(s)|ds
PK P

dir (Li 2006).
Sonu¢ 3.4: T =7 ve u(t), a(t), b(t), g(t), h(t); t € Ny i¢cin negatif olmayan
fonksiyonlar olsunlar. O halde VK > 0,t € N, i¢in

wP(6) < a(©) +b(©) ) [g(sIu(s) + h(s)]
s=0

esitsizliginden
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S

t—-1

u(t) < a(t)+b(t)F(t)1_[ 14
5=0 pK P

b(s)g(s)
—1

esitsizligi elde edilir. Burada

-1
Z o) | Eo2kp + 2% ) 4 h)
s=0 pK P

dir (Li 2006).
Teorem 3.5: u, a, b, g, h € Crq, u(t),a(t), b(t), g(t) ve h(t) negatif olmayan
fonksiyonlar olsunlar. O halde VK > 0, t € T* i¢in

t
uP(t) < a(t) + b(t) f[g(r)up(r) + h(Dul(r)]At (3.18)
ifadesinden
t
u(®) < {a(®) + b(t) f a(g(@ +h() | K2 Q)&qa(r) (3.19)
pK P
X ep(t, o(T))AT}/P
esitsizligi elde edilir. Burada
F(t)=b()| g(t) + 5=q ) (3.20)
PK a2
dir (Li and Sheng 2007).
Ispat: z(t) fonksiyonu t € T* icin
z(t) = J[g(r)up(r) + h(t)ul(t)]AT (3.21)

to
seklinde tanimlansin. O halde z(t,) = 0 olur ve (3.18) esitsizligi ise t € T" i¢in
uP(t) < a(t) + b(t)z(t) (3.22)
seklinde yeniden diizenlenebilir. Lemma 3.1 kullanilarak (3.22) esitsizliginden VK > 0
i¢cin
ul(t) < (a(®) + b)z(X)Y?

K- +qa®  ab®)z(t)
pK®-d/p pK(p a)/p

(3.23)

oldugu kolayca goriliir. (3.21) — (3.23) ifadelerinden t € T* igin
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z5(t) = g(®uP () + h(®)ul(t)

K(p—q) +qa(t) qb(t)z(t)

< 9(O[a() + O] + hO) = i+ e

(3.24)

K(p —q) +qa(t)
pK®-d/p

= [a(t)g(t) + h(t)l + F(t)z(t)

ifadesi elde edilir. Burada F(t), (3.20) esitliginde tanimlatildig1 gibidir. O halde
F(t) € R* oldugu kolayca goriiliir. Bu nedenle Karsilastirmali teorem ile z(ty) =0
esitligi ve (3.24) ifadesinden t € T* igin

t K _
2(6) < f la(r)g(r)+ (ppK‘g_;Zf © h(T)leF(t,a(T))Ar (3.25)
to

elde edilir. Istenilen (3.19) esitsizligine (3.22) ve (3.25) ifadelerinden kolaylikla ulasilir.
Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.6: T =R ve u(t), a(t), b(t), g(t), h(t) € C(R,,R,) olsun. O halde
VK > 0,t € R, igin

t
uP(t) < a(t) + b(t) f[g(s)up (s) + h(s)ul(s)]ds (3.26)
0

ifadesinden

u(t) < {a(t)+b(t)jla(r)g(r)+h(r)< ®—a) +qa(r)>l

K(p a)/v

" 1/P

X exp JF(s)ds dt (3.27)

T

elde edilir. Burada F(t), Teorem 3.5 de tanimlatildig1 gibidir (Li and Sheng 2007).
Sonu¢ 3.7: T=7Z ve u(t), a(t), b(t), g(t), h(t); t € Ny i¢cin negatif olmayan
fonksiyonlar olsunlar. O halde VK > 0,t € N, i¢in

uP(t) < a(t) + b(t) Z[g(s)up (s) + h(s)ul(s)] (3.28)
s=0

ifadesinden

u(t)<{a(t)+b(t)2[a(r)g(r)+h(T)< (- q)+qa(r)>l

K(p a)/v
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t—1 1/p
x H 1+ F(s))} (3.29)

oldugu goriiliir. Burada F(t), Teorem 3.5 tamimlandig1 gibidir (Li and Sheng 2007).
Sonuc 3.8: u, h € C,4, u(t) ve h(t) negatif olmayan fonksiyonlar olsunlar. Eger f > 0
bir gercel say1 ise o halde VK > 0, t € T* igin

t
uP(t) < B+ fh(r)uq(r)Ar (3.30)
to
ifadesi
1 1/p
u(®) < {- (K~ ) + aP)er(t o) — Kp — )] (331)
esitsizligine doniisecektir. Burada
_ . qh(®)
dir (Li and Sheng 2007).
Ispat: Teorem 3.5 den yararlanilarak (3.30) esitsizliginden VK > 0, t € T* igin
t 1/p
Kl —q)+aB
u(t) <+ f h(t) K077 er(t,0(x))At
to
t 1/p
K(p — _
<{p+ <M + ,8) fF(t)eF—(t,a(T))AT
q ‘
/p
K(p —q) '
< {ﬁ + <T + B | [er(t, to) —er(t, t)] (3.33)

K(p — K(p— 1/p
S{ﬁ"‘(%"‘ﬁ)eﬁ(ﬁto)—%—ﬁ}

1 1/p

< [ (K@ — )+ aBen(t,to) ~ K(p )]

ifadesi elde edilir. Teorem 2.29 dan dolay1 {igiincii denklem ve Teorem 2.27 nin i.
sikkindan dolay1 da dordiincii denklem saglanir. Boylece ispat tamamlanmisg olur.

Ornek 3.9: Asagidaki baslangi¢ deger problemi t € T* igin ele almsin:
WP () = H(t,ul(t)), ulty) =C (3.34)
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Burada C, p ve q sabitler, p>q >0 ve H: T* X R - R siirekli bir fonksiyondur.

t € T* i¢in
|H(t, u(®)| < h(®) w9 (3.35)
olsun. Eger u(t), (3.34) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii ise, o halde VK > 0 ve
t € T" igin
1
u(©) < [KG - ) + aleier e t0) - K - 1 (336)

esitsizligi elde edilir. Burada h(t) negatif olmayan bir fonksiyon ve F(t), (3.32)
ifadesinde tanimlandig: gibidir.

Gergekten de (3.34) iin bir ¢oziimii olan u(t), t € T* i¢in asagidaki denklemi saglar:
t
uP(t) = CP + f H(t,ui(t))At (3.37)
to

(3.35) esitsizliginden t € T igin

luP ()| < |CIP + fh(r)lu(r)lqAr (3.38)
to
oldugu kolayca goriilebilir. Son bulunan (3.38) ifadesi ve Sonug 3.8 den istenilen (3.36)
ifadesi elde edilir.
Teorem 3.10: w,a,b, g, h; € Crq, u(t), a(t), b(t), g(t) ve h;(t) negatif olmayan
fonksiyonlar ve i = 1,2,...,n olsun. Eger i =1,2,...,n, p = q; > 0 igin pozitif bir

gercel sayinin q4, q,, ..., g, seklinde dizisi mevcutsa, o halde VK > 0, t € T* i¢in

g (@) + Z hy (T)udi(0) | At (3.39)
ifadesinden
- L K(p — g .
u(t) <{a(®) + b(®) J [a(r)g(r) + z hi() < 7 . Kq(;)_;’i)‘};a(f)ﬂ
to =1
(3.40)
X ep«(t, 0(1))AT}/P
esitsizligi elde edilir. Burada
iy

F*(£) = b(¢) (g(t) + Z 13@ %p) (3.41)
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dir (Li and Sheng 2007).
Ispat: z(t) fonksiyonu t € T* icin

t

2(t) = f

to

n

g@uP(t) + Z h;(Duli(t)| At (3.42)
i=1

seklinde tanimlansin. O halde z(ty) = 0 esitligi ile Teorem 3.5 in ispatindaki (3.22)

esitsizligi yeniden yazilabilir ve VK > 0 i¢in, i = 1, 2, ..., n olmak lizere

K(p —q) + qia(t) q;b(t)z(t)

wii(t) < o — (3.43)
pK P pK P
oldugu goriiliir. Bu nedenle t € T* igin
z8() = gOuP (O + ) hi(ui(t)
2
< glal®) + bO(O)] Y hy(ny *E— I 0B GPOHO 5 44
i=1 pK P pK P
= |a®g® + ) n®) K qigqia(t) + F(D)z(t)
i=1 pK P

ifadesi elde edilir. Burada F*(t), (3.41) esitliginde tanimlandig: gibidir. Teoremin kalan
ispat1, Teorem 3.5 in ispatindaki benzer yolla yapilir.

Teorem 3.11: u,a,b,g,h € Crq, u(t), a(t), b(t), g(t) ve h(t) negatif olmayan
fonksiyonlar, w(t,s) Teorem 2.30 da tanimlandig1 gibi Oyle ki s <t ve t,s € T igin
w(t,s) >0 ve wi(t,s) >0 olsun. Eger Ve >0 igin t nin bir U komsulugunda

T € [ty,a(t)] varve s € U igin

w(e(®),0) —w(s, 1) —wit, D) = 5)|lg@u? (@) + h(@Dul(D)] < ela(®) - s|

(3.45)
esitsizligi saglantyorsa VK > 0, t € T* i¢in
t
uP(t) < a(t) + b(t) fw(t, T)[g(@)uP(t) + h(t)ul(r)]AT (3.46)
to

ifadesi
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t 1/p
u(t) < {a(t) + b(t) JeA(t,O'(T))B(T)AT} (3.47)

esitsizligine doniisiir. Burada t € T* igin

A() = w(a(e), b (L) <g(t)+ 1?@(3)/2’) f wh (e, 7)b(7) <g(r)+ 1?@(?)/1?)“

K —
B(t) = w(o(t), ) la(t) g(®) + h(®) (pp KZ,)_;Z,““) (3.48)
t
K —
+ J. wi(t,7)b(T) <a(‘r)g(‘r) + h(1) (pp Kgﬁ_:—)za(r)) At
to
dir (Li and Sheng 2007).
Ispat: z(t) fonksiyonu t € T* icin
t
z(t) = f k(t,7)At (3.49)
seklinde tanimlansin. Burada t € T* igin
k(t,7) = w(t,7)[g(®)uP(t) + h(t)ul(7)] (3.50)

dir. O halde z(ty) = 0 dir. Teorem 3.5 in ispatindaki gibi (3.22) ve (3.23) esitsizlikleri
kolayca elde edilebilir . (3.50) esitliginden t € T* igin
k(a(®),t) = w(o(®), ) [g@®uP(t) + h(Oul ()] (3.51)
ki (t,T) = wi(t, D[g(@DuP(r) + h(Dul(1)] (3.52)
ifadeleri elde edilir. Bu nedenle (3.45) kosulu altinda Teorem 2.27 kullanilarak (3.49)-
(3.52) ifadelerinden, (3.22) ve (3.23) esitsizliklerinden t € T i¢in

Z2(t) = k(a(b),t) + f k2(t,T)At

= w(a(®), Hlg®uP(t) + h(®u(t)] + fo(t, D[g(MuP (1) + h(Du?(1)]A7

to

< w(o(®),0) [a(t)g(t)+h(t)< @ K‘fp) i ()>+b(t)< ® + If(p(q)) /p> (t)l
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t

K(p — q) + qa(z)
+ f w (¢, 1) <a(r)g(r) + h(7) ( pK ®=a)/p >

to

h h
b <9 @+ %) z(r)) b+ |w(o(®),0b(0) <g(t) + M‘l@—(’?w)

t

h
+ fwf(t,r)b(r) (g(r) +m(q(p—(_?)/p>Ar z(t)

to

+w(a(t),t) la(t)g(t) + h(t)( (p K‘(]p) :‘)Z)a(t)>l

t

wA(t,7) [a(r)g(r) + h(r)( @ K‘(’p) ;’)Za“(r)ﬂ At

to
= A(t)z(t) + B(t) (3.53)
esitligi elde edilir. Bu nedenle Karsilastirmali teorem ve z(ty) = 0 esitligi kullanilarak
t € T" igin
t

z(t) < f ea(t,0())B()AT (3.54)

to
oldugu goriiliir. (3.22) ve (3.53) ifadelerinden istenilen (3.47) esitsizligine ulasilir.
Boylece Teorem 3.11 in ispat1 tamamlanmis olur.
Sonu¢ 3.12: T =R ve u(t), a(t), b(t), g(t), h(t) € C(R;,R,) olsun. Eger
t,s € Ry, s <t i¢in w(t,s) ve (A/At)w(t,s) kismi tiirevli ve reel degerli negatif

olmayan fonksiyonlar ise 0 zaman VK > 0, t € R, i¢in

uP(t) < a(t) + b(t) f w(t, D) [g(@uP (1) + h(n)ul(r)]dt (3.55)
ifadesinden
t s 1/p
u(t) <{a(t) + b(t)Jexp Jﬁ(s)ds B(t)At (3.56)
0 T

esitsizligi elde edilir. Burada t € R, i¢in

_ h A
A = w(t, 0b(0) (g(t)+p1f(pf?)/p>+ f wit T)b(f)< @+ Ij(p(q))/p>m
0
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K(p —q) +qa(t)

B(t) = w(t,t) |a(t)g(t) + h(t) 5=q (3.57)
pK P
t
Aw(t, Kp-
Wit o) a(t)g(r) + h(7) (pp Kc(zz_-;—)z)a(r) drt

0
dir (Li and Sheng 2007).

Sonu¢ 3.13: T =7 ve u(t), a(t), b(t), g(t), h(t); t € N, icin negatif olmayan
fonksiyonlar olsunlar. Eger w(t,s) ve A;w(t,s),s <t ile birlikte t, s € N, igin reel

degerli azalmayan fonksiyonlar ise o zaman VK > 0, t € N, i¢in

wP(6) < a(t) + b(t) z w(t, D) [g(DuP (¥) + h(D)ul(2)] (3.58)
ifadesinden
t—1 t—1 %
u(t) < {a(t) + b(t) Z B(o) 1_[ (1+ A(s))} (3.59)

esitsizligi elde edilir. Burada s < tile t,s € N i¢in
Aw(t,s) =w(t+1, s) —w(t,s),

i h

B(O) = wit+1,0 la(t)g(t) RO (K(p o+ qa(t))l

pK®-a)/p

Kp—q) + qa(f)l

+ Z Aw(t,7) la(r) 90+ hO = (3.60)
=0

dir (Li and Sheng 2007).

Sonu¢ 3.14: a = 0 bir sabit, u(t) ve w(t,s) fonskiyonlar1 Teorem 3.11 deki gibi
tanimli olsun. Eger Ve > 0 igin t nin bir U komsulugunda 7 € [ty,a(t)] var ve
seU, VK >0 teT¥icin

|uq(T) [W(O’(t),‘[) —w(s, ) —wh(t,7)(ao(t) — s]| < gla(t) —s| (3.61)
esitsizligi saglaniyorsa
uP(t) <a+ fw(t, ul(r)At (3.62)

to
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ifadesinden

1/p

1
u(®) = [ K~ ) + q@)es(t,to) ~ K(p ~ )] (3.63)
esitsizligi elde edilir. Burada
t
A q
A(t) = SKG-07r w(a(t),t) + fwf(t, T)At (3.64)

to
dir (Li and Sheng 2007).
Ispat: b(t) =1, g(t) =0 ve h(t) =1 esitlikleri Teorem 3.11 de yerine yazilirsa
t € T" igin

t

A(D) =pK(:’—_q)/p w(o(b),t) + f wA(t, )AT | == A(6)

to

t
K —
B(¢) = (I’;K(pq_)q;;pq“ w(o(t),t) + f wh(t, )t (3.65)
to
_ K(p—q)+qu(t)

oldugu goriiliir. Bu nedenle Teorem 3.11 kullanilarak (3.65) esitliklerinden VK > 0
t € T" igin

t 1/p

u(t) <ja+ feA(t,O'(‘L’))B(T)AT

1/p

t 1/p
+ Kp—a)+4qa f eg(t,O'(T))A(T)AT (3.66)

to

q

= {a + J ea(t,o(1)) K@ - Z) * qu(T)AT
to

B 1/p
{a N K —q) +qa [es(t to) — ea(t, t)]}
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_ {K(p —q)+ 9% o (ttg) —

K(p— q)}l/ P
q

esitsizligi kolayca elde edilebilir. Boylece Sonug 3.14 {in ispat1 tamamlanmais olur.
Teorem 3.15: u,a,b, g, h; € Crg, u(t), a(t), b(t), g(t) ve h;(t) negatif olmayan
fonksiyonlar ve i = 1,2,...,n olsun. Eger i = 1,2,...,n, p = q; > 0 igin pozitif bir
gercel sayinin q4, q5, ..., q seklinde bir dizisi mevcut olsun. w(t,s) Teorem 2.30 da
tammlandig1 gibi dyle ki s <t ve t,s € T igin w(t,s) =0 ve wi(t,s) = 0 olacak
sekilde ele alinsin. Eger Ve > 0 igin t nin bir U komsulugunda t € [ty, a(t)] var ve
seU,VK >0,t € T¥ igin

[w(o(®),7) —w(s,7) —wi(t, D) (a(t) = 5)] [g(f)up(f) + z hi(T)uqi(T)]

<elo(t) —s|  (3.67)

esitsizligi saglaniyorsa
t n
uP(t) <a(t) +b(t) fw(t, 7) [[g(r)up(r) + z h; (T)uqi(r)] At (3.68)
i=1

ifadesinden

1/p

t
u(t) <<{a(t) +b(t) feA*(t,O'(T))B*(T)AT (3.69)
t
esitsizligi elde edilebilir. Burada t € T* i¢in

o qihy
A() = w(o(8),0b(®) (g(t) +y %)

t

i
+ [ Wi b (g( )+Z T (qf))/,,)m,

to
- K(p —q; .
E ] Z ) (Pchi;)_::);;;a(t)] (3.70)

26



dir (Li and Sheng 2007).
Teorem 3.16: u, a, b, g, h € Crgq, u(t),a(t), b(t), f(t), g(t) ve h(t) negatif

olmayan fonksiyonlar olsunlar. O halde VK > 0, t € T* igin

uP(t) < a(t) + b(t) f [f(s)uq(s) + g(s)u™(s) + f h(r)um(r)AT] As (3.71)

ifadesinden

1/p

u(t) <<a(t) + b(t) fB(T)eA(T)(t,O'(T))AT (3.72)
esitsizligi elde edilir. Burada t € T¥ i¢in

A(D) = [%K(q-m/v £ + %K(r-vm’ g(t)] b() + %K(m-wp f b(0)h(2)A,

B(t) = f(©) [ K@»)/Pg(t) P4 Kq/p] +g(b [%K(T‘p)/pa(t) L PTT o
+ tf [%K%a(r) L K%] h(z)At (3.73)
dir (Meng et al. 2010).
Ispat: z(t) fonksiyonu
z(t) = ] lf(s)uq(s) + g(s)u”(s) + J h(D)u™(t)At|As (3.74)
to to

seklinde tanimlansin. O halde z(t;) = 0 ve (3.71) esitsizliginden t € T* i¢in

uP(t) < a(t) + b(t)z(t) (3.75)
esitsizligi yani (3.22) esitsizligi elde edilir. Teorem 2.26 geregi VK > 0 i¢in
q P—q

ul(t) < [a(t) + b(H)z(t)]9P < EK(‘H’)/P [a(t) + b(t)z(t)] + ——KI/P
0 (8) < [a(®) + b2 < % K7 [a(t) + b()2(0)] + %Kﬂ (3.76)
W (6) < [a(®) + b < <2k T la® + b(O2(0] + kP

oldugu goriiliir. (3.74) ve (3.76) esitsizliklerinden t € T i¢in
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z2(t) = FOuI(t) + g(Hu™(t) + fh(‘r)um(r)AT
< f(t) [%K(q‘m/p [a(t) + b(D)z(t)] + pp%ql(‘?/p]

+9(® EKU-Z’)/P [a(t) + b(Dz(D)] + p%xr/p] (3.77)

p—m

+ tf h(t) [%K m=p)/P[a(t) + b(t)z(t)] + Km/P] At

< B(t) + A(t)z(t)
esitsizligi elde edilir. Burada A(t) ve B(t), (3.73) ifadesinde tanimlandigi gibidir.

Karsilastirmali teorem ve (3.77) esitsizligi ile z(t,) = 0 esitliginden
t

z(t) < fB(T)eA(T)(t,G(T))AT (3.78)

to
oldugu goriiliir. Bu nedenle (3.75) ve (3.78) ifadelerinden istenilen (3.72) esitsizligine
ulasilir.
Sonug¢ 3.17: T = Z ve u(t), a(t), b(t), f(t), g(t), h(t); t € N, i¢in negatif olmayan

fonksiyonlar olsunlar. O zaman VK > 0, t € N, igin

t—1 s—1
wP(t) < a(t) + b(t) Z [f(s)uq(s) + g(s)ur(s) + z h(r)um(r)] (3.79)
5=0 =0

ifadesinden

t—1 t—1 1/p
} (3.80)

u(t) < {a(t) +b0 ) B | [ (1+4@)
s=0

T=5+1
esitsizligi elde edilir. Burada t € N i¢in
t—1

At = [%K(q—p)/pf(t) + %K(T‘p)/pg(t)] b(t) + %K(m—p)/p Z b(T)h(7)
7=0

_ - r —-r
B(t) = f(t) [gK(q—p)/pa(t) + %Kq/p] +g(t) [EK(T_p)/pa(t) + pTKp/r

t—1

m —m

+y [Emfn—m/pa(f) +E ; k™| h@) (3.81)
=0

dir (Meng et al. 2010).

28



Teorem 3.18: u(t), a(t), b(t), f(t) ve g(t) Teorem 3.16 da, w(t,s) Teorem 2.30 da

tammlandig1 gibi dyle ki s <t ve t,s € T icin w(o(t),t) = 0 ve w(t,s) = 0 olacak

sekilde ele alinirsa VK > 0, t € T* i¢in

uP(t) < a(t) + b(t) fw(t, )| f)ul(s) + g(s)u"(s) + fh(r)um(r)Ar As

ifadesinden
1/p

t
u(t) <<{a(t) + b(t) fBl(T)eAl(T)(t,O'(T))AT
to
esitsizligi elde edilir. Burada t € T* i¢in

A1 () = w(a(t),t) <%K @=p/ef(t) + gK“‘W”g(t)) b(¢)
t
m (m-p)/
+ - Km-p ptfb(‘t')h(‘[)AT

(g KPP f(s) + %K(T‘p)/”g(s)> b(s)

t
+ f wh(t,s)
to

m N
+;K<m-p>/1@ f b(t)h(t)At|As
to

Bi(6) = w(o(t),0) |[f(©) (K@ P/Pa(e) + LK)

r -7
+g(b) (5 KT-D/pq(t) + pT Kr/p)

t
m —m
+ J h(7) [;K(m-r’)/pa(r) +pTKm/p]Ar
to

n fWA(t’ 5) [f(s) (%K(q—p)/pa(s) 4P ; q Kq/p>

to

r —-r
+g(s) <;K(r—p)/pa(s) + pTKr/p>
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p—m

M e m-p)/ m/
+t.[h(r)<p Km=P)iPq(1) + K p)AT] As (3.84)

dir (Meng et al. 2010).
Ispat: z(t) fonskiyonu

t S
z(t) = J.W(t, )| f()ul(s) + g(s)u"(s) + f h(r)um(r)AT] As (3.85)
to to

seklinde tanimlansin. O zaman z(t,) =0 ve (3.82) ifadesinden (3.22) esitsizligi
tekrardan yazilabilir. Bu nedenle (3.76) ve (3.85) ifadelerinden t € T igin

z8(8) = w(a(t),t) [f(t)u"(t) +gOu" () + fh(f)um(T)AT

t [ s i
+ fWA(t,s) f()ui(s) + gls)u"(s) + fh(T)um(T)AT As

< w(o(6),£) :f(t) (%K@—p)/p(a(t) + b(8)z(t)) + ?K‘m’)

+g(b) (gxﬁ—v)/p(a(t) +b(©)2(0)) + %Kr/v)

p—m

t
+ f h(t) (%K(m‘p)/p(a(ﬂ+b(T)Z(T))+ Km/p)m] (3.86)

t
+ tf wh(t, 5) [f(s) (%K(q‘p)/p(a(t) + b(D)z(D) +pp%q1<q/v>

+9(s) (gmr-p)/r’(a(s) + b(s)z(s)) + %Kr/p)

p—m

s
+ f h(7) (%K(m‘p)/p (a(t) + b(1)z(1)) + Km/p) Ar] As
to
< By (t) + A1 (0)z(¢)
oldugu kolayca goriiliir. Burada A;(t) ve B;(t) (3.84) ifadesinde tanimlandig: gibidir.
Karsilastirmali teorem ve (3.86) ifadesi ile z(t,) = 0 esitliginden

t

z(t) < fBl(T)eAl(T)(t,O'(T))AT (3.87)

to
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esitsizligi elde edilir. Bu nedenle (3.22) ve (3.87) esitsizliklerinden istenilen (3.83)

esitsizligine ulasilir.

Simdi ise asagidaki baslangi¢ deger problemini t € T* i¢in ele alalim:
t
[wP(®]* =F| ¢, U(t, u®), f H(s,u(s)As |, uP(t) =C (3.88)
to

Burada C bir sabit, F : T* X R X R — R siirekli fonksiyon ve ayrica U : T* X R > R
H: T* X R - R siirekli fonksiyonlardir.
Ornek 3.19: t € T i¢in
|F(t, U V)| < Ul +1V],
UEwl < fFORIT+g@ORI, (3.89)
|HEt, W] < h(@®)ul™
esitsizlikleri saglansin. Burada p, q,r ve m sabitler,p > g >0vep=>m >0
p=r>0dr. f,g,h € Cy f(t),g(t) ve h(t) negatif olmayan fonksiyonlar olsunlar.
O zaman (3.88) in her ¢6zliimii olan u(t) asagidaki esitsizligi VK > 0 ve t € T* igin

saglar:

Q=

t

lu(®)| <<{IC|+ j B()eyw(t, a(1))AT (3.90)

to
Burada A, B (3.73) ifadesinde tanimlandigi gibi, a(t) = |C|, b(t) = 1 dir. Gergekten de
(3.88) in ¢oziimil olan u(t) asagidaki denklemi t € T* i¢in saglar;
t

uP(t)=C+ jF t,U(T,u(T)), H(s,u(s))As At (3.91)

to to
(3.89) ve (3.91) ifadelerinden de

t

luP (t)| < |C| +j F t,U(T,u(T)),jH(s,u(s))As At
to

to
<|Cl+ J f@Ou@I?+ g@u@)|" + fh(S)lu(S)lmAS At (3.92)

oldugu goriiliir. Teorem 3.16 dan yararlanilarak (3.92) esitsizliginden (3.90) ifadesi elde

edilir.
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Ornek 3.20: t € T* i¢in
|F (¢, U, VI = [F (&, Uz, Vo) < [Uy — Up| + [V = Vo,
Ut u)| = U up)l < fO)uf —ub),
|H(t, u)| — [H(t up)l < h(®)|uf — uf|

esitsizlikleri saglansin. p, f ve h 6rnek 3.19 da tanimlandig: gibidir. Eger

(3.93)

p = (m/n), m,n € N ve m tek say1 ise o zaman (3.88) tek bir ¢oziime sahiptir; aksi

halde u?(t) = ub (¢t) seklinde u, (t) Ve u,(t) ¢dziimlerine sahip olur.

Coziim: uq(t) ve u,(t), (3.88) in iki ¢éziimii olsun. O halde t € T* igin

uP () —ub(t) = f F t,U(T,ul(T)),fH(s,ul(s))As

—F t,U(T,uz(r)),JH(s,uz(s))As At

to
oldugu goriiliir. (3.93) ve (3.94) ifadelerinden t € T i¢in

t

[uf () —ub (0)] < f fOP @ - @ + fh(s)|u¥(s) —ub(s)|as| AT

to
esitsizligi elde edilir. Teorem 3.16 dan yararlanilarak t € T* i¢in
THOERAGEX
oldugu goriiliir. Buradan da istenilen sonuca ulasilir.

Ornek 3.21: Asagidaki denklem t € T* igin ele almsin;

uP(t) = a(t) + b(t) jF t,s, U(S,U),JH(T,U,)AT As
to to

t € T" igin
|F(t,s, U, V)| <w(t, (Ul + VD,
|U(t, u)] < fOlul? +g@lul’,
|H(t,w) < h(@®[ul™

esitsizlikleri saglansin. Burada p, g, r ve m sabitler, p>q >0ve p>m >0

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

p=r>0dr.a, b, f, g he€C.y a(t), b(t), f(t), g(t) ve h(t) negatif olmayan

fonksiyonlardir. w(t,s) Teorem 2.30 da gibi tanimli, oyle ki s <t ve t,s €T igin
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w(o(t),t) =0 ve wh(t,s) = 0 oldugunda (3.96) ifadesinin bir ¢oziimii olan u(t)

fonskiyonu VK > 0, t € T* i¢gin asagidaki esitsizligi saglar:

D=

lu(t)| < <{a(t) + b(t) f B, (D)es, i (t,0(1))AT (3.98)

Burada A;, B; (3.84) tanimlandig: gibidir.
Coziim: (3.97) ve (3.96) ifadelerinden t € T¥ i¢in

N

lu(®? < a(t) + b(t) fW(t,S) fF )N+ g()uls)" + Jh(f)lu(T)ImAT As

(3.99)
esitsizligi elde edilir. Teorem 3.18 den yararlanilarak (3.98) ifadesi elde edilir.

Teorem 3.22: u,a,b € C.4,u(t),a(t) ve b(t) negatif olmayan fonksiyon olsunlar.

f: T xR — R, siirekli bir fonksiyon dyle kit € T* ve x = y > 0 i¢in
0<ftx)—fty) <oty)(x—y) (3.100)

olsun. Burada ¢ : T* X R = R,siirekli bir fonksiyondur. O halde VK > 0, t € T¥* igin

t
uP(t) < a(t) + b(t) ff(r, uq(r))AT (3.101)
to
ifadesinden
1
: Kp—q)+qa®), |’
u(t) <<a(t) + b(t) J eM(t,a(T))f <T, DK O=a/p )A (3.102)
to
esitsizligi elde edilir. Burada
3 K(p—q)+qa®)\ qb(®)
M@®) = ¢ (T’ pK @=a)/p pK @=a)/p (3.103)
dir (Li and Sheng 2007).
Ispat: z(t) fonksiyonu t € T* igin
t
z(t) = f f(z,ui(r))AT (3.104)
to

seklinde tanmimlansin. O halde z(t;) = 0 ve (3.101) esitsizliginden (3.22) esitsizligi
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yazilabilir. Teorem 3.5 in ispatindaki gibi (3.22) esitsizliginden kolayca (3.23) ifadesi
elde edilir. Agikga (3.104), (3.23) ve (3.100) ifadelerinden t € T* igin

z8(8) = f(t,u(D)

K(p—q) +qa(t)  qb(t) K(p —q) + qa(t)
=f <t’ pK(P—Q)/p p]((p—q)/p Z(t)> —f (t' pK(p—q)/p )

if (t'K(p —q)+ qa(t))

p[((p—q)/p
K(p —q) + qa(t)\ gb(t) K(p —q) + qa(t)
=9 (t' pK(P—Q)/P pK(P—CI)/p zO+ flt, pK(p—q)/p

(3.105)

p]((p—q)/p

=M®)z(t) + f <t,K(p o+ qa(t))

oldugu kolayca goriiliir. Burada M(t), (3.103) ifadesinde tanimlandigi gibidir.
Karsilastirmali teorem ve z(t,) = 0 esitligi kullanilarak, (3.105) ifadesinden t € T*
i¢in

t

Kp-q) + qa(t)> A (3.106)

z(t) < feM(t:U(T))f <T' pK ®=a)/p

to

esitsizligi elde edilir. Istenilen (3.102) esitsizliginin (3.22) ve (3.106) ifadelerinden
kolayca elde edilebilecegi goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.23: u, a, b € C,4, u(t), a(t) ve b(t) negatif olmayan fonksiyon olsunlar.
fi 1 T* X R = R, siirekli bir fonksiyon oyle kit € T* ve x > y > 0 i¢in

0<fit,x) = fi(t,y) < @:i(t, y)(x — ¥) (3.107)
olsun. Burada ¢; : T* X R = R,siirekli bir fonksiyon, i = 1, 2, ..., n dir. Eger
i=1,2,..,np = q; >0 i¢in pozitif bir gercel saymnin q,, q5, ..., q, seklinde bir dizisi

mevcutsa, o halde VK > 0, t € T¥ i¢in

n ot
wP(t) < a(t)+b(t)z f £i(7,u%(0)) At (3.108)

i=1 ¢,

ifadesinden

S

Klp—q)+ qia(r)> Ar (3.109)

u(t) <<a(t) + b(t)z JeM*(t,a(r))fi <T, DK @=a077

i=1¢,

esitsizligi elde edilir. Burada
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C K(p—q) + qa(®)\ qib()
fraN b—q q;a qi
M) = z Pi <t’ pK ®=ai/p >p1((p—qi)/p (3.110)
i=1

dir (Li and Sheng 2007).
Teorem 3.24: wu,a,b,f,h fonksiyonlar1 Teorem 3.16 da tanimlandigi gibi
L(t,y),M(t,y) : T¥ X R - R, siirekli fonksiyonlar L(t,y) ikinci degiskene gore
azalmayan ve asagidaki esitsizligi t € T* ve x >y = 0 i¢in saglayan bir fonksiyon
olsun;

0<L(tx)—L(ty <M(Ety)(x—y) (3.111)
O halde VK > 0, t € T* igin

t s
uP(t) < a(t) + b(t) f f(s)ul(s) + L(s, ur(s)) + fh(r)um(T)Ar As (3.112)

ifadesinden

: 5
u(t) <<a(t) + b(t) fBZ(T)eAZ(T)(t,O'(T))AT (3.113)

esitsizligi elde edilir. Burada t € T* i¢in

t
Ay(8) = %K(q‘p)/pf(t) +%K<m—m/r’ j b()h(v)At
to

Ly (t, Lge-mmge + 21 Kr/P) b(t),
p p

P
B,(t) = £(t) (%K(q‘p)/pa(t) + %‘*Kq/p) (3.114)
t
m —-—m
+ f h(v) (;K(m-pﬂpa(r) + 2 Kmﬁa) At
to

r —-Tr
+L (t,;K(r‘p)/pa(t) + pTKr/P>

dir (Meng et al. 2010).
Ispat: z(t) fonksiyonu

z(t) = f f(s)uq(s)+L(s,ur(s)) + fh(r)um(T)Ar As (3.115)

seklinde tanimlansin. O halde z(ty) = 0 ve (3.112) esitsizliginden (3.22) esitsizligi
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tekrardan yazilabilir. Bu nedenle (3.23) ve (3.115) esitsizliklerinden t € T* i¢in

A1) = FOUI) + L(6 (D) + f R@u™(1)AT

q

< f(®) [%K(Q‘P)/p(a(t) + b(D)z(t)) + —— P . K‘Z/p]

+L (t,%K(T‘P)/P (a(t) + b()z(b)) + %K”p>

r rp —-r I
—L (t,— P a(t) + KP)
p p

f h(o) [—K 7 (a(0) + b(D)2(D) + P KP]AT

r r-p p—r
+L (t,—K P a(t)+TKT/P)

p
< f(® [%qu a(t) + TKP f h(7) [_K(m P/Pg(r) + 2 me/p] At
q 4P m _ m-p
+ 2_9K P f(t)b(t)+51< Z fh(r)b(r)AT z(t) (3.116)

r P 14
+M <t,—K P a(t) +

r I'\r TP
KP>—K P b(t)z(t)
p p

r TP p—r I
") (t,—K D a(t) + —KP) = A,(0)z(t) + B,(©)
p p

oldugu gorilur. Burada A,(t) ve B,(t), (3.114) ifadesinde tanimlandigi gibidir.
Karsilagtirmali teorem ve (3.116) esitligi ile z(ty) = 0 esitliginden

t

z(t) < JBZ(T)BAZ(T)(t,O'(T))AT (3.117)

to
esitsizligi elde edilir. Buradan da (3.22) ve (3.117) ifadelerinden istenilen (3.113)
esitsizligine ulagilir.
Sonug¢ 3.25: T = Z ve u(t), a(t), b(t), f(t), g(t), h(t); t € N, i¢in negatif olmayan
fonksiyonlar olsunlar. L, M € C(R%, R) fonksiyonlar1 ise x =y = 0 igin
0<L(t,x)—L(ty) <M(Ety)(x—y) (3.118)

esitsizligi saglansin. Ayrica L(t,y) ikinci degiskene gore azalmayan bir fonksiyondur.
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O halde VK > 0, t € N, igin

t—-1 s-1
wP(t) < a(t) + b(t) z [f(s)uq(s) +L(s,u" () + Z h(r)um(r)] (3.119)

ifadesinden
1
t—1 s—1 )
u(t) < {a(t) + b(t) Z B, (1) 1_[(1 + A_l(r))} (3.120)
s=0 =0
esitsizligi elde edilebilir. Burada t € N, i¢in
t—1
A, (t) = %K“‘p)/pf(t)b(t) + %K(m-p)/p > b@h(@)
7=0

Loy (t,fK(r—p)/pa(t) + qu/r> b(b),
p p p

BL(t) = F () (g K7 at) + ?K% (3.121)

t—-1

N z h(7) (ﬁ Km-p)/pg(r) + L0 Km/p)
< p p

r -Tr
+L (t,EK(r_p)/pa(t) + pTKP/T>

dir (Meng et al. 2010).
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4. ZAMAN SKALASINDA GECIKMELI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Ik énce t € T* igin
xP(t) < a(t) + c(t) f[f(s)x(r(s)) +g(s)]As (4.1)

gecikmeli integral esitsizligi t € T, 7(t) < t, igin
x(t) =@(t), telaty]NT
{<p(r<t>) < (a®)"”
baslangi¢ deger kosulu ile birlikte zaman skalasinda ele alinsin. Burada p > 1 sabit
T: T >T,1(t) <t,—o < a=inf{t(t), t eT*} < ty, @(t) € Crg([a,tx] NT,R,)
dir.
Teorem 4.1: x(t),a(t), c(t), f(t),g(t) € C.q4(T,R,) olsun. Eger a(t) ve c(t), t € T¥

(4.2)

icin azalmayan fonksiyonlar ise o zaman (4.1) ifadesi (4.2) baslangi¢ kosulu altinda

VK > 0,t € T i¢in

t 1/p
x(t) < la®) +c®) | h(t) + feg(t,a(r))h(s)B(s)Ar (4.3)
to

esitsizligine doniisiir. Burada

h(t) = J l (s) KP + a(s 21 + g(s)|As (4.4)
pK P
vet € T* i¢in
B(t) = % (4.5)
pK P

dir (Li 2009 b).
Ispat: t* € T* herhangi bir say1 olarak ele almarak, z(t) fonksiyonu t € [to, t*] N T

i¢in

z(t) =<a(t*) + c(t) J[f(s)x(r(s)) + g(s)]As (4.6)

seklinde tanimlansin. z(t) fonksiyonu azalmayan ve negatif olmayan fonksiyon oldugu

kolayca goriilebilir, ayrica t € [ty, t*] N T igin
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x(t) < z(t)
esitsizligi elde edilir. O halde t € [ty, t*] N T ile T(t) = t, i¢in

x(r(t)) < Z(T(t)) < z(t) 4.7)
dir. Diger yandan (4.2) baslangi¢ kosulu kullanilarak t € [t t*] N T ile T(t) < t igin
x(1(®) = o(x(®) < (a®)"" < (at))""? < 2(0) (4.8)
oldugu goriiliir. (4.7) ve (4.8) ifadelerinden t € [ty, t*] N T igin
x(r(t)) < z(t) (4.9)

esitsizligi elde edilir. (4.6) ve (4.9) ifadelerinden t € [t,, t*] N T igin
t
ZP(t) < a(t*) +c(t) j[f(s)z(s) + g(s)]As (4.10)
to

esitsizligi elde edilir. (4.10) esitsizliginde t = t* olarak alinirsa
-
ZP(t") < a(t™) + c(t”) J [f(s)z(s) + g(s)]As (4.11)
to
oldugu goriiliir. t* € T* sayisin1 keyfi olarak alirsak, (4.11) ifadesinden t € T* i¢in
t
ZP(t) < a(t) + c(t) j[f(s)z(s) + g(s)]As (4.12)
to

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde t € T* igin
x(t) < z(t) (4.13)

esitsizligi elde edilir. u(t) fonksiyonu t € T* i¢in asagidaki gibi tanimlansin:

t

u® = [[F©)7() + g(s)las (4.14)

to

O halde (4.12) ifadesi t € T* igin
zP(t) < a(t) + c(t)u(t) (4.15)

seklinde yeniden yazilabilir. Lemma 3.1 kullanilarak (4.15) ifadesinden VK > 0,t € T*

i¢cin

20) < (a(®) + c(Ou®)? < P—LKF + 2t | u®
p

pK' P pKP

(4.16)

esitsizligi elde edilir. (4.14) ve (4.16) ifadelerinden t € T* igin
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u®) < [ |10 i+ 220 S22 45|

to pK' P pKP

t

= h(t) + fB(s)u(s)As (4.17)

to
oldugu goriiliir. Burada h(t) ve B(t) sirasi ile (4.4) ve (4.5) de tanimlandig: gibidir.
Burada h € C.4,B € R" ve B(t) =0 dir. Gronwall esitsizligi kullanilarak (4.17)

ifadesinden t € T* igin

t

u(t) < h(t) + feB(t,a(T))h(s)B(s)As (4.18)

to

esitsizligi elde edilir. O halde istenilen (4.13), (4.15) ve (4.18) den (4.3) elde edilir.
Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.2: Teorem 4.1 deki kosullar gegerli olsun. O halde (4.1) esitsizligi, (4.2)
baslangi¢ kosulu altinda VK > 0, t € T i¢in

x(t) < [a(t) + c(O)h(t)eg(t, ty)]"/P (4.19)
ifadesine doniisiir. Burada h(t) ve B(t) sirasi ile (4.4) ve (4.5) ifadelerinde tanimlandigi
gibidir (Li 2009 b).
Ispat: Teorem 4.1 in ispatindaki gibi (4.18) ifadesi elde edilir. t € T* icin h(t)
fonksiyonunun azalmayan fonksiyon oldugu kolayca goriiliir. O halde (4.18) ifadesi
t € T" igin

u(t) < h(t) + h(t) J eB(t,a(T))B(s)As
to

(4.20)
t
=h(t) |1+ f eB(t,a(T))B(s)AS
to
seklinde yeniden yazilabilir. Ayrica t € T¥ igin
t
jeB(t,a(T))B(s)As = eg(t, ty) —eg(t,t) = eg(t, ty) — 1 (4.21)

to
oldugu goriiliir. (4.20) ve (4.21) ifadelerinden t € T¥ igin
u(t) < h(t)eg(t, ty) (4.22)
esitsizligi elde edilir. O halde (4.13), (4.15) ve (4.22) den (4.29) elde edilir. Boylece
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ispat tamamlanmis olur.

Simdi ise zaman skalasinda t € T igin

xP(t) < a(t) + fb(s) xP(s)As + f[f(s)x(r(s)) + g(s)]As (4.23)

gecikmeli integral esitsizligi ile (4.2) baslangi¢ kosulu saglansin. Burada p > 1 sabit ve
7(t) ise (4.1) esitsizligindeki gibi tanimlansin.

Teorem 4.3: x(t),a(t), c(t), f(t),g(t) € Crq(T*,R,) ve a(t), t € T* igin azalmayan
bir fonksiyon olsun. O halde (4.23) esitsizligi (4.2) baslangi¢ kosulu altinda VK > 0

t € T* i¢in
¢ 1/p
x(t) < |ep(t,ty) | a(t) + F(t) feG(t,a(s))F(s)G(s)Ar (4.24)
to
ifadesine dontisiir. Burada
t
F(t) = f Flents e [ B2 k7 + 2500 ) 4 g as (4.25)
to P pKT
ve
1/
(0 = [OLenE I w26
pK P

dir (Li 2009 b).

Ispat: t* € T* herhangi bir say1 olmak iizere ve z(t) fonksiyonu t € [to, t*] N T igin

1
p

z(t) =< a(t’) + jb(s) xP(s)As + f[f(s)x(r(s)) + g(s)]As (4.27)
to to

seklinde ifade edilsin. Teorem 4.1 in ispatindaki gibi z(t) fonksiyonunun negatif ve

azalmayan oldugu kolayca goriilir. O halde t € T* igin

x(t) < z(t) (4.28)
ve
zP(t) <a(t) + f b(s) zP(s)As + f[f(s)z(s) + g(s)]As (4.29)

esitsizlikleri elde edilir. u(t) fonksiyonu
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u(t) = a(t) + v(t) (4.30)

olarak ifade edilsin. Burada
t

o(t) = f [F(s)2(s) + g(s)]As (431)

to

dir. O halde (4.29) ifadesi

t
zP(t) < u(t) + Jb(s) zP(s)As (4.32)
to
seklinde yeniden yazilabilir. Gronwall esitsizligi kullanilarak (4.32) ifadesinden t € T*
i¢cin
t
ZP(t) < u(t) + f ep(t,a(s))u(s)b(s) As (4.33)
to

esitsizligi elde edilir. u(t) fonksiyonu azalmayan olup (4.33) ifadesinden yararlanilarak
t € T* i¢in
zP(t) < u(t)ep(t, to)

oldugu goriiliir. Bu son esitsizlikten de
1

1
z(t) < [ep(t, t)Pla(®) + v(D)P (4.34)
ifadesi elde edilir. Lemma 3.1 kullanilarak VK > 0 i¢in (4.34) esitsizligi

2(8) = [eo (6, ) PTalt) + v(OI < [ey (6, t)]P |[Pr i + 22y PO
pKT pKT
(435)

seklinde diizenlenebilir. (4.31) ve (4.35) ifadelerinden t € T* i¢in

t
vo < [ [fcsneb(s.to)]p Pk 29+ Y )4 ges)|as

pK P pK P

t

=F(t) + f G(s)v(s)As (4.36)

to
oldugu goriiliir. Burada F(t) ve G(t) sirasi ile (4.25) ve (4.26) ifadelerinde tanimlandigi
gibidir. Gronwall esitsizligi kullanilarak (4.36) ifadesinden t € T¥ igin
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t

v(t) < F(t) + f eG(t,a(s))F(s)G(s) As (4.37)

to

esitsizligi elde edilir. (4.34) ve (4.37) ifadelerinden

Q=

t

20 < |[ey & t)]| a(®) + F®) + f e6(t,0())F(s)G(s) As (4.38)

to
ifadesi elde edilir. O halde (4.28) ve (4.38) esitsizliklerinden (4.24) esitsizligi elde
edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 4.4: Teorem 4.3 deki kosullar gegerli olsun. O halde (4.23) esitsizligi (4.2)
baslangic kosulu altinda VK > 0t € T igin

x(t) < [ep(t, to)(alt) + F(Deg(t, to))]% (4.39)
esitsizligine dontigiir. Burada F(t) ve G(t) swrast ile (4.25) ve (4.26) ifadelerinde
tanimlandig: gibidir (Li 2009 b).

Ispat: Teorem 4.3iin ispatindaki gibi (4.38) esitsizligi elde edilebilir. t € T* igin F(t)
fonksiyonunun azalmayan oldugu kolayca goriilebilir. Bu nedenle (4.38) esitsizliginden

t € T" igin

1
2(t) < [[e (& t)1(alt) + F(6) + e (2, t)) | (4.40)
ifadesi elde edilir. O halde istenilen (4.28) ve (4.40) esitsizliklerinden (4.39) esitsizligi

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi de zaman skalasinda t € T* igin

t

xP(t) <a(t) + Jb(s) xP(s)As + JL(s,x(T(s)))As (4.41)

to to
gecikmeli integral esitsizligi ile (4.2) baslangi¢ kosulu saglansin. Burada p > 1 sabit ve
7(t) ise (4.1) esitsizliginde ifade edildigi gibidir. Ayrica L : T"* X R, — R, siirekli bir
fonksiyondur.
Teorem 4.5: x(t),a(t),b(t) € C.q(T*,R,) ve a(t), t €T igin azalmayan bir
fonksiyon olsun. Eger x > y > 0 i¢in

0<L(tx)—L(ty) <K(ty(x—y) (4.42)
ifadesi saglaniyor ise o halde (4.41) ifadesi (4.2) baslangi¢ kosulu altinda VK > 0

43



t € T* i¢in

1
t p
x(t) < |[ep (&, t)]| a(t) + H(D) fe](t,a(s))H(s)](s) As (4.43)
to
esitsizligine doniisiir. Burada K : T* X R, — R, siirekli bir fonksiyon
t
-1 1 a(s
H(t) = f [L(s, [ep (s, to)]l/p) p Kp + (p21 As (4.44)
to P pKT

ve

1
1O = k| oot e [ Lotk 4 22 | Lot )l

pK P pK P

(4.45)

dir (Li 2009 b).
Ispat: t* € T* herhangi bir say1 olmak iizere, z(t) fonksiyonu t € [t,, t*] N T igin

1
t

i P
z(t) ={a(t") + jb(s) zP(s)As + JL(S,X(T(S))) As (4.46)
to

to
seklinde ifade edilsin. Teorem 4.1 in ispatindaki gibi benzer sekilde (4.42) ifadesi ile

birlikte z(t) fonksiyonun negatif ve azalmayan fonksiyon, t € T* igin

x(t) < z(t) (4.47)
ve
ZP(t) < a(t) + J b(s) zP(s)As + f L(s,z(s))As (4.48)
to to
oldugu kolayca goriliir. r(t) fonskiyonu
t(t) = a(t) + w(t) (4.49)
seklinde ifade edilsin. Burada
w(t) = jL(s,z(s))As (4.50)

dir. O halde (4.48) ifadesi t € T* i¢in

ZP(t) <r(t) + J b(s) zP(s)As (4.51)
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seklinde yeniden yazilabilir. Teorem 4.3 iin ispatindaki gibi benzer yolla, (4.51)
esitsizliginden t € T* igin
1 1
z(t) < ey (t, to)]P[a(t) + w(B)]?

Lip—1 1 a(t) w(t)

< [ey (¢, to)IP KP +—5= T (4.52)
pK P pK?
ifadesi elde edilir. (4.50) ve (4.54) ifadelerinden t € T i¢in
t
Nfp—1 1
w(t) < fL<S» [eb(t’to)]p> kv + a(pszl W(ps—)1
to P pKT pKT
1 1
N[(p—1_1 a(s)
—L (s, [eb(t,to)]l’) Kp + 1
pkK P
1/p—1 1
+L [ s, [ep(t, ty)]P P Kp + “(; As (4.53)
pK P
t
< H(t)+ f](s)w(s) As
to

oldugu goriliir. Burada H(t) ve J(t) sirasi ile (4.44) ve (4.45) de ifade edildigi gibidir.
Gronwall esitsizligi kullanilarak (4.53) ifadesinden t € T igin

t

w(t) < H(t) + je](t,a(s))H(s)](s) As (4.54)

to

esitsizligi elde edilir. (4.52) ve (4.54) ifadelerinden t € T* igin

=

z(t) < |[ep(t, t)]| al(t) + H(t) fe](t,a(s))H(s)](s) As (4.55)
to

oldugu goriliir. O halde (4.47) ve (4.55) esitsizliklerinden (4.43) elde edilir. Boylece
ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.6: Teorem 4.5 deki kosullar gecerli olsun. (4.41) esitsizligi (4.2) baslangig
kosulu altinda VK > 0 t € T* igin

1

x(6) < [ey (6, t0) (a(t) + H(Ee; (8, t0))|” (4.56)
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esitsizligine doniisiir. Burada H(t) ve J(t) swrasi ile (4.44) ve (4.45) ifadelerinde
tanimlandig: gibidir (Li 2009 b).

Simdi ise t € T i¢in

(@ ®)" =M (t,x(z(1)) (4.57)
gecikmeli dinamik denklemiile t € T*, 7(t) < t, i¢in
x(t) =w(t), te€[aty)NnT
{w(r(t)) < Cl/p (4-58)

baslangic kosulu saglansin. Burada M : T* X R — R siirekli bir fonksiyon , C = xP(t,)
ve p>1 sabitler, a ve t(t), (4.2) baslangi¢ kosulunda tanimlandigi gibi ve
w(t) € Crq([a, to] NT, R,) dir.

Ornek 4.7:

|M (£ x(x() )| < £©)x(z(0))] + g®) (4.59)

olsun. Burada f(t), g(t) € C.q(T*,R,) dir. x(t), (4.57) denklemini (4.58) baslangi¢
kosulu altinda saglasin. O halde VK > 0t € T¥ igin

1

lx(®)| < [IC] + h(t) feg(t,a(s))}_l(s)é(s) As (4.60)
¢
oldugu goriiliir. Burada
[ cl
H(t)—f f(s) —KP+ = + g(s)|As
pKT
(4.61)
j@ty = 2L
pK P

dir (Li 2009 b).
Coziim: Acikca x(t), (4.57) denkleminin (4.58) baslangi¢ kosulu altinda ¢oziimii ise
t € T* i¢in asagidaki denklemi de saglar:

t

xP(t) =C + fM (s,x(r(s))) As (4.62)

to

(4.59) dan (4.58) baslangi¢ kosulu altinda t € T* igin
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t

|xP(t)| < |C| + f[f(s)|x(r(s))| + g(s)]As (4.63)

to
esitsizligi elde edilir. O halde Teorem 4.1 kullanilarak (4.63) esitsizliginden (4.60)

esitsizligi kolayca gortiliir.
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