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OZET
Doktora Tezi

HARDY-HILBERT TIPLI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI UZERINE

Ayse Giilsiim ERTAS
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Hiiseyin YILDIRIM

Bu tez calismasinda, Hilbert esitsizligi olarak bilinen,

//f dxdy< /fp /gq (x)dx )
T x+y sm ,

tipli Hardy-Hilbert esitsizligini ve bu egitsizligin farkh tiplerini ele alarak, genigletilmis
formlarini elde ettik. Ilk olarak temel tanim ve teoremler verildi. Daha sonra sirasiyla
tezimizin orjinal kisimlarini olugturan, tictincii, dordiincii ve beginci boltimlerde genelleg-

tirilmis ¢ekirdek fonksiyonlar: i¢in Hardy-Hilbert tipli esitsizlikler verildi ve ispatlandi.

2014, vi+46 sayfa

Anahtar Kelimeler: Tntegral esitsizlikleri, Hardy-Hilbert tipli integral esitsizlikleri,

Riemann zeta fonksiyonu.



ABSTRACT
Ph.D. Thesis

ON HARDY-HILBERT TYPE INTEGRAL INEQUALITIES

Ayse Giilsiim ERTAS
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin YILDIRIM

In this thesis, we consider some inequalities which known as the Hilbert integral in-

[ [1os e Tras (o

We obtained some extending forms, considering the Hilbert type Hardy-Hilbert inequal-

equality,

ity and different types of this inequality. First, given the basic definitions and theorems.
Then in the third, fourth and fifth parts which consist of the orijinal parts of our thesis,
we obtained Hardy-Hilbert type integral inequalities with generalized kernel functions

and proved them.

2014, vi+46 pages

Key Words: Integral inequalities, Hardy-Hilbert type integral inequalities, Riemann

zeta function.
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1. GIRIS

Esitsizlikler ve egitsizliklerle ilgili kavramlar i¢in Pisagor teoremi, cebirin temel teoremi
ve Fermat’in son teoremi yeni nesiller i¢in biiyiik bir miras ve ilham kaynagi tegkil eder.
Son zamanlarda, Bekken vd. (1997) tarafindan N. Abel’in hikayesini ve matematigini
hatirlatan bir ¢aligma ele alinmigtir. Esitsizlikler matematigin hemen hemen biitiin
alanlarinda olmakla birlikte diger fen bilimlerinin uygulamali alanlarinda da onemli
bir rol oynamaktadir. Esitsizlikler ile ilgili temel galigmalardan birisi Hardy vd. (1952)
tarafindan ” Inequalities” adh kitapta toplanmigtir. Bu kitap yeni esitsizlikler ve uygula-
malari ile ilgili konular1 genig capta ele almaktadir. 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen
yeni ilging esitsizlikleri igeren ” Inequalities” adl kitap Beckenbach vd. (1961) tarafindan
yeniden kaleme alinmigtir. Daha sonra Mitrinovié¢ (1970) ” Analitic Inequalities” adl
kitap ile o giine kadar yapilmis tiim yeni esitsizlikleri bir baglik altinda toplamistir.
Mitrinovi¢ vd. (1993) daha genel olan ” Classical and New Inequalities in Analysis” adl
kitab1 yazmigtir. Pachpatte (2005) tarafindan yazilan ”Mathematical Inequalities” adl
kitap da esitsizlikler iizerine yapilan pek ¢ok yayindan birisidir.

Bu caligmadaki amacimiz Hardy-Hilbert tipli integral egitsizlikleri'ni detayli olarak in-
celemek ve bazi 6zel fonksiyonlar i¢in genellestirmektir. Ele alacagimiz integral esitsiz-
liklerinden ilki analiz ve uygulamalarinda onemli bir yere sahip olan Hilbert integral
esitsizligidir. Bu esitsizlik icin geligsim siralamasini kisaca gu sekilde ifade edebiliriz.

Ik olarak D.Hilbert taraflndan su sekilde Verilmi§tir
f(x), g()>0101n()<ff2 ) dz < oo, 0<fg ) dz < oo olmak {izere,

1
o0 2

//f Y dudy < = /f dx/ 2(z)dx (1.1)

0
dir. Buradaki 7 miimkiin olan en iyi sabit ¢arpandir (Hardy 1925). (1.1) ile ifade edilen

esitsizlik Hardy ve Riesz tarafindan
p>1, s+o=1 f(2)g( )>0veO<ffp )dx < oo, 0<fgq ) dx < oo olmak

uzere,

o0

//f:r+y dwdy<sm /fp /gq(x)dx q7 (1.2)

0

seklinde genisletilmistir. Bu e§1t81zhk Hardy—Hllbert integral egitsizligi adi altinda

i — miimkiin olan en iyi sabittir (Hardy et al. 1952).
sin =

anilmaya baglanmigtir. Burada

Hardy vd. (1952) ve Kuang (2004) calismalarinda bu esitsizligin farkl tiplerini ele

alarak agagidaki sekilde genisletilmis formlarini elde etmislerdir.



3 =

77 lnx—lny ( >g<y)da:dy< (Siz )2 7fp(:c)dx

s
p

2
esitsizligi icin —— | mumkiin olan en iyi sabittir.

Sln -

Q=

// dxdy < pq /fp dx /gq (x)dx 3 (1.4)
max {x y}

0
icin de pg miimkiin olan en iyi sabittir (Hardy et al. 1952).
B. Sun bu esitsizlikle ilgili olarak A > 0, p > 1, l + l =1, f,g > 0 iken 0 <

[t~ fP () dt < 00, 0 < ftq 1=2g7 (t) dt < oo sartlar altinda,
0

[z bq / —1-X ’ / —1-A
< — p P a a 1.5
/ / " {x)\’ y}\}dxdy 3 t (:L‘) dx t g (93) dz ) ( )
0 0 0 0

seklindeki esitsizligi vermigtir. Burada da (%) miimkiin olan en iyi sabittir (Sun 2006).

Yongjin vd. (2006) bu esitsizlik ile ilgili olarak; f(z), g(z) >0, 0 < fo )dr <

oove0<fg )dx < oo iken,

N

o0

77$+;ixl)ngaiy{>%y}dxdy <c 7]”2 (2) d:c/92 wdr| . (16)

0

esitsizligini ifade ve ispat etmistir. Yine burada ¢ = /2 (7r — 2arctan \/5) ~ 1.7408 miim-
kiin olan en iyi sabittir (Yongjin et al. 2006).

Mingzhe and Lin (2009) ise; f(z), g(z) >0, p > 1, % + % =1 ve n negatif olmayan
bir tamsayl olmak tizere

O<ffp )dx < 00 ve0<fg‘1 )dr < oo iken,

o0

77|lnx—1ny|”f(x)g(y)dxdyScp /Oofp($)d:v /gq(x)dm q, (1.7)

Tty
0

=

oldugunu gostermistir. Burada ¢, miimkiin olan en iyi sabittir (Lin and Mingzhe 2009).

>0, p>1ve 1 + l = 1, n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere 0 <
g

ffp )dr < o0 O<fgq Ydy < oo ve A > 0 iken,



Sn!{(*(n+1,%+k)+C*(n+1,é+x)} (1.8)

X {:fof” (z) dl’}; {Zfogq (v) dy} :

1 1

dir. Burada n! {C* (n +1, -+ )\) +¢* (n +1,—+ )\) } miimkiin olan en iyi sabit
p q

faktordiir (Bayram ve Yildirim 2010).



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu baglik altinda ¢aligmamizda gerekli olan temel tanim ve teoremleri ele alacagiz ve
de bazilari i¢in gerek duyulursa aciklayici bilgiler verecegiz.

Tanim 2.1 (Sinirh Fonksiyon) : f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda tanimlanmis olsun.
Her = € [a,b] i¢in |f(z)| < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa, f(z) fonksiyonu
[a, b] arahiginda simirhdir denir.

Tamim 2.2 (Mutlak Stireklilik) : f(z) fonksiyonu [a,b] aralhiginda tanimh bir fonk-
siyon olsun. ¢ € RT verildiginde, [a,b] arahigimim sonlu sayidaki her [z, zs], [z2, z3], ...,

[zn_1,x,] ayrik alt araliklar igin,

n

Yolzi—wial <6 = |f(w) = flzia)| <e
i=1 i=1

olacak bi¢imde en az bir 6 = §(¢) > 0 sayisi bulunabiliyorsa bu durumda, f fonksiyo-
nuna, |a,b] araliginda mutlak stirekli fonksiyon denir.

Tanim 2.3 (Artan Fonksiyon): A sonlu veya sonsuz bir aralik olmak tizere f : A — R
fonksiyonu verilsin. Her x1, 29 € A, x7 < x5 igin f(x1) < f(x2) ise f(z) A iizerinde
monoton artan fonksiyon, f (z1) < f (z3) ise kesin artan fonksiyon denir (Caferov 1999).
Tanim 2.4 (Azalan Fonksiyon): A sonlu veya sonsuz bir aralik olmak tizere f : A —
R fonksiyonu verilsin. Her x1, 29 € A, 21 < 25 igin f (x1) > f (x2) ise f(x) A iizerinde
monoton azalan fonksiyon, f(z1) > f(x2) ise kesin azalan fonksiyon denir (Caferov
1999).

(x1,29) aralhiginda diferansiyellenebilen y = f(z) fonksiyonu verildiginde; Eger bir
araligin tim = noktalarmda f’(x) > 0 ise fonksiyon bu aralikta monoton artan, eger
f'(z) > 0 ise kesin artan fonksiyondur.

Eger bir araligin tiim z noktalarinda f’(x) < 0 ise fonksiyon bu aralikta monoton

azalan, eger f'(z) < 0 ise kesin azalan fonksiyondur.

Sekil 2.1. f fonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklar



Tamim 2.5 (Gamma Fonksiyonu): n > 0 igin,

['(n)= /x"‘le_xdzv
0
ile tanimlanan fonksiyon gamma fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu integral n > 0 i¢in
yakinsaktir (Jeffrey and Dai 2008).
Tanim 2.6 (Beta Fonksiyonu):

Re(x), Re(y)>0 icin,
1

B(z,y) = /tz—l (1—t)Y""dt
0
seklinde tanmimlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu integral z > 0 ve
y > 0 i¢in yakinsaktur.
Beta fonksiyonun su 6zellikleri vardir:

i.

ii.

B(z,y) =B (y,z),
v (m — 1)l (n— 1)

B (m,n) = (m+n—1)!

Y

ozellikleri vardir (Jeffrey and Dai 2008).
Tanim 2.7 (Lebesgue integrallenebilirlik): Verilen her hangi bir f fonksiyonu

olciilebilir £ climlesi tlizerinde

[lr@lde <o

ise f fonksiyonuna F lizerinde Lebesgue integrallenebilir fonksiyon denir.
Tamm 2.8 (Holder Integral Esitsizligi): p > 1 ve %—F% = 1 olsun. f ve g,
la,b] araliginda tammh reel fonksiyonlar, |f|” ve |g|?, [a,b] araliginda integrallenebilir
fonksiyonlar ise

b b 5 /b ¢
Jir@g@iae< | [ir@rda) { [lo@pa

a

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovié¢ et al. 1970).

5



Benzer sekilde iki kath integraller i¢cin Holder esitsizligi agsagidaki gibi ifade edilebilir:

1
b P b q

//b\f(x,y)g(x,y)!dxdyé /b/b|f(x,y)y”dxdy //b\g(:c,y)chzxdy

a a a
Tanim 2.9 (O ve o Landau simgeleri): f ve g reel sayilar ciimlesi iizerine tanim-

lanan iki fonksiyon olsun.
f(@)=0(g(@), z - o0

olmasi i¢in gerek ve yeter sart, yeterince biiyiik x degerleri i¢in

|f (@) < Mlg(2)], Vo =z
olacak sekilde IM > 0 ve zy € R olmasidir. Diger bir deyisle f (z) = O (g (2)),

x — a olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

lim sup
r—ra

olmasidir.

f(x) =o(g(x))

olmasi i¢in gerek ve yeter sart, Ve > 0 i¢in dng sayis1 vardir oyle ki

[f (n) <elg(n)], vn=mng
saglanmasidir. Diger bir deyisle, g () # 0 olmak {izere f (x) = o (g (z)) ifadesi

lim f @)

=0
z—00 g ()

ifadesine denktir.
Tanim 2.10 (Riemann Zeta Fonksiyonu):

0 < a < 1ven pozitif tamsay1 olsun. ¢* fonksiyonu

¢" (n,a) = Z ( (_1)

— (a+ k)"

seklindedir. Daha ileri bir tamimla ¢, fonksiyonu

¢ =n! (C* (n+1,1)+C* (n—i—l,l—l)), (n € No)
p p

p>1ve % + % = 1. Buradan acikga goriiliiyorki ¢, = ;.

Lemma 2.1: 0 < a < 1 ve n negatif olmayan bir tamsay1 olsun.

1
1\" 1
a—1 - I
/t <lnt) —1+tdt nl¢* (n+1,a)
0

(Yuming 2006).



3. GENELLESTIRILMIS HARDY-HILBERT TiPLI INTEGRAL ESIT-
SIZLiGI

Analiz ve uygulamalarmda onemli yer tutan Hilbert integral egitsizligi su sekildedir.

[ (z), ()>01(;1r10<ff2 dx<oove0<fg )dr < oo ise

1
o0 2

//f dxdy<7r /f2 da:/ *(x)dx (3.1)

0
dir. Burada 7 miimkiin olan en iyi sabit faktordiir (Hardy 1925). Bu esitsizlik daha
sonra Hardy tarafindan agsagidaki sekilde genisletilmis ve adina Hardy-Hilbert integral
esitsizligi denilmigtir. Bu esitsizlik,
p>1,%+§:1,f(x),()>01ken0<ffp x)dr < 00, O<fgq )dx < oo,

/OO/OOfx—l—y dxdy<sm /fp /gq(x)dx . (32
0 0

dir. Burada —— miimkiin olan en iyi sabit faktordiir (Hardy et al. 1952).

sin
Hardy vd. (1952) ve Kuang (2004) galigmalarinda bu egitsizligin asagidaki formlarini
elde etmislerdir.

77 lnx—lny ( DI gy < (sizﬂ>2 7fp(x)dx ]qu@)dx |

2
( '7r ) miimkiin olan en iyi sabit faktordiir.

//max{x gy < pa /fp ; /gq (x)dx p (3.4)

sin Z
p
pq miimkiin olan en iyi sabit faktordiir (Hardy et al. 1952).
Teorem 3.1: A > 0, p > 1, %—I—% =1, f,g > 0iken 0 < [P~1AfP()dt < oo,
0

Sl
Q=

0<ftq1’\ (t) dt < oo ise,

Q=

[e.e]

[ f(z Pq —1-A i —1-A
d dy < =— PP () dx t77 g () dx p ,  (3.5)

PT on iyi sabit faktordiir (Sun 2006).

A



Teorem 3.2: f (z),g(z) >0, O<ff2 dx<oove0<fg )dx < oo iken,

1
oo 2

]O]OH ; fr)n J }({y{)x,y}dxdy <c 7 £ (x) da / @ (z)da | (3.6)

0

¢ =2 (7 — 2arctan v2) ~ 1.7408 dir (Yongjin et al. 2006).
Simdi Hardy-Hilbert tipli integral esitsizliginin ispatinda kullanacagimiz Riemann Zeta
fonksiyonunu, lemmay1 ve teoremi verelim.

0 < a < 1 ve n bir pozitif tamsay1 olsun. (* fonksiyonu,
) — (="

n? @) = VTR
¢* (n,) ; Ty

seklinde tanimlanmigtir. Daha genig bir tanimla ¢,

Cp:n!((*<n+1,%>+C*(n+1,1—%)>, (n € N) (3.7)

1,1 1 3
p>1ve;+a—1d1r.

Lemma 3.1: 0 < o < 1 ve n negatif olmayan bir tamsay1 olsun.

1
1\" 1
a—1 - - R
/t <lnt> 1+tdt nl¢* (n+ 1, «a) (3.8)
0

(Yuming 2006).
Teorem 3.3: f,g>0, p>1vel ot l = 1, n negatif olmayan bir tamsay1 olsun. Eger

0<ffp )dr < oo ve 0<fgq Ydx < oo ise,
0

1
P 00

//nm_mmf() ) gody < ¢, 7fp(x)dx Jrowl, oo

(z+y)
0

dir. Burada (,, (3.7) de tanimlanmigtir ve miimkiin olan en iyi sabit ¢arpandir (Lin
and Mingzhe 2009).
Teorem 3.4: f,g > 0, p > 1 ve l + l = 1, n negatif olmayan bir tamsay1 olsun.

O<ffp d:c<oove0<fgq )dy < 0o ve A > 0 iken,
0

}"T [Inz —Iny["f (z) g (v)

O e { () (0)']
el sceor g} e s

8

dxdy <

(3.10)

[

—
Q=



1 1
dir. Burada n! {C* n+1,-+ )\) + ¢ <n~|— 1, -+ A)} miimkiin olan en iyi sabit
p q

carpandir (Bayram ve Yildirim 2010).
Ispat: Ilk olarak (3.10) esitsizliginin sol tarafi igin,

779|mm—me<>m> Loy

(e +9) max{( )@ }

_FF (e =tagPye oy / (@) 1
00 ( T+y ) <y> (max{(%)A,(%))‘}>p (3.11)
(!111:13;;1;yl”)é (g)a 9(y) dedy

yazilabilir. Holder esitsizligi yardimiyla,

FF el @ow

oy { (). (1))

RSA

j;flkzzg;kzﬂﬁ (_>§ e

<
- T+y Y 2\ (u)
max{(a) ,(%) }
1 (3.12)
®|lnz —Iny|" ry\s 9% (y)
X Ofof o ( ) A dxdy

o *|lnx —lny|"

=\ Jrwl = G)qmax{(g;ﬁ(‘i’f}

X j?gq(y) TM (%)

0 0 r+y

:]1 X]Q.



elde edilir. Buradaki I; ve I tanimlamalar: igin,

M= |Inz —Iny|” (z)é 1 d
rT+y Yy

tanimlamasini yapalim ve bu esitligi

Mo f|lnx—lny\” (z)l
0

T +y Yy

Q
—_

Q=

Xllne —Iny|"™ [z
+ fﬂ(_)

z T+y Yy

= M, + M,

(3.13)

(3.14)

seklinde yeniden yazalim. M; de, x > y oldugundan L > Y dir. Bunun sonucu olarak

Yy o

2\ g 2\
max (—) , <—> = <—) dir. Boylece
) €z Y

z |[In )" /z\e 1
Ml = f Y (-) )\dy

o Tty \Yy <£>
y

z |InZ|® P
= fi(f) dy

o2 (1+%) \y

Q

olur. Burada 2 = u, degisken degistirmesi yapilarak, lemma 3.1 yardimiyla,
x

1
M, = fu)‘_é|ln—]"
0

1
= nl¢* (n—i—l,)\—{——)
p

dir. Buradan da,

10
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Q=
—_

oo | In Z|™
My = f| y| <£>

z THY \Y

Izl rp\E o1
- Tt ()

pa(t+3) \y) (2)

oldugu agiktir. Yine burada Y u, degisken degistirmesi yapilarak, lemma 3.1 yardi-
x

miyla,

(3.17)
= nl(* (n—i—l,)\—l—l)
q

elde edilir. (3.14), (3.16) ve (3.17) esitlikleri aym anda géz éniinde bulundurularak,

L<|M|[ ffz)dx ] , (3.18)
/

yazilir. Bu ifadede

M:n!(g*(n+1,>\+%)+§*(n+1,)\+3>> (3.19)

seklindedir. (3.12) nin sag tarafindaki ikinci integral i¢in de ayni yolu izleyerek,

N — T|1nx—lny|” (y)io

1
0 r+y r max{(i))\a(%)A}
_ plme—tg gy 1
”of Tty <x) max { <§>>\’ (%)A} " (3.20)
e —Inyl" gy} 1
Y e
= N1+ Ny

A
yazabiliriz. N; de, y > x olmasindan ¥ > il dir. Bu nedenle de, max { (E) ,
r oy Y

A A
(g) } = (Q) dir. £ = u, degigken degistirmesi yapilarak, lemma 3.1 yardimiyla,
)

x x
y |In Z|" |

N = f@@)p "

0 l‘—l—y T

11



(3.21)

bulunur. Aym sekilde, N, icin

N, = [

1, 1 (3.22)

I, < M/gq (y)dy | (3.23)

N=M=n! (C* (n+1,)\+%) + (n+1,)\+é))

esitsizligini elde ederiz. (3.12),(3.18), (3.19) ve (3.23) ifadelerini ayni anda gbz oniine

alirsak,

FE |z —Iny["f (z)g(y)

[ dxd
00 (x—l—y)max{(i)/\,(%)/\} ’

< n! {C* (n+ 1,%+A) + ¢ (n+ 1,%+A)} {Zofp (x) d:r;}; {;fogq () dy}é

olacagr aciktir.

1 1
Simdi ise (3.10) daki n! {Q* (n +1,—-+ A) + ¢ (n +1,—-+ )\) } katsayisinin miimkiin
p q

olan en iyi ¢arpan oldugunu gostermeliyiz. Ve > 0 i¢in f. (z) = 2T ve 9-(y) =
yilf seklinde iki fonksiyon tanimlayalim. Bu fonksiyonlar igin,

[o.¢] 1 (o]
!fé” (¢)de = 7 ve !gg (W) dy = 1=

12



miimkiin olan en iyi carpan olmasayd: 6yle bir C' ¢carpani olmaliydi ki C' > 0 i¢in,

}o}o “le—hlmnfs (ai\)gz-: (y) dzdy

FF wrpmac{(5) (0]

<c (7 () dw) % (T ¢ () dy) %

€ (3.24)
C
- clte
n!{(*<n+1,%+)\>+C* <n+1,%+)\>}
< clte
olacakti. Ote yandan,
}O}O |lnx—lny|nfs(1;)gs(y)\> ddy
€ € (;p—}—y)max{(%) ,(%) }
ool P <|lnx — lny|”y71f
=[]/ 3 . dzdy
e e (gj‘—i-y)HlaX{(%) ,(4) }
r e
o | o Inx —Iny|"y < .
= <’ | > d e Ldg
J W
: \a (g;+y)max{<§> (%) }
4 "
00 T |lnx—lny|”y_ qe
:f f < : >/\ dy
e \s (;C—i—y)nlax{(%) (%) }
(3.25)

oo (\ Inx — lny\”yil%a) e
+ [ d x P pdx
T (x_i_y)max{(i))\’(%)/\} Yy { }

I G P 1 P
-l 6f<x+y>(%>A Y e b

elde edilir. Burada 2 = t, degisken degistirmesi yapilarak,
x

13



I 7 (at) ™ 1P (2t) 5 "
(L A) dt+f| nil'at) * (o7 Y
z(1+1) (1)

I
" —g
Blo—

x(1+t)th

of L1 _lie_ ke (3.26)

8o

,\_7
- gl-i-s {f“n 1

elde edilir. Lemma (3.1) yardimiyla,

- 11+5 {n!{c* <n+1 1+>\——>+g* (n+171+)\+§)}}
€ p q q q

olacag1 aciktir. Boylece € yeterince kiigiik secildiginde

|Inz —Iny|"f. (x) g: (y)
ff S dxdy
€ € (x+y)max{<§> ’(%))\}

> 511+s {n!{g* (n+1,%+>\> e (n—|—1,$+>\>}+0(1)} (e = 0)

olacaktir. Buradan agikca goriilebilir ki, ¢ yeterince kiigiik secildiginde (3.24) esitsizligi
(3.27) esitsizligi ile geligir. Bu nedenle (3.10) daki

n!{{* (n+1,1+/\) + (" (n—l—l,l—l—)\)}
p q

¢arpani miimkiin olan en iyi carpandir. Bu da teoremimizin ispatlnl tamamlar.

(3.27)

Sonug 3.5: (3.10) da o6zel olarak p = ¢ = 2 secilirse, 0 < ff2 Ydr < oo ve 0 <

¢*(y)dy < oo ve A >0 icin,

TF_ |z —Iny["f (z)

(3.28)

<o (net g o) R0 dx}; {Jow ozy}é

1
olacag1 aciktir. Burada, 2n!(* (n +1, > + /\) miimkiin olan en iyi carpandir

(Bayram ve Yildirim 2010).
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3.1 Baz1 Denklik Halleri

Teorem 3.4 ifadesine denk olan asagidaki sonuglari verelim.

11
Teorem 3.1.1: n negatif olmayan bir tamsay1 olmak tizere p > 1 i¢in — + — = 1 olsun.
P q

Negatif olmayan reel degerli f fonksiyonu i¢in 0 < [ f? (x) dx < oo ise

p

T 7 [z —Iny["f (z)

I/ 5
“\’ (flf+y)ma><{(§> a(%)A} (3.1.1)

< {n!{(* (n—i—l,%—i—)\) +¢* (n+1,$+A)}]pZOfp(x)d$

1 1 P

dir. Burada |n! {C* (n +1,—-+ )\) + C* (n +1,—+ )\> }} miimkiin olan en iyi sabit
p q

carpandir (faktordir) (Bayram ve Yildirim 2010).

Ispat: Ilk olarak (3.1.1) esitsizliginin (3.10) esitsizligine denk oldugunu gosterelim.

p—1

Iz —Iny|"f ()

/ rwms{ (5) 40"}

seklinde bir g (y) reel degerli fonksiyonunu goz éniine alalm. (3.10) yardimiyla,

dx , y € (0,00)

9(y) =

¥ [lnz—Iny/"f(z)
1/ X
0 0(x+y)max{<§> ’(%),\}
Iz —Iny|"f (x)

g
(e +y) max{(ﬁ)A, (g)k}

<nl {C* (n+ 1,%+/\) +¢ (n+ 1,$+/\)} {:fofp () dm}p {Zfogq () dy}é

1
:n!{c* (n—i—l,——i—)\
p

-1

N———
+
N

*
N
3
+
=
RS
+
>~
N———
——

1
o]

Ay ]

Inz — Ing]"/ (2
ey (3)". (2}

15
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:n!{(* <n+1,1+)\)+C* <n+1,1+/\)}
p q

. x% oo |z —Iny"f (x)
{Off()d} ! of(ﬁy)max{éjg)A,(%)A}

(3.1.2) esitsizliginden (3.1.1) egitsizligi goriilebilir. Diger yandan, (3.1.1) esitsizligi

P (3.1.2)

gecerli olsun. (3.1.1) de Holder esitsizligi goz oniine alinirsa,

% |lnz—Iny|"f (z)

W
Tiww (i

Iz —Iny|"f ()

-+ nmac{ (), (2))

|
0%8
D%g

1

|Inz —Iny["f (z)

z(xw)max{(i)k,(g)*}dx B {Zfogq@)dy}

T

(e (12 e2) e (wrn ) )T
x {:fofp (x) dw}; {Zogq () dy};
:n!{g*(n+1,%+A)+(*<n+1,$+>\>} (3.1.3)

X {z"ofp (z) dx}; {Zogq (v) dy}

olacaktir. (3.1.1) deki

[n!{(* (n+1,1+/\)+(* (n+1,1+)\)}]p
p q

carpant miimkiin olan en iyi sabit garpan degil ise, (3.1.3) deki sabit garpan olarak

IA
| — e
0%8
iS]
S

Q|

bilinen

16



n!{(* (n—|—1,1~|—)\) + (n—l—l,ljt)\)}
p q

carpani (3.10) da da miimkiin olan en iyi ¢arpan degildir. Bu da bir ¢eligkidir. Boylece

teoremimizin ispat1 tamamlanmig olur.
Sonug 3.1.2: Eger (3.1.1) de p = 2 segilirse 0 < [ f?(z)dz < oo ve A > 0 igin,
0
2

2% lma—lnylf(2)

1/ X
o |0 (x+y)max{<§> (%)A} d (3.1.4)

< [Qn!C* (n—i—l,%—i—)\)} :fof2 (x)dx

2
esitsizligi (3.28) esitsizligine denktir (Bayram ve Yildirim 2010).

. 2
olacaktir. Burada {Qn!c* (n +1, -+ )\)} miimkiin olan en iyi sabit faktordiir. (3.1.4)

17



Inz —Iny|" (min {z,y})*

r+y  (max{z,y})"
INTEGRAL ESITSIZLIGI

CEKIRDEGI ICIN HARDY-HILBERT TiPLI

Bu boliimde genellestirilmis homojen bir ¢ekirdek ve agirlik fonksiyonu tanimlayarak,
en iyi sabit faktor ve bazi parametrelerle yeni bir Hardy-Hilbert tipli integral esitsizligi
tanimlayacagiz ve ispatini yapacagiz. Elde edecegimiz esitsizlikteki en iyi carpani, Rie-
mann Zeta fonksiyonuna baglh olarak gosterecegiz. Burada yapacagimiz calisma igin
bazi lemma ve teoremleri ifade edelim.

Lemma 4.1: 0 < o < 1 ve n negatif olmayan bir tamsay1 olmak tizere.

1
1 n
et () g = 1
/ (nt) Tyt =it ntLa)
0
dir (Yuming 2006).

Lemma 4.2: \,p € Rve A+ > 0, wy ,(u) agirhk fonksiyonu,
(min {u, v})* -t

(max {u,v})" 1+A “
0

dv, u € (0,00), (4.1)

(.U)\M

seklinde tammlanir ve u € (0, 00) i¢in,

4
w)\,,u(u) = mu u € (07 OO)

elde edilir (He 2011).
Teorem 4.1: f,g > 0iken 0 < fxp(1+%)*1fp (x)dr < oo ve
0

0< /mq(HA?M)lgq (x)dr < 0o

0

ise,

%% (min {z,y})*

/ of (max {2, )"

% {Zﬂoxpmk;”)lfp (z) dl’}; {:fqu(”ky)lgq (%) dy};

4
dir. Buradaki T sabit faktorii (garpani) p ve ¢ dan bagimsizdir ve miimkiin olan

en iyi sabit faktordiir (He 2011).

7 f (x) g (y) dedy (4.2)

18



Lemma 4.3: \,u € Rve A+ p > 0, wy ,(u) agirhk fonksiyonu,

Inw —Inv|” (min {u,v})* u'="2"
= 4.
W)\,N(u) w4v (H’laX {U,U}) 1+>\ 1 d’U u € (0700) ( 3)

0

seklinde tanmimlanir. Burada u € (0, 00) i¢in,

WA,M(U):H!{C ( +1, A—;—#)vLC*( +1, A%le)},uE(O,oo)

dir.

. v

Ispat: u > 0 igin t = — degisken degistirmesi ile,
u

o |lnu — Inof™ (min {u, v})* wl=*

wap(u) = [

2 utov  (max{u o)) it

o [ng]" (min {u,ut})* ul="3"

Of w (1 +t) (max {u, ut})" (ut >1+ udt

oo : A
_ f 1 ‘ln%‘n (min {1,t}) 125
0

1+t (max {1,t})"
Pl L n 1t —1-Aze
fl—\lnl\ IS g+ T—l ‘lnl‘nt‘l‘mdt
0 A

1
Buradaki ikinci integralde ¢ = z degisken degistirmesi yapilarak,

A+u

In 1" ¢4z dt+f \1nk| I

1+t

olarak bulunur. Burada her iki integral i¢in lemma 4.1 ayr1 ayr1 kullanilarak,

wap(u) = n! {C* (n—|— 1,#) + ¢ (n—i—l,)\;—”—i- 1)}

elde edilir. -
Teorem 4.2: f,g>0, 1<p, % + é =11iken 0 < fxp(%H)_zfp (x)dx
0

<ocove 0< fxq(%H)_?gq (z)dz < oo ise,

0

19



®|lnz —Iny|" (min {z,y})*
- T ey

> {n!{(*( +1, #)J&*( +1, HTM+1)}}
< et }{fy 02 )y

f (%) g (y)dzdy

egitsizligi elde edilir ki burada n! {C* (n +1 )\ﬂ) +(n+1, H—M +1

2 2

1
q

sabit faktorii p, ¢ dan bagimsizdir ve miimkiin olan en iyi sabit faktordiir.

ispat: Agirlikli Holder esitsizliginin tersi ile,

f f *®lnz — Iny|" (min {z, y})*

)}

dzd
Tty (max{:z:,y})“fm)g(y) ray
o — Ingl” (in G, g})* [ e
TP Inr—Iny]" (mnqz,y T 1 y P
N b[of r+y  (max{z,y})" | F@) | g9 W) | dedy
Y 3 €T q

D=

iz —Iny|" (min fo,y})* 5D
dzd
(f R T ) = B

n : (AL
ff ®lnz —Iny|" (min {z,y})* y( N5 +1)gq (y) daxdy
r+y  (max{z,y})" O30

= Il X 12
elde edebiliriz. Burada,

(e 9]

e ([ [ e ey S5
b r+y  (max{z,y})" LD

dy| f?(z)dx

0 0

olarak alalim. Burada,

20
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olsun. My, durumunda z >y oldugundan (min {z,y})* =

Boylece,

[l — Iny|" (min {2, y})

A PO (3R 4

= d

I oy (mex(my)PF o W
z nz —Iny|" (min {z,y})* z° "D

= J o ——dy
y wty  (max{e,y)) LD

o Flne—hngl" (min o))
) aty  (max{zy) G Y

= M+ M,

A L (p—

D(25£41)

M1:/|lna:—lny]ny_:v
T +y TH y(

u = y, degisken degistirmesi ile,
x

M,

elde edilir. My, durumunda ise y > = oldugundan (min {z,y})*

_

2" (uz)* "7V

—
3+

)

v,

dy.

d
o x(14u) a# (ux)(%““) e
_ p(>\ “.»,_1 Qj lnl nu%_ldu
0 u

— {n'{* (n+ 1 A—;—M)

y"dir. u = L degigken degistirmesi yapilarak,
)

M;

=/

g

®|Inz —Iny|" (min {z

Ly

[ ar(55e

0

(p*l)(ﬂ
T 2

+1)

Ty (maxfe,

p(A “+1 -2

A+

= {n!(* (n—l—l ——I—l

elde edilir. (4.7) ve

(4.8) birlikte dugiiniiliirse,

|lnu|"

y})"

J

y(%”ﬂ)

Au
u'z t1ldy

dy

() de

)72fp () dx

Sl

Bl

(max {z,y})" = 2" dir.

= 2, (max {z,y})" =



Sl

L o= ¢ (n+1,232) + ¢ (n+1,222 +1)}]

) ) (4.9)
x {f )2 () de |
0
yazilir. Aym gekilde,
{7z —Iny[" (min {z,y})> ¢y D !
I — / | " (min { })# = e ¢ () dy
try (w5
0 \D
diyelim. Burada
N — T\lnx —Iny|" (min {z,y})* TP
o oty (max{zy})" O
B fy Inz —Iny|" (min {z, y})* TP
N T+ max {z,y})" LCFE+D

<l — Iny" (min {z,y})* v D

+

y o rty (max{z,y})" 5040

= N+ N,

dir. Ny, durumunda ise y > z oldugundan (min {z,y})* = 2*, (max {z,y})" = y"dir.

w="2 degisken degistirmesi yapilarak,

Y llnz — Iny|* 2> ¢ VD

— dx
0 rty oyt LD

o(23400)-2

= I

|lnu|"uMT#_1du

Q=

Ny = [n!{* <n+1,H—“> Ty G540 2a () ay (4.11)

yazilir.
Ny, durumunda ise z > y oldugundan (min {z,y})* = y* ve (max{z,y})" = 2" dir.

Boylece u = g, degisken degistirmesi ile,
x

A L Iny|" y*y Y

) vty ot (P

B e e
0

- Y T
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Q=

Ny = [nlg* <n +1, M—T,u + 1) fyq(%uﬂ)ﬂgq (y) dy (4.12)
0

bulunur. Yine burada (4.11) ve (4.12) aym anda diigtiniiliirse,

Q=

L, = [n{¢(n+1,24) + ¢ (n+1,232+1)}]

(4.13)

Q=

< [Tt o)

olacaktir. (4.5), (4.9) ve (4.13) iin birlestirilmesi ile,

®lnz —Iny|" (min {z,y})*
ff Ty (max{x’y})#f(w)g(y) ddy

ol (e 258 e H#H)H
A JoCE 2 }l{fy @)dy};

olacagi aciktir. Burada n! {C* (n + 1, ’\’LT“) +(* (n +1, A% + 1)} sabit faktori p, ¢ dan
bagimsizdir ve miimkiin olan en iyi sabit faktordiir. Kabul edelim ki

>

n{C (n+1,554) + ¢ (4 1,242 + 1)}
sabit faktorii miimkiin olan en iyi sabit olmasin. Bu durumda,

k>m{c( +15§ﬁ)+c(n 1igﬁ+4)}

esitsizligini saglayan bir k pozitif sayis1 vardir ve a > 0 6yle ki,

T{T“M —lny|” (min {x’y})Af(x)g(y) dy} dx

o oty (max{z,y})"

a

1

>k{2‘°xp<* T1)=2 fp () }l{fy gt q(y)dy}q_ (4.14)

(A4 gl . .
— 1C1n

O<e<
6 2 b Sttt

0 ,x € (0,a) icin
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0 ,y € (0,a) igin

y G475y € [a,00) igin
secelim. Burada tanimlanan f*, g* fonksiyonlarini (4.14) ifadesinde kullanarak, y degiskeni

igin, t = J degisken degistirmesi yapilirsa,
x

I

7 r Inz —Iny|" (min {z, y})*
o r+y  (max{z,y})"

f () g (v) dy} dx

~—
=

: —<mm<l>t>>2—<1+*a“>—zdt] o
1,t)

1 Ap e A+p €
S— 1,22 * Ay |
E i Ol Gt mh) RO G e A1

yazilir. Buradan da,

o R gl fmin ) T
> e ]| P L Sy @7 ]

P

> (e + Das*tk {Zoxp(i““)—? £ (z) dx}

Qe

x {Zqu(?“)”g*q (v) dy} =k

olacaktir. Bu da,

n!{g* (n+1,)‘;—“)+§* (n+1,)\%+1)}2k (e = 0%),

seklinde yazilir ki buda hipotezimizle celigir. Bu nedenle (4.4) deki

n!{(* (n+1,>\+T/“L>+(* <n+1,/\+T“+1)}

sabit faktorii miimkiin olan en iyi sabittir. Bu ise istenendir.
Hatirlatma: Teorem 4.2 de A — 0 ve ¢ — 0 limit halinde elde edilen sonuclar Mingzhe

and Lin (2009) daki sonucu verir.
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4.1 Baz1 Denklik Halleri -
Teorem 4.1.1: f>0i¢in0< [ xpo%uﬂ)ﬁfp () dr < oo ise (4.4) e denk olan,
0

sty [Flne = oyl (min g} T
v [f Tty <max{x,y}>”f”d} U

> (n!{g*( +1HTM)+C*( H#H)})p (4.15)

X fooxp( A3 1)- 2f7 (2) dx

0

N
I

esitsizligi elde edilir. Burada

(n!{(* (n+1,—>‘;”> + ¢ (n+1,—A;“+1)})p

mumkiin olan en iyi sabit faktordiir.
Ispat: fx A3t 2fP(z)de > 0 icin J > 0. Eger J = oo ise (4.15) gecerlidir.

Simdi kabul edelim ki J < oo ve

p—1

sy | [ e —ngl” (min fog)) o

vy (max(ny)) et

0

7= :fqu(”l)‘Zg"(y)dy

p

_ T —p( 23 +1)+22 ro|lnx—lny|n (min {z,y})* ) d
Iv A Tt e A I

oldugunu gosterelim.
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©llngz —Iny|" (min {x A a(p—1)
o [Pt il ) dy}

0 r+y  (max{z,y})

_ —p “+1 |1H:E—lny| (min{x7y})>\ N P
fy L}f r+y (max{x,y})“f( )d } dy

oldugu kolayca goriilebilir. Burada (4.4) ile,

oo > fyq(%“+1)*29q (y)dy = J
0

_ 00 p(A541) 42 ®|lnz —Iny|" (min {z,y})* . xp
]y T gyl (1]

_ T (Agra) e ©|lnz —Iny|" (min {z,y})* N p—1
! {?J {of Tty (max{x,y})“f< )d ]

" *lnz —Iny|" (min {z,y})* S
of r+y (max{x’y})#f( )d }dy

o %|lnz —Iny|" (min {z,y})* N )
B ff T4y (max{:c,y})“f( ) (y) dxdy

= 1

> nl{(*( +1, HTM)-FC*( +1_A;“+1>}

1

Y1) 20 () dy} '

==

{pr 22 () d:c}

> 0,
elde edilir.

X {fxp(W‘*l)?fp (z) dx}
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elde edilir. Bu nedenle (4.15) gecerlidir. Ote yandan kabul edelim ki (4.15) gecerli
olsun. Agirlikli Holder esitsizliginin tersi ile,

_ P aeage Fllnz —Iny|" (min {z, y})* Awyr2
r= e R e @ [ )]

P

y PR3+ [jo“niﬁ — Iny[" (min {z, y})*
o vty (max{z,y})"

f(z) dx} ’ dy}

V4
—N —N

Q=

I > Jé{;fqu(v““gq(y)dy}

oldugunu gérebiliriz. Boylece (4.15) ile (4.4) ii elde ederiz. Bu nedenle (4.4) ve
(4.15) denktir.
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1

S @t )
TEGRAL ESITSIZLIGI

- CEKIRDEGI ICIN HARDY-HILBERT TiPLI IN-

Analiz ve uygulamalarindaki 6nemi nedeniyle, Hardy-Hilbert integral esitsizligi olarak

bilinen

//f:c+y dxdy<sm /fp O]qu(:v)d:c q, (5.1)

seklindeki Hardy vd. (1952) integral e§1t31z11g1n1n genellestirmeleri veya genislemeleri
genellikle integrasyondaki cekirdegin yapisina bagh olarak ele alinmigtir.

(5.1) esitsizliginin sol tarafindaki fonksiyonun yani ¢ekirdek fonksiyonunun yapisina

bagh olarak cesitli caligmalar yapilmistir. Ornegin; Kuang (1999) makalesinde

r+y
paydasi yerine (2! + ¢'), (¢, z ve y den bagimsiz bir parametredir), Yang and Debnath

1
(2002) makalelerinde
T4y

paydas1 yerine (Az + By)”, Kuang (2004) makalesinde

Inx —Iny

paydasi yerine
T+y =Yy

1
yerine (u(z) + v (y))*, Lin and Mingzhe (2009) makalelerinde n
T

1
, Krnic vd. (2005) ise makalesinde n paydasi
x

paydasi yerine

Inz — lny|"
M olarak genigletmeleri ve genellegtirmeleri yapmisglardir.

r—Yy
Yukarida bahsettigimiz genellegtirmeleri dikkate alarak, Hardy-Hilbert tipli integral
esitsizligini daha genel bir ¢ekirdek icin ifade ve ispat edecegiz. Bunun icin gerekli
olacak bazi1 lemma ve teoremleri verelim.

.1 1 _ - D
Lemma 5.1: - + © =1 olmak iizere f (x,y,2) € Lo 00y x[0,00)x[0,00) V€

g (x,y, )6 L[O 00) x[0,00) x[0,00)

olsun. Boylece,

\f (z,y,2) g (,y, 2) |[dedydz

00 00 % 00 00 00 % (52)
J S (@y,2) |”dfvdyd2> <fff 9 (z,y, 2 \qudyd2>
00 000

dir.
Lemma 5.2: %%— L +% = 1 olmak flizere f(x,y,z2) € L[Ooo)X[Ooo)X[Ooo)7 g(x,y,2)
h

€ L([IO 00) x[0,00) X [0,00) ve (xa Y,z ) € L[O 00) x[0,00) % [0,00) olsun. Boylece,
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;f 70 7 (s 2) g (0,9, 2) B (. 2) |dadyd

1

Zo;fo\f (x,y, 2) ]Pda:dydz) ’ <Zozozo\g Y, 2 \‘%Zmdydz) ' (5.3)

X (fff]h x,Y, 2 |kdxdydz)
000

dir.
Lemma 5.3:p; > 1, -+ - =1p>1, s+ .+ =1 0<e< iken
1 _£ 4
o0 ¢yp1gk  p1 1 1
U—ldv = B(_k’_k)+0(1) e— 0t (5.4)
0 (1—|—’U)q_k P19q 419

dir (Agwo 2009).
Lemma 5.4: p1>1,pil—}—q—llzl,p>1,§+%+%zlve0<€<qikiken

1

n(y) )q’“ )
- mlx P19 P1
- HGEwm) oo
(5.5)
“stE gt dm () dn (y)
dxd
< () DD sy
e — 0T iken su esitsizlik elde edilir.

1 1
~ (B (5 a%) +om) —0(M) <

IN

- (2 (5 ) +010)
dir (Agwo 2009).

Teorem 5.1: m, nve r [0,00] iizerinde artan fonksiyonlardir dyle ki m (0) =
n(0) =7r(0)=0, limm (z) = limn(z) = limr (z) = oo ve f, g, h icin,
T—00 T—>00 T—>00

—P1

Pl Pp1_ 1 d Tar
/|f 1% (m () (%) g < oo

/ @) @O (2 (@)“(“’*) dr < o0

[l -2 () A
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r 14 a1 d —q1(%+pi)
JZCIER RO ”( Td(f)) e
0

%+%+%:1 ve leJrql =1 iken,

1 —P
T 1 1 T P14 p_1 (dn (y)) . o
X | = B , z (n a1 Pk d
Sz (qlpk plpk)] Lf lg(¥) = (n(y)) ( i y

00 e 01 (141 r (2 —q1(%+ﬁ) q14q
| Fin @ o it (22) -

[ 11
. I 3 ” B < ’ )
sin 7o \apa’ pipg

— 1

o0 kaq a (14 1 m(x _ql(%+p1)
|18 @)1 @304 (d “) |

=
1
—38
>
S
N
N—
_?T‘
[S]hs]
S
—
=3
—~
N
N—
N—
s[=
|
Y-
x
VR
QU
S
N
N~—
~
B
Is¥
N
—_
3
=
ol

(5.6)

dir. Burada

11 11 1
sin qqk” prgk SIn ¢ qipk pipk S oo ¢1pq P1pPq

miimkiin olan en iyi sabitlerdir (Agwo 2009).
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Lemma 5.5: p; > 1 i+qi1:1,p>1,

o L .
. +,tp=1lise0<e< _vel>1igin,

1
p

1 €

o gk pr 11
[———1——dv = B(— — A1) +0() e—0t  (5.7)
0 (1+v)q_k+>‘_1 Pigr q1q
dir.
ispat:
1 _£ 4
o ypigk p1 1 1
[ @w-B (—k,—k+)\—1>
0 (1 + U)q—kJr/\*l PRk q1q
1 £ 1
0 ypigk p1 T — gpigk
- f L v
© A+
1 € 1 1 € 1
1 |Uplqk7p_171 — U;qu71| oo |1)P1qk717_171 — UZTQ’C71|
<[ - dv+ | - dv
1 1 1 L L
- L oo ypigk ~ — gppigk p
< f(vplqk ot vp1gk 1)d1) + f v T v ' dv
0 1 Uq—k—i-)\—l
_ 1 1 1 . 1
= 1 z 1 + T T z — 0, e — 0.
-— +A-1 FA-14+—
pigk p1 pgk q1qk q1qk D1

. 11 11115 1 o
Lemma5.6.p1>1,pl+ql—1,p>1,p+q—i—k—1lse()<5<que A > 1igin
burada,

1

_ 77 w o m(x)+n 2 (2 pllqkipilil
o= 1f1f(m(x)+n(y)) ) nw) e (5.8)
< (n <y>>’p1qk*q_fl d”;x(x) dz;y)d:cdy,

dir. Boylece e — 07 igin

1 11
B A—1 1)) -0
€+A—1( (plqk’qlqk+ )+0()) @

1 1 1
<J < B : A—1 1
- 1_€+A—1< (plqk qlqk‘+ )+0<)>

esitsizligi vardir.
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Ispat: y sabiti icin, m (z) = n (y) v olsun. Boylece (5.7) ile,

B 1 5
00 00 ko1
Ji = f(n(y»_g_)\ dn (y) / i 1p1 dv | dy
1 dy _n(ly) (1+'U)q_k+>\_1
( ) B 1 e
o0 —exndn(y) | wvpidk p
= dv| d
Fn @y B P2 ay
" (L+w)ak
d ( ) [ (1) 1k_£_
©0 ey dn(y my) - ppigk p1
— dv| d
R =T
| Y (1 +wv)dk

1 1 1
> — — (B[—,—+x-1)+0(
- 5+A—1( (pwkqu+ >+ <)>

1 1 1 1 1
= —— (B A—1 o) —
6—1—)\—1< (plqk’qlqk+ >+ ()> e+A-—1-1 — =

pigk  p1

1 11
= ——(B(———+A-1 1)) -0
€+A—1< (m%rm%*_ >+0(0 @

bulunur. Aym yolla,

1 11
L<—— (Bl— —4+)x-1)+001
1—5+A—1( <m%¢m% ) 0(0

dir. Bu da lemmanin ispatidir.

Teorem 5.2: Kabul edelim ki m, n,r, [0, oo) aralig1 tizerinde artan fonksiyonlar, m (0) =

n(0) =7(0) =0 ve limm(z) = limn(z) = limr (z) = oo olsun. Ayrica f, g, h
Tr—r00 T—00 T—r00

fonksiyonlar: igin,




dy
7 h ()% (r ()5 5 (‘”df)) " s < o0
70|h(z) ERG (z))z%(”#)“—A (d:l(;)>_ql(z+;1) dz < oo

1 1 1 1 ﬁ
B{l——p 2+ A1) B —0 — +A-1
( gk qk )( (Chqk‘ p1gk ))
1 1 o
B _7_+A—1
( (p1qk‘ Q1 qk >) ]

x _:fo|f (z) |2 (m (x))’;—;—qikﬂ_A (dm (x)) a d:p] o

T P (1411 1—y [ dn fq1(£+ﬁ) ap
x| [lg@) = (n(y)n (L35 )+1 ’\( (y)> d
0
1 1 1 1 1
P AP A1
[ ( Pk pk ) < (fhp/f p1pk ))
1 1 e
B _7_+)\—1
( (plpk‘ qpk )) ]

(5.9)

33



1

p(i- L) (a( L L))
pq pq qi1pq Pipb9q

dir. Burada,

a1
1 1 P1 1 q1

B (1 N qk’ qk +A- 1) (B <m’p1qk +A- 1)) <B <p1qk’ ag TA— 1))
1 a1

11 1 P1 1 a1

B (1 —pRpE TAT 1> (B (qlpk’plpk +A- 1)) (B (mpk’qlpk +A- 1))

1
1 1
B<1—E5+A—1)<B<mﬁ+x—1>) (B(ITMMJFA—Q)

sabit faktorleri miimkiin olan en iyi sabit faktorlerdir.

»Q‘,_‘

ispat:

I = fff h(z)! ~dxdydz
000

m(x +n(y +r(

o000 OO 1 1
- [ff 1/ (@)|3 |g(y)|2 A <m(x)+n(y)>qu ( () )W
00 0 (m@)+n(y)+r(z)? r(z) m(z)+n(y)

(5.10)

—A+1 1 -

1
=2tk dr(z)\? [ dn &
x (m(z)+n(y)) » <m(a¢)i_n(y)> ’ ( d(z)>p < d;y))

1
w ez <n<y>+r(z>>m
(m(@)+n(y)+r(z)T \ "
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—A+1

X (n(y)+r(z) (n(y)}ﬂ“(z)) q

« _L@IEEIE <r<z>+m<x>>m< m(a) )
(m@)+n@)+r)E N W) m{z)tr(z)

—Atl Tk n % m(z)\ 9
< (m(@)+r () (rabem) ()" (2) 7 dedyd
(5.10) da Holder esitsizligi kullanilarak,

11 1
[< IPISTF (5.11)

elde edilir. Burada,

Cmme @B (m@inm\F( nl)  \F
= “o[ofof(m(a:)%—n(y)%—r(z)ﬁ( :(fl) ) (m( + (y)> (5.12)

1 ) dr (2) (dn ()

+n(y)

< m ) +n ) (5

I, — Z"Z":f( g (y) 2] (2) |3 (n(y)w(z));k(%)pk

m(z) +n(y) +r(z)" \ m) 5 (5.13)
a1 1 ML am (x) (dr(z)\*
X (n(y)+r(2)) <m) T ( - ) dxdydz
e @ ER))E (r)Am@)\P [ m@) )
b= {{J@n@ymuw+r@»*( o) (m«w+§@0 _

< (m(x)+r(2)) (m)_M dn (y) (dm(z)) dadyd:

seklindedir. Kabul edelim ki agirlik katsayisi,

oo 1 —A+1
_ 1 m(z)+n(y) | % 1 dr(z)
w1 (xa y) - bf (m(z)+n(y)+r(z))’\ < T(Z) ) (m(m)—i—n(y)) dz dZ
o) 1 —A+1
- 1 ] (m(x)(+;z<y>) ak ( : )1 : )) dZ(Z) >
r(z r(z m(x)+n z
0 (m(l’)-i‘n(y)))\(1+m(x)(+)n(y)> !
(5.15)
r(z)
olsun. (5.15) de v = @ 11w olarak alinirsa,
) =B(1-2 Lo (5.16)
wl x’y - qk}’ qk/‘ .
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bulunur. Benzer olarak,

7 < —A+1
_ 1 n(y)+r(z) | Pk 1 dm(z)
w2 <y7 Z) - / (m(:p)Jrn(y)Jrr(z)))‘ < m(x) ) (n(y)+r(z)> dx dw (517)
0
ifadesinde v = ﬂ alinirsa,
n(y)+r(z)
1 1
=B(l—-—,—+X-1 5.18
T L —A+1
— 1 r(z)+m(z) | »a 1 dn(y)
ws (z,2) = / (m(@) () () ( n(y) ) (m(z)+r(z)> w (5.19)
0
olur. Yine (5.19) da v = ( )niy) @ alinarak,
m (x
1 1
UJ3(.CE,Z):B<1——,——|—>\—1) (5.20)
Pq pq

elde edilir. (5.16), (5.18), (5.20) ve (5.11) ifadeleri aym anda g6z 6niinde bulunduru-

lursa,
If () |5]g (y) |2 (dT;;y)) R d:z:dy] :
|7 (1 N plk’plk A 1) :fo:fo(n(y;f)r <z))plk (n(y) +r ()"
(5.21)




yazilir. (5.21) in sag tarafindaki ilk integralde, p; > 1, pil + q% = 1 gart1 altinda Holder

esitsizligi uygulanirsa,

—p

() * )41 )1 () Bl () ()" aaay

z) +n(y)

(m (z) +n()* )
@)+ (F2) " d”;“)dydx]

n
olsun. Burada v = olarak alinirsa,

m (x)

w4(x)=(m(x))”23< L1 +)\—1)

qgk’ pigk
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olacaktir. Aym sekilde,

i m(z A — m(x —A+l m(x
wsy) = [ (2E) ) (14 2) T e (525)
(1+m(z)>qk

0

n(y)

(5.25) ifadesinde v = m () alinarak,
n(y)

w5<y>=<n<y>>—“23< ! ,Lﬂ_l) (5.26)

mak” qugk
yazilir. (5.22),(5.24) ve (5.26) birlikte diigiiniilerek,

T (i) ™ o 0) 40 )7 15 ) £l () 5 (22) ¥ oy

(B (‘hlqk’ mak A— 1)) z (B <p11qk:’ mak T A — 1)) o
3 (5.27)
X f|f ) [5 (m () a —aw (%f")”dw} E

IN

a1

7 4o L - n —q1( B+ pi
x f 96) P (n () 0510 (1m0 ™ )dy]

elde edilir. (5.21) in sag tarafindaki ikinci ve tglincii integrallerde de, (5.27) yi elde

etmek icin izledigimiz adimlarin benzerlerini takip ederek,

1 -9

[] ()" )+ 7)o ) [ ) 1 (5E2)  dya

1 1

1 P 1
< (B <q1pk’ ik TA 1)) (B (mpk’ ok TAT 1))

1

(5.28)

1

T <>>21<1+pz>+1—x<dr_<z>>q1<k+p>dZ] ,

dz

elde ederiz ve buradan,
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(o)™ m @) N @SB ) 15 (452) ™

0\8
0%8

Bl e
1 1 P1 1 1 q1
(B <q1pq’ mpg TAT 1)) <B (mpq’ am TAT 1))

) (5.29)

M oo P1 P11 4 —Tm o
X Of’h(3>|k2(r(2))qi pa T )‘<d7;l_(;)> 1 dz}

IN

T @15 )i (g 0 55) dx] :

bulunur. Buradaki

1 1 P1 1 1 a1
- (B , A—1 B : +A-1
" ( (qlqk‘ p1gk )) ( (plqk 0©qk ))
1 1 P1 1 1 a1
_ (s(-L1, +)\—1)) (B( ,—+/\—1>)
" ( (lek p1pk . mpk qipk 1
1 1 P1 1 1 a1
o o) o )
q1pq pipq p,pqg @1ipq

seklinde bulunan ~; ,7s ,73 iin miimkiin olan en iyi sabit faktorler oldugunu ispat edelim.
Kabul edelim ki 7; miimkiin olan en iyi sabit faktor olmasin. Bu durumda «; pozitif
sabiti vardir ki oy < 73 ve 7, yerine oy yazdigimizda da (5.27) saglanir. Genelligi
bozmadan kabul edelim ki m (1) = n(1) = 1,0 < e < 1 igin f. ve g. segelim. x €

[1,00) igin f. (z) = g. (x) = 0 olmak tizere, z € (0,1) i¢in

>

+

2

) = oy ) (2

9= () | = (n ()P

olarak secelim. Bu durumda,

i - 1+m+ﬂ_@_q71 o
x| [ (n(y) i e e (C“;(y)) T dy]
’ )
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e+ A—1
olacaktir. Fakat

ol G 1 m(x)\ (%H) n TR R
x<n<w>m<zn—mﬂ—&-)(ddi>) (ddsﬁ) o
Wi n(y) " m(x n 2 (x PaE b
{{(mwyﬂww) (m (x) +n (y) " (m(2))

% (n (y))—ﬁ—i—l dm (x) dn (y)dq:dy =J1 > (11 40(1) =0 (1)

aq
e+A—1
veya

ntod)=(e+A-1)01) < o

bulunur. & — 07 iken 73 < ag dir. Buda oy < 7, ile celigir. Bu nedenle (5.27) deki
~v1 mumkiin olan en iyi sabit faktérdiir. Benzer olarak v, ve 73 de miimkiin olan en
iyi sabit faktorlerdir. (5.27), (5.28) ve (5.29) esitsizlikleri (5.21) de yerine yazilarak,
teoremin ispati tamamlanmig olur.

Sonug 5.1: A =1 igin (5.9) da p = ¢ = k = 3 olarak alinirsa,

dxdydz

<o |f (2) g (W) h (=),
U ey o o
1 (5.30)

= LiZgB (9%119%91)} {:fof(x)?’%(m(x))% %(d";iw))%dm] ”
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dx

* 7 7% ) (2 <x>>-ql<1+p—1) dx] &

seklinde yeni bir egitsizlik elde ederiz.
Sonug 5.2: A =1i¢in (5.9) da p; = ¢; = 2 olarak alinirsa,

[f (@) gy h(2)]
m(2) +ny) +r(z) W

= [shle <2;k5’ 2;k)r lzolf(a:) P (m (2))\ (dn;ggx)

qk

/

-

% ;folg () 7 (n (y)) "7 (%é@/))k‘ dy]

k

41

’ :Si;rplB (2219k’ Q;k)] E [Z’Ow(y) 19 (n ()% <d72;y)>-1 dy] 2

(5.31)



-
‘ =

:SiprqB (ﬁj %q)] E [Z?m(z) Ik (r (2))" (diiiz))_ldz] **

x T 1 () o () (dn;_()) dx] :

bulabiliriz.
Sonug 5.3: A =1 igin (5.30) ve (5.31) de m(z) =e* —1,n(y) =¥ — 1,
r(z) = €* — 1 olarak alinmirsa sirasiyla,

ofb[of +ey+eZ—3ddde
T 1 D1 p1_ 1 _p1
= SlIl—B<9q 9p1) |:<f|f T 6 —1>q1 9(€w) o daj‘)

(5.32)

3p1

<;fo’9 () |2 (e¥ — 1)n 3 (ev) a1 dy

SN—

ve

<@z (Q;M;k)“@fu) p (e 1)' e
(,:folg(y) [P (¥ — 1) (e¥) 1dy>rp
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=

T 1 1 )
X . T 'E ) q ey _ 1 pk e—yd
[sm ok <2pk 2pk>] {(f g () ]9 ( ) y)

(Jineee -1 @) 7)) *
% [Si::pqu (%q’%q)] 1 Kflh VE (e — 1) @Zdz>

(:fo 7@ (e = ) (e T dwﬂ g

(5.33)

elde edilir.

Sonug 5.4: A > 1igin (5.9) dam(z) =z, n(y) =y, r(z) =z, p1 =q =2 olarak
aliirsa,

:fO:fO:fo|f(a:)9(y)h(f) |dxdydz

(x+y+2)
{B<1_ 1;{; 1k+)\—1)3(21k2k )
|(frrerresa) (uwr dy)]

)

IN

11
B<_7_+A_l)} (5.34)
2pq° 2pq

<|(Frer" ) (Jupaenia)|”

esitsizligini elde edebiliriz.
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