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DOKTORA TEZİ
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ÖZET
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Bu tez çalışması beş bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölümde, çalıştığımız konu ile ilgili kavramların tarihsel gelişiminden bahse-

dildi. İkinci bölümde, çalışmamız için temel teşkil eden tanım, notasyon ve teoremler

verildi. Üçüncü bölümde, Wijsman kuvvetli invaryant yakınsaklık ile Wijsman in-

varyant istatistiksel yakınsaklık ve Wijsman kuvvetli lacunary invaryant yakınsaklık

ile Wijsman lacunary invaryant istatistiksel yakınsaklık arasındaki ilişkiler ince-

lendi. Dördüncü bölümde, f modülüs fonksiyonunu kullanarak, Wijsman kuvvetli

invaryant yakınsaklık, Wijsman invaryant istatistiksel yakınsaklık, Wijsman kuvvetli

lacunary invaryant yakınsaklık, Wijsman lacunary invaryant istatistiksel yakınsaklık

kavramları tanımlandı. Bu kavramlar arasındaki ilişkiler incelendi. Son bölümde ise,

asimtotik invaryant denklik(Wijsman anlamında), asimptotik invaryant istatistiksel

denklik, asimptotik lacunary invaryant denklik, asimtotik lacunary invaryant istatis-

tiksel denklik kavramları tanımlanıp bu kavramlar arasındaki ilişkiler incelendi.

2014, v+70 sayfa

Anahtar Kelimeler : İnvaryant istatistiksel yakınsaklık, lacunary dizi, küme dizisi,

Wijsman yakınsaklık, modülüs fonksiyonu, asimtotik denklik.
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This thesis consists of five chapters. In the first chapter, historical development of

related notions of the subject was mentioned. In the second chapter, some basic

definitions, notions and theorems related to study were given. In the third chapter,

relationships between Wijsman strongly invariant convergence, Wijsman invariant

statistical convergence and relationships between Wijsman strongly lacunary invari-

ant convergence, Wijsman lacunary invariant statistical convergence for sequences

of set were examined. In the fourth chapter, by using f modulus function, Wijsman

strongly invariant convergence, Wijsman invariant statistical convergence, Wijsman

strongly lacunary invariant convergence and Wijsman lacunary invariant statistical

convergence for sequences of set were defined. Relationships between these con-

cepts were examined. In the final chapter, the concepts of asymptotic invariant

equivalence(Wijsman sense), asymptotic lacunary invariant equivalence, asymptotic

invariant statistical equivalence and asymptotic lacunary invariant statistical equi-

valence for sequences of set were defined. Relationships between these concepts were

examined.
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Tezimi yazdığım süreç boyunca destek ve yardımlarını esirgemeyen Yrd.Doç.Dr.Uğur
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UZAYLARI 40
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1 GİRİŞ

Yakınsaklık kavramı, analiz ve fonksiyonel analiz alanının temelini oluşturmaktadır.

Yakınsaklık kavramının bir genelleştirmesi olan ve temeli pozitif tamsayıların doğal

yoğunluğu kavramına dayanan istatistiksel yakınsaklık kavramı ise toplanabilme te-

orisinde ve fonksiyonel analizde büyük öneme sahiptir. 1951’ de Fast’in istatistiksel

yakınsak kavramını tanımlanmasından bu yana bu kavramın uygulamaları ve birkaç

genelleştirmesi Buck (1953), Schoenberg (1959), Maddox (1978), S̆alát (1980), Fridy

(1985), Fridy ve Orhan (1985), Nuray ve Ruckle (2000) ve daha pekçok araştırmacı

tarafından verilmiştir.

Freedman, Sember ve Raphael (1978) yaptıkları bir çalışmada θ lacunary dizisi

yardımıyla tanımlanan Nθ kuvvetli lacunary toplanabilir dizi uzayı ile |σ1| kuvvetli

Cesàro toplanabilir dizi uzayı arasındaki ilişkileri incelemişlerdir.

İstatistiksel yakınsaklık kavramı ile Cesàro toplanabilirlik, kuvvetli Cesàro toplan-

abilirlik ve kuvvetli p-Cesàro toplanabilirlik kavramları arasındaki ilişkileri Connor

1988’de yaptığı bir çalışmada vermiştir.

Fridy ve Orhan (1993), lacunary dizisi kavramını kullanarak, istatistiksel yakınsak-

lıkla ilişkiler bulan ve yine yakınsaklık alanında önemli yer tutan lacunary istatistik-

sel yakınsaklık kavramını tanımlamışlardır. Fridy ve Orhan (1993) bu çalışmalarında;

başta istatistiksel yakınsaklık kavramı olmak üzere diğer toplanabilme metodları ile

lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramı arasındaki ilişkileri incelemişlerdir.

İnvaryant yakınsaklık son elli yılda birçok araştırmacı tarafından çalışılmıştır.

Banach(1932) tarafından çalışmada bu konunun temelleri verilmiştir. Lorentz (1948)

ve Hardy(1949) tarafından ıraksak seriler üzerine çalışırken bu yönde çalışmalar

yapılmıştır. 1959’da Raimi tarafından genelleştirilmiş Banach limitlerini incelen-

miştir. İnvaryant yakınsaklık üzerine Raimi (1963), Bell (1929), Schafer (1972),

Miller (1973), Savaş (1989), Savaş ve Nuray (1994), Mursaleen (1979, 1983), Ahmad,

Mursaleen and Khan (1994), Boss and Seydal (1999), Savaş ve Rhoades (2002),

Mursaleen and Edely (2009), Aiyub and Khan (2010) ve daha birçok araştırmacı
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çalışmalar yapmıştır.

Kuvvetli lacunary invaryant yakınsaklık kavramını tanımlayan Savaş (1990) invaryant

yakınsaklıkla arasındaki ilişkiyi incelemiştir. Savaş ve Nuray (1993) invaryant is-

tatistiksel yakınsaklık ile lacunary invaryant istatistiksel yakınsaklık kavramlarını

tanımlayıp arasındaki ilişkileri yaptıkları çalışmalarda göstermiştir. Savaş (1990),

Savaş ve Nuray (1993), Karakaya ve Şimşek (2003− 2004), Karakaya (2004), Savaş

ve Savaş (2003), ve daha birçok araştırmacı tarafından çalışmalar yapılmıştır.

Modülüs fonksiyonun tanımı Nakono (1953) tarafından verilmiştir. Daha sonra

Ruckle(1973), {e1, e2 . . . } birim vektörlerinin sınırlı cümlesini bulunduran en küçük

FK uzayı var mıdır? sorusuna cevap ararken

L(f) = {x = (xk) :
n∑
k=1

f(|xk|) <∞}

dizi uzayını f modülüs fonksiyonu yardımıyla tanımlamıştır. Maddox (1986), kuv-

vetli Cesàro toplanabilme tanımının genelleştirmesi olan modülüs yardımıyla kuv-

vetli Cesàro toplanabilen dizilerin uzayını w(f) olarak tanımlamıştır. Daha sonra

Connor (1989), Maddox’un tanımındaki Cesàro matrisi yerine herhangi negatif ol-

mayan regüler matrisi alarak w(A, f) toplanablime tanımına genelleştirilmiştir.

Modülüs fonksiyonunu kullanarak Nuray ve Savaş (1993,1994), Savaş (1992, 1999),

Pehlivan (1989), Pehlivan ve Fisher (1994, 1995) ve bir çok kişi tarafından çeşitli

dizi uzayları tanımlanmış ve bunların çeşitli özellikleri incelenmiştir.

Küme dizileri için yakınsaklık kavramı ise daha çok 1980 li yıllarda araştırmalara

konu olmaya başlamış ve bu konudaki çalışmalar başta Beer (1985, 1989, 2002) ol-

mak üzere; Wijsman (1964, 1966), Salinetti and Wets (1979), Lucchetti (1985),

Lechicki and Levi (1987), Baronti and Papini (1986) ve diğer birçok araştırmacı

tarafından yapılmıştır. Araştırmacılar tarafından yapılan bu çalışmalarda küme

dizileri için verilen yakınsaklık kavramlarından en yaygın olarak kullanılanlardan

birkaç tanesi; ”Hausdorff yakınsaklık (H)”, ”Kuratowski yakınsaklık (K)” ve ”Wijs-

man yakınsaklık (W)” tır. Bu yakınsaklık tiplerinden (K) ve (H) uzun zaman önce

araştırmacılar tarafından çalışılmıştır. (W) yakınsaklık için Lechicki and Levi (1985)
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ve Wijsman (1964, 1966) ve Beer (1994) bazı çalışmalar yapmışlardır. Baronti and

Papini (1986) yaptıkları bir çalışma ile küme dizileri için (K), (H) ve (W) yakınsaklık

arasındaki ilişkileri göstermişlerdir.

Nuray ve Rhoades (2012) tarafından yapılan bir çalışmada küme dizileri için Wijs-

man istatistiksel yakınsaklık, Kuratowski istatistiksel yakınsaklık ve Hausdoff istatis-

tiksel yakınsaklık kavramları tanımlanmış ve bu kavramlar arasındaki ilişkilerden

bahsedilmiştir.

Pobyvanets (1980) reel sayı dizilerin asimptotik denklik ve asimptotik regüler matris

tanımlarını vermiştir. Negatif terimli olmayan diziden diziye bir A dönüşümünün

asimptotik regular olması için gerek ve yeter şartları elde etmiştir. 1993’te Marouf ve

1997’de Li bu oranlar üzerinde çalışmışlardır. Patterson (2003) asimptotik istatistik-

sel denk dizileri tanımlamıştır. Patterson and Savaş (2006)’da asimptotik lacunary

denk dizileri ve asimptotik lacunary istatistiksel denk dizileri tanımlamıştır. Yine

Savaş ve Patterson (2006)’da asimptotik lacunary invaryant denk dizileri ve asimp-

totik lacunary invaryant istatistiksel dizileri tanımlayıp, ikisi arasındaki ilişkileri

göstermiştir. Gumus ve Connor (2011) reel sayı dizileri için asimptotik I-denkliği

tanımlamış ve kavram ile ilgili özellikleri vermiştir. Ulusu ve Nuray (2013)’te küme

dizileri için lacunary denklik ve lacunary istatistiksel denkliği tanımlayıp aralarındaki

ilişkileri göstermiştir.

Bu çalışmadaki temel amacımız, daha önceden sayı dizileri için çalışılmış olan in-

varyant ve lacunary invaryant istatistiksel yakınsaklık kavramlarını küme diziler-

ine genelleştirmektir. Bu bağlamda, küme dizileri için daha önce verilmiş olan

yakınsaklık tanımlarını, bu yakınsaklıkların kendilerine özgü özelliklerini ve bunlar

arasındaki ilişkileri yeniden ele alarak, küme dizileri için invaryant istatistiksel ve

lacunary invaryant istatistiksel yakınsaklık kavramlarını tanıtmak ve bu kavramlara

dayanarak yeni teoremleri ispatlamak amaçlanmaktadır. Bu sebeple tez çalışmasında

öncelikle ;

İkinci bölümde(temel kavramlar kısmında) istatistiksel yakınsaklık kavramının doğ-

masına sebep olan yoğunluk kavramı, istatistiksel yakınsaklık, Cesàro toplanabilme,
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lacunary dizi, hemen hemen yakınsaklık, lacunary istatistiksel yakınsaklık, invaryant

yakınsaklık, invaryant istatistiksel yakınsaklık, lacunary invaryant yakınsaklık, lacu-

nary invaryant istatistiksel yakınsaklık, modülüs fonksiyonu yardımıyla tanımlanan

dizi uzayları, istatistiksel denklik, lacunary denklik, lacunary istatistiksel denklik, in-

varyant istatistiksel denklik, küme dizileri için daha önceden verilen bazı yakınsaklık

kavramları ve küme dizileri için yakın zamanda Nuray ve Rhoades (2012) tarafından

verilen istatistiksel yakınsaklık kavramları verilmiştir.

Üçüncü bölümde ise temel kavramlar bölümünde tanıtılan kavramların Wijsman

anlamında invaryant yakınsaklık ve invaryant istatistiksel yakınsaklık kavramları

tanımlandı. Bu iki kavram arasındaki ilişkileri gösteren teoremler ispat edildi. Daha

sonra Wijsman anlamında lacunary invaryant yakınsaklık ve lacunary invaryant is-

tatistiksel yakınsaklık kavramları tanımlandı. Bu iki kavram arasındaki ilişkileri

gösteren teoremler ispat edildi.

Dördüncü bölümde ise f modülüs fonksiyonunu kullanarak, f modülüs fonksiyonuna

göre Wijsman anlamında invaryant yakınsak dizi uzayı, f modülüs fonksiyonuna

göre lacunary invaryant yakınsak dizi uzayı, f modülüs fonksiyonuna göre sınırlı

invaryant yakınsak dizi uzayı ve f modülüs fonksiyonuna göre sınırlı lacunary in-

varyant yakınsak dizi uzayı tanımlandı. f modülüs fonksiyonuna göre invaryant

yakınsaklık ile invaryant istatistiksel yakınsaklık arasındaki ilişkiler incelendi. Daha

sonra f modülüs fonksiyonuna göre lacunary invaryant yakınsaklık ile lacunary in-

varyant istatistiksel yakınsaklık arasındaki ilişkiler incelendi.

Beşinci bölümde ise küme dizilerinin (Wijsman anlamında) asimptotik invaryant

denkliği, asimptotik invaryant istatistiksel denkliği, asimptotik lacunary invaryant

denkliği ve asimptotik lacunary invaryant istatistiksel denkliği kavramları tanımlandı.

Bu kavramlar arasındaki ilişkileri gösteren teoremler ispat edildi.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, sonraki bölümlere temel teşkil edecek bazı bilgiler verilmiştir.

2.1 Yakınsaklık

Tanım 2.1.1 X boş olmayan bir cümle ve

ρ : X ×X → R

bir fonksiyon olsun. Her x, y, z ∈ X için

(M1) ρ(x, y) = 0⇔ x = y,

(M2) ρ(x, y) = ρ(y, x),

(M3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)

şartları sağlanırsa, ρ fonksiyonuna, X üzerinde metrik fonksiyonu ve (X, ρ) ikilisine

de metrik uzay denir (Maddox, 1970).

Tanım 2.1.2 K ⊂ N kümesinin eleman sayısı |K| ile gösterelim. Yani,

|K| = cardK

olsun. K, N nin bir alt kümesi ve

Kn = {k ≤ n : k ∈ K}

olsun. Buna göre K kümesinin sırasıyla alt ve üst yoğunluğu,

δ(K) = lim inf
n→∞

|Kn|
n

, δ(K) = lim sup
n→∞

|Kn|
n

dır.
|Kn|
n

dizisinin limitinin var olması durumunda yani,

δ(K) = δ(K)

eşitliğinin sağlanması halinde, bu limite K ⊂ N kümesinin doğal yoğunluğu denir ve

δ(K) ile gösterilir. Yani,

δ(K) = δ(K) = δ(K)
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ise K ⊂ N kümesinin doğal yoğunluğu;

δ(K) = lim
n→∞

|Kn|
n

= lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : k ∈ K}|

dır (Niven vd. 1991).

Tanım 2.1.3 ∀ε > 0 sayısı için

K = K(ε) = |{k ∈ N : |xk − L| ≥ ε}|

kümesinin yoğunluğu sıfır yani,

lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : |xk − L| ≥ ε}| = 0

ise x = (xk) dizisi L sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve

st− limx = L

biçiminde gösterilir (Fast, 1951).

Tanım 2.1.4 x = (xk) dizisi için,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(xk − L) = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına Cesàro toplanabilirdir

denir (Volkov, 2001).

Tanım 2.1.5 x = (xk) dizisi için,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|xk − L| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli Cesàro toplana-

bilirdir denir (Freedman vd., 1978).

Kuvvetli Cesàro toplanabilir küme dizilerinin uzayı;

|σ1| =

{
x = (xk) :

1

n

n∑
k=1

|xk − L| → 0

}

ile gösterilir.
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Tanım 2.1.6 x = (xk) dizi ve p pozitif bir reel sayı olsun. Eğer,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|xk − L|p = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli p-Cesàro topla-

nabilirdir denir (Connor, 1988).

Kuvvetli p-Cesàro toplanabilir küme dizilerinin uzayı;

wp =

{
x = (xk) :

1

n

n∑
k=1

|xk − L|p → 0

}
ile gösterilir.

Tanım 2.1.7 θ = (kr) dizisi olmak üzere k0 = 0 ve r →∞ iken

hr = kr − kr−1 →∞

olacak biçimde negatif olmayan tamsayıların artan bir dizisi ise θ = (kr) dizisine

lacunary dizisi denir. Ayrıca,

Ir = (kr−1, kr]

olarak belirtilir (Freedman vd., 1978).

Tanım 2.1.8 θ bir lacunary dizisi olmak üzere x = (xk) dizisi için eğer,

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

xk = L

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına lacunary toplanabilirdir

denir.

Tanım 2.1.9 θ bir lacunary dizisi olmak üzere x = (xk) dizisi için eğer,

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|xk − L| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli lacunary topla-

nabilirdir denir (Freedman vd., 1978).

Kuvvetli lacunary toplanabilir dizilerin uzayı;

Nθ =

{
x = (xk) :

1

hr

∑
k∈Ir

|xk − L| = 0 , r → 0

}
şeklindedir.
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Tanım 2.1.10 θ bir lacunary dizisi olmak üzere x = (xk) dizisi için, 0 < p < ∞

eğer,

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|xk − L|p = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli p-lacunary top-

lanabilirdir denir (Mursaleen, Alotaibi, 2011).

Tanım 2.1.11 θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun. x = (xk) sayı dizisi için, ∀ε > 0

ve Ir = (kr−1, kr] olmak üzere,

lim
r→∞

1

hr
|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ε}| = 0

oluyorsa, x = (xk) dizisi L sayısına lacunary istatistiksel yakınsaktır denir ve

Sθ − limx = L veya xk → L(Sθ)

ile gösterilir (Fridy ve Orhan, 1993).

Tanım 2.1.12 L, `∞ sınırlı diziler uzayı üzerinde tanımlı bir lineer fonksiyonel

olsun. Eğer, L lineer fonksiyoneli aşağıdaki özelliklere sahip ise bir Banach limiti

adını alır.

(B1) n = 1, 2, . . . için (xn) ≥ 0 ⇒ L(xn) ≥ 0,

(B2) L(e) = 1 , e = (1, 1, . . .),

(B3) L(Sxn) = L(xn),

(Lorentz, 1948). Burada, S operatörü, (Sxn) = xn+1 şeklinde tanımlanmış olan

kaydırma operatörüdür.

Tanım 2.1.13 x = (xk) dizisi için eğer, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

xk+m = L

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına hemen hemen yakınsaktır

denir (Lorentz, 1948).
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Lorentz (xk) dizisinin hemen hemen yakınsak olması için gerek ve yeter şart m’ye

göre düzgün olarak,
xm + xm+1 + .......+ xm+k

k + 1
→ L

ile göstermiştir.

Tanım 2.1.14 x = (xk) dizisi için eğer, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|xk+m − L| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli hemen hemen

yakınsaktır denir (Maddox, 1978).

Tanım 2.1.15 x = (xk) dizisi için eğer, 0 < p <∞ olmak üzere, m ye göre düzgün

olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|xk+m − L|p = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli p-hemen hemen

yakınsaktır denir.

Tanım 2.1.16 x = (xk) dizisi için eğer m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : |xk+m − L| ≥ ε}| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına hemen hemen istatistiksel

yakınsaktır denir.

Tanım 2.1.17 (İnvaryant Limit) σ : N→ N dönüşümü her m,n pozitif tam sayıları

için σm(n) 6= n olacak şekilde bir birebir dönüşüm olsun. Sürekli bir φ : `∞ → R

lineer fonksiyoneline aşağıdaki özellikleri sağlaması halinde invaryant limit veya

σ-limit denir.

(I1) n = 1, 2, . . . için (xn) ≥ 0 ⇒ φ(x) ≥ 0,

(I2) φ(e) = 1 , e = (1, 1, . . .),

(I3) Her x ∈ `∞ için φ(xσ(n)) = φ(x) (Schaefer, 1972).
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Özel olarak, σ(n) = n+ 1 olması halinde, φ bir Banach limiti olur.

Tanım 2.1.18 İnvaryant limitleri eşit olan sınırlı diziye invaryant yakınsak veya

σ-yakınsak dizi denir. σ-yakınsak dizilerin kümesi Vσ ile gösterilir (Schaefer, 1972).

Tanım 2.1.19 x = (xk) dizisi için, m ye göre düzgün olarak,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

xσk(m) = L

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına invaryant yakınsaktır

denir (Schaefer, 1972).

Örnek 2.1.20

x = (xk) =

 1 , ktek ise,

0 , kc.ift ise,

olarak tanımlayalım. x = (xk) dizisi
1

2
’ ye invaryant yakınsaktır ama yakınsak

değildir.

Tanım 2.1.21 x = (xk) dizisi için, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|xσk(m) − L| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli invaryant

yakınsaktır denir (Mursaleen, 1983).

Tanım 2.1.22 x = (xk) dizi ve p pozitif bir reel sayı olsun. Eğer, m ye göre düzgün

olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|xσk(m) − L|p = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli p-invaryant

yakınsaktır denir (Mursaleen ve Edely, 2009).

Tanım 2.1.23 x = (xk) kompleks sayı dizisi ve ∀ε > 0 için, m ye göre düzgün

olarak

lim
n

1

n
|{k ≤ n : |xσk(m) − L| ≥ ε}| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına invaryant istatistiksel

yakınsaktır denir (Savaş ve Nuray, 1993).
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Tanım 2.1.24 E pozitif tam sayıların bir kümesi olmak üzere m’ye göre düzgün

olarak eğer

lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : E ∩ {σ(m), σ2(m), ..., σk(m)}}| = 0

oluyorsa E kümesi düzgün invaryant sıfır yoğunluğa sahiptir denir (Nuray ve Savaş,

1994).

Tanım 2.1.25 θ bir lacunary dizisi olmak üzere x = (xk) dizisi için m ye göre

düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

xσk(m) = L

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına lacunary invaryant

yakınsaktır denir.

Tanım 2.1.26 θ bir lacunary dizisi olmak üzere x = (xk) dizisi için, m ye göre

düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|xσk(m) − L| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli lacunary in-

varyant yakınsaktır denir (Savaş, 1990).

Tanım 2.1.27 θ bir lacunary dizisi olmak üzere x = (xk) dizisi için, m ye göre

düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|xσk(m) − L|p = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli p-lacunary

invaryant yakınsaktır denir.

Tanım 2.1.28 θ bir lacunary dizisi olmak üzere x = (xk) kompleks sayı dizisi ve

∀ε > 0 için m ye göre düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr
|{k ∈ Ir : |xσk(m) − L| ≥ ε}| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına lacunary invaryant

istatistiksel yakınsaktır denir (Savaş and Nuray 1993).
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Tanım 2.1.29 f : [0,∞)→ [0,∞) fonksiyonu için,

1. f(x) = 0 olması için gerek ve yeter şart x = 0 olmasıdır,

2. f(x+ y) ≤ f(x) + f(y),

3. f artandır,

4. lim f(x) = 0, x→ 0+

şartlarını sağlıyorsa f fonksiyonuna modülüs fonksiyonu denir. f modülüs fonksiyo-

nu sınırlı ya da sınırsız olabilir. Örneğin f(x) =
x

1 + x
sınırlı, f(x) = xp (0 < p ≤ 1)

sınırsız modülüs fonksiyonlarıdır.

Maddox (1986) modülüs fonksiyonu yardımıyla aşağıdaki dizi uzaylarını tanımlamıştır.

w(f) = {x ∈ s : lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(|xk − L|) = 0, herhangi L için},

w0(f) = {x ∈ s : lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(|xk|) = 0},

w∞(f) = {x ∈ s : sup
n

1

n

n∑
k=1

f(|xk|) <∞}.

Burada s bütün kompleks dizilerinin uzayıdır.

Connor (1989) modülüs fonksiyonu yardımıyla aşağıdaki dizi uzaylarını tanımlamıştır.

A = (ank) negatif olmayan regüler matris olmak üzere;

w0(A, f) = {x ∈ s : lim
n→∞

1

n

∞∑
k=1

ankf(|xk|) = 0},

w(A, f) = {x ∈ s : lim
n→∞

1

n

∞∑
k=1

ankf(|xk − L|) = 0, L ∈ C}.

Pehlivan ve Fisher (1994) modülüs fonksiyonu yardımıyla aşağıdaki dizi uzaylarını

tanımlamıştır:

N0
θ (f) = {x = (x ∈ s : lim

r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

f(|xk|) = 0},

Nθ(f) = {x ∈ s : lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

f(|xk − L|) = 0, herhangi L için}.
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Nuray ve Savaş (1993) modülüs fonksiyonu yardımıyla aşağıdaki dizi uzaylarını ta-

nımlamıştır:

[Vσ, f ]0 = {x ∈ s : lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(|xσk(m)|) = 0, m’ye göre düzgün },

[Vσ, f ] = {x ∈ s : lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(|xσk(m) − L|) = 0, keyfi L için,m’ye göre düzgün},

[Vσ, f ]∞ = {x ∈ s : sup
n,m

1

n

n∑
k=1

f(|xσk(m)|) <∞}.
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2.2 Küme Dizileri

Tanım 2.2.1 X 6= ∅ ve N doğal sayılar kümesini göstermek üzere, f : N → P (X)

şeklinde tanımlı fonksiyon ∀k ∈ N için P (X) de bir

f(k) = Ak ∈ P (X)

kümesi belirler. Bu f fonksiyonunun değer kümesini oluşturan A1, A2, A3, . . .

kümelerinin oluşturduğu diziye küme dizisi denir.

Tanım 2.2.2 (X, ρ) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir x ∈ X noktası ve boş

kümeden farklı herhangi bir A ⊂ X kümesi için, x noktası ile A kümesi arasındaki

uzaklık

d(x,A) = inf
a∈A

ρ(x, a)

ile tanımlanır (Nuray ve Rhoades, 2012).

Tanım 2.2.3 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak, X’in boş kümeden farklı alt kümeleri

olsun. Her bir x ∈ X için eğer,

lim
k
d(x,Ak) = d(x,A)

oluyorsa {Ak} dizisi A kümesine Wijsman yakınsaktır denir ve

Ak
W→ A veya W − limAk = A

ile gösterilir (Baronti ve Papini, 1986).

Tanım 2.2.4 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak, X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. ∀ε > 0 ve her bir x ∈ X için eğer,

lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : |d(x,Ak)− d(x,A)| ≥ ε}| = 0

veya hemen hemen her k için |d(x,Ak) − d(x,A)| < ε oluyorsa, {Ak} dizisi A

kümesine Wijsman istatistiksel yakınsaktır denir ve

st− limWAk = A

ile gösterilir (Nuray ve Rhoades, 2012).
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Wijsman istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı WS ile gösterilir.

WS =

{
{Ak} : lim

n→∞

1

n
|

n∑
k=1

|d(x,Ak)− d(x,A)| = 0

}
şeklindedir.

Tanım 2.2.5 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak, X’in boş kümeden farklı alt kümeleri

olsun. Her bir x ∈ X için eğer supk d(x,Ak) < ∞ oluyorsa {Ak} dizisi sınırlıdır

denir (Nuray ve Rhoades, 2012).

Tanım 2.2.6 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak, X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. Her bir x ∈ X için eğer,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

d(x,Ak) = d(x,A)

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman Cesàro toplanabilirdir denir (Nuray ve

Rhoades, 2012).

Tanım 2.2.7 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak, X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. Her bir x ∈ X için eğer,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|d(x,Ak)− d(x,A)| = 0

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli Cesàro toplanabilirdir denir (Nu-

ray ve Rhoades, 2012).

Wijsman kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin uzayı;

|Wσ1| =

{
{Ak} : lim

n

1

n

n∑
k=1

|d(x,Ak)− d(x,A)| = 0

}
şeklindedir.

Tanım 2.2.8 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. 0 < p <∞ olmak üzere her bir x ∈ X için eğer,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|d(x,Ak)− d(x,A)|p = 0

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli p-Cesàro toplanabilirdir denir

(Nuray ve Rhoades, 2012).
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Teorem 2.2.9 (X, ρ) bir metrik uzay ve 0 < p < ∞ olsun. Bu taktirde boş

kümeden farklı, kapalı A ve Ak alt kümeleri için aşağıdaki ifadeler geçerlidir:

(i) {Ak} dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli p-Cesàro toplanabilir ise bu taktirde

{Ak} dizisi A kümesine Wijsman istatistiksel yakınsaktır.

(ii) {Ak} dizisi sınırlı ve A kümesine Wijsman istatistiksel yakınsak ise bu taktirde

{Ak} dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli p-Cesàro toplanabilirdir.

(Nuray ve Rhoades, 2012).

Tanım 2.2.10 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. Her bir x ∈ X için, m ye göre düzgün olarak eğer

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

d(x,Ak+m) = d(x,A)

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman hemen hemen yakınsaktır denir (Nuray

ve Rhoades, 2012).

Tanım 2.2.11 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. Her bir x ∈ X için, m ye göre düzgün olarak eğer

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|d(x,Ak+m)− d(x,A)| = 0

oluyorsa {Ak} dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli hemen hemen yakınsaktır denir

(Nuray ve Rhoades, 2012).

Tanım 2.2.12 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. 0 < p <∞ olmak üzere her bir x ∈ X için, m ye göre düzgün olarak

eğer,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|d(x,Ak+m)− d(x,A)|p = 0

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli p-hemen hemen yakınsaktır

denir (Nuray ve Rhoades, 2012).
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Tanım 2.2.13 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. ∀ε > 0 ve her bir x ∈ X için, m ye göre düzgün olarak eğer,

lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : |d(x,Ak+m)− d(x,A)| ≥ ε}| = 0

oluyorsa {Ak} dizisi A kümesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakınsaktır

denir (Nuray ve Rhoades, 2012).

Tanım 2.2.14 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi olmak üzere A ve Ak,

X’in boş kümeden farklı kapalı altkümeleri olsun. Eğer, her bir x ∈ X için,

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

d(x,Ak) = d(x,A)

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman lacunary toplanabilirdir denir (Ulusu ve

Nuray, 2012).

Tanım 2.2.15 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi olmak üzere A ve Ak,

X in boş kümeden farklı kapalı altkümeleri olsun. Eğer, her bir x ∈ X için,

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Ak)− d(x,A)| = 0

oluyorsa {Ak} dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilirdir denir

(Ulusu ve Nuray ,2012).

Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilir küme dizilerinin uzayı;

[WNθ] :=

{
{Ak} : lim

r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Ak)− d(x,A)| = 0

}

ile gösterilecektir.

Tanım 2.2.16 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi, A ve Ak, X in boş

kümeden farklı kapalı altkümeleri ve 0 < p < ∞ olmak üzere eğer, her bir x ∈ X

için,

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Ak)− d(x,A)|p = 0

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli p−lacunary toplanabilirdir denir

(Ulusu ve Nuray, 2012).
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Tanım 2.2.17 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi olmak üzere A ve Ak,

X in boş kümeden farklı kapalı altkümeleri olsun. Eğer, ∀ε > 0 ve her bir x ∈ X

için,

lim
r→∞

1

hr
|{k ∈ Ir : |d(x,Ak)− d(x,A)| ≥ ε}| = 0

oluyorsa {Ak} dizisi A kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yakınsaktır denir

ve

Sθ − limWAk = A veya Ak → A(WSθ)

ile gösterilir (Ulusu ve Nuray, 2012).

Wijsman lacunary istatistiksel yakınsak küme dizilerinin uzayı;

WSθ :=

{
{Ak} : Sθ − limWAk = A

}
ile gösterilecektir.

Tanım 2.2.18 X ve Y Banach uzayları ve A = (ank) matrisi X den Y ye lineer

operatörlerinin bir dizisi olsun. Eğer, her x = (xn) ∈ X dizisi için,

An(x) =
∞∑
k=1

ankxk

ifadesi Y de tanımlı norma göre yakınsak ve her n ∈ N için,

Ax =

( ∞∑
k=1

ankxk

)
∈ Y

oluyorsa A matrisine X den Y ye bir matris dönüşümü denir ve A ∈ (X, Y ) ile

gösterilir (Maddox, 1980).

Tanım 2.2.19 Yakınsak dizileri yakınsak dizilere limiti koruyarak dönüştüren mat-

rislere regüler matrisler adı verilir (Boos, 2000).

Tanım 2.2.20 A ⊂ R olmak üzere, bir A kümesinin karakteristik fonksiyonu χA

ile gösterilir ve

χA(k) =

 1 , k ∈ A

0 , k /∈ A

biçiminde tanımlanır.
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2.3 Asimptotik Denklik

Tanım 2.3.1 Negatif olmayan x = (xk) ve y = (yk) dizileri için eğer

lim
k

xk
yk

= 1

ise (xk) ve (yk) dizilerine asimptotik denktirler denir ve

x ∼ y

ile gösterilir (Marouf, 1993).

Tanım 2.3.2 Negatif olmayan x = (xk) ve y = (yk) dizileri ve her ε > 0 için eğer

lim
n

1

n

∣∣∣∣{k ≤ n :

∣∣∣∣xkyk − L
∣∣∣∣ ≥ ε

}∣∣∣∣ = 0

ise (xk) ve (yk) dizilerine L katlı asimptotik istatistiksel denktirler denir ve

x
SL∼ y

ile gösterilir (Patterson, 2003).

Tanım 2.3.3 θ bir lacunary dizisi olmak üzere, negatif olmayan x = (xk) ve y = (yk)

dizileri eğer

lim
r

1

hr

∑
k∈Ir

∣∣∣∣xkyk − L
∣∣∣∣ = 0

ise (xk) ve (yk) dizilerine L katlı kuvvetli asimptotik lacunary denktirler denir ve

x
NL
θ∼ y

ile gösterilir (Patterson and Savaş, 2006).

Tanım 2.3.4 θ bir lacunary dizisi olmak üzere, negatif olmayan x = (xk) ve y = (yk)

dizileri ve her ε > 0 için eğer

lim
r

1

hr

∣∣∣∣{k ∈ Ir :

∣∣∣∣xkyk − L
∣∣∣∣ ≥ ε

}∣∣∣∣ = 0

ise (xk) ve (yk) dizilerine L katlı asimptotik lacunary istatistiksel denktirler denir

ve

x
SLθ∼ y

ile gösterilir (Patterson ve Savaş, 2006).
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Tanım 2.3.5 Negatif olmayan x = (xk) ve y = (yk) dizileri eğer m’ye göre düzgün

olarak

lim
n

1

n

n∑
k=1

∣∣∣∣xσk(m)

yσk(m)

− L
∣∣∣∣ = 0

ise (xk) ve (yk) dizilerine L katlı kuvvetli asimptotik invaryant denktirler denir ve

x
V Lσ∼ y

ile gösterilir (Savaş ve Patterson, 2006).

Tanım 2.3.6 Negatif olmayan x = (xk) ve y = (yk) dizileri ve her ε > 0 için eğer,

m’ye göre düzgün olarak

lim
n

1

n

∣∣∣∣{k ≤ n :

∣∣∣∣xσk(m)

yσk(m)

− L
∣∣∣∣ ≥ ε

}∣∣∣∣ = 0

ise (xk) ve (yk) dizilerine L katlı asimptotik invaryant istatistiksel denktirler denir

ve

x
SLσ∼ y

ile gösterilir (Savaş ve Patterson, 2006).

Tanım 2.3.7 θ bir lacunary dizisi olmak üzere, negatif olmayan x = (xk) ve y = (yk)

dizileri eğer m’ye göre düzgün olarak

lim
r

1

hr

∑
k∈Ir

∣∣∣∣xσk(m)

yσk(m)

− L
∣∣∣∣ = 0

ise (xk) ve (yk) dizilerine L katlı kuvvetli asimptotik lacunary invaryant denktirler

denir ve

x
NL
σθ∼ y

ile gösterilir (Savaş ve Patterson, 2006).

Tanım 2.3.8 θ bir lacunary dizisi olmak üzere, negatif olmayan x = (xk) ve y = (yk)

dizileri için ve her ε > 0 için eğer, m’ye göre düzgün olarak

lim
r

1

hr

∣∣∣∣{k ∈ Ir :

∣∣∣∣xσk(m)

yσk(m)

− L
∣∣∣∣ ≥ ε

}∣∣∣∣ = 0

ise (xk) ve (yk) dizilerine L katlı asimptotik lacunary invaryant istatistiksel denktirler

denir ve

x
SLσθ∼ y

ile gösterilir (Savaş ve Patterson, 2006).
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Tanım 2.3.9 (X, ρ) bir metrik uzay olsun. Ak ve Bk, her x ∈ X için d(x,Ak) > 0

ve d(x,Bk) > 0 olacak şekilde X in boş kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun.

Her x ∈ X için eğer

lim
k

d(x,Ak)

d(x,Bk)
= 1

ise, {Ak} ve {Bk} dizilerine asimptotik denktirler (Wijsman anlamında) denir ve

{Ak} ∼ {Bk}

ile gösterilir (Ulusu ve Nuray, 2013).

Tanım 2.3.10 (X, ρ) bir metrik uzay olsun. Ak ve Bk, her x ∈ X için d(x,Ak) > 0

ve d(x,Bk) > 0 olacak şekilde X in boş kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun.

Her x ∈ X ve her ε > 0 için eğer

lim
n

1

n

∣∣∣∣{k ≤ n :

∣∣∣∣d(x,Ak)

d(x,Bk)
− L

∣∣∣∣ ≥ ε

}∣∣∣∣ = 0

ise, {Ak} ve {Bk} dizilerine L katlı asimptotik istatistiksel denktirler(Wijsman an-

lamında) denir ve

{Ak}
WSL∼ {Bk}

ile gösterilir (Ulusu ve Nuray, 2013).

Tanım 2.3.11 (X, ρ) bir metrik uzay ve θ bir lacunary dizisi olsun. Ak ve Bk, her

x ∈ X için d(x,Ak) > 0 ve d(x,Bk) > 0 olacak şekilde X in boş kümeden farklı

kapalı alt kümeleri olsun. Her x ∈ X için eğer

lim
r

1

hr

∑
k∈Ir

d(x,Ak)

d(x,Bk)
= L

ise, {Ak} ve {Bk} dizilerine L katlı asimptotik lacunary denktirler(Wijsman an-

lamında) denir ve

{Ak}
WNL

θ∼ {Bk}

ile gösterilir (Ulusu ve Nuray, 2013).
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Tanım 2.3.12 (X, ρ) bir metrik uzay ve θ bir lacunary dizisi olsun. Ak ve Bk, her

x ∈ X için d(x,Ak) > 0 ve d(x,Bk) > 0 olacak şekilde X in boş kümeden farklı

kapalı alt kümeleri olsun. Her x ∈ X için eğer

lim
r

1

hr

∑
k∈Ir

∣∣∣∣d(x,Ak)

d(x,Bk)
− L

∣∣∣∣ = 0

ise, {Ak} ve {Bk} dizilerine L katlı asimptotik kuvvetli lacunary denktirler(Wijsman

anlamında) denir ve

{Ak}
[WN ]Lθ∼ {Bk}

ile gösterilir (Ulusu ve Nuray, 2013).

Tanım 2.3.13 (X, ρ) bir metrik uzay ve θ bir lacunary dizisi olsun. Ak ve Bk, her

x ∈ X için d(x,Ak) > 0 ve d(x,Bk) > 0 olacak şekilde X in boş kümeden farklı

kapalı alt kümeleri olsun. Her x ∈ X ve her ε > 0 için eğer

lim
r

1

hr

∣∣∣∣{k ∈ Ir :

∣∣∣∣d(x,Ak)

d(x,Bk)
− L

∣∣∣∣ ≥ ε

}∣∣∣∣ = 0

ise, {Ak} ve {Bk} dizilerine L katlı asimptotik lacunary istatistiksel denktirler

(Wijsman anlamında) denir ve

{Ak}
WSLθ∼ {Bk}

ile gösterilir (Ulusu ve Nuray, 2013).

22



3 KÜME DİZİLERİN İNVARYANT İSTATİS-

TİKSEL VE LACUNARY İNVARYANT

İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIĞI

Bu bölümde küme dizileri için invaryant yakınsaklık, invaryant istatistiksel yakın-

saklık, lacunary invaryant yakınsaklık ve lacunary invaryant istatistiksel yakınsaklık

kavramları tanımlandı. Birbirleri arasındaki ilişkileri gösteren teoremler ispatlandı.

3.1 Küme Dizilerinin İnvaryant İstatistiksel Yakınsaklığı

Tanım 3.1.1 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. Eğer, her x ∈ X için, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

d(x,Aσk(m)) = d(x,A)

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman invaryant yakınsaktır denir ve

Ak
WVσ−→ A veya WVσ − limAk = A

ile gösterilir.

Burada özel olarak σ(m) = m+ 1 alınırsa Tanım (2.2.10) elde edilir.

Tanım 3.1.2 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak, X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. Eğer, her x ∈ X için, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| = 0

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli invaryant yakınsaktır denir ve

Ak
[WVσ ]−→ A veya [WVσ]− limAk = A

ile gösterilir.

Burada özel olarak σ(m) = m+ 1 alınırsa Tanım (2.2.11) elde edilir.
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Tanım 3.1.3 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak, X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. 0 < p <∞ olmak üzere her x ∈ X için, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p = 0

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli p-invaryant yakınsak denir ve

Ak
[WVσ ]p−→ A veya [WVσ]p − limAk = A

ile gösterilir.

Burada özel olarak σ(m) = m+ 1 alınırsa Tanım (2.2.12) elde edilir.

Tanım 3.1.4 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak, X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. Eğer, ∀ε > 0 ve her x ∈ X için, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}| = 0

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman invaryant istatistiksel yakınsaktır denir

ve

Sσ − limWAk = A veya Ak −→ A(WSσ)

ile gösterilir.

Burada özel olarak σ(m) = m+ 1 alınırsa Tanım (2.2.12) elde edilir.

Teorem 3.1.5 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak, X’in boş kümeden farklı kapalı

alt kümeleri olsun. Bu taktirde

(i) 0 < p <∞ için Ak → A ([WVσ]p) ise Ak → A(WSσ)

(ii) {Ak} ∈ L∞ ve Ak → A(WSσ) ise Ak → A ([WVσ]p)

(iii) WSσ ∩ L∞ = [WVσ]p

dır. Burada L∞ sınırlı küme dizilerinin kümesidir.
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İspat.

(i) Ak → A([WVσ]p) verilmiş olsun. Bu taktirde 0 < p <∞ ve ε > 0 için

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p =
n∑
k=1

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

|d(x,A
σk(m)

)− d(x,A)|p

+
n∑
k=1

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|<ε

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p

olup,

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p ≥
n∑
k=1

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p

≥ εp.
∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}

∣∣
bulunur. Yani,

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p ≥ εp.
∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}

∣∣
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif

1

n
ile çarpılır ve n→∞ iken limite geçilirse

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))−d(x,A)|p ≥ εp. lim
n→∞

1

n

∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣

elde edilir. Burada Ak → A[WVσ]p olduğundan eşitsizliğin sol tarafının n→∞ iken

limiti 0 dır. Böylece

εp. lim
n→∞

1

n

∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣ ≤ 0

ise

lim
n→∞

1

n

∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣ = 0

elde edilir. Bu ise Ak → A(WSσ) olduğunu gösterir.

(ii) Ak → A(WSσ) ve {Ak} ∈ L∞ verilmiş olsun. Her m ≥ 1 ve ε > 0 için,

G = sup
k,m
|d(x,Aσk(m))|+ |d(x,A)|

kümesini alalım. Öyle bir Nε seçelim ki, her m ve n > Nε için,

1

n
|{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ (

ε

2
)
1
p}| < ε

2Gp
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L(n,m, x) = {k ≤ n : |d(x,Aσk(m)) − d(x,A)| ≥ ( ε
2
)
1
p} kümesidir. Şimdi her m ve

n > Nε için,
n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p =
∑

k∈L(n,m,x)

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p

+
∑

k/∈L(n,m,x)

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p

<
1

n
(n

ε

2Gp
)Gp +

1

n
(
ε

2
)n =

ε

2
+
ε

2
= ε.

elde edilir. Bu yüzden {Ak} dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli p-invaryant yakın-

saktır.

(iii) (i) ve (ii) birlikte düşünülürse sonuç olarak WSσ ∩L∞ = [WVσ]p elde edilir.

Teorem 3.1.6 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak, X’in boş kümeden farklı kapalı

alt kümeleri olsun. Bu taktirde

(i) Ak → A ([WVσ]) ise Ak → A(WSσ)

(ii) {Ak} ∈ L∞ ve Ak → A(WSσ) ise Ak → A ([WVσ])

(iii) WSσ ∩ L∞ = [WVσ]

dır.

İspat.

(i) Ak → A([WVσ]) verilmiş olsun. Bu taktirde
n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| =
n∑
k=1

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

|d(x,A
σk(m)

)− d(x,A)|

+
n∑
k=1

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|<ε

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

olup,
n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥
n∑
k=1

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

≥ ε.
∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}

∣∣
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bulunur. Yani,

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε.
∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}

∣∣
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif

1

n
ile çarpılır ve n→∞ iken limite geçilirse

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))−d(x,A)| ≥ ε. lim
n→∞

1

n

∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣

elde edilir. Burada Ak → A[WVσ] olduğundan eşitsizliğin sol tarafının n→∞ iken

limiti 0 dır. Böylece

ε. lim
n→∞

1

n

∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣ ≤ 0

ise

lim
n→∞

1

n

∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣ = 0

elde edilir. Bu ise Ak → A(WSσ) olduğunu gösterir.

(ii) Ak → A(WSσ) ve {Ak} ∈ L∞ verilmiş olsun. Her m ≥ 1 ve ε > 0 için,

G = sup
k,m
|d(x,Aσk(m))|+ |d(x,A)|

kümesini alalım. Öyle bir Nε seçelim ki, her m ve n > Nε için,

1

n
|{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ (

ε

2
)}| < ε

2G

L(n,m, x) = {k ≤ n : |d(x,Aσk(m)) − d(x,A)| ≥ ( ε
2
)} kümesidir. Şimdi her m and

n > Nε için,

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| =
∑

k∈L(n,m,x)

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

+
∑

k/∈L(n,m,x)

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

<
1

n
(n

ε

2G
)G+

1

n
(
ε

2
)n =

ε

2
+
ε

2
= ε.

elde edilir. Bu yüzden {Ak} dizisiA kümesine Wijsman kuvvetli invaryant yakınsaktır.

(iii) (i) ve (ii) birlikte düsünülürse sonuç olarak WSσ ∩ L∞ = [WVσ] elde edilir.
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Lemma 3.1.7 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak, X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. Her ε > 0, her n ≥ n0 ve her m ≥ m0 olduğunda

1

n

n−1∑
k=0

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| < ε

olacak şekilde n0 ve m0 varsa {Ak} ∈ [WVσ] dır.

İspat. ε > 0, n ≥ n′0 ve m ≥ m0 için m’ye göre düzgün olarak

1

n

n−1∑
k=0

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| < ε

2

olacak şekilde n′0 ve m0 seçelim. n ≥ n
′′
0 ve 0 ≤ m ≤ m0 için

1

n

n−1∑
k=0

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| < ε

olacak şekilde n
′′
0 var olduğunu ispatlamak yeterlidir.

n0 = max(n
′
0, n

′′
0) alınırsa, n ≥ n0 ve bütün m’ler için

1

n

n−1∑
k=0

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| < ε

eşitsizliğini sağlar. m0 tamsayı olup, yerine koyulursa;

m0−1∑
k=0

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| = M

yazılır. Şimdi 0 ≤ m ≤ m0 ve n ≥ m0 alınırsa

1

n

n−1∑
k=0

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| = 1

n

(m0−1∑
k=0

+
n−1∑
k=m0

)
|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

≤ M

n
+

1

n

n−1∑
k=m0

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

≤ M

n
+
ε

2

elde edilir ve n yeterince büyük alınırsa,

≤ M

n
+
ε

2
< ε
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yazılabilir ve böylece

1

n

n−1∑
k=0

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| < ε

elde edilir.

Lemma 3.1.8 (X, ρ) bir metrik uzay, A ve Ak,, X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. ε1 > 0, ε > 0, her n ≥ n0 ve her m ≥ m0 için

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}| < ε1

olacak şekilde n0 ve m0 varsa {Ak} ∈ WSσ dır.

İspat. ε1 > 0 olsun. Her ε > 0, her n ≥ n
′
0 ve her m ≥ m0 için m’ye göre düzgün

olarak,
1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}| < ε1

2

olacak şekilde n
′
0 ve m0 seçelim. n ≥ n

′′
0 ve 0 ≤ m ≤ m0 için

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}| < ε1

olacak şekilde n
′′
0 var olduğunu ispatlamak yeterlidir.

n0 = max(n
′
0, n

′′
0) alınırsa, n ≥ n0 ve bütün m’ler için

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}| < ε1

eşitsizliğini sağlar. 0 ≤ m ≤ m0 , m0 tamsayı olup, yerine koyulursa;

K = |{0 ≤ k ≤ m0 − 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}|

elde edilir. Şimdi 0 ≤ m ≤ m0 ve n ≥ m0 alınırsa ve

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}| < ε1

2

eşitsizliği ile
1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}|

≤ 1

n
|{0 ≤ k ≤ m0 − 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}|
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+
1

n
|{m0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}|

≤ K

n
+

1

n
|{m0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}|

≤ K

n
+
ε1
2

elde edilir ve n yeterince büyük alınırsa,

≤ K

n
+
ε1
2
< ε1

yazılabilir ve böylece

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}| < ε1

elde edilir.
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3.2 Küme Dizilerinin Lacunary İnvaryant İstatistiksel

Yakınsaklığı

Tanım 3.2.1 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Eğer, her x ∈ X için, m ye göre düzgün

olarak

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

d(x,Aσk(m)) = d(x,A)

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman lacunary invaryant yakınsaktır denir ve

Ak
WNσθ−→ A veya WNσθ − limAk = A

ile gösterilir. Wisjman lacunary invaryant yakınsak küme dizileri WNσθ ile gösterilir.

Tanım 3.2.2 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Eğer, her x ∈ X için, m ye göre düzgün

olarak

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| = 0

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli lacunary invaryant yakınsaktır

denir ve

Ak
[WNσθ]−→ A veya [WNσθ]− limAk = A

ile gösterilir. Wijsman lacunary kuvvetli invaryant yakınsak küme dizileri [WNσθ]

ile gösterilir.

Teorem 3.2.3 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı altkümeleri olsun. Bu taktirde her θ lacunary dizisi için ve

her x ∈ X için

[WNσθ]⇔ [WVσ]

dır.

İspat. {Ak} ∈ [WNσθ] olsun. Bu durumda, ε > 0, r ≥ r0 için u ≥ 0,

m = kr−1 + 1 + u olduğunda

1

hr

kr−1∑
k=0

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| < ε
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olacak şekilde bir r0 sayısı vardır. n ≥ hr olsun. i bir tamsayı ve θ, 0 ≤ θ < hr

aralığında seçildiğinde n = ihr + θ yazılır. n ≥ hr ve i ≥ 1 olduğundan,

1

n

n−1∑
k=0

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≤ 1

n

(i+1)hr−1∑
k=0

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

=
1

n

i∑
j=0

(j+1)hr−1∑
k=jhr

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

≤ i+ 1

n
hrε ≤

2ihrε

n
(i ≥ 1)

hr
n
≤ 1 için ve

ihr
n
≤ 1 olduğundan

1

n

n−1∑
k=0

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≤ 2ε

dır. Böylece {Ak} ∈ [WVσ] dır. Bu taktirde

[WNσθ]⇒ [WVσ] (3.1)

dır.

{Ak} ∈ [WVσ] ve ε > 0 verilsin. Bu durumda, herbir x ∈ X ve n > N için,

1

n

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| < ε, m = 1, 2, ...

olacak şekilde N > 0 sayısı ve A ⊂ X olacak şekilde boş kümeden farklı kapalı bir

A kümesi vardır. θ bir lacunary dizisi olduğundan r ≥ R iken hr > N olacak şekilde

R > 0 sayısı seçebiliriz. Dolayısıyla,

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| < ε

yazabiliriz. Böylece, {Ak} ∈ [WNσθ] elde edilir. O halde

[WVσ]⇒ [WNσθ] (3.2)

dır. (3.1) ve (3.2) ’den

[WNσθ]⇔ [WVσ]

elde edilir.
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Tanım 3.2.4 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. 0 < p < ∞ olmak üzere her x ∈ X için,

m ye göre düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p = 0

oluyorsa, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman kuvvetli lacunary p-invaryant yakınsak

denir ve

Ak
[WNσθ]p−→ A veya [WNσθ]p − limAk = A

ile gösterilir. Wijsman kuvvetli lacunary p-invaryant yakınsak küme dizileri [WNσθ]p

ile gösterilir.

Tanım 3.2.5 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Eğer, ∀ε > 0 ve her x ∈ X için, m ye göre

düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr
|{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}| = 0

ise, {Ak} dizisi A kümesine Wijsman lacunary invaryant istatistiksel yakınsaktır

denir ve

Sσθ − limWAk = A veya Ak → A(WSσθ)

ile gösterilir.

Teorem 3.2.6 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı altkümeleri olsun. Bu taktirde

(i) Ak → A ([WNσθ]) ise Ak → A(WSσθ)

(ii) {Ak} ∈ L∞ ve Ak → A(WSσθ) ise A ([WNσθ])

(iii) (WSσθ) ∩ L∞ = [WNσθ]

dır.
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İspat.

(i) Ak → A([WNσθ]) verilmiş olsun. Bu durumda ε > 0 için, m ye göre düzgün

olarak,

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| =
∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

|d(x,A
σk(m)

)− d(x,A)|

+
∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|<ε

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

olup,∑
k∈Ir
|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥

∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

≥ ε.
∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}

∣∣
bulunur. Yani,

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε.
∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}

∣∣
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif

1

hr
ile çarpılır ve r →∞ iken limite geçilirse

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))−d(x,A)| ≥ ε. lim
r→∞

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣

elde edilir. Burada Ak → A[WNσθ] olduğundan eşitsizliğin sol tarafının r →∞ iken

limiti 0 dır. Böylece

ε. lim
r→∞

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣ ≤ 0

ise

lim
r→∞

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣ = 0

elde edilir. Bu ise Ak → A(WSσθ) olduğunu gösterir.
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(ii) {Ak} ∈ L∞ ve Ak → A(WSσθ) olduğunu kabul edelim. {Ak} ∈ L∞ olduğundan

her x ∈ X ve her k ve m için |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| < M olacak şekilde bir M > 0

sayısı vardır. Buradan ε > 0 için

1

hr

∑
k∈Ir
|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| =

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

+
1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|<ε

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

≤ M

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣

+ε.
∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| < ε}

∣∣
=

M

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣+ ε

elde edilir. Yani

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≤ M

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣+ ε

olur. Burada her iki tarafın r →∞ iken limiti alınırsa

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

≤ lim
r→∞

(
M.

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣+ ε

) (3.3)

bulunur. Ak → A(WSσθ) olduğundan, (3.3) eşitsizliğinin sağ tarafındaki limit değeri

ε a eşittir. Böylece

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≤ ε⇒ lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| = 0

elde ederiz ki bu Ak → A[WNσθ] olması demektir.

(iii) (i) ve (ii) birlikte düşünülürse sonuç olarak WSσθ ∩L∞ = [WNσθ]∩L∞ olduğu

ortaya çıkar.
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Teorem 3.2.7 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı altkümeleri olsun. Bu taktirde her θ lacunary dizisi ve her

x ∈ X için

WSσθ ⇔ WSσ

dır.

İspat. {Ak} ∈ WSσθ olsun. ε1 > 0, r ≥ r0 için u ≥ 0, m = kr−1 + 1 + u olduğunda

1

hr
|{0 ≤ k ≤ hr − 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}| ≤ ε1

olacak şekilde bir r0 sayısı vardır. n ≥ hr olsun. i bir tamsayı ve t, 0 ≤ t < hr

aralığında seçildiğinde n = ihr + t yazılır. n ≥ hr ve i ≥ 1 olduğundan,

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}|

≤ 1

n
|{0 ≤ k ≤ (i+ 1)hr − 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}|

=
1

n

1∑
j=0

∣∣∣∣{jhr ≤ k ≤ (j + 1)hr − 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣∣∣

≤ 1

n
(i+ 1)hrε1 ≤ 2i

hr
n
ε1

(i ≥ 1)
hr
n
≤ 1 için ve

ihr
n
≤ 1 olduğundan

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}| ≤ 2ε1

dır. Böylece {Ak} ∈ WSσ dır. Bu taktirde

WSσθ ⇒ WSσ (3.4)

elde edilir.

{Ak} ∈ WSσ olsun. Bu taktirde ε > 0, ε1 > 0, herbir x ∈ X ve n > N için,

1

n
|{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}| < ε1, m = 1, 2, ...
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olacak şekilde N > 0 sayısı ve A ⊂ X olacak şekilde boş kümeden farklı kapalı bir

A kümesi vardır. θ bir lacunary dizisi olduğundan r ≥ R iken hr > N olacak şekilde

R > 0 sayısı seçebiliriz. Dolayısıyla,

1

hr
|{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥}| < ε1

yazabiliriz. Böylece, {Ak} ∈ WSσθ elde edilir. O halde

WSσ ⇒ WSσθ (3.5)

dır. (3.4) ve (3.5)’den

WSσθ ⇔ WSσ

elde edilir.

Teorem 3.2.8 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Bu taktirde

(i) 0 < p <∞ için Ak → A ([WNσθ]p) ise Ak → A(WSσθ)

(ii) {Ak} ∈ L∞ ve Ak → A(WSσθ) ise Ak → A ([WNσθ]p)

(iii) WSσθ ∩ L∞ = [WNσθ]p

dır.

İspat.

(i) Ak → A([WNσθ]p) verilmiş olsun. Bu durumda 0 < p <∞ ve ε > 0,∑
k∈Ir
|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p =

∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

|d(x,A
σk(m)

)− d(x,A)|p

+
∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|<ε

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p

olup,∑
k∈Ir
|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p ≥

∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p

≥ εp.
∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}

∣∣
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bulunur. Yani,∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p ≥ εp.
∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}

∣∣
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif

1

hr
ile çarpılır ve r →∞ iken limite geçilirse

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))−d(x,A)|p ≥ εp. lim
r→∞

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣

elde edilir. Burada Ak → A[WNσθ]p olduğundan eşitsizliğin sol tarafının r → ∞

iken limiti 0 dır. Böylece

εp. lim
r→∞

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣ ≤ 0

olur ve

lim
r→∞

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣ = 0

elde edilir. Bu ise Ak → A(WSσθ) olduğunu gösterir.

(ii) {Ak} ∈ L∞ ve Ak → A(WSσθ) olduğunu kabul edelim. {Ak} ∈ L∞ olduğundan

her x ∈ X ve her k ve m için |d(x,Aσk(m))−d(x,A)|p < M olacak şekilde bir M > 0

sayısı vardır. Buradan ε > 0 için

1

hr

∑
k∈Ir
|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p =

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p

+
1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|<ε

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p

≤ M

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣

+εp.
∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| < ε}

∣∣
=

M

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣+ εp

elde edilir. Yani,

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p ≤ M

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣+ εp
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olur. Burada her iki tarafın r →∞ iken limiti alınırsa

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p

≤ lim
r→∞

(
M.

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣+ εp

) (3.6)

bulunur. Ak → A(WSσθ) olduğundan, (3.6) eşitsizliğinin sağ tarafındaki limit değeri

ε a eşittir. Böylece

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p ≤ ε⇒ lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|p = 0

elde ederiz ki bu Ak → A[WNσθ] olması demektir.

(iii) (i) ve (ii) birlikte düsünülürse sonuç olarak WSσθ ∩ L∞ = [WNσθ]p elde edilir.
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4 MODÜLÜS FONKSİYONU YARDIMIYLA

TANIMLANMIŞ BAZI YAKINSAK DİZİ

UZAYLARI

Bu bölümde modülüs fonksiyonunu kullanarak bazı yeni dizi uzayları tanımlandı.

Bu yeni tanımlanan dizi uzayları ile 3. bölümde tanımladığımız bazı kavramlarla

aralarındaki ilişkileri gösteren teoremler ispat edildi.

4.1 Modülüs Fonksiyonu Yardımıyla Tanımlanmış İnvaryant

Yakınsak Dizi Uzayları

Tanım 4.1.1 (X, ρ) bir metrik uzay, f bir modülüs fonksiyonu, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Eğer her x ∈ X için, m’ ye göre düzgün

olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) = 0,

oluyorsa {Ak} dizisi A kümesine modülüs fonksiyonuna göre Wijsman kuvvetli in-

varyant yakınsaktır denir ve Ak
[WVσ(f)]−→ A veya [WVσ(f)] − limAk = A ile

gösterilir.

Tanım 4.1.2 (X, ρ) bir metrik uzay olsun. A ve Ak, X’in boş kümeden farklı

kapalı alt kümeleri olsun. Küme dizilerinin [WVσ]∞ uzayı

[WVσ]∞ =

{
{Ak} : sup

m,n

1

n

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))| <∞
}

dır.

Tanım 4.1.3 (X, ρ) bir metrik uzay, f bir modülüs fonksiyonu, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Küme dizilerinin [WVσ(f)]∞ uzayı

[WVσ(f)]∞ =

{
{Ak} : sup

m,n

1

n

n∑
k=1

f(|d(x,Aσk(m))|) <∞
}

dır.

Eğer f(x) = x olduğunda, [WVσ(f)] uzayı [WVσ] uzayına ve [WVσ(f)]∞ uzayı da

[WVσ]∞ uzayına indirgenir.
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Teorem 4.1.4 (X, ρ) bir metrik uzay, f bir modülüs fonksiyonu, A ve Ak, X’in

boş kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Bu taktirde

(i) Ak → A ([WVσ(f)]) ise Ak → A(WSσ)

(ii) f modülüs fonksiyonu sınırlı ve Ak → A(WSσ) ise Ak → A ([WVσ(f)])

(iii) f sınırlı ise WSσ = [WVσ(f)]

dır.

İspat.

(i) Ak → A([WVσ(f)]) verilmiş olsun. ε > 0 için,

n∑
k=1

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) =
n∑
k=1

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

f(|d(x,A
σk(m)

)− d(x,A)|)

+
n∑
k=1

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|<ε

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)

olup,

n∑
k=1

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) ≥
n∑
k=1

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)

≥ ε.
∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}

∣∣
bulunur. Yani,

n∑
k=1

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) ≥ ε.
∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}

∣∣
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif

1

n
ile çarpılır ve n→∞ iken limite geçilirse

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(|d(x,Aσk(m))−d(x,A)|) ≥ ε. lim
n→∞

1

n

∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣

elde edilir. Burada Ak → A[WVσ(f)] olduğundan eşitsizliğin sol tarafının n → ∞

iken limiti 0 dır. Böylece

ε. lim
n→∞

1

n

∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣ ≤ 0
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ise

lim
n→∞

1

n

∣∣{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣ = 0

elde edilir. Bu ise Ak → A(WSσ) olduğunu gösterir.

(ii) Kabul edelim ki f modülüs fonksiyonu sınırlı ve Ak → A(WSσ) olsun. Her m ≥ 1

için bir

G = sup
k,m

f(|d(x,Aσk(m))|+ |d(x,A)|)

kümesi alınır. ε > 0 olsun. Bütün m’ ler ve n > Nε için

1

n
|{k ≤ n : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε

2
}| < ε

2G

olacak şekilde Nε seçilir ve L(n,m, x) = {k ≤ n : |d(x,Aσk(m)) − d(x,A)| ≥ ε

2
}

kümesidir.

Şimdi her m ve n > Nε için
n∑
k=1

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) =
∑

k∈L(n,m,x)

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)

+
∑

k/∈L(n,m,x)

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)

<
1

n
(n

ε

2G
)G+

1

n
(
ε

2
)n =

ε

2
+
ε

2
= ε

elde edilir. Böylece {Ak} dizisi A kümesine f modülüs fonksiyonuna göre Wijsman

kuvvetli invaryant yakınsaktır.

(iii) (i) ve (ii) birlikte düşünülürse sonuç olarak f sınırlı ise WSσ = [WVσ(f)] elde

edilir.

Teorem 4.1.5 (X, ρ) bir metrik uzay olsun. A ve Ak, X’in boş kümeden farklı

kapalı alt kümeleri olsun. f bir modülüs fonksiyonu olsun. Bu taktirde

[WVσ(f)] ⊂ [WVσ(f)]∞

dır.
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İspat. {Ak} ∈ [WVσ(f)] olsun. Bu taktirde

1

n

n∑
k=1

f(|d(x,Aσk(m))|) =
1

n

n∑
k=1

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A) + d(x,A)|)

≤ 1

n

n∑
k=1

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) +
1

n

n∑
k=1

f(|d(x,A)|)

≤ 1

n

n∑
k=1

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) +M
1

n

n∑
k=1

f(1)

Burada M , d(x,A) < M olacak şekilde bir tamsayıdır. Böylece {Ak} ∈ [WVσ(f)]∞

elde edilir.

Teorem 4.1.6 (X, ρ) bir metrik uzay olsun. A ve Ak, X’in boş kümeden farklı ka-

palı alt kümeleri olsun. Eğer f bir modülüs fonksiyonu ve {Ak} dizisi A’ya Wijsman

kuvvetli invaryant yakınsak ise, bu taktirde Ak dizisi A’ya f modülüs fonksiyonuna

göre Wijsman kuvvetli invaryant yakınsaktır. Yani

[WVσ] ⊂ [WVσ(f)]

dır.

İspat. {Ak} ∈ [WVσ] olsun. Bu durumda, her m ≥ 1 için,

S(n,m, x) =
1

n

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| → 0, (n→∞)

ε > 0 ve 0 ≤ t ≤ δ için f(t) < ε olacak şekilde 0 < δ < 1 aralığında bir δ seçilir.

akm = |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| yazılır.

n∑
k=1

f(akm) = Σ1 + Σ2

Burada ilk toplam akm ≤ δ ve ikinci toplam akm > δ’ dır.

∑
1 =

n∑
k=1

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≤δ

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)
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∑
2 =

n∑
k=1

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|>δ

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)

dir. Bu durumda, Σ1 ≤ εn ve akm > δ için,

akm <
akm
δ

< 1 + [
akm
δ

],

Burada [z], z’nin tam kısmını gösterir. Modülüs fonksiyonun tanımından, akm > δ

için,

f(akm) ≤ (1 + [
akm
δ

])f(1) ≤ 2f(1)
akm
δ

dır.

Böylece Σ2 ≤ 2f(1)
akm
δ

ve Σ1 ≤ εn olduğundan [WVσ] ⊂ [WVσ(f)] elde edilir.

Lemma 4.1.7 Savaş(1992) f bir modülüs fonksiyonu ve α > 0 sabit sayı olsun. Bu

durumda f(x) > cx (0 < x < α) olacak şekilde bir c > 0 sabit sayısı vardır.

Teorem 4.1.8 (X, ρ) bir metrik uzay, f bir modülüs fonksiyonu, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri ve {Ak} sınırlı bir dizi olsun. Bu taktirde {Ak}

dizisinin A’ya f modülüs fonksiyonuna göre Wijsman kuvvetli invaryant yakınsak

olması için gerek ve yeter şart Ak dizisinin A’ya Wijsman kuvvetli invaryant yakınsak

olmasıdır. Yani,

[WVσ(f)] ∩ L∞ = [WVσ]

dır.

İspat. {Ak} ∈ L∞ ve {Ak} → A[WVσ(f)] olsun. Bu taktirde m’ye göre düzgün

olarak,
1

n

n∑
k=1

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)→ 0, (n→∞)

dır. Lemma (4.1.7)’ dan her k ve m için için,

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) > c|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

yazılır. Her iki tarafa da 1’den n’ye kadar toplam uygular ve n’ye bölersek,

1

n

n∑
k=1

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) > c
1

n

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|
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elde edilir. n→∞ için eşitsizliğin sol tarafının limiti m’ye göre düzgün olarak sıfır

olur. Buradan m’ye göre düzgün olarak

1

n

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| = 0

elde edilir. Yani [WVσ(f)] ⊂ [WVσ] olur. Teorem 4.1.6’dan [WVσ] ⊂ [WVσ(f)]

olduğundan

[WVσ(f)] ∩ L∞ = [WVσ]

elde edilir.
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4.2 Modülüs Fonksiyonu Yardımıyla Tanımlanmış Lacunary

İnvaryant Yakınsak Dizi Uzayları

Tanım 4.2.1 (X, ρ) bir metrik uzay, f bir modülüs fonksiyonu, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Eğer her x ∈ X için, m’ ye göre düzgün

olarak

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) = 0,

oluyorsa {Ak} dizisi A kümesine modülüs fonksiyonuna göre Wijsman kuvvetli lacu-

nary invaryant yakınsaktır denir ve

Ak
[WNσθ(f)]−→ A veya [WNσθ(f)]− limAk = A

ile gösterilir.

Tanım 4.2.2 (X, ρ) bir metrik uzay olsun. A ve Ak, X’in boş kümeden farklı

kapalı alt kümeleri olsun. Küme dizilerinin [WNσθ]∞ uzayı

[WNσθ]∞ =

{
{Ak} : sup

m,r

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))| <∞
}
.

dır.

Tanım 4.2.3 (X, d) bir metrik uzay, f bir modülüs fonksiyonu, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Küme dizilerinin [WNσθ(f)]∞ uzayı

[WNσθ(f)]∞ =

{
{Ak} : sup

m,r

1

hr

∑
k∈Ir

f(|d(x,Aσk(m))|) <∞
}

dır. Eğer f(x) = x olduğunda, [WNσθ(f)] uzayı [WNσθ] uzayına ve [WNσθ(f)]∞

uzayı da [WNσθ]∞ uzayına indirgenir.

Teorem 4.2.4 (X, ρ) bir metrik uzay, f modülüs fonksiyonu, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Bu taktirde

(i) Ak → A ([WNσθ(f)]) ise Ak → A(WSσθ),

(ii) f modülüs fonksiyonu sınırlı ve Ak → A(WSσθ) ise Ak → A ([WNσθ(f)]),

(iii) f sınırlı ise, WSσθ = [WNσθ(f)] dır.
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İspat.

(i) Ak → A([WNσθ(f)]) verilmiş olsun. ε > 0 için,

∑
k∈Ir

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) =
∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

f(|d(x,A
σk(m)

)− d(x,A)|)

+
∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|<ε

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)

olup,∑
k∈Ir

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) ≥
∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≥ε

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)

≥ ε.
∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}

∣∣
bulunur. Yani,∑

k∈Ir

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) ≥ ε.
∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}

∣∣
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif

1

hr
ile çarpılır ve r →∞ iken limite geçilirse

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

f(|d(x,Aσk(m))−d(x,A)|) ≥ ε. lim
r→∞

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣

elde edilir. Burada Ak → A[WNσθ(f)] olduğundan eşitsizliğin sol tarafının r → ∞

iken limiti 0 dır. Böylece

ε. lim
r→∞

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣ ≤ 0

olur ve

lim
r→∞

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}
∣∣ = 0

elde edilir. Bu ise Ak → A(WSσθ) olduğunu gösterir.
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(ii) Kabul edelim ki f modülüs fonksiyonu sınırlı ve Ak → A(WSσθ) olsun. Her

m ≥ 1 için bir

G = sup
k,m

f(|d(x,Aσk(m))|+ |d(x,A)|)

kümesi alalım. ε > 0 ve öyle bir Nε seçelim öyle ki

1

hr
|{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε

2
}| < ε

2G

olsun. Her m ve r > Nε için

L(r,m, x) = {k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| ≥ ε

2
}

kümesi olsun.

Şimdi her m ve r > Nε için∑
k∈Ir

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) =
∑

k∈L(r,m,x)

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)

+
∑

k/∈L(r,m,x)

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)

<
1

hr
(hr

ε

2G
)G+

1

hr
(
ε

2
)hr =

ε

2
+
ε

2
= ε.

elde ederiz. Bu yüzden {Ak} dizisi A’ya f modülüs fonksiyonuna göre Wijsman

kuvvetli lacunary invariant yakınsaktır.

(iii) (i) ve (ii) birlikte düsünülürse sonuç olarak f sınırlı ise WSσθ = [WNσθ(f)] elde

edilir.

Teorem 4.2.5 (X, ρ) bir metrik uzay, f bir modülüs fonksiyonu, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. f modülüs fonksiyonu olsun. Bu taktirde

[WNσθ(f)] ⊂ [WNσθ(f)]∞

dır.
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İspat. {Ak} ∈ [WNσθ(f)] olsun.

1

hr

∑
k∈Ir

f(|d(x,Aσk(m))|) =
1

hr

∑
k∈Ir

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A) + d(x,A)|)

≤ 1

hr

∑
k∈Ir

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) +
1

hr

∑
k∈Ir

f(|d(x,A)|)

≤ 1

hr

∑
k∈Ir

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) +M
1

hr

∑
k∈Ir

f(1)

BuradaM , d(x,A) < M olacak şekilde bir tamsayıdır. Bu yüzden {Ak} ∈ [WNσθ(f)]∞

dır.

Teorem 4.2.6 (X, ρ) bir metrik uzay, f modülüs fonksiyonu, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Eğer f bir modülüs fonksiyonu ve Ak dizisi

A’ya Wijsman kuvvetli lacunary invaryant yakınsak ise, bu taktirde Ak dizisi A’ya f

modülüs fonksiyonuna göre Wijsman kuvvetli lacunary invaryant yakınsaktır. Yani

[WNσθ] ⊂ [WNσθ(f)]

dır.

İspat. {Ak} ∈ [WNσθ] olsun. Bu durumda, her m ≥ 1 için,

S(r,m, x) =
1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| → 0, (r →∞)

ε > 0 ve 0 ≤ t ≤ δ için f(t) < ε olacak şekilde bir 0 < δ < 1 aralığında bir δ seçilir.

akm = |d(x,Aσk(m))− d(x,A)| yazılır.∑
k∈Ir

f(akm) = Σ1 + Σ2

. Burada ilk toplam akm ≤ δ ve ikinci toplam akm > δ’dır.∑
1 =

∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|≤δ

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)

∑
2 =

∑
k∈Ir

|d(x,A
σk(m)

)−d(x,A)|>δ

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)
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Bu taktirde, Σ1 ≤ εr ve akm > δ için,

akm <
akm
δ

< 1 + [
akm
δ

],

burada [z] z’nin tam kısmını gösterir. Modülüs fonksiyonun tanımından, akm > δ

için,

f(akm) ≤ (1 + [
akm
δ

])f(1) ≤ 2f(1)
akm
δ

dır.

Böylece Σ2 ≤ 2f(1)
akm
δ

ve Σ1 ≤ εr olduğundan [WNσθ] ⊂ [WNσθ(f)] elde edilir.

Teorem 4.2.7 (X, ρ) bir metrik uzay, f modülüs fonksiyonu, A ve Ak, X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. f bir modülüs fonksiyonu ve Ak sınırlı

bir dizi olsun. Bu taktirde Ak dizisi A’ya f modülüs fonksiyonuna göre Wijsman

kuvvetli lacunary invaryant yakınsak olması için gerek ve yeter şart Ak dizisinin

A’ya Wijsman kuvvetli lacunary invaryant yakınsak olmasıdır. Yani,

[WNσθ(f)] ∩ L∞ = [WNσθ]

dır.

İspat. {Ak} ∈ L∞ ve {Ak} → A[WNσθ(f)] olsun. Bu taktirde m’ye göre düzgün

olarak,
1

hr

∑
k∈Ir

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|)→ 0(r →∞)

dır. Lemma (4.1.7)’dan her k ve m için için,

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) > c|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

yazılır. Her iki tarafa da kr−1 + 1’den kr’ye kadar toplam uygular ve hr’ye bölersek,

1

hr

∑
k∈Ir

f(|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|) > c
1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)|

elde edilir. r →∞ için eşitsizliğin sol tarafının limiti m’ye göre düzgün olarak sıfır

olur. Buradan m’ye göre düzgün olarak

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m))− d(x,A)| = 0
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elde edilir. Yani [WNσθ(f)] ⊂ [WNσθ] olur. Teorem (4.2.6)’dan [WNσθ] ⊂ [WNσθ(f)]

olduğundan

[WNσθ(f)] ∩ L∞ = [WNσθ]

elde edilir.
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5 KÜME DİZİLERİNİN İNVARYANT VE LA-

CUNARY İNVARYANT DENKLİĞİ

Bu bölümde küme dizileri için invaryant denklik, invaryant istatistiksel denklik,

lacunary invaryant denklik ve lacunary invaryant istatistiksel denklik kavramları

tanımlandı. Bu kavramlar arasındaki ilişkileri gösteren teoremler ispatlandı.

(X, ρ) bir metrik uzay olsun. X in boş kümeden farklı kapalı alt kümeleri Ak ve Bk

için, d(x;Ak, Bk)’yı aşağıdaki gibi tanımlayalım.

d(x;Ak, Bk) =


d(x,Ak)

d(x,Bk)
, x /∈ Ak ∪Bk;

L, x ∈ Ak ∪Bk.

5.1 Küme Dizilerinin İnvaryant Denkliği

Tanım 5.1 (X, ρ) bir metrik uzay olsun. Ak ve Bk, X’in boş kümeden farklı kapalı

alt kümeleri olmak üzere eğer, her x ∈ X için, m’ye göre düzgün olarak

lim
n

1

n

n∑
k=1

d(x;Aσk(m), Bσk(m)) = L

ise, {Ak} ve {Bk} dizilerine L katlı asimptotik invaryant denktirler (Wijsman an-

lamında) denir ve

{Ak}
WV Lσ∼ {Bk}

ile gösterilir.

Tanım 5.2 (X, ρ) bir metrik uzay olsun. Ak ve Bk, X’in boş kümeden farklı kapalı

alt kümeleri olmak üzere eğer, her x ∈ X için, m’ye göre düzgün olarak

lim
n

1

n

n∑
k=1

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| = 0

ise, {Ak} ve {Bk} dizilerine L katlı kuvvetli asimptotik invaryant denktirler (Wijs-

man anlamında) denir ve

{Ak}
[WV ]Lσ∼ {Bk}

ile gösterilir.
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Tanım 5.3 (X, ρ) bir metrik uzay olsun. Ak ve Bk, X in boş kümeden farklı kapalı

alt kümeleri olmak üzere eğer, her ε > 0 ve her x ∈ X için, m ye göre düzgün olarak

lim
n

1

n
|{k ≤ n : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}| = 0

ise, {Ak} ve {Bk} dizilerine L katlı asimptotik invaryant istatistiksel denktirler

(Wijsman anlamında) denir ve

{Ak}
WSLσ∼ {Bk}

ile gösterilir.

Lemma 5.4 (X, ρ) bir metrik uzay, Ak ve Bk, X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. Her ε > 0, her n ≥ n0 ve her m ≥ m0 için

1

n

n−1∑
k=0

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≤ ε

olacak şekilde n0 ve m0 sayıları varsa {Ak}
[WV ]Lσ∼ {Bk} dır.

İspat. ε > 0, n ≥ n′0 ve m ≥ m0 için m’ye göre düzgün olarak

1

n

n−1∑
k=0

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| <
ε

2

olacak şekilde n′0 ve m0 seçelim. n ≥ n
′′
0 ve 0 ≤ m ≤ m0 için

1

n

n−1∑
k=0

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| < ε

olacak şekilde ∃n′′
0 var olduğunu ispatlamak yeterlidir.

n0 = max(n
′
0, n

′′
0) alınırsa, n ≥ n0 ve bütün m’ler için

1

n

n−1∑
k=0

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| < ε

eşitsizliğini sağlar. m0 tamsayı olup, yerine yazılırsa;

m0−1∑
k=0

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| = M
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yazılır. Şimdi 0 ≤ m ≤ m0 ve n ≥ m0 alınırsa ve

1

n

n−1∑
k=0

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| =
1

n

(
m0−1∑
k=0

+
n−1∑
k=m0

)
|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L|

≤ M

n
+

1

n

n−1∑
k=m0

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L|

≤ M

n
+
ε

2

elde edilir ve n yeterince büyük alınırsa,

≤ M

n
+
ε

2
< ε

yazılabilir ve böylece

1

n

n−1∑
k=0

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| < ε

elde edilir.

Teorem 5.5 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi, Ak ve Bk X in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Her θ lacunary dizisi için ve her x ∈ X

için

{Ak}
[WN ]Lσθ∼ {Bk} ⇔ {Ak}

[WV ]Lσ∼ {Bk}

dır.

İspat. {Ak}
[WN ]Lσθ∼ {Bk} olsun. ε > 0, r ≥ r0 için u ≥ 0, m = kr−1 + 1 + u

olduğunda

1

hr

kr−1∑
k=0

|d(x;Aσk(m), Bσkm())− L| ≤ ε

olacak şekilde bir r0 sayısı vardır. n ≥ hr olsun. i bir tamsayı ve θ, 0 ≤ θ < hr

aralığında seçildiğinde n = ihr + θ yazılır. n ≥ hr ve i ≥ 1 olduğundan,
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1

n

n−1∑
k=0

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≤
1

n

(i+1)hr−1∑
k=0

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L|

=
1

n

i∑
j=0

(j+1)hr−1∑
k=jhr

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L|

≤ i+ 1

n
hrε ≤

2ihrε

n
(i ≥ 1)

hr
n
≤ 1 için ve

ihr
n
≤ 1 olduğundan

1

n

n−1∑
k=0

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≤ 2ε

dır. Böylece {Ak}
[WV ]Lσ∼ {Bk} dır. Bu taktirde

{Ak}
[WN ]Lσθ∼ {Bk} ⇒ {Ak}

[WV ]Lσ∼ {Bk} (5.1)

elde edilir.

{Ak}
[WV ]Lσ∼ {Bk} ve ε > 0 verilsin. Bu durumda, herbir x ∈ X ve n > N için,

1

n

n∑
k=1

|d(x,Aσk(m), Bσk(m))− d(x,A)| < ε, m = 1, 2, ...

olacak şekilde N > 0 sayısı ve A ⊂ X olacak şekilde boş kümeden farklı kapalı bir

A kümesi vardır. θ bir lacunary dizisi olduğundan r ≥ R iken hr > N olacak şekilde

R > 0 sayısı seçebiliriz. Dolayısıyla,

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x,Aσk(m), Bσk(m))− d(x,A)| < ε

yazabiliriz. Böylece, {Ak}
[WN ]Lσθ∼ {Bk} elde edilir. O halde

{Ak}
[WV ]Lσ∼ {Bk} ⇒ {Ak}

[WN ]Lσθ∼ {Bk} (5.2)

dır. (5.1) ve (5.2) ’den

{Ak}
[WN ]Lσθ∼ {Bk} ⇔ {Ak}

[WV ]Lσ∼ {Bk}

elde edilir.
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Lemma 5.6 (X, ρ) bir metrik uzay, Ak ve Bk X’in boş kümeden farklı kapalı alt

kümeleri olsun. ε1 > 0, her ε > 0, her n ≥ n0 ve her m ≥ m0 için

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L)| ≥ ε}| < ε1

olacak şekilde n0 ve m0 sayıları varsa {Ak}
WSLσ∼ {Bk} dır.

İspat: ε1 > 0 olsun. Her ε > 0, her n ≥ n
′
0 ve her m ≥ m0 için m’ye göre düzgün

olarak,
1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}| < ε1

2

olacak şekilde n
′
0 ve m0 seçelim. n ≥ n

′′
0 ve 0 ≤ m ≤ m0 için

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L)| ≥ ε}| < ε1

olacak şekilde n
′′
0 var olduğunu ispatlamak yeterlidir.

n0 = max(n
′
0, n

′′
0) alınırsa, n ≥ n0 ve bütün m’ler için

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}| < ε1

eşitsizliğini sağlar. 0 ≤ m ≤ m0 m0 tamsayı olup, yerine koyulursa;

K = |{0 ≤ k ≤ m0 − 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}|

elde edilir.

Şimdi 0 ≤ m ≤ m0 ve n ≥ m0 alınırsa ve

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}| < ε1

2

eşitsizliği ile

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}|

≤ 1

n
|{0 ≤ k ≤ m0 − 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}|

+
1

n
|{m0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}|
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≤ K

n
+

1

n
|{m0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x;Aσk(m0), Bσk(m))− L| ≥ ε}|

≤ K

n
+
ε1
2

elde edilir ve n yeterince büyük alınırsa,

≤ K

n
+
ε1
2
< ε1

yazılabilir ve böylece

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}| < ε1

elde edilir.

5.2 Küme Dizilerinin Lacunary İnvaryant Denkliği

Tanım 5.7 (X, ρ) bir metrik uzay ve θ bir lacunary dizisi olsun. Ak ve Bk, X’in

boş kümeden farklı kapalı alt kümeleri olmak üzere eğer, her x ∈ X için, m’ye göre

düzgün olarak

lim
r

1

hr

∑
k∈Ir

d(x;Aσk(m), Bσk(m)) = L

ise, {Ak} ve {Bk} dizilerine L katlı asimptotik lacunary invaryant denktirler (Wi-

jsman anlamında) denir ve

{Ak}
WNL

σθ∼ {Bk}

ile gösterilir.

Tanım 5.8 (X, ρ) bir metrik uzay ve θ bir lacunary dizisi olsun. Ak ve Bk, X’in

boş kümeden farklı kapalı alt kümeleri olmak üzere eğer, her x ∈ X için, m’ye göre

düzgün olarak

lim
r

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| = 0

ise, {Ak} ve {Bk} dizilerine L katlı kuvvetli asimptotik lacunary invaryant denktirler

(Wijsman anlamında) denir ve

{Ak}
[WN ]Lσθ∼ {Bk}

ile gösterilir.
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Tanım 5.9 (X, ρ) bir metrik uzay ve θ bir lacunary dizisi olsun. Ak ve Bk, X in

boş kümeden farklı kapalı alt kümeleri olmak üzere eğer, her ε > 0 ve her x ∈ X

için, m ye göre düzgün olarak

lim
r

1

hr
|{k ∈ Ir : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}| = 0

ise, {Ak} ve {Bk} dizilerine L katlı asimptotik lacunary invaryant istatistiksel denk-

tirler (Wijsman anlamında) denir ve

{Ak}
WSLσθ∼ {Bk}

ile gösterilir.

Teorem 5.10 (X, ρ) bir metrik uzay ve θ bir lacunary dizisi, Ak ve Bk X’in boş

kümeden farklı kapalı alt kümeleri olsun. Eğer her x ∈ X için,

(i) {Ak}
[WN ]Lσθ∼ {Bk} ise {Ak}

WSLσθ∼ {Bk}

(ii) Her x ∈ X için supk,m |d(x;Aσk(m), Bσk(m))| < ∞ ve {Ak}
WSLσθ∼ {Bk} ise

{Ak}
[WN ]Lσθ∼ {Bk}

dır.

İspat.

(i) ε > 0 ve {Ak}
[WN ]Lσθ∼ {Bk} olsun. Bu taktirde her x ∈ X için, m’ye göre düzgün

olarak,∑
k∈Ir
|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| =

∑
k∈Ir

|d(x;
σk(m)

,B
σk(m)

)−L|≥ε

|d(x;A
σk(m)

, Bσk(m))− L|

+
∑
k∈Ir

|d(x;A
σk(m)

,B
σk(m)

)−L|<ε

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L|

olup,∑
k∈Ir
|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥

∑
k∈Ir

|d(x;A
σk(m)

,B
σk(m)

)−L|≥ε

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L|

≥ ε.
∣∣{k ∈ Ir : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}

∣∣
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bulunur. Yani,∑
k∈Ir

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε.
∣∣{k Ir : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}

∣∣
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif

1

hr
ile çarpılır ve r →∞ iken limite geçilirse

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))−L| ≥ ε. lim
r→∞

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}
∣∣

elde edilir. Burada {Ak}
[WN ]Lσθ∼ {Bk} olduğundan eşitsizliğin sol tarafının r → ∞

iken limiti 0 dır. Böylece

ε. lim
r→∞

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}
∣∣ ≤ 0

ise

lim
r→∞

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}
∣∣ = 0

elde edilir. Bu ise {Ak}
WSLσθ∼ {Bk} olduğunu gösterir.

(ii) Kabul edelim ki supk,m |d(x;Aσk(m), Bσk(m))| <∞ ve {Ak}
WSLσθ∼ {Bk} olsun. Bu

taktirde her x ∈ X ve her k ve m ≥ 1 için∣∣d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L
∣∣ ≤M

olacak şekilde bir M > 0 sayısı vardır. Buradan ε > 0 için

1

hr

∑
k∈Ir
|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| =

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x;A
σk(m)

,B
σk(m)

)−L|≥ε

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L|

+
1

hr

∑
k∈Ir

|d(x;A
σk(m)

,B
σk(m)

)−L|<ε

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L|

≤ M

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}
∣∣

+ε.
∣∣{k ∈ Ir : |d(x;Aσ(m)k , Bσk(m))− L| < ε}

∣∣
=

M

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}
∣∣+ ε
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elde edilir. Yani

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≤
M

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}
∣∣+ ε

olur. Burada her iki tarafın r →∞ iken limiti alınırsa

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L|

≤ lim
r→∞

(
M.

1

hr

∣∣{k ∈ Ir : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}
∣∣+ ε

)
(5.3)

bulunur. {Ak}
WSLσθ∼ {Bk} olduğundan (5.3) eşitsizliğinin sağ tarafındaki limit değeri

ε a eşittir. Böylece

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))−L| ≤ ε⇒ lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|d(x;Aσk(m), Bσk(m))−L| = 0

elde ederiz ki bu {Ak}
[WN ]Lσθ∼ {Bk} olması demektir.

Teorem 5.11 (X, ρ) bir metrik uzay, θ bir lacunary dizisi, A ve Aklar X in boş

kümeden farklı kapalı altkümeleri olsun. Her θ lacunary dizisi ve her x ∈ X için

{Ak}
WSLσθ∼ {Bk} ⇔ {Ak}

WSLσ∼ {Bk}

dır.

İspat. {Ak}
WSLσθ∼ {Bk} olsun. ε1 > 0, r ≥ r0 için u ≥ 0, m = kr−1+1+u olduğunda

1

hr
|{0 ≤ k ≤ hr − 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}| ≤ ε1

olacak şekilde bir r0 sayısı vardır. n ≥ hr olsun. i bir tamsayı ve t 0 ≤ t < hr

aralığında seçildiğinde n = ihr + t yazılır. n ≥ hr ve i ≥ 1 olduğundan,

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}|

≤ 1

n
|{0 ≤ k ≤ (i+ 1)hr − 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}|

=
1

n

1∑
j=0

|{jhr ≤ k ≤ (j+ 1)hr− 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))−L| ≥ ε}|
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≤ 1

n
(i+ 1)hrε1 ≤ 2i

hr
n
ε1

(i ≥ 1)
hr
n
≤ 1 için ve

ihr
n
≤ 1 olduğundan

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |d(x;Aσk(m), Bσk(m))− L| ≥ ε}| ≤ 2ε1.

dır. Böylece {Ak}
WSLσ∼ {Bk}dır. Bu taktirde

{Ak}
WSLσθ∼ {Bk} ⇒ {Ak}

WSLσ∼ {Bk} (5.4)

elde edilir.

{Ak}
WSLσ∼ {Bk} olsun. Bu taktirde ε > 0, ε1 > 0, herbir x ∈ X ve n > N için,

1

n
|{k ≤ n : |d(x,Aσk(m), Bσk(m))− d(x,A)| ≥ ε}| < ε1, m = 1, 2, ...

olacak şekilde N > 0 sayısı ve A ⊂ X olacak şekilde boş kümeden farklı kapalı bir

A kümesi vardır. θ bir lacunary dizisi olduğundan r ≥ R iken hr > N olacak şekilde

R > 0 sayısı seçebiliriz. Dolayısıyla,

1

hr
|{k ∈ Ir : |d(x,Aσk(m), Bσk(m))− d(x,A)| ≥}| < ε1

yazabiliriz. Böylece, {Ak}
WSLσθ∼ {Bk} elde edilir. O halde

{Ak}
WSLσ∼ {Bk} ⇒ {Ak}

WSLσθ∼ {Bk} (5.5)

dır. (5.4) ve (5.5) ’den

{Ak}
WSLσθ∼ {Bk} ⇔ {Ak}

WSLσ∼ {Bk}

elde edilir.
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Savaş, E. (1999). On some generalized sequence spaces defined by a modulus. In-

dian J. Pure Appl. Math., 30: 459-464.
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