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1 GIRIS

Yakinsaklik kavrami, analiz ve fonksiyonel analiz alaninin temelini olugturmaktadir.
Yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan ve temeli pozitif tamsayilarin dogal
yogunlugu kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik kavrami ise toplanabilme te-
orisinde ve fonksiyonel analizde biiylik 6neme sahiptir. 1951” de Fast’in istatistiksel
yakinsak kavramini tanimlanmasindan bu yana bu kavramin uygulamalar: ve birkag
genellegtirmesi Buck (1953), Schoenberg (1959), Maddox (1978), Salét (1980), Fridy
(1985), Fridy ve Orhan (1985), Nuray ve Ruckle (2000) ve daha pekgok arastirmaci

tarafindan verilmistir.

Freedman, Sember ve Raphael (1978) yaptiklart bir galismada 6 lacunary dizisi
yardimiyla tanimlanan N, kuvvetli lacunary toplanabilir dizi uzayi ile |oy| kuvvetli

Cesaro toplanabilir dizi uzay1 arasindaki iligkileri incelemislerdir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ile Cesaro toplanabilirlik, kuvvetli Cesaro toplan-
abilirlik ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik kavramlar: arasindaki iligkileri Connor

1988’de yaptigi bir ¢aligmada vermigtir.

Fridy ve Orhan (1993), lacunary dizisi kavramin kullanarak, istatistiksel yakinsak-
likla iligkiler bulan ve yine yakinsaklik alaninda énemli yer tutan lacunary istatistik-
sel yakinsaklik kavramini tanimlamiglardir. Fridy ve Orhan (1993) bu ¢aligmalarinda;
basta istatistiksel yakinsaklik kavrami olmak tizere diger toplanabilme metodlari ile

lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iligkileri incelemislerdir.

Invaryant yakinsaklk son elli yilda bircok aragtirmaci tarafindan calgilmigtir.
Banach(1932) tarafindan ¢aligmada bu konunun temelleri verilmistir. Lorentz (1948)
ve Hardy(1949) tarafindan iraksak seriler iizerine ¢ahgirken bu yoénde ¢aligmalar
yapilmigtir. 1959’da Raimi tarafindan genellestirilmis Banach limitlerini incelen-
mistir. Invaryant yakmsaklk iizerine Raimi (1963), Bell (1929), Schafer (1972),
Miller (1973), Savas (1989), Savag ve Nuray (1994), Mursaleen (1979, 1983), Ahmad,
Mursaleen and Khan (1994), Boss and Seydal (1999), Savag ve Rhoades (2002),
Mursaleen and Edely (2009), Aiyub and Khan (2010) ve daha birgok arasgtirmaci



caligmalar yapmigtir.

Kuvvetli lacunary invaryant yakinsaklik kavramini tanimlayan Savag (1990) invaryant
yakinsaklikla arasindaki iligkiyi incelemigtir. Savag ve Nuray (1993) invaryant is-
tatistiksel yakinsaklik ile lacunary invaryant istatistiksel yakinsaklik kavramlarini
tamimlayip arasindaki iligkileri yaptiklar galigmalarda gostermigtir. Savag (1990),
Savag ve Nuray (1993), Karakaya ve Simsek (2003 — 2004), Karakaya (2004), Savag

ve Savag (2003), ve daha bir¢ok aragtirmaci tarafindan ¢ahgmalar yapilmigtir.

Modiiliis fonksiyonun tanimi Nakono (1953) tarafindan verilmigtir. Daha sonra
Ruckle(1973), {e1, ez ...} birim vektorlerinin simirli ctimlesini bulunduran en kiigiik

FK uzay1 var midir? sorusuna cevap ararken
L(f) = {a = (zx) : ) f(laa]) < o0}
k=1

dizi uzaym f modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlamigtir. Maddox (1986), kuv-
vetli Cesaro toplanabilme taniminin genellegtirmesi olan modiiliis yardimiyla kuv-
vetli Cesaro toplanabilen dizilerin uzaymi w(f) olarak tanimlamigtir. Daha sonra
Connor (1989), Maddox'un tamimindaki Cesaro matrisi yerine herhangi negatif ol-

mayan regiiler matrisi alarak w(A, f) toplanablime tanimina genellestirilmistir.

Modiiliis fonksiyonunu kullanarak Nuray ve Savas (1993,1994), Savas (1992, 1999),
Pehlivan (1989), Pehlivan ve Fisher (1994, 1995) ve bir ¢ok kisi tarafindan gesitli

dizi uzaylar1 tanimlanmig ve bunlarin gesitli 6zellikleri incelenmigtir.

Kiime dizileri i¢in yakinsaklik kavrami ise daha cok 1980 li yillarda arastirmalara
konu olmaya baglamig ve bu konudaki galigmalar bagta Beer (1985, 1989,2002) ol-
mak iizere; Wijsman (1964, 1966), Salinetti and Wets (1979), Lucchetti (1985),
Lechicki and Levi (1987), Baronti and Papini (1986) ve diger bir¢ok aragtirmaci
tarafindan yapilmistir. Aragtirmacilar tarafindan yapilan bu caligmalarda kiime
dizileri icin verilen yakinsaklik kavramlarindan en yaygin olarak kullanilanlardan
birkag tanesi; ”Hausdorff yakinsaklik (H)”, ” Kuratowski yakinsaklik (K)” ve ”Wijs-
man yakinsaklik (W)” tir. Bu yakimsaklik tiplerinden (K) ve (H) uzun zaman oénce

aragtirmacilar tarafindan ¢ahgilmigtir. (W) yakinsaklik igin Lechicki and Levi (1985)

2



ve Wijsman (1964, 1966) ve Beer (1994) bazi ¢aligmalar yapmiglardir. Baronti and
Papini (1986) yaptiklar: bir ¢aligma ile kiime dizileri igin (K), (H) ve (W) yakinsaklik

arasindaki iligkileri gostermiglerdir.

Nuray ve Rhoades (2012) tarafindan yapilan bir ¢aligmada kiime dizileri igin Wijs-
man istatistiksel yakinsaklik, Kuratowski istatistiksel yakinsaklik ve Hausdoff istatis-
tiksel yakinsaklik kavramlari tanimlanmig ve bu kavramlar arasindaki iligkilerden

bahsedilmigtir.

Pobyvanets (1980) reel say1 dizilerin asimptotik denklik ve asimptotik regiiler matris
tanimlarini vermigtir. Negatif terimli olmayan diziden diziye bir A doniigimiiniin
asimptotik regular olmasi i¢in gerek ve yeter sartlari elde etmigtir. 1993’te Marouf ve
1997’de Li bu oranlar tizerinde ¢aligmiglardir. Patterson (2003) asimptotik istatistik-
sel denk dizileri tamimlamigtir. Patterson and Savag (2006)’da asimptotik lacunary
denk dizileri ve asimptotik lacunary istatistiksel denk dizileri tanimlamigtir. Yine
Savag ve Patterson (2006)’da asimptotik lacunary invaryant denk dizileri ve asimp-
totik lacunary invaryant istatistiksel dizileri tamimlayip, ikisi arasindaki iligkileri
gostermistir. Gumus ve Connor (2011) reel say1 dizileri igin asimptotik Z-denkligi
tanimlamig ve kavram ile ilgili 6zellikleri vermistir. Ulusu ve Nuray (2013)’te kiime
dizileri i¢in lacunary denklik ve lacunary istatistiksel denkligi tanimlayip aralarindaki

iligkileri gostermistir.

Bu galigmadaki temel amacimiz, daha onceden say1 dizileri igin ¢alisilmig olan in-
varyant ve lacunary invaryant istatistiksel yakinsaklik kavramlarini kiime diziler-
ine genellegtirmektir. Bu baglamda, kiime dizileri i¢in daha once verilmig olan
yakinsaklik tanimlarini, bu yakinsakliklarin kendilerine 6zgii 6zelliklerini ve bunlar
arasindaki iligkileri yeniden ele alarak, kiime dizileri i¢in invaryant istatistiksel ve
lacunary invaryant istatistiksel yakinsaklik kavramlarii tanmitmak ve bu kavramlara
dayanarak yeni teoremleri ispatlamak amacglanmaktadir. Bu sebeple tez caligsmasinda

oncelikle ;

Ikinci boliimde(temel kavramlar kisminda) istatistiksel yakinsaklik kavramimin dog-

masina sebep olan yogunluk kavrami, istatistiksel yakinsaklik, Cesaro toplanabilme,



lacunary dizi, hemen hemen yakinsaklik, lacunary istatistiksel yakinsaklik, invaryant
yakinsaklik, invaryant istatistiksel yakinsaklik, lacunary invaryant yakinsaklik, lacu-
nary invaryant istatistiksel yakinsaklik, modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlanan
dizi uzaylar, istatistiksel denklik, lacunary denklik, lacunary istatistiksel denklik, in-
varyant istatistiksel denklik, kiime dizileri i¢in daha 6nceden verilen baz1 yakinsaklik
kavramlar: ve kiime dizileri i¢in yakin zamanda Nuray ve Rhoades (2012) tarafindan

verilen istatistiksel yakinsaklik kavramlar: verilmigtir.

Uciineii boliimde ise temel kavramlar boliimiinde tamtilan kavramlarm Wijsman
anlaminda invaryant yakinsaklik ve invaryant istatistiksel yakinsaklik kavramlar:
tanimlandi. Bu iki kavram arasindaki iligkileri gosteren teoremler ispat edildi. Daha
sonra Wijsman anlaminda lacunary invaryant yakinsaklik ve lacunary invaryant is-
tatistiksel yakinsaklik kavramlari tamimlandi. Bu iki kavram arasindaki iligkileri

gosteren teoremler ispat edildi.

Dordiincii boliimde ise f modiiliis fonksiyonunu kullanarak, f modiiliis fonksiyonuna
gore Wijsman anlaminda invaryant yakinsak dizi uzayi, f modiiliis fonksiyonuna
gore lacunary invaryant yakinsak dizi uzayi, f modiiliis fonksiyonuna gore sinirh
invaryant yakinsak dizi uzay1 ve f modiiliis fonksiyonuna gore sinirhi lacunary in-
varyant yakinsak dizi uzay1 tamimlandi. f modiiliis fonksiyonuna gore invaryant
yakinsaklik ile invaryant istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligkiler incelendi. Daha
sonra f modiiliis fonksiyonuna gore lacunary invaryant yakinsaklik ile lacunary in-

varyant istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligkiler incelendi.

Beginci boliimde ise kiime dizilerinin (Wijsman anlaminda) asimptotik invaryant
denkligi, asimptotik invaryant istatistiksel denkligi, asimptotik lacunary invaryant
denkligi ve asimptotik lacunary invaryant istatistiksel denkligi kavramlar: tanimlandai.

Bu kavramlar arasindaki iligkileri gosteren teoremler ispat edildi.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, sonraki boltimlere temel tegkil edecek bazi bilgiler verilmistir.

2.1 Yakinsakhk

Tanim 2.1.1 X bog olmayan bir ciimle ve
p: X xX >R

bir fonksiyon olsun. Her z,y, z € X i¢in
(M1) p(z,y) =0 =z =y,
(M2) p(z, y) = ply, ),
(M3) p(z,z) < p(z,y) + p(y, 2)
sartlar saglanirsa, p fonksiyonuna, X {izerinde metrik fonksiyonu ve (X, p) ikilisine

de metrik uzay denir (Maddox, 1970).
Tanim 2.1.2 K C N kiimesinin eleman sayis1 |K| ile gosterelim. Yani,
|K| = cardK
olsun. K, N nin bir alt kiimesi ve
K,={k<n:keK}

olsun. Buna gore K kiimesinin sirasiyla alt ve iist yogunlugu,

K, < : K,
Q(K):liminf| |, 6(K):llmsup’ |
N—oco n n—00 n
dur. M dizisinin limitinin var olmasi durumunda yani,
n
$(K) = o(K)

esitliginin saglanmasi halinde, bu limite K C N kiimesinin dogal yogunlugu denir ve

d(K) ile gosterilir. Yani,



ise K C N kiimesinin dogal yogunlugu;

K, .1
(5(K):lim| |:hmﬁ|{k§n:kEK}|

n—eo M n—00

dir (Niven vd. 1991).
Tanim 2.1.3 Ve > 0 sayisi icin
K=K()=|{keN: |z, —L| >¢}
kiimesinin yogunlugu sifir yani,
.1
lim —{k<n:|oz,—L| >e}| =0
n—oo 1
ise x = (xy) dizisi L sayisma istatistiksel yakinsaktir denir ve
st —limxz = L
bigiminde gosterilir (Fast, 1951).
Tanim 2.1.4 2z = (zy) dizisi i¢in,
li ! i( L)y=0
im — xp— L) =
n—oo N, o k

olacak gekilde bir L sayis1 varsa, © = (zj) dizisi L sayisina Cesaro toplanabilirdir

denir (Volkov, 2001).

Tanmim 2.1.5 2z = (zy) dizisi i¢in,

RN
fim 72 o= £ =0

k=1
olacak gekilde bir L sayis1 varsa, x = (zy) dizisi L sayisina kuvvetli Cesaro toplana-

bilirdir denir (Freedman vd., 1978).

Kuvvetli Cesaro toplanabilir kiime dizilerinin uzayz,

1 n

ile gosterilir.



Tanim 2.1.6 = = (x}) dizi ve p pozitif bir reel say1 olsun. Eger,

olacak gekilde bir L sayis1 varsa, x = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli p-Cesaro topla-

nabilirdir denir (Connor, 1988).

Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir kiime dizilerinin uzayn;

wp:{x:(xk):%Z]xk—L|p—>0}

k=1

ile gosterilir.
Tanim 2.1.7 6 = (k,) dizisi olmak {izere kg = 0 ve r — oo iken
hy =k, —k,_1 = 00

olacak bi¢imde negatif olmayan tamsayilarin artan bir dizisi ise § = (k,) dizisine

lacunary dizisi denir. Ayrica,

Ir - (kr—la kr]

olarak belirtilir (Freedman vd., 1978).

Tanim 2.1.8 6 bir lacunary dizisi olmak tlizere x = (z},) dizisi i¢in eger,
li L =L
Yo 7 2 o=
kel
olacak sekilde bir L sayisi varsa, x = (xy) dizisi L sayisina lacunary toplanabilirdir

denir.

Tanim 2.1.9 6 bir lacunary dizisi olmak iizere x = () dizisi i¢in eger,
i 1
Jim =D fox = L] =0
kel
olacak sekilde bir L sayisi varsa, x = (xy) dizisi L sayisima kuvvetli lacunary topla-
nabilirdir denir (Freedman vd., 1978).

Kuvvetli lacunary toplanabilir dizilerin uzayi;

1
Ngz{m:(xk):h—2|xk—l}|:0 ,r—>0}

" kel,

seklindedir.



Tanim 2.1.10 6 bir lacunary dizisi olmak {izere x = (xy) dizisi igin, 0 < p < oo

eger,

1
Jim o= > e = L =0

" kel,

olacak gekilde bir L sayisi varsa, x = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli p-lacunary top-

lanabilirdir denir (Mursaleen, Alotaibi, 2011).

Tanmim 2.1.11 60 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. & = (zj) say1 dizisi igin, Ve > 0

ve I, = (k,_1, k;| olmak tizere,
o1
rlggoh_er €l |z, — L >} =0
oluyorsa, x = () dizisi L sayisia lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve
Sp —limx = L veya xp — L(Sp)
ile gosterilir (Fridy ve Orhan, 1993).

Tanim 2.1.12 L, /., sinirh diziler uzay1 tizerinde taniml bir lineer fonksiyonel
olsun. Eger, L lineer fonksiyoneli agagidaki ozelliklere sahip ise bir Banach limiti

adim alir.
(Bl) n=1,2,...i¢in (z,) >0 = L(z,) >0,
(B2) Le)=1,e=(1,1,...),

(B3) L(Sz,) = L(x,),

(Lorentz, 1948). Burada, S operatorii, (Sx,) = x,41 seklinde tamimlanmig olan

kaydirma operatoriidiir.

Tanim 2.1.13 x = (zy) dizisi igin eger, m ye gore diizgiin olarak

1 n
lim — Z Tham = L
k=1

n—oo N

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, © = (xy) dizisi L sayisina hemen hemen yakinsaktir

denir (Lorentz, 1948).



Lorentz (xj) dizisinin hemen hemen yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart m’ye

gore diizgilin olarak,
Tm + Tm+1 4+ . + Tm+k
k+1

ile gostermistir.

Tanim 2.1.14 z = () dizisi i¢in eger, m ye gore diizgiin olarak

RN
i 5 2 [owm = 1] =0

olacak gekilde bir L sayisi varsa, © = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli hemen hemen

yakinsaktir denir (Maddox, 1978).

Tanmim 2.1.15 = = (xy) dizisi igin eger, 0 < p < oo olmak tizere, m ye gore diizgiin

olarak
1 n
lim — Thgm — LIP =0
Ji 22 W = 11
olacak gekilde bir L sayws1 varsa, x = (zy) dizisi L sayisina kuvvetli p-hemen hemen

yakinsaktir denir.
Tanim 2.1.16 = = () dizisi i¢in eger m ye gore diizgiin olarak

1
lim —|{k <n:|zppm —L| >} =0

n—oo M,

olacak gekilde bir L sayisi varsa, © = () dizisi L sayisina hemen hemen istatistiksel

yakinsaktir denir.

Tanim 2.1.17 (invaryant Limit) o : N — N doniigimii her m, n pozitif tam sayilar
icin 0™(n) # n olacak gekilde bir birebir dontigiim olsun. Siirekli bir ¢ : £, — R
lineer fonksiyoneline agagidaki ozellikleri saglamasi halinde invaryant limit veya

o-limit denir.
(I1) n=1,2,...i¢in (z,) >0 = ¢(z) >0,

(12) ¢le) =1, e=(1,1,...),

(I3) Her z € l icin ¢(@4(n)) = ¢(x) (Schaefer, 1972).



Ozel olarak, o(n) = n + 1 olmas: halinde, ¢ bir Banach limiti olur.

Tamm 2.1.18 Invaryant limitleri esit olan smirh diziye invaryant yakinsak veya

o-yakinsak dizi denir. o-yakinsak dizilerin kiimesi V; ile gosterilir (Schaefer, 1972).

Tanim 2.1.19 = = () dizisi igin, m ye gore diizgiin olarak,

olacak sekilde bir L sayisi varsa, x = (xy) dizisi L sayisina invaryant yakinsaktir

denir (Schaefer, 1972).

Ornek 2.1.20

1, ktek ise,
0 , kcift ise,
olarak tamimlayalim. x = (z;) dizisi 5’ ye invaryant yakinsaktir ama yakinsak

degildir.

Tanim 2.1.21 = = () dizisi igin, m ye gore diizgiin olarak

olacak gekilde bir L sayisi varsa, © = (xy) dizisi L sayisma kuvvetli invaryant

yakinsaktir denir (Mursaleen, 1983).

Tanim 2.1.22 z = (zy) dizi ve p pozitif bir reel say1 olsun. Eger, m ye gore diizgiin

olarak
1 n
lim — o —LPP =
Ji 52 oy = L7 =0
olacak sekilde bir L sayis1 varsa, x = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli p-invaryant

yakinsaktir denir (Mursaleen ve Edely, 2009).

Tanim 2.1.23 =z = (x;) kompleks say1 dizisi ve Ve > 0 igin, m ye gore diizgiin
olarak

1
hm—|{k <n: lﬁok(m) - L‘ > 8}‘ =0
n n

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, * = (xy) dizisi L sayisina invaryant istatistiksel

yakinsaktir denir (Savag ve Nuray, 1993).
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Tanim 2.1.24 F pozitif tam sayilarin bir kiimesi olmak tizere m’ye gore diizgiin
olarak eger

lim L[k <n:En{om),o(m),...o"m)}} =0

n—oo M,
oluyorsa E kiimesi diizgiin invaryant sifir yogunluga sahiptir denir (Nuray ve Savas,

1994).

diizgilin olarak

rlir?o h_r Qfak(m) =L
el,
olacak gekilde bir L sayis1 varsa, x = (z) dizisi L sayisina lacunary invaryant

yakinsaktir denir.

diizgiin olarak

Tlggo—zmk —L|=0

" kel,

olacak gekilde bir L sayws1 varsa, x = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli lacunary in-

varyant yakinsaktyr denir (Savag, 1990).

diizgiin olarak

lim —Z |Toh(my — L|P =0

" kel,

olacak gekilde bir L sayisi varsa, x = (z) dizisi L sayisina kuwvvetli p-lacunary

mvaryant yakinsaktir denir.

Tanim 2.1.28 6 bir lacunary dizisi olmak tizere x = (x) kompleks say1 dizisi ve

Ve > 0 igin m ye gore diizgiin olarak
.1
Tlggo h_THk €l |Torimy — L > e} =0

olacak gekilde bir L sayis1 varsa, x = (z) dizisi L sayisina lacunary invaryant

istatistiksel yakinsaktyr denir (Savag and Nuray 1993).
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Tanim 2.1.29 f:[0,00) — [0, 00) fonksiyonu igin,
1. f(x) = 0 olmas i¢in gerek ve yeter sart x = 0 olmasidir,
2. flz+y) < flz)+ fy),
3. f artandir,
4. lim f(z) =0,z — 0"

sartlarin sagliyorsa f fonksiyonuna modiilis fonksiyonu denir. f modiiliis fonksiyo-

nu siirh ya da smirsiz olabilir. Ornegin f(z) = . i sirh, f(z) =2P (0<p <1)
x

sinirsiz modiiliis fonksiyonlaridir.

Maddox (1986) modiiliis fonksiyonu yardimiyla agagidaki dizi uzaylarini tanimlamigtr.
w(f)={z€s: Ji)rglo%kzzfﬂxk — L|) =0, herhangi L igin},
o) = e €5+ Jim 13 (1) =0},
walf) = € s smp S f(l) < o)
k=1
Burada s biitiin kompleks dizilerinin uzayidir.

Connor (1989) modiiliis fonksiyonu yardimiyla agagidaki dizi uzaylarim tanimlamigtir.
A = (anx) negatif olmayan regiiler matris olmak tizere;

(e 9]

wo(A, ) = {o €55 lim 3 o f (lmnl) = 0}

k=1

1 o0
w(A, f)={r €s: Jingoﬁzanquxk —L|)=0, LeC}.
k=1

Pehlivan ve Fisher (1994) modiiliis fonksiyonu yardimiyla agagidaki dizi uzaylarin

tanimlamigtar:

NY(f)=fa=(zes: lm hiz F(laal) = 0},

1
No(f)={z €s: lim — g f(Jzxg — L]) =0, herhangi L i¢in}.
r—00 hr h

€l
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Nuray ve Savag (1993) modiiliis fonksiyonu yardimiyla asagidaki dizi uzaylarin ta-

nimlamigtir:

n—oo

1 n
[Vcn f]O = {SL’ €s: lim ﬁ E f(‘xak(m)D = 07 m,ye gére dUZgun }7
k=1
1 n
Vo, fl={x €s: lim — flzgrpm — L|) = 0, keyfi L i¢in, m’ye gore diizgiin},
k=1

Voo floo = {2 € 5500 - 3 F(lgril) < oo}
T p=1
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2.2 Kiume Dizileri

Tamim 2.2.1 X # () ve N dogal sayilar kiimesini gostermek tizere, f : N — P(X)
seklinde tanimh fonksiyon Vk € N i¢in P(X) de bir

f(k) = A € P(X)

kiimesi belirler. Bu f fonksiyonunun deger kiimesini olusturan A;, Ay, As, ...

kiimelerinin olusturdugu diziye kiime dizist denir.

Tanim 2.2.2 (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir x € X noktas1 ve bog
kiimeden farkli herhangi bir A C X kiimesi i¢in, = noktasi ile A kiimesi arasindaki
uzaklik

d(xz,A) = inf p(z,a)

acA

ile tanmimlanir (Nuray ve Rhoades, 2012).

Tanim 2.2.3 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ax, X'in bog kiimeden farkli alt kiimeleri

olsun. Her bir z € X icin eger,
lilgn d(z, A) = d(z, A)
oluyorsa { A} dizisi A kiimesine Wijsman yakinsaktir denir ve
W .
Ay — A veya W —1limA,=A
ile gosterilir (Baronti ve Papini, 1986).

Tanim 2.2.4 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X'in bog kiimeden farklh kapali alt

kiimeleri olsun. Ve > 0 ve her bir x € X i¢in eger,

1
lim ~|{k < n: |d(z, A) — d(z, A)| > e} =0

n—o0 M

veya hemen hemen her k icin |d(x, Ay) — d(z, A)| < e oluyorsa, {Ax} dizisi A

kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir denir ve
st —limwA,=A
ile gosterilir (Nuray ve Rhoades, 2012).
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Wijsman istatistiksel yakinsak dizilerin uzayr WS' ile gosterilir.

BRI
WS = {{Ak} : nll_)rlolo ﬁ| g—l |d(z, Ag) — d(z, A)| = O}
seklindedir.

Tanim 2.2.5 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ax, X'in bog kiimeden farkli alt kiimeleri
olsun. Her bir z € X igin eger supyd(z, Ax) < oo oluyorsa {Ax} dizisi sinarlidar

denir (Nuray ve Rhoades, 2012).

Tanim 2.2.6 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X'in bog kiimeden farkh kapali alt

kiimeleri olsun. Her bir z € X i¢in eger,

oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman Cesaro toplanabilirdir denir (Nuray ve

Rhoades, 2012).

Tanmim 2.2.7 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ag, X’in bog kiimeden farkli kapali alt

kiimeleri olsun. Her bir z € X i¢in eger,
R
lim ~ ; \d(x, Ay) — d(z, A)| = 0

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli Cesdaro toplanabilirdir denir (Nu-

ray ve Rhoades, 2012).
Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin uzayn;
R
Woy| = {{Ak} lim ~ > ld(x, Ay) = d(z, A)| = o}
k=1

seklindedir.

Tanmim 2.2.8 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay X’in bog kiimeden farkh kapali alt

kiimeleri olsun. 0 < p < oo olmak tizere her bir x € X icin eger,

o1
lim —
n—oo 1

> ld(x, Ay) = d(z, AP =0
k=1

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir denir

(Nuray ve Rhoades, 2012).
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Teorem 2.2.9 (X, p) bir metrik uzay ve 0 < p < oo olsun. Bu taktirde bog
kiimeden farkli, kapali A ve Ay alt kiimeleri i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:

(i) {Ag} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise bu taktirde

{Ag} dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir.

(i) {Ag} dizisi simrh ve A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsak ise bu taktirde

{Ag} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir.
(Nuray ve Rhoades, 2012).

Tanim 2.2.10 (X, p) bir metrik uzay, A ve A; X’in bog kiimeden farkh kapali alt
kiimeleri olsun. Her bir z € X icin, m ye gore diizgiin olarak eger

1
lim —
n—oo N

D d(w, Apm) = d(x, A)

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman hemen hemen yakinsaktir denir (Nuray

ve Rhoades, 2012).

Tanim 2.2.11 (X, p) bir metrik uzay, A ve A; X’in bog kiimeden farkh kapali alt
kiimeleri olsun. Her bir z € X icin, m ye gore diizgiin olarak eger

1 n
lim — " |d(z, Appm) — d(z, A)| = 0

n—oo N,
k=1

oluyorsa {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsaktir denir

(Nuray ve Rhoades, 2012).

Tanim 2.2.12 (X, p) bir metrik uzay, A ve A; X’in bog kiimeden farkh kapali alt
kiimeleri olsun. 0 < p < oo olmak tizere her bir x € X icin, m ye gore diizgiin olarak
eger,

o1
lim —
n—oo N

> ld(x, Appm) — d(z, AP =0
k=1

oluyorsa, {Aj} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-hemen hemen yakinsaktir

denir (Nuray ve Rhoades, 2012).
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Tanim 2.2.13 (X, p) bir metrik uzay, A ve A; X’in bog kiimeden farkh kapali alt

kiimeleri olsun. Ve > 0 ve her bir x € X igin, m ye gore diizgiin olarak eger,

1
lim —|[{k <n:|d(x, Agrm) — d(z, A)| >} =0

n—oo 1,

oluyorsa {A} dizisi A kiimesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakinsaktur

denir (Nuray ve Rhoades, 2012).

Tanim 2.2.14 (X, p) bir metrik uzay, # bir lacunary dizisi olmak iizere A ve Ag,
X’in bog kiimeden farkl kapali altkiimeleri olsun. Eger, her bir z € X igin,

lim 1 Z d(z, Ay) = d(z, A)

r—00 r
kel

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary toplanabilirdir denir (Ulusu ve

Nuray, 2012).

Tanim 2.2.15 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizisi olmak iizere A ve A,
X in bog kiimeden farkli kapali altkiimeleri olsun. Eger, her bir x € X i¢in,
1
el,

oluyorsa {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilirdir denir

(Ulusu ve Nuray ,2012).

Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilir kiime dizilerinin uzayn;

[WNg| = {{Ak} » lim hir > ld(w, Ay) — d(x, A)| = 0}

kel

ile gosterilecektir.

Tanim 2.2.16 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizisi, A ve Ay, X in bog
kiimeden farkli kapali altkiimeleri ve 0 < p < oo olmak iizere eger, her bir x € X
icin,

.1

" kel,

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p—lacunary toplanabilirdir denir

(Ulusu ve Nuray, 2012).
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Tanim 2.2.17 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizisi olmak {izere A ve A,
X in bog kiimeden farkli kapali altkiimeleri olsun. Eger, Ve > 0 ve her bir z € X
icin,

1
lim — |{k € L : |d(, 4) = d(x, 4)| > £} = 0

r—00 r

oluyorsa {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaktir denir

ve

Sp—limy Ay =A veya A — A(W.Sy)

ile gosterilir (Ulusu ve Nuray, 2012).

Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak kiime dizilerinin uzayri;
WSy := {{Ak} 0 Sp — limw A, = A}

ile gosterilecektir.

Tanmim 2.2.18 X ve Y Banach uzaylari ve A = (a,;) matrisi X den Y ye lineer
operatorlerinin bir dizisi olsun. Eger, her x = (x,,) € X dizisi i¢in,

[e.9]

A,(x) = Zankxk

k=1

ifadesi Y de tanimli norma gore yakinsak ve her n € N i¢in,

Az = (iankxk) cyY

k=1
oluyorsa A matrisine X den Y ye bir matris doniigiimii denir ve A € (X,Y) ile

gosterilir (Maddox, 1980).

Tanim 2.2.19 Yakinsak dizileri yakinsak dizilere limiti koruyarak dontistiiren mat-

rislere regiiler matrisler adi verilir (Boos, 2000).

Tanim 2.2.20 A C R olmak iizere, bir A kiimesinin karakteristik fonksiyonu x4

ile gosterilir ve
1, keA
0, k¢ A

xa(k) =
biciminde tanimlanir.
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2.3 Asimptotik Denklik

Tanim 2.3.1 Negatif olmayan x = () ve y = (yx) dizileri i¢in eger

lim 2% =1
ko Yk

ise (xy) ve (yx) dizilerine asimptotik denktirler denir ve
z e~y
ile gosterilir (Marouf, 1993).
Tanim 2.3.2 Negatif olmayan x = () ve y = (yx) dizileri ve her € > 0 igin eger

liml{kgn: ﬂ—L‘ZeHzo
Yk

n n

ise (zg) ve (yx) dizilerine L katle asimptotik istatistiksel denktirler denir ve

St
r~1y

ile gosterilir (Patterson, 2003).

Tanim 2.3.3 6 bir lacunary dizisi olmak iizere, negatif olmayan = = (xy) ve y = (yx)

dizileri eger

ise () ve (yx) dizilerine L katl kuvvetli asimptotik lacunary denktirler denir ve
Ny
T~y

ile gosterilir (Patterson and Savas, 2006).

Tanim 2.3.4 6 bir lacunary dizisi olmak iizere, negatif olmayan = = (xy) ve y = (yx)

{szI,,:

ise (xy) ve (yg) dizilerine L katl asimptotik lacunary istatistiksel denktirler denir

dizileri ve her € > 0 icin eger

1
lim —

ﬁ—L‘zeH:o
Yk

r

ve
Sy
T~y
ile gosterilir (Patterson ve Savag, 2006).
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Tanim 2.3.5 Negatif olmayan = = (zy) ve y = (yx) dizileri eger m’ye gore diizgiin

olarak
1
lim —
n n
k=1

ise () ve (yx) dizilerine L katl kuvvetli asimptotik invaryant denktirler denir ve

l’gk(m)

Yok (m)

- L‘ —0
Ve
x <y
ile gosterilir (Savag ve Patterson, 2006).

Tanim 2.3.6 Negatif olmayan = = (x}) ve y = (y;) dizileri ve her & > 0 igin eger,

1
{kﬁn:

lim —
non

m’ye gore diizgiin olarak

M_L‘ >€H _0
Yok (m) N

ise (zy) ve (yx) dizilerine L katle asimptotik invaryant istatistiksel denktirler denir

ve

L
o

x 2y
ile gosterilir (Savag ve Patterson, 2006).

Tanim 2.3.7 6 bir lacunary dizisi olmak iizere, negatif olmayan = = (xy) ve y = (yx)
dizileri eger m’ye gore diizgiin olarak
1
lim —
im .
ke,

Tyk (m)

L’ =0
Yok (m)

ise (zx) ve (yx) dizilerine L katl kuvvetli asimptotik lacunary invaryant denktirler

denir ve

NL
o
xr ~ vy

ile gosterilir (Savag ve Patterson, 2006).

Tanim 2.3.8 6 bir lacunary dizisi olmak iizere, negatif olmayan = = (xy) ve y = (yx)

dizileri i¢in ve her € > 0 igin eger, m’ye gore diizgilin olarak

{ke[r: 28}’20

ise (z,) ve (y) dizilerine L katle asimptotik lacunary invaryant istatistiksel denktirler

1 l‘O’ m
lim — )

Yok (m)

T

denir ve
L
So‘G

r ~y

ile gosterilir (Savag ve Patterson, 2006).
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Tanim 2.3.9 (X, p) bir metrik uzay olsun. A ve By, her x € X i¢in d(z, Ax) > 0
ve d(z, Br) > 0 olacak sekilde X in bog kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun.

Her x € X igin eger
d(iL‘, Ak)
im ————=

ise, {Ax} ve {By} dizilerine asimptotik denktirler (Wijsman anlaminda) denir ve

{Ax} ~ {B:}
ile gosterilir (Ulusu ve Nuray, 2013).

Tanim 2.3.10 (X, p) bir metrik uzay olsun. Ay, ve By, her x € X i¢in d(z, Ax) > 0
ve d(x, Bx) > 0 olacak sekilde X in bog kiimeden farkh kapali alt kiimeleri olsun.
Her x € X ve her € > 0 i¢in eger

lim — <n:|——=—-L| > =
wal{rs o fimms - 2o -0

n n

ise, {Ar} ve {By} dizilerine L katl asimptotik istatistiksel denktirler(Wijsman an-

laminda) denir ve

(A0 " (B}

ile gosterilir (Ulusu ve Nuray, 2013).

Tanim 2.3.11 (X, p) bir metrik uzay ve 6 bir lacunary dizisi olsun. Ay ve By, her
r € X igin d(x, Ax) > 0 ve d(z, Br) > 0 olacak sekilde X in bog kiimeden farkh

kapali alt kiimeleri olsun. Her x € X icin eger

r h, kel d(ﬂf, Bk)

ise, {Ax} ve {By} dizilerine L katlh asimptotik lacunary denktirler(Wijsman an-

laminda) denir ve
WN}

{Ar} ~" {B}

ile gosterilir (Ulusu ve Nuray, 2013).
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Tanim 2.3.12 (X, p) bir metrik uzay ve 6 bir lacunary dizisi olsun. Ay ve By, her
r € X igin d(x, Ax) > 0 ve d(x, Bg) > 0 olacak sekilde X in bog kiimeden farkh

kapali alt kiimeleri olsun. Her x € X igin eger

1

lim —

im I
kel

d(l’, Ak)
d(l‘, Bk)

—L‘zo

ise, {Ax} ve { By} dizilerine L katle asimptotik kuvvetli lacunary denktirler(Wijsman
anlaminda) denir ve

WS

(g " By

ile gosterilir (Ulusu ve Nuray, 2013).

Tanim 2.3.13 (X, p) bir metrik uzay ve 6 bir lacunary dizisi olsun. Ay ve By, her
r € X igin d(x, Ax) > 0 ve d(z, Bg) > 0 olacak sekilde X in bog kiimeden farkh
kapali alt kiimeleri olsun. Her z € X ve her ¢ > 0 icin eger

1 {k;e]r : ‘d("j’A’J —L‘ Ze}‘ —0

lim —
o, d(z, By)

ise, {Ax} ve {By} dizilerine L katl asimptotik lacunary istatistiksel denktirler

(Wijsman anlaminda) denir ve
WSk
{Ar} ~" {B:}

ile gosterilir (Ulusu ve Nuray, 2013).
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3 KUME DIZILERIN INVARYANT ISTATIS-
TIKSEL VE LACUNARY INVARYANT
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde kiime dizileri i¢in invaryant yakinsaklik, invaryant istatistiksel yakin-
saklik, lacunary invaryant yakinsaklik ve lacunary invaryant istatistiksel yakinsaklik

kavramlar: tanimlandi. Birbirleri arasindaki iligkileri gosteren teoremler ispatlandi.

3.1 Kiume Dizilerinin invaryant Istatistiksel Yakinsaklig:

Tanim 3.1.1 (X, p) bir metrik uzay, A ve A; X’in bog kiimeden farkli kapali alt

kiimeleri olsun. Eger, her x € X igin, m ye gore diizgiin olarak

RS
nh_}rglo - Zd(az, Agkimy) = d(z, A)

k=1

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman invaryant yakinsaktir denir ve
Ay WV 4 veya WV, —limA,=A

ile gosterilir.

Burada 6zel olarak o(m) = m + 1 alimirsa Tanim (2.2.10) elde edilir.

Tanim 3.1.2 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ag, X’in bog kiitmeden farkli kapali alt

kiimeleri olsun. Eger, her x € X icgin, m ye gore diizgiin olarak
li 1 Y |d( ) —d( ) =0
im E x, A x, A)| =
" n £ y Ldak(m) )

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli invaryant yakinsaktyr denir ve

WVs

A A veya WV, —limA, = A
ile gosterilir.
Burada 6zel olarak o(m) = m + 1 alimirsa Tanim (2.2.11) elde edilir.
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Tanim 3.1.3 (X, p) bir metrik uzay, A ve A, X’in bog kiimeden farkli kapali alt

kiimeleri olsun. 0 < p < oo olmak tizere her x € X icin, m ye gore diizgiin olarak

o1
lim —
n—oo N,

Z |d<x7 Ao’“(m)) - d($7 A)lp =0
k=1

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-invaryant yakinsak denir ve
(W], .
A, — A veya [WVU]p —limA,=A
ile gosterilir.

Burada 6zel olarak o(m) = m + 1 alimirsa Tanim (2.2.12) elde edilir.

Tanim 3.1.4 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X'in bog kiimeden farklh kapali alt

kiimeleri olsun. Eger, Ve > 0 ve her z € X icin, m ye gore diizgiin olarak

1
lim —{k <n:ld(z, Apkm)) — d(z, A)] > €} =0

n—oo N

oluyorsa, { A} dizisi A kiimesine Wijsman invaryant istatistiksel yakinsaktir denir

ve

Sg — lim WAk =A veya Ak — A(WSO)

ile gosterilir.
Burada 6zel olarak o(m) = m + 1 almirsa Tanmim (2.2.12) elde edilir.

Teorem 3.1.5 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X’in bog kiimeden farkli kapali

alt kiimeleri olsun. Bu taktirde
(i) 0 <p<ooigin Ay — A([WV,],) ise Ay — A(WS,)
(i) {Ak} € Lo ve Ay, — A(WS,) ise A, — A([WV,],)
(i) WS, N Ly = [WV,],

dir. Burada L., simirli kiime dizilerinin kiimesidir.
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ispat .

(i) Ap — A([WV,],) verilmis olsun. Bu taktirde 0 < p < oo ve ¢ > 0 i¢in

é d(z, Ayegmy) — d(x, AP = é d(, A, )~ d(z, A
(A1 )il A) 2
+ S (@, Ay ) — d(z, A)P
\d(z,A_ (:;id(x,A)Ks
olup,
3 o Apr) —de, AP =3 d Agsg) = da, AP

|d(z,A_x (m) )—d(z,A)|>e

> &P, |{k <n: |d($aAok(m)) - d(l‘,A)| > €}|

bulunur. Yani,

D ld(@, Agrgmy) — d(x, A)P > & [{k < ns |d(@, Agrgmy) — d(, A)| > e}
k=1
1
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif — ile ¢arpilir ve n — oo iken limite gegilirse
n

1 < 1
lim — Z |d(z, Agrmy)—d(z, AP > €. lim — [{k < n: |d(z, Agrgny) — d(z, A)| > €}
k=1

n—oo 1M n—oo 1

elde edilir. Burada A, — A[WV,], oldugundan esitsizligin sol tarafinin n — oo iken

limiti O dir. Boylece

1
el lim — ‘{k <ncld(z, Apriy) — d(z, A)| > 5}‘ <0

n—oo N,
ise

lim Lk < n: |z, Agegm) — d(z, A)] > }| = 0

n—oo N

elde edilir. Bu ise Ay — A(WS,) oldugunu gosterir.

(i) Ax = A(WS,) ve {Ax} € Ly verilmis olsun. Her m > 1 ve € > 0 i¢in,

G = sup ‘d(l’, Aa’“(m))’ + ’d(‘ra A>|
k,m

kiimesini alalim. Oyle bir N, segelim ki, her m ve n > N. igin,

1 £ .3 5
Ltk < e, Agrgny) — d(e, ) = ()7} < 5o
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L(n,m,z) = {k < n : |d(z, Ay — d(z, A)| > (5)7} kitmesidir. Simdi her m ve
n > N, i¢in,

Z |d($a Aak(m)) - d<$7 A)|p = Z |d(ZE, Aak(m)) - d($, A)|p
k=1

keL(n,m,z)

k¢ L(n,m,z)
1 15 1 e e €
Sn— )G+ (== 4~ =
L) ¢ LG =55 =e

elde edilir. Bu yiizden {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-invaryant yakin-

saktir.
(iii) (i) ve (ii) birlikte diigiiniiliirse sonug olarak WS, N Lo, = [WV,], elde edilir. [

Teorem 3.1.6 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X’in bos kiimeden farkli kapali

alt kiimeleri olsun. Bu taktirde
(i) A = A([WV,]) ise Ay = A(WS,)
(i) {Ax} € Loo ve Ay — A(WS,) ise Ay, — A([WV,])
(iii) WS, N Ly = [WV,]
dur.
ispat.

(i) Ar — A([WV,]) verilmis olsun. Bu taktirde

2 (@, Agrmy) — d(z, A)] = > jd(z, A, )~ d(x, A)
|d(‘T:AJk(m))*d(m,A)|26

olup,

NE
=

T, Agk(my) — d(z, A)| > > d(x, Agk () — d(z, A)|

=~
Il
—
b
Il
-

v

e. [{k < n:ld(z, Apr(my) — d(z, A)| > €}
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bulunur. Yani,

Z |d(x7Aok(m)) - d(iC,A)’ > €. ‘{k' <n: |d(x7Aok(m)) - d(:EaA)’ > 8}‘
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif — ile ¢arpilir ve n — oo iken limite gecilirse
n

lim — Z|d (%, Agk(my) —d(x, A)| > €. lim ~ |{k; <n:d(z, Agkimy) — d(z, A)| > €}

n—oo M n—oo M,

elde edilir. Burada A, — A[WV,] oldugundan esitsizligin sol tarafinin n — oo iken

limiti O dir. Boylece

. lim — ’{k <n:ld(z, Agkm)) — d(z, A)| = 5}’ =0

n—oo N,
ise
nh—>noloﬁ ‘{k sn: |d<‘r7AUk(m)) - d(I,A)’ > 5}‘ =0

elde edilir. Bu ise Ay — A(WS,) oldugunu gosterir.

(i) Ay — A(WS,) ve {Ax} € Lo verilmis olsun. Her m > 1 ve € > 0 igin,
G= sup ‘d(l‘, Aak(m))’ + ’d($7 A)’
k,m
kiimesini alalim. Oyle bir N. secelim ki, her m ve n > N. icin,
< (e, Agi) — d(z, A)] 2 ()} < 5
- n: |d(z x
n - - ot m) 2G

L(n,m,z) = {k < n:|d(x, Asrimy) — d(x, A)| > (5)} kiimesidir. Simdi her m and

n > N. i¢in,
Z‘d(x’Aa’“(m)) - d(:E,A)| = Z |d<x>Aak(m)) —d(az,A)]
k=1 k€L(n,m,z)

+ Y d(w, Agegny) — d(z, A))|

k¢ L(n,m,z)
1 15 1 ¢ e €

< —(n—=)G+—(=n==-+=-=c¢.
Rnag)d L Gn=g5+5=¢

elde edilir. Bu yiizden { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli invaryant yakinsaktur.

(iii) (i) ve (ii) birlikte diisiiniilirse sonug olarak WS, N Ly, = [WV,] elde edilir. O
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Lemma 3.1.7 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ax, X’in bog kiimeden farkl kapali alt
kiimeleri olsun. Her € > 0, her n > ng ve her m > my oldugunda

1 n—1

- Z ‘d(.f, Aak(m)> - d(.I‘,A)| <e

n
k=0

olacak gekilde ny ve mq varsa { Az} € [WV,] dir.

ispat. e >0, n>n{ vem > mg igin m’ye gére diizgiin olarak
1< €
- Z |d([E, Aak(m)) - d(l’, A)| < 5

n
k=0

olacak gekilde ng ve mg segelim. n > ng ve 0 < m < myg igin
1 n—1
- Z ‘d([L‘, Aa’“(m)) - d(l’, A)| <€
n
k=0

olacak sekilde ng var oldugunu ispatlamak yeterlidir.

no = max(ng, ny) almirsa, n > ng ve biitiin m’ler igin
1 n—1
- Z ‘d(.f, Aak(m)> - d(.I‘,A)| <e

n
k=0

esitsizligini saglar. mg tamsay1 olup, yerine koyulursa;

mo—1

Z |d(xaAak(m)) - d(:L‘7A)| =M
k=0

yazilir. Simdi 0 < m < mg ve n > mg alinirsa

S (i, Argy) — (. A)| = %( DS )\d(x,Agk(m)) — d(z, A)

k=0 k=mg

1
n

elde edilir ve n yeterince biiyiik alinirsa,

M ¢
< —+-<e
n 2
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yazilabilir ve boylece

elde edilir. O

Lemma 3.1.8 (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay,, X’in bog kiimeden farkli kapal alt

kiimeleri olsun. €; > 0, ¢ > 0, her n > ngy ve her m > my i¢in
1
—{0<k<n—1:l]dz,Amm)) —dz, A)| > e} <&
n

olacak gekilde ng ve mg varsa { A} € WS, dir.

Ispat. e, > 0 olsun. Her € > 0, her n > né ve her m > my i¢in m’ye gore diizgiin
olarak,

1 €
~H{O <k <n— 1 d(z, Agry) — d(z, A)| > e} < 51

olacak sekilde nz) ve mg secelim. n > ng ve 0 < m < myg igin
1
—{0<k<n-1: ]d(x,AUk(m)) —d(z,A)| > e} < g
n

olacak sekilde ng var oldugunu ispatlamak yeterlidir.

no = max(ng, ny) almirsa, n > ng ve biitiin m’ler igin
1
—{0 <k <n—1:]dx, Ask(m)) —d(x, A)| > e} < &
n
esitsizligini saglar. 0 < m < mg , my tamsay1 olup, yerine koyulursa;
K = ‘{0 <k<mo—1: ‘d(xaAak(m)) - d(maAM > 5}’
elde edilir. Simdi 0 < m < mg ve n > mg alinrsa ve
1 €1
_|{0 < k <n-—1: ’d(xJAcrk(m)) - d(l’,A)| > 6}| < 3
n

esitsizligi ile

1
EHO <k<n-1: |d($aAak(m)) - d(l‘,A)| > €}|

1
< ﬁl{o < k <mg — 1: ‘d('xaAok(m)> - d(l‘,A)| > €}|
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1
+ —‘{mo < k <n-—1: ’d(xaAok(m)) - d(x>A)‘ > 8}‘
n

yazilabilir ve boylece
1
EHO <k<n—1:|dx, Apkm) —d(x, A)| > e} < e

elde edilir. O
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3.2 Kime Dizilerinin Lacunary invaryant Istatistiksel

Yakinsaklig:

Tanim 3.2.1 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizisi, A ve A, X'’in bog
kiimeden farkli kapal alt kiimeleri olsun. Eger, her x € X i¢in, m ye gore diizgiin

olarak

. 1
lim W ; (2, Agk(my) = d(z, A)
€ s

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary invaryant yakinsaktir denir ve
Ay Whas 4 veya WNy—limA, =A
ile gosterilir. Wisjman lacunary invaryant yakinsak kiime dizileri W N,y ile gosterilir.

Tanim 3.2.2 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizisi, A ve Ag, X'in bog
kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun. Eger, her x € X icin, m ye gore diizgiin

olarak

. 1
TILIEO h_ Z ‘d('xa Aak(m)) - d(.%', A)’ =0

" kel,

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli lacunary invaryant yakinsaktur

denir ve
Ay Wl 4 veya [W Ny —lim Ay = A
ile gosterilir. Wijsman lacunary kuvvetli invaryant yakinsak kiime dizileri [W N4

ile gosterilir.

Teorem 3.2.3 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizisi, A ve Ay, X’in bog

her z € X i¢in
[W Nyg| < [WV,]

dar.

Ispat. {Ar} € [WNy| olsun. Bu durumda, e > 0, r > ry i¢in u > 0,

m = k,_1 + 1+ u oldugunda

[y

[
1 ™
h_ |d(ZL’, Ao’“(m)) - d(IwA)' <Eg

" k=0
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olacak sekilde bir ry sayisi vardir. n > h, olsun. ¢ bir tamsay1 ve 0, 0 < 6 < h,

araliginda secildiginde n = ih, + 0 yazilir. n > h, ve ¢ > 1 oldugundan,

n—1

1
Z ’d(l’, Aak(m)) - d(l’, A)’ <

n
k=0

(i+1)hy—1
> ld(x, Agegny) — d(z, A)l
k=0

SR

| i DR
- Ez Z ‘d(‘rwAak(m)) —d(l‘,A)|
§=0  k=jh,
+ 1 2ih
§z+ he < 1h,€ (2'21)
n n
& < 1icin ve & < 1 oldugundan
n n
1 n—1
- Z ’d<x7Acrk(m)) - d(l’, A)' < 2
=0
dir. Boylece {A;} € WV, ] dir. Bu taktirde
[WNoo] = WV (3.1)
dir.

{Ag} € [WV,] ve &> 0 verilsin. Bu durumda, herbir x € X ve n > N igin,

1 n
- > ld(x, Agrmy) — d(x, A)| <, m=1,2,...
k=1

olacak sekilde N > 0 sayis1i ve A C X olacak sekilde bos kiimeden farkl kapali bir
A kiimesi vardir. 6 bir lacunary dizisi oldugundan » > R iken h, > N olacak sekilde

R > 0 says1 segebiliriz. Dolayisiyla,

1
h—Z]d(x,Agk(m)) —d(z,A)| < e

" kel,
yazabiliriz. Boylece, {Ay} € [W N,yy| elde edilir. O halde
[WVU] = [WNUG] (32)

dir. (3.1) ve (3.2) 'den
[WNO—Q] = [WVU]

elde edilir. O
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Tanim 3.2.4 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizisi, A ve A, X'’in bog
kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun. 0 < p < oo olmak tizere her x € X igin,
m ye gore diizgiin olarak
.1
rlgrolo h_ kZ: |d(l‘7 Aak(m)> - d(l’, A)|p =0

" kel,

oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli lacunary p-invaryant yakinsak

denir ve
[WNUG]

A, —" A wveya [WNge]p —limA,=A

ile gosterilir. Wijsman kuvvetli lacunary p-invaryant yakinsak kiime dizileri [W N¢] »

ile gosterilir.

Tanim 3.2.5 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizisi, A ve A, X'’in bog
kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun. Eger, Ve > 0 ve her x € X i¢in, m ye gore

diizgilin olarak

1
lim —H{k € I, : |d(z, Apr(m)) — d(z, A)] > €} =0

r—00 hr

ise, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary invaryant istatistiksel yakinsaktir
denir ve

Sgg — lim WAk =A veya Ak — A(WSO—Q)

ile gosterilir.

Teorem 3.2.6 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizisi, A ve Ag, X’in bog

kiimeden farkl kapali altkiimeleri olsun. Bu taktirde

(1) Ak — A ([WNO—Q]) ise Ak — A(WS(,9>
(i) {Ax} € Loo ve Ap — A(W Syg) ise A ([W Nyyg))
(iii) (W S,6) N Log = [W N,e)

dir.
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ispat .

(i) Ay — A([W N,yg]) verilmig olsun. Bu durumda ¢ > 0 igin, m ye gore diizgiin

olarak,

> ld(x, Agigny) — d(z, A)| = > d(z, A, )= d(z, A)

kel, kel,
|d(:p,Aak(m>)fd(x,A)\Zs
+ Z |d<x>Aak(m)) _d(va)’
kel,

|d($7Aak (m) )—d(z,A)|<e

olup,
Z |d(l‘7 Aak(m)) - d([L’, A)| > Z |d(ZL’ AJ’“ m)) d(l‘, A)'
kel, kel,

(A, )~ A) 2

> e |k el |d(z, Apemy) — d(z, A)| > €}

bulunur. Yani,

> (@, Agigny) — d(z, A)| > e [{k € L.« |d(x, Agr(y) — d(, A)| > £}

kel

1
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif ™ ile carpilir ve r — oo iken limite gegilirse

lim —Z |d(z, Agr(my)—d(x, A)| > €. lim —— ‘{k €L« |d(z, Agr(my) — d(z, A)| > €}

r—00
b kel

elde edilir. Burada Ay — A[W N,g| oldugundan esitsizligin sol tarafinin » — oo iken
limiti O dir. Boylece

e. lim — !{k €L : |d(x, Agr(my) — d(z, A)| > €}| <0

T—}OO
ise

lim — ’{k: €L : |d(z, Agr(my) — d(z, A)| > €} =0

T—00 ,,,

elde edilir. Bu ise Ay — A(W S,4) oldugunu gosterir.
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(i) {Ax} € Loo ve Ap — A(WS,p) oldugunu kabul edelim. {Ax} € L, oldugundan
her z € X ve her k ve m icin |d(z, Agr () — d(x, A)| < M olacak sekilde bir M >0
sayist vardir. Buradan € > 0 icin

1 1
— 2 ld(2, Agry) —d(2, A)| = = S (2, Agi () — d(z, A)|
hy kel h, e

ld(x,A 1 () —d(,A) | >e

1
+h_ z |d(x7Aak(m)) - d(l’,A)|
T kel
|d(z,AJk(m))fd(m,A)|<€

IN

hMT [{k € I : |d(z, Aprimy) — d(x, A)| > e}
+e. |[{k € I : |d(z, Aprmy) — d(z, A)| < €}

M
= [{k € I, : |d(z, Agr(my) — d(z, A)| > }| + €

elde edilir. Yani

1
- > ld(x, Agigny) — d(z, A)

" kel,

M
< [{k € I, : |d(z, Aprmy) — d(z, A)| > }| + ¢

olur. Burada her iki tarafin » — oo iken limiti alinirsa

1

lim — Z |d(1‘7 Aak(m)) - d([)ﬁ, A)|
r—o0 hy je], (3.3)
1 .
< lim (Mh_ [{k € I : |d(z, Aprimy) — d(z, A)| > €} +5)

bulunur. Ay — A(WSyg) oldugundan, (3.3) esitsizliginin sag tarafindaki limit degeri

£ a egittir. Boylece

1 1
Jim — > ld(x, Agry) — d(z, A)| < & = lim - > ld(x, Agry) — d(2, A)) =0

r—00
" kel, " kel,

elde ederiz ki bu Ay — A[W N,g| olmas: demektir.

(iii) (2) ve (4¢) birlikte diigtiniiliirse sonug olarak W.S,g N Lo = [W Nyg] N Lo oldugu

ortaya cikar. O
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Teorem 3.2.7 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizisi, A ve Ag, X’in bog

kiimeden farkli kapal altkiimeleri olsun. Bu taktirde her 6 lacunary dizisi ve her

r € X icin
WSJQ <~ WSU

dar.

Ispat. {Ag} € WS, olsun. 1 > 0, r > rg igin u > 0, m = k,_; + 1 4+ u oldugunda

1
—H{0<k<h,—1:|dx, Askimy) —d(x, A)| > e} < e
I (m)

olacak sekilde bir ry sayis1 vardir. n > h, olsun. ¢ bir tamsay1 ve ¢, 0 < t < h,

araliginda secildiginde n = i¢h, + ¢ yazilir. n > h,. ve ¢ > 1 oldugundan,

1
EHO < k <n-—1: |d(xaAak(m)) - d(l’,A)| > Z':}|

1
< EHO <k< (Z + 1)h1” —1: ’d($7Aak(m)) - d(l‘,A)l > 5}|

h
S (Z -+ 1)hr€1 S 27:—T€1
n

S|

T ‘hr v
(1>1) h— <1 icin ve 1 < 1 oldugundan
n n

1

—{0<k <n—1:|dx, Askpny) — d(x, A)| > e}] < 264

n
dir. Boylece {A;} € WS, dir. Bu taktirde

WSO-Q = WSU

elde edilir.
{A;} € WS, olsun. Bu taktirde ¢ > 0, ¢; > 0, herbir z € X ve n > N igin,

1
ﬁHk <n:ld(z, Apriny) —d(x, A)| > e} <e, m=1,2,...
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olacak sekilde N > 0 sayis1i ve A C X olacak sekilde bos kiimeden farkh kapali bir
A kiimesi vardir. 6 bir lacunary dizisi oldugundan r > R iken h, > N olacak sekilde

R > 0 sayis1 segebiliriz. Dolayisiyla,
1
h_r‘{k € IT : |d<x7Aak(m)) - d(SL’,A)l Z}| <&
yazabiliriz. Boylece, {Ax} € WS, elde edilir. O halde
WSJ = WSUQ (35)

dir. (3.4) ve (3.5)den
WSU-Q =4 WSU

elde edilir. O

Teorem 3.2.8 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizisi, A ve Ag, X’in bog

kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun. Bu taktirde
(i) 0 < p < oo igin Ax — A ([W N,g),) ise Ay — A(WS,p)
(i) {Ar} € Lo ve Ay, — AW S,g) ise A — A ([W Nyglp)
(iii) WSs9 N Loo = [W Nl
dur.

ispat .

(i) Ap — A([W Nyygp) verilmis olsun. Bu durumda 0 < p < oo ve € > 0,

Z |d(x7Aak(m)) _d<$’A)|p = Z |d(I7AGk(m)) —d(ZE,A>|p
kel kel
|d(x>A0k(m>)7d(xaA)‘25
+ Z |d(£L‘,Agk(m)) — d(%,A)’p
kel,

(A, )~ A) <

olup,

2 |d(@, Agkm) — d(z, A= 2. |d(z, Agrmy) — d(z, A)|P
WElr kel
‘d(vao-k<m))*d(I,A)|25

2 epb. |{k c [r . ‘d(fcaAok(m)) - d(&?,A)| 2 8}‘
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bulunur. Yani,

> (@, Agigny) — d(@, AP > " |{k € L.« |d(x, Agr(y) — d(, A)| > £}

kel

1
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif = ile carpilir ve » — oo iken limite gegilirse

1
lim — Z |d(z, Agr(my)—d(z, A)[P > €P. lim — |{k €L : |d(w, Agi(my) — d(z, A)| > €}

r—00 r r—00

elde edilir. Burada Ay — A[W Ny, oldugundan esitsizligin sol tarafinin r — oo

iken limiti O dir. Boylece

e, lim — |{k: € I |d(z, Agiiy) — d(z, A)| > £} < 0

T—00 7"
olur ve

lim — \{k; € L : |d(w, Agi () — d(z, A)| > £} = 0

r—00 7,.

elde edilir. Bu ise Ay — A(W S,4) oldugunu gosterir.

(i) {Ax} € Loo ve Ap — A(W S,p) oldugunu kabul edelim. {Ax} € L, oldugundan
her € X ve her k ve m icin |d(z, Ak () —d(z, A)[P < M olacak sekilde bir M >0

sayist vardir. Buradan € > 0 icin

1 1
— > ld(z, Aok(m)) —d(z, A = — ) |d(z, Aak(m)) —d(z, A)|P
he kel he kel

|d(z,Agk(m))—d(a:,A)|Zs

1

T 2 ‘d(x7Aak(m)> _d(LU,A)|p

hy kel,
ld(2,A 1 () =, A) | <e

IN

M
W [{k € I : |d(z, Aprmy) — d(z, A)| > e}
+eP. [{k € I, : |d(z, Agr(my) — d(z, A)| < e}

M
elde edilir. Yani,

M
— Z A, Ao () — d(w, AP < = [{k € I : |d(z, Agk(my) — d(z, A)| > e}| + &7

" kel
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olur. Burada her iki tarafin » — oo iken limiti alinirsa

1

lim — Z |d(x7Aak(m)> - d(l‘,A)|p
=0 Ny kel 1 (36)
S lim (Mh_ ‘{k’ - Ir . |d(l’,Aak(m)) — d(.T,A)’ Z 8}‘ —|—5p)

bulunur. Ay — A(WSyg) oldugundan, (3.6) esitsizliginin sag tarafindaki limit degeri

¢ a esittir. Boylece

1 .
Jim o~ kz; (2, Agi(my) — d(z, AP < & = lim — Y~ |d(z, Agr () — d(z, A)P =0

1
r—oo f,
kel,

elde ederiz ki bu Ay — A[W N,g| olmas: demektir.

(iii) (i) ve (ii) birlikte diisiiniiliirse sonug olarak WS, N Log = [W N,yg|, elde edilir.
[
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4 MODULUS FONKSIYONU YARDIMIYLA
TANIMLANMIS BAZI YAKINSAK DIZI
UZAYLARI

Bu boéliimde modiiliis fonksiyonunu kullanarak bazi yeni dizi uzaylari tanimlandi.
Bu yeni tanimlanan dizi uzaylar: ile 3. boliimde tanimladigimiz bazi kavramlarla

aralarindaki iligkileri gosteren teoremler ispat edildi.

4.1 Modiiliis Fonksiyonu Yardimiyla Tanimlanmis invaryant

Yakinsak Dizi Uzaylari

Tanim 4.1.1 (X, p) bir metrik uzay, f bir modiiliis fonksiyonu, A ve Ay, X’in bog
kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun. Eger her x € X i¢in, m’ ye gore diizgiin

olarak

lim ~ " F(ld(z, Ay — dla, A))) = 0,
k=1

n—oo N,
oluyorsa {A} dizisi A kiimesine modilis fonksiyonuna gore Wijsman kuvvetli in-

varyant yakinsaktir denir ve Ay WYL 4 veya  [WV,(f)] — limAy = A ile

gosterilir.

Tanim 4.1.2 (X, p) bir metrik uzay olsun. A ve Ay, X’in bog kiimeden farkh

kapali alt kiimeleri olsun. Kiime dizilerinin [WV, ] uzay:
1 n
[WVU}OO = {{Ak} : sup ﬁ Z ’d@jaAcrk(m))‘ < OO}
m,n kzl
dir.

Tanim 4.1.3 (X, p) bir metrik uzay, f bir modiiliis fonksiyonu, A ve Ay, X’in bog

kiimeden farkl kapal alt kiimeleri olsun. Kiime dizilerinin [WV,(f)]w uzay:

WV, = { €401 500 23 o, i) < ¢

dir.
Eger f(z) = x oldugunda, [WV,(f)] uzayr [WV,] uzayma ve [WV,(f)]w uzay1 da

[WV,]o uzayma indirgenir.
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Teorem 4.1.4 (X, p) bir metrik uzay, f bir modiiliis fonksiyonu, A ve A, X’in

bos kiimeden farkli kapal alt kiimeleri olsun. Bu taktirde
(i) A = A([WV,(f)]) ise A — AW S,)
(ii) f modiiliis fonksiyonu smirh ve Ay — A(W.S,) ise A — A ([(WV,(f)])
(iii) f smurh ise WS, = [WV,(f)]
dir.
ispat.
(i) Ar — A([WV,(f)]) verilmis olsun. € > 0 igin,

3= Fdla A — d(z. ) = S fld, A, ) — d(e, A))

+ ’;1 f(|d<x’Aak(m)) _d(IaA)’)
|d(z Aak(m))fd(x,A)Ka
olup,
];1 fld(z, Agr(m)) — d(z, A)]) > /;1 F(ld(@, Agr(my) — d(z, A)])
(A, )~ (. A) 2

v

e. [{k < n:ld(z, Apr(my) — d(z, A)| > €}

bulunur. Yani,

D Fld(@, Aginy) — d(z, A)|) > e [{k < s Jd(x, Agegny) — d(z, A)] > €}
k=1
1
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif — ile carpilir ve n — oo iken limite gecilirse
n

N R 1
nh_)rgo - ;f(ld(fﬂ,Aak(m))—d(fL’,A)D > e lim — [{k < n:d(z, Agrgny) — d(z, A)| > €}

n—oo M

elde edilir. Burada Ay — A[WV,(f)] oldugundan esitsizligin sol tarafinin n — oo

iken limiti 0 dir. Boylece

1
e. lim = |{k <n:|d(z, Aprimy) — d(z, A)| > e} <0

n—oo N
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ise

1
lim = |[{k <n:|d(x, Appn) — d(z, A)| >} =0

n—oo N

elde edilir. Bu ise Ay — A(WS,) oldugunu gosterir.

(ii) Kabul edelim ki f modiiliis fonksiyonu siirh ve Ay — A(W.S,) olsun. Her m > 1
igin bir
G = sup £, Agsu)] + Iz, A))

kiimesi alinir. € > 0 olsun. Biitiin m’ ler ve n > N, igin

1

k< d(, Agry) — dlw, A) > S} < 5=
olacak sekilde N. secilir ve L(n,m,z) = {k < n : |d(z, Agrgyy) — d(z, A)| > %}
kiimesidir.
Simdi her m ve n > N, igin

Zf(|d(x’A0’“(m)) - d(I7A)|) = Z f(ld(vaak(m)) - d($7A)|)
k=1

keL(n,m,z)

+ Z f(ld(m’Aak(m)) _d(x7A)‘)

k¢ L(n,m,z)

1 € 1 e E €
Rag)Ct Q=g +g=¢

elde edilir. Boylece { Ay} dizisi A kiimesine f modiiliis fonksiyonuna gore Wijsman

<

kuvvetli invaryant yakinsaktir.

(iii) (i) ve (ii) birlikte diigiiniilirse sonug olarak f sirh ise WS, = [WV,(f)] elde
edilir.

]

Teorem 4.1.5 (X, p) bir metrik uzay olsun. A ve Ay, X’in bos kiimeden farkh

kapali alt kiimeleri olsun. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu taktirde

(WVo ()] € WVo(f)leo

dir.
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Ispat. {A;} € [WV,(f)] olsun. Bu taktirde

n n

S F(d(, Agri)l) = + 3 (1, A) — d(z, 4) + d(z, A))

k=1 k=1

S|

< =3, Agki) — il A)) + 3l A))
< 3 (e, Agki) — dlar, A+ M S 7 (1)
k=1 k=1

Burada M, d(z, A) < M olacak sekilde bir tamsayidir. Boylece {Ax} € [WV,(f)]x
elde edilir. 0

Teorem 4.1.6 (X, p) bir metrik uzay olsun. A ve Ay, X’in bog kiimeden farkli ka-
pali alt kiimeleri olsun. Eger f bir modiiliis fonksiyonu ve { A;} dizisi A’ya Wijsman
kuvvetli invaryant yakinsak ise, bu taktirde Ay dizisi A’ya f modiiliis fonksiyonuna

gore Wijsman kuvvetli invaryant yakinsaktir. Yani
(WVo] € WV (£)]
dir.
Ispat. {4} € [WV,] olsun. Bu durumda, her m > 1 icin,
1 n
=— d(z, A —d(x, A
S(n,m, ) = ~ ;| (, Agt(my) — d(z, A)] = 0, (n — o)

e>0ve 0 <t<§igin f(t) < e olacak gekilde 0 < § < 1 araliginda bir § segilir.
A = |d(2, Agh(my) — d(z, A)| yazilr.

> flagm) = 1+ 5o
k=1

Burada ilk toplam ay,, < ¢ ve ikinci toplam ay,, > 0’ dir.

>, = z F(d(@, Agigmy) — d(z, A)])

(@, A, y)— 7, 4)| <
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20 = 2. Fld(, Agkmy) — d(z, A)])

dir. Bu durumda, ¥, < en ve ag,, > 0 icin,

Qkm Ak
m < —= < 14 [—=],
a 5 +15 ]

Burada [z], z'nin tam kismimi gosterir. Modiiliis fonksiyonun tammindan, ag, > ¢
icin,

Flarn) < (1+ [ F() < 27 (1)

dar.
ag

Boylece ¥y < 2f(1)Tm ve 31 < en oldugundan [WV,] C [WV,(f)] elde edilir. O

Lemma 4.1.7 Savag(1992) f bir modiiliis fonksiyonu ve a > 0 sabit say1 olsun. Bu

durumda f(x) > cx (0 < z < «) olacak sekilde bir ¢ > 0 sabit sayis1 vardir.

Teorem 4.1.8 (X, p) bir metrik uzay, f bir modiiliis fonksiyonu, A ve Ay, X’in bog
kiimeden farklh kapal alt kiimeleri ve {A;} simirh bir dizi olsun. Bu taktirde {A}
dizisinin A’ya f modiiliis fonksiyonuna gore Wijsman kuvvetli invaryant yakinsak
olmasi i¢in gerek ve yeter sart A, dizisinin A’ya Wijsman kuvvetli invaryant yakinsak

olmasidir. Yani,

(WV(F)I N Lo = [WVG]

dar.

Ispat. {A,} € Lo ve {4;} — A[WV,(f)] olsun. Bu taktirde m’ye gore diizgiin

olarak,

1 n
Ezf(’d(mﬁAak(m))_d<x>A>D _>07 (n—>oo)
k=1
dir. Lemma (4.1.7)" dan her k ve m igin igin,
f(|d<x7Aok(m)) - d(.ﬁl}, A)D > C|d(;€, Aok(m)) - d(&?, A)’

yazilir. Her iki tarafa da 1’den n’ye kadar toplam uygular ve n’ye bolersek,

1< I
E Zfﬂd(x’Aak(m)) - d(I7A)|) > Cg Z |d(x7Aak(m)) - d(l’,A)|
k=1

k=1
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elde edilir. n — oo igin esitsizligin sol tarafinin limiti m’ye gore diizgiin olarak sifir

olur. Buradan m’ye gore diizgiin olarak
1 n
- > ld(@, Agkgny) — dlx, A)| =0
k=1

elde edilir. Yani [WV,(f)] C [WV,] olur. Teorem 4.1.6’dan [WV,] C [WV,(f)]
oldugundan

(WVe(P)]I N Lo = [WVG]

elde edilir. O
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4.2 Modiiliis Fonksiyonu Yardimiyla Tanimlanmis Lacunary

invaryant Yakinsak Dizi Uzaylari

Tanim 4.2.1 (X, p) bir metrik uzay, f bir modiiliis fonksiyonu, A ve Ay, X’in bog
kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun. Eger her x € X i¢in, m’ ye gore diizgiin
olarak

1
Tlggoh— kz fld(z, Agk(y) — d(z, A)]) = 0,

" kel

oluyorsa { Ay} dizisi A kiimesine modiiliis fonksiyonuna gore Wijsman kuvvetli lacu-

nary invaryant yakinsaktir denir ve
Ay WD A Gova  [WN(f)] = limAy, = A
ile gosterilir.

Tanmim 4.2.2 (X, p) bir metrik uzay olsun. A ve Aj, X’in bos kiimeden farklh

kapali alt kiimeleri olsun. Kiime dizilerinin [WW N,g] uzayi

N, = {{Ak} : suphi S (@, Agey)| < oo}.

m,r [y kel,

dir.

Tanim 4.2.3 (X, d) bir metrik uzay, f bir modiiliis fonksiyonu, A ve A, X’in bog

kiimeden farkl kapali alt kiimeleri olsun. Kiime dizilerinin [W Nyg(f)]eo uzay:

W oo o = { L} 50 5 5 ke, A < 001

" kel
dir. Eger f(x) = z oldugunda, [W Nyo(f)] uzayr [W N, uzaymma ve [W N,o(f)]oo

uzayl da [W Nyglo uzayina indirgenir.

Teorem 4.2.4 (X, p) bir metrik uzay, f modiiliis fonksiyonu, A ve Ay, X’in bog

kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun. Bu taktirde
(i) A = A([WNoo(f)]) ise Ap = AW So0),
(i) f modiiliis fonksiyonu smirh ve A, — A(WSyy) ise Ay — A ([W N,o(f)]),
(iii) f smurh ise, WS,9 = [W Nyo(f)] dur.
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ispat .

(i) Ar — A([WNye(f)]) verilmis olsun. € > 0 igin,

D fld(, Agkmy) — dlz, A)]) = > fld(z, A ) —d(z, A)])

kel, kel
|d(x,Aak (m>)fd(:1:,A) |>e

+ Z f(|d(x7Aak(m))_d(x’A)|)

kel,
A, Ak )~ 4) | <e

olup,
k; f(|d<$’Aak(m)) - d(I,A)D > k:; f(|d([[‘, Ao’“(m)) - d(I,A)D

(A, )i, A)] >

> e |{k €I :|d(z, Aprimy) — d(z, A)| > e}

bulunur. Yani,

Z fld(z, Agrmy) — d(z, A)|) = . |{k € I : |d(z, Aprmy) — d(z, A)| > €}

kel

1
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif W ile garpilir ve r — oo iken limite gegilirse

1 1
lim - Z f(ld(z, Agr(my)—d(z, A)]) > . lim - [{k € I : |d(z, Aprmy) — d(z, A)| > e}

r—00 r—=00 [l
kel

elde edilir. Burada Ay — A[W N,y(f)] oldugundan esitsizligin sol tarafinin r — oo
iken limiti 0 dir. Boylece

1
e. lim W [{k € L, : |d(z, Agrimy) — d(z, A)| > e} <0

r—00 r

olur ve

1
lim - [{k € I : |d(z, Aprimy) — d(z, A)| > e} =0

7—00 r

elde edilir. Bu ise Ay — A(WS,y) oldugunu gosterir.
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(ii) Kabul edelim ki f modiiliis fonksiyonu simirl ve Ay, — A(WS,y) olsun. Her
m > 1 igin bir

G = sup f(d(, Agkio)| + . A))
kiimesi alalim. € > 0 ve dyle bir V. secelim 6yle ki

€

1 €
h_r|{k € IT : |d($aAak(m)) —d(ZB A)| = 2}’ < 200G

olsun. Her m ve r > N, icin

L(r,m,z) ={k € L : |d(z, Agr(m)) — d(z, A)| > -}

DN ™

kiimesi olsun.

Simdi her m ve r > N, i¢in

Z f(|d(x’Ao’“(m)) - d(I,A)D = Z f(|d<x’Aak(m)) - d<va>|)
keL(rm.z)

kel
S, A i) — d(, A))
k¢ L(r,m,z)

1 1 e
< (h 2G)G+h (2)h =

DO ™

<,
2
elde ederiz. Bu ylizden {Aj} dizisi A’ya f modiiliis fonksiyonuna gére Wijsman

kuvvetli lacunary invariant yakinsaktir.

(iii) (i) ve (ii) birlikte diistintiliirse sonug olarak f smirli ise WS,9 = [W Ny (f)] elde
edilir. O

Teorem 4.2.5 (X, p) bir metrik uzay, f bir modiiliis fonksiyonu, A ve Ay, X’in bog

kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun. f modiiliis fonksiyonu olsun. Bu taktirde

[WNeo(f)] W Noo(f)] o

dar.
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Ispat. {A;} € [WN,o(f)] olsun.

—Zf]dxAUk quxAc,k )) = d(z, A) + d(z, A)))

" kel " kel

<—Zf]d:cAk ) —d(z, A))) +—Zf!dxA|>

" kel " kel

<—Zf|dxAk ) —dla, A))) + Mo Zf

" kel, " kel,
Burada M, d(z, A) < M olacak sekilde bir tamsayidir. Bu yiizden {Ax} € [W Ny (f)]oo
dar. O

Teorem 4.2.6 (X, p) bir metrik uzay, f modiiliis fonksiyonu, A ve A, X’in bog
kiimeden farkl kapal alt kiimeleri olsun. Eger f bir modiiliis fonksiyonu ve Ay dizisi
A’ya Wijsman kuvvetli lacunary invaryant yakinsak ise, bu taktirde A, dizisi A’ya f

modiiliis fonksiyonuna gore Wijsman kuvvetli lacunary invaryant yakinsaktir. Yani
[WNgo] C [WNso(f)]

dur.

Ispat. {A,} € [WNO-Q] olsun. Bu durumda, her m > 1 igin,

S(r,m,z) Z|d:vAak —d(z,A)| — 0, (r — o0)

" kel
e>0ve0<t<digin f(t) < e olacak gekilde bir 0 < 6 < 1 araliginda bir ¢ segilir.
A = |d<{[‘, Aok(m)) - d(x; A)’ yalelI‘.

Z f(akm) = 21 + 22

kel,
. Burada ilk toplam ay,, < d ve ikinci toplam ay,, > §’dir.
Zl - Z f<|d(x7Aak(m))_d(xaA)|>

kel
(.4, e ), A)| <6

22 = kz; f(|d(x7Aak(m)) —d(.fE,A)D
Elr
(A, ), A)] >
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Bu taktirde, 31 < er ve ag,, > ¢ igin,

[~

am
Uy < - < 1 4+ 5

J

burada [z] z'nin tam kismini gosterir. Modiiliis fonksiyonun tanimindan, ag, > 0

icin,
Flam) < (L+ [ZE)F(L) < 2f(1) ="
dir.
Boylece ¥y < 2f(1)ak7m ve X1 < er oldugundan [W N, C [WNye(f)] elde edilir.

]

Teorem 4.2.7 (X, p) bir metrik uzay, f modiiliis fonksiyonu, A ve Ai, X’in bos
kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olsun. f bir modiiliis fonksiyonu ve Ay sinirh
bir dizi olsun. Bu taktirde Ay dizisi A'ya f modiiliis fonksiyonuna gére Wijsman
kuvvetli lacunary invaryant yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart Ay dizisinin

A’ya Wijsman kuvvetli lacunary invaryant yakinsak olmasidir. Yani,
[(WNoo(f)] N Loo = [WNyg]
dur.

Ispat. {A,} € Lo ve {4} = A[WN,4(f)] olsun. Bu taktirde m’ye gére diizgiin

olarak,

hi S F1(@, Agey) — d(z, A)]) = 0(r = 50)

" kel,

dir. Lemma (4.1.7)’dan her k ve m i¢in igin,
f(|d<x? Aok(m)) - d($7 A)D > C|d(;€, Aok(m)) - d(%, A)’
yazilir. Her iki tarafa da k,_; + 1’den k,’ye kadar toplam uygular ve h,’ye bolersek,

1 1
S F U Agiy) — e, ) > e S (e, Agsiu) — d(, 4)
" kel, " kel,
elde edilir. » — oo icin esitsizligin sol tarafinin limiti m’ye gore diizgiin olarak sifir
olur. Buradan m’ye gore diizgiin olarak

1
o Dl Agey) = d(x, A)) =0

" kel
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elde edilir. Yani [W N,(f)] C [W Nyg] olur. Teorem (4.2.6)’dan [W Nyg] C [W Nyo(f)]
oldugundan

(W Nog(f)] N Lo = [W Ny

elde edilir. ]
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5 KUME DIZILERININ INVARYANT VE LA-
CUNARY INVARYANT DENKLIGI

Bu boliimde kiime dizileri i¢in invaryant denklik, invaryant istatistiksel denklik,
lacunary invaryant denklik ve lacunary invaryant istatistiksel denklik kavramlari

tanimlandi. Bu kavramlar arasindaki iligkileri gosteren teoremler ispatlandi.

(X, p) bir metrik uzay olsun. X in bog kiimeden farkh kapal alt kiimeleri Ay ve By
icin, d(x; Ay, Bi)'y1 asagidaki gibi tanimlayalim.

d(z, A
(I7 k), :c¢AkUBk;
d([E,Ak,Bk) = d(l’, Bk)
L, r € A U By

5.1 Kiime Dizilerinin Invaryant Denkligi

Tanmim 5.1 (X, p) bir metrik uzay olsun. Ay ve By, X’in bog kiimeden farkli kapali
alt kiimeleri olmak iizere eger, her x € X i¢in, m’ye gore diizgiin olarak

1
lim — d(x; Agk (s Bok =1L
lran n Z (ZL’, ok(m)» ak(m))

k=1

ise, {Ar} ve {By} dizilerine L katlh asimptotik invaryant denktirler (Wijsman an-

laminda) denir ve

(43" (B}

ile gosterilir.

Tanim 5.2 (X, p) bir metrik uzay olsun. Ay ve By, X’in bog kiimeden farkli kapali

alt kiimeleri olmak tizere eger, her z € X icin, m’ye gore diizgiin olarak

1 n
lim — E (25 Agk (), Bokmy) — LI =0
non
k=1

ise, {Ax} ve { By} dizilerine L kath kuvvetli asimptotik invaryant denktirler (Wigs-

man anlaminda) denir ve
\a%

(4 "7 (B

ile gosterilir.
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Tanim 5.3 (X, p) bir metrik uzay olsun. Ay ve By, X in bog kiimeden farkli kapali

alt kiimeleri olmak iizere eger, her ¢ > 0 ve her z € X igin, m ye gore diizgiin olarak
.1
lim —[{k < n : |d(2; Agr(my, Bok(m)) — L| > €} =0
non

ise, {Ax} ve {By} dizilerine L katl asimptotik invaryant istatistiksel denktirler

(Wigsman anlaminda) denir ve
wskt
{Ae} ~7 {Bx}
ile gosterilir.

Lemma 5.4 (X, p) bir metrik uzay, Ay ve By, X'in bog kiimeden farklh kapali alt

kiimeleri olsun. Her € > 0, her n > ng ve her m > m igin

1
—Z|dx,40k Bormy) — L <€
n

WV]L

olacak gekilde ny ve mq sayilar1 varsa { A} {By} dir.

Ispat. ¢ >0, n > ny ve m > my i¢in m’ye gore diizgiin olarak

n—1

1 €
Z |d(ZL’ Ao’“ (m)» ok(m)) - L| < 5

n
k=0

olacak gekilde ng, ve mq segelim. n > ng ve 0 < m < my i¢in

n—1
1
— Z |d($7 Aak(m)a Bak(m)) — L| <e€
"o
olacak sekilde In, var oldugunu ispatlamak yeterlidir.
no = max(ny, ny) almirsa, n > ng ve biitiin m’ler igin

n—1
|d(x, Aak(m), Bak(m)) — L| <€
k=0

3|

esitsizligini saglar. mg tamsay1 olup, yerine yazilirsa;

mo—1

> d(w; Ay, Bokgny) — LI = M

23



yazilir. Simdi 0 < m < mg ve n > mg alinirsa ve

n—1 mo—1
1
= > 1d(@; Aoy, Bok ) (Z Z) |d(; Agh mys Bk my) — LI

k=0 k=0 k=mg

SI'—

n—1

1
+ E Z |d(l’ Aok (m)s ok(m)) — L|

k=mg

IN

<

yazilabilir ve boylece

n—1
1
E Z |d(ZE, Aak(m)a Bak(m)) — L| <e€
k=0

elde edilir. n

Teorem 5.5 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizisi, Ay ve By X in bog

icin
[WN ](7 WVU

A VR B & {AG "N (B
dir.
Ispat. {A4;} Wileo {Bg} olsun. ¢ > 0, r > rgiginu >0, m =k, +1+u
oldugunda

L Rl

h_ Z |d($;Agk(m),BUkm()) — L| <e

" k=0

olacak gekilde bir ry sayist vardir. n > h, olsun. ¢ bir tamsay1 ve 6, 0 < 6 < h,

araliginda secildiginde n = th, 4+ 0 yazilir. n > h, ve i > 1 oldugundan,

o4



n—1 | (DR =1
- |d(x; Agrmys Bormy) — L| < - > (@ Agigny. Borgmy) — L
k=0 k=0
i (GH+1hr—1
= —Z Z .Z' Aok(m)7Bok(m)> —L’
—]hr
1 %he |
§z+ hoe 7 8(@21)
n n
h, i,
— < 1 igin ve o < 1 oldugundan
n n
n—1
— <
- |d(; Agk (s Bormy) — L| < 2¢
k=0
dir. Boylece {Ak} {Bk} dir. Bu taktirde
[WNIE Wik
{A} T~ By = (A N (B (5.1)

elde edilir.

L
{Ax} A {Br} ve € >0 verilsin. Bu durumda, herbir x € X ve n > N igin,

1 n
= " |d(@, Agk(y: Borgmy) — d(z, A)| <&, m=1.2,..
n

olacak gsekilde N > 0 sayis1 ve A C X olacak sekilde bos kiimeden farkli kapali bir
A kiimesi vardir. 6 bir lacunary dizisi oldugundan r > R iken h, > N olacak sekilde
R > 0 sayis1 secebiliriz. Dolayisiyla,

—E:WxAM )y Bok(my) — d(a, A)| < &

" kel

[WN o

{By} elde edilir. O halde

WN ]09

yazabiliriz. Boylece, {Ax}

{Ar}

dir. (5.1) ve (5.2) 'den

{Ar}

[WV]J

{Br} = {Ax} { By} (5.2)

[WN]O'9 V]O’

{(By} & {4} { B}

elde edilir.
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Lemma 5.6 (X, p) bir metrik uzay, Ay ve By X'in bog kiimeden farkl kapal alt

kiimeleri olsun. €; > 0, her € > 0, her n > ny ve her m > my icin
1
_’{O <k<n-—1: |d(x7Aak(m)7Bak(m)) - L)’ > 8}’ <&
n
. W3
olacak gekilde ng ve mg sayilar1 varsa {Ay} ~7 {By} dir.

Ispat: &, >0 olsun. Her ¢ > 0, her n > né ve her m > my igin m’ye gore diizgiin
olarak,

1
EHO <k<n-1: ’d(l’,Aak(m),ng(m)) — L| > €}| < %

olacak sekilde né) ve mgy secelim. n > ng ve 0 < m < my i¢in
1
_|{O <k<n-1: |d(x7AUk(m)aBJk(m)> - L)| > €}| <é1
n

olacak sekilde n, var oldugunu ispatlamak yeterlidir.

ng = max(ng, ny) almirsa, n > ng ve biitiin m’ler icin
1
—|{0 <k<n-1: ’d(JT;AUk(m),BUk(m)) — L‘ > €}| <é&
n

esitsizligini saglar. 0 < m < mg mg tamsay1 olup, yerine koyulursa;
K=[{0<k<mo—1:|d(x; Agr(m)> Bor(m)) — L| > €}|

elde edilir.

Simdi 0 < m < mg ve n > mgy alinirsa ve
1 €1
EHO <k <n—1:]d@; Aergm), Borm) — LI 2 e} < o
esitsizligi ile

1
EHO <k <n—1:|dx;Agrimys Bormy) — L| = €}

1
S —|{O S k S Mo — I: ‘d('x7Aak(m)7Bok(m)> - L| 2 <C3}|
n

1
+ —|{m0 S k S n—1: ‘d(l’, Agk(m),Bok(m)) — L’ 2 8}’
n
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K 1
< —+ _|{m0 < k <n-—1: |d(l‘ Aa’“(mo)? J’C(m)) - L| > €}|
n n

<

K =
n 2

elde edilir ve n yeterince biiyiik alinirsa,

K &1
§_+—<51
n 2

yazilabilir ve boylece
1
EHO <k<n-1: ’d(l‘;Agk(m),ng(m)) — L‘ > 6}‘ <é&

elde edilir.

5.2 Kiime Dizilerinin Lacunary invaryant Denkligi

Tanim 5.7 (X, p) bir metrik uzay ve € bir lacunary dizisi olsun. Ay ve By, X'in
bog kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olmak iizere eger, her x € X igin, m’ye gore

diizgiin olarak

llm — Z d(x; Agk(my, Bormy) = L

" kel
ise, {Ax} ve {By} dizilerine L katl asimptotik lacunary invaryant denktirler (Wi-

jsman anlamainda) denir ve
(A0 " (B

ile gosterilir.

Tanim 5.8 (X, p) bir metrik uzay ve € bir lacunary dizisi olsun. Ay ve By, X’in
bog kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olmak iizere eger, her z € X igin, m’ye gore

diizgiin olarak

hm—Z|dank ) Bokmy) — L] =0

" kel,
ise, { Ay} ve { By} dizilerine L katl kuvvetli asimptotik lacunary invaryant denktirler

(Wijsman anlaminda) denir ve

() N gy

ile gosterilir.
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Tanmim 5.9 (X, p) bir metrik uzay ve 6 bir lacunary dizisi olsun. A ve By, X in
bos kiimeden farkli kapali alt kiimeleri olmak iizere eger, her ¢ > 0 ve her x € X

icin, m ye gore diizgiin olarak
1
lim h—‘{k el : ’d(&?;AUk(m),ng(m)) - L| > €}| =0

ise, { Ay} ve { By} dizilerine L katl asimptotik lacunary invaryant istatistiksel denk-

tirler (Wigsman anlaminda) denir ve
wSE
{Ar} ~"{B:}
ile gosterilir.

Teorem 5.10 (X, p) bir metrik uzay ve 6 bir lacunary dizisi, Ay ve B, X’in bog

kiimeden farkl kapali alt kiimeleri olsun. Eger her x € X i¢in,

: [WN]Z . WSk
(1) {4}~ {Bi} ise {Ax}  ~" {Br}
L
(ii) Her z € X igin supy,, |d(2; Askm), Boramy)| < 00 ve {Ax} W {B} ise

[(WN]Z,

{4} ~7 { B}

dir.
ispat.
: [WNIZ, : . T
i) € ve { Ay ~ %+ olsun. Bu taktirde her x icin, m’ye gore diizgin
(i) e > 0 ve {Ax} {By} ol Bu taktirde h € X ig 'ye gore diizg
olarak,
> ld(@; Agkgmys Bokm)) — L| = > |d(x; Agk(m), Bk(my) — L]
kel kel
|d(x;0k<m)dek(m))fL|25
+ Z |d($, Aok(m), Bok(m)) — Ll
kel
|d(x§AUk(m>:ng(m))7L‘<5
olup,
Z |d(SL’, Aak(m)ﬂ Bak(m)) - L’ > Z ‘d(l‘;Agk(m),ng(m)) - L|
kel, kel

|d($§AJk(m)7Bok(m>)7L|25

> €. Hk el : |d(l’, Aok(m),Bok(m)) — L’ > 8}‘
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bulunur. Yani,

Z ‘d X, A k( ) L| > E. ‘{k I, : | (‘r;Aak(m)’Bak(m)> _L| > 6}‘

kel

1
elde edilir. Burada her iki taraf pozitif 7 ile carpilir ve r — oo iken limite gegilirse
T

7"—>OO

Tlggo— > " ld(@; Agk gy, Bor(my)—L| > €. lim —T [{k € I, : |d(%; Agrmy, Bor(my) — L| > €}

kel

[WN o

elde edilir. Burada {A} {Bx} oldugundan esitsizligin sol tarafinin r — oo

iken limiti 0 dir. Boylece

e. lim — \{k € I+ |d(x; Apr(mys Bormy) — L| = €} <0

7‘—)00
ise

lim — ’{k € I ’d(vaak(m)yBak(m)) — L‘ 2 €}| =0

T—}OO r

elde edilir. Bu ise {A;} W50 {B} oldugunu gosterir.

ii) Kabul edelim ki supy, ,,, |d(2; Ay (), Bok(m))| < 00 ve { Ay WS°0 By} olsun. Bu
km ) )

taktirde her x € X ve her k ve m > 1 i¢in
|d(x; Agk(mys Bor(my) — L| < M

olacak gekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Buradan ¢ > 0 igin

1 1
7 Z |d<l’, Aak(m)v Bak(m)) - Ll = 7 Z |d(1‘ Aak(m ak(m)> -
hr kel hT kel

|d(x§Aak(m)7BJk<m))7L‘25

1
+h_ Z ‘d(l’, Ao"“(m)a Ba’“(m)) -
T kelr
|d(73;Aak(m)aBak(m))_L‘<5

IN

M
" [{k € I : |d(; Aprmy, Borgmy) — L| > €}
+e. ‘{]{3 el : |d<l’, Aa(m)ku Bak(m)) — L| < 5}’

M
= h—‘{kEIT:|d(mA Bk(m )—L|Z€}’—I—5

29



elde edilir. Yani

M
_Z|dl‘ Agk(m Uk(m))_L|§h_Hk€]T|d(x A Uk( )—L|Z€}|+€

" kel

olur. Burada her iki tarafin » — oo iken limiti alinirsa

1
lim — Z ‘d(&}, AU’“(WL)? Bak(m)) - L|

r—=o0 . jeg,
) 1
< lim (Mh_r [{k € I : |d(z; Agrmy, Bormy) — L| > €}| + 6)
(5.3)
bulunur. {Ag} ~ W0 {By} oldugundan (5.3) esitsizliginin sag tarafindaki limit degeri

¢ a esittir. Boylece

hm h_ Z |d Z; Agk(m Uk(m ) L| < [ hm -— Z |d l‘ Agk(m Uk(m)>_L| =0

T—00 r—00
kel, " kel,

[ NUG

elde ederiz ki bu {A4;} {B)} olmasi demektir. O

Teorem 5.11 (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizisi, A ve Aglar X in bog

kiimeden farkl kapali altkiimeleri olsun. Her 6 lacunary dizisi ve her x € X icin
(4 " By e (A " (B
dir.
Ispat. {Ak} {Bk} olsun. 1 > 0,7 > rgic¢in u > 0, m = k,_; +1+u oldugunda
h%’{o <k < hy = 12 |d(@; Agi(my, Bokmy) — I = €} < &4

olacak sekilde bir ry sayist vardir. n > h, olsun. ¢ bir tamsay1 ve t 0 < t < h,

araliginda secildiginde n = th, + ¢ yazilir. n > h,. ve ¢ > 1 oldugundan,

1
_‘{0 <k<n-—1: ’d<x7Acrk(m)7Bcrk(m)) - L‘ = E}‘
n
1
S _|{0 S k S (2_’_ 1)h7“ —1: |d(ZE Aak (m)» ak(m)) - L| Z E}|
n

1
Z S < ]+1)h —1: ‘d(x7Aak(m)7Bak(m)>_L| Z€}|

7=0
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1 h,
< —(i+ 1Dhe < 22—81
n
hy I, y
(1 >1) — < 1igin ve 1 < 1 oldugundan
n n

1
EHO <k <n—1:[d(®; Ask(m), Bormy) — L > €}] < 261,
.. wskt .
dir. Boylece {Ax} ~° {By}dir. Bu taktirde

(A} "3 {Bk} = {4}~ {Bk} (5.4)

elde edilir.
L
{Ax} W3 {By} olsun. Bu taktirde ¢ > 0, €; > 0, herbir z € X ve n > N i¢in,

1
I < 5 (2, Agsy, Boty) — (2, A 2 e} <21, m=1,2,.

olacak gsekilde N > 0 sayis1 ve A C X olacak gekilde bog kiimeden farkli kapali bir
A ktimesi vardir. @ bir lacunary dizisi oldugundan » > R iken h, > N olacak sekilde

R > 0 sayis1 secebiliriz. Dolayisiyla,
%erhﬁﬂﬁAwmwﬂﬂm)—ﬂﬁAﬂzH<&
yazabiliriz. Boylece, {Ak} {Bk} elde edilir. O halde
(40" (B = (40 "F (B (5.5)
dir. (5.4) ve (5.5) 'den

(A" {Bk} o (A {Bk}

elde edilir. n
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