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OZET

Doktora Tezi
CIFT DiZi UZAYLARI VE RIESZ ORTALAMASI

Medine YESILKAYAGIL
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigman : Prof. Dr. Feyzi BASAR

Bu tez ¢aligmasi, alt1 boliimden ibarettir. Birinci boliim, girig boliimidiir.

Tkinci béliimde, mevcut literatiirde yer alan ve calismamizda kullanacagimiz konu ile
ilgili tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii béliimde, cift dizilerin R?%*(M,,), R%(C,), R%(Cy,) ve R%(C,) Riesz uzaylar ta-
nimlanip, bu uzaylarin topolojik &zellikleri verilmigtir. Tanimladigimiz Riesz cift dizi

uzaylari ile mevcut ¢ift dizi uzaylar arasindaki kapsama bagintilar: incelenmigtir.

Doérdiincii boliimde, 0 < s < oo degerleri igin R?(L,) uzay1 tanimlanmigtir. Uzayin sirasi
ile 0 < s < 1 degerleri i¢in tam s—normlu uzay oldugu fakat barelled uzay olmadigi,

1 < s < o0 i¢in Banach uzay ve barelled uzay oldugu gosterilmigtir.

Beginci boliimde, tammladigimiz Riesz uzaylarmin a—, y— ve (¢)-dualleri verilmigtir.

Altmer boliim ise, ¥ € {p, bp,r} olmak iizere (R?(C,) : Cy) ve (R?"(Cy) : Cs), 0 < s < 00
olmak iizere (L5 : My,), (Ls : Cpp), (RT(Ls) : M), (RT(Ls) : Cpp) ve 1 < s < 0o olmak

tizere (M, : L) dort boyutlu matris simflar1 karakterize edilmigtir.
2015, vi+68 sayfa

Anahtar Kelimeler: (ift diziler, ¢ift seriler, alpha-, beta- ve gamma-dualler, dort-

boyutlu matrislerin etki alani, matris doniigiimleri.



ABSTRACT

PhD Thesis
DOUBLE SEQUENCE SPACES AND RIESZ MEAN

Medine YESILKAYAGIL
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Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Feyzi BASAR

The present thesis consists of six chapters and is organized as follows: In Chapter 1, we

summarize the main results of this study.

In the second Chapter, we give definitions and theorems about our subject are available

in present literature.

In Chapter 3, as the domain of four dimensional Riesz mean R? in the spaces M,, C,,
Cpp and C,., we define the double sequence spaces R (M,), R™(C,), R"(Cy,) and R?(C,),

and also examine some properties of those sequence spaces.

In Chapter 4, we introduce the double sequence space R?(L,) as the domain of four
dimensional Riesz mean R in the space L, of absolutely s-summable double sequences

and give some topological properties.

In Chapter 5, we determine the a-dual, y-dual and 3(9)—dual of the spaces R?(M,),
R%(C,), R™(Cp,), R™(C,) and R?(L) for 0 < s < 0o and L; for 0 < s <1,

Finally, in Chapter 6, we give the necessary and sufficient conditions on the four dimen-
sional matrix mappings in order to be in the classes (R?(C,) : Cy) and (R?(Cy) : Cy) as
¥ € {p,bp,r}, (Ls: M), (Ls : Cpp), (R*(Ls) : M), (R (Ls) : Cpp) as 0 < s < 0o and
(My: L) as 1 <s<o0.

2015, vi-+68 pages

Key Words: Double sequences, double series, alpha-, beta- and gamma-duals, matrix

domain of four-dimensional matrices, matrix transformations.
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TESEKKUR
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¥ € {p,bp,r} olmak iizere R?(Cy) ve R?(M,) uzaylan ile ilgili kisumlar titizlikle oku-
yarak rapor hazirlayan ve gerekli bazi dokiimanlar1 temin etmemde yardimei olan Inonii
Universitesi Ilkogretim Matematik Ogretmenligi Programi 6gretim iiyesi Prof. Dr. Bi-
lal ALTAY a, R?(L,) uzay ile ilgili esas sonuglar1 inceledikten sonra ovgiileriyle beni
cesaretlendiren Aligarh Muslim Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi Prof. Dr.
Mohammad MURSALEEN’e ve doktora 6grenimim esnasindaki resmi iglemlerde yardim-
larini esirgemeyen Universitelerarast Kurul Genel Sekreter V. Prof. Dr. Fatih NURAY a
ve Afyon Kocatepe Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi Yrd. Do¢. Dr. Ugur
ULUSU’ya, yine ihtiya¢ duydugum baz1 dokiimanlar1 benimle paylagan Afyon Kocatepe
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SIMGELER DIiZIiNi

Simgeler

N Dogal sayilar ciimlesi

R Reel sayilar ciimlesi

C Kompleks sayilar ciimlesi

c Yakinsak dizilerin uzay1

Q C {izerinde tamimh biitiin ¢ift dizilerin uzay:

M, Sinirh ¢ift dizilerin uzayi

Cp Pringsheim manada yakinsak ¢ift dizilerin uzay1

C, Regiiler yakinsak ¢ift dizilerin uzayi

Cop Simirli ve Pringsheim manada yakinsak cift dizilerin uzay:

Cpo Pringsheim manada sifira yakinsak ¢ift dizilerin uzay1

Cipo Sinirli ve Pringsheim manada sifira yakinsak cift dizilerin uzayi

Ce e—yakimsak cift dizilerin uzay1

Che be—yakinsak cift dizilerin uzayi

Ce c—yakinsak cift dizilerin uzay1

Cs Hemen hemen yakinsak c¢ift dizilerin uzay1

L, Mutlak yakinsak seri olugturan c¢ift dizilerin uzayi

L Mutlak s—toplanabilir ¢ift dizilerin uzayi, (0 < s < 00)

BS Kismi toplamlar: sinirh olan ¢ift serilerin uzayi

CS, Kismi toplamlar1 Pringsheim manada yakinsak olan ¢ift serilerin uzayi

CS., Kismi toplamlar regiiler yakinsak olan cift serilerin uzay1

CSyp CS,NBS

BY Sinirh salinimli ¢ift dizilerin uzay1

% Sonlu sayida terimi sifirdan farkhi olan tek dizilerin uzay:

) Sonlu sayida terimi sifirdan farklhi olan ¢ift dizilerin uzay:

o, Cift fuzzy say1 dizilerinin uzay1

Py 1<g<oove e {M,,Cp, Cph,Ch,C:, L} olmak iizere
birinci mertebeden Cesaro ortalamasi A uzayinda olan cift
dizilerin uzay1

RI(N) 0<s<oovele{M,C,, Cpp,C,, L} olmak iizere Riesz

ortalamasi A\ uzayinda olan cift dizilerin uzayi
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1. GIRIS

Qift dizilerde, tek dizilerin aksine birden fazla yakinsaklik cesidi tanimlanmigtir. Cift dizi-
ler i¢in Pringsheim manada yakinsaklik Pringsheim (1900) tarafindan verildi. Bir ¢ift di-
zinin Pringsheim manada yakinsakligi bu dizinin sinirhiligini gerektirmemektedir. Hardy
(1916-1919) regiiler yakimsaklik tanimini vererek bu eksikligi giderdi. Kojima (1922), Ro-
bison (1926) ve Hamilton (1936) gibi yazarlar, ¢ift diziler i¢in verilen bu iki yakinsaklik
tiiri ile ilgili galigmalar yaptilar. Hill (1940) fonksiyonel analiz metodunu ¢ift dizilere
uygulayarak regiiler ¢ift diziler uzayimnin topolojik dualini ve regiiler yakinsaklhiga bagh
olarak matrislerin mitkemmelligini (perfectness) tanimladi. Ayrica, Kull (1958) fonksiyo-

nel analiz metodlarini ¢ift dizilerin matris doniigiimlerinde kullandi.

Moéricz ve Rhoades (1988), hemen hemen yakinsaklik kavramini ¢ift diziler igin tanimlayip
hemen hemen yakmsak ¢ift dizilerin C; uzayim inga ettiler. Jardas ve Sarapa (1991),
iki tek dizinin koordinatsal carpim ile ifade edilebilen c¢ift dizilerin toplanabilirligini
incelediler. Moricz (1991), ¢ ve ¢ tek dizi uzaylarma karsilik gelen Pringsheim manada
yakinsak, sifira Pringsheim manada yakinsak ve regiiler manada yakinsak cift dizilerin C,,
Cpo ve C,. uzaylarimn bazi 6zelliklerini inceledi. Boos, Leiger ve Zeller (1997), ¢ift dizilerde
e—, be— ve c—yakinsakligi tamimladilar ve SM—metodunu kullanarak bu yakinsaklik
cesitlerinin baz1 topolojik 6zelliklerini verdiler. Patterson (1999) ¢ift diziler i¢in ¢ekirdek
tanimini verdi. Tirkmenoglu (Gokhan) (1999) (Cup(t) : Cp(t))rey dort boyutlu matris

simifini karakterize etti.

Zeltser (2000) gliding hump metodunu kullanarak A, u € {C.,Cp} olmak iizere A\ uza-
yindan g uzayma dort boyutlu matris simiflarimi karakterize etti ve (2001a) ¢aliymasinda
yine gliding hump metodunu kullanarak {i¢ boyutlu bir matrisin hangi gerek ve yeter
sartlar altinda yakinsak veya sinirh @ = (zy) dizisini C, veya Cp. uzaymna tagidigini gos-
terdi. Ayrica Zeltser, doktora tezinde (2001b), Boos vd. (1997) tarafindan verilen e—,
be— ve c—yakinsak ¢ift dizi uzaylarinin tagidigi baz 6zellikleri inceledi ve ¢ift dizilerde
bir A metodunun e—, be— ve c— etki alanlarimin yapisin1 verdi. Mursaleen ve Edely
(2003) tarafindan ¢ift diziler i¢cin Cauchy ve istatistiksel yakinsaklik kavramlari verildi.
Ayrica, ayni caligmada istatistiksel yakinsaklik ile kuvvetli Cesaro toplanabilir ¢ift dizi-
ler arasindaki iligki incelendi. Mursaleen ve Savag (2003), ¢ift diziler i¢in hemen hemen

regiiler matrislerin simfim1 karakterize ettiler. Daha sonra Mursaleen (2004), Mursaleen



ve Edely (2004) tarafindan ¢ift diziler i¢in matrislerin hemen hemen kuvvetli regiilerligi
tanimlandi ve bu matrisler yardimi ile ¢ekirdek teoremi olusturularak cift diziler icin
M —cekirdek kavrami verildi. Gokhan ve Colak (2004) caligmalarinda ¢ = (ty) pozi-
tif reel sayilarin bir dizisi olmak tizere C,(t) ve Cp,(t) uzaylarini, (2005) ¢aligmalarinda
M, (t) uzaymi ve (2006) caliymalarinda Cpo(t), Copo(t) ve L£,(t) uzaylarin tanimlayarak,
bu uzaylarin bazi topolojik 6zelliklerini incelediler ve dual uzaylarim verdiler. Altay ve
Bagar (2005), kismi toplamlar siras1 ile M,,, M, (t), C,, Cip, C, ve L, uzaylarinda olan
BS, BS(t), CS,, CSy,, CS, ve BV ift seri uzaylarimi inga ederek bu uzaylar ile ilgili
bazi ozellikleri incelediler. Tripathy ve Dutta (2007) ¢ift fuzzy say1 dizilerinin 4. uza-
yin1 tanimladilar ve uzayin tamlik, solid olma, simetri gibi bircok 6zelliklerini incelediler.
Gokhan, Colak ve Mursaleen (2009) (Cepo(t) : Cpo(t)), (Copo(t) = Copo(t)), (Cop(t) = Cpo(t)),
(My(t) : Cpo(t)) ve (My(t) : Cppo(t)) matris simflarin karakterize ettiler. Tripathy ve
Sarma (2009) Orlicz fonksiyonu yardimi ile baz1 vektor degerli ¢ift dizi uzaylarim tanim-
ladilar ve tanmimladiklar1 uzaylarin bazi 6zelliklerini ve birbirleri ile iligkilerini verdiler.
Bagar ve Sever (2009) 1 < s < oo degerleri i¢in mutlak s—toplanabilir ¢ift dizilerin Ly

Banach uzayim tanimlayarak bazi 6zelliklerini incelediler.

Karaev ve Zeltser (2010), ¢ift diziler i¢in Abel toplanabilirlik kavramini verdiler. Sub-
ramanian ve Misra (2010), asal manada ¢ift analitik fark dizilerinin ve asal manada
cift gai fark dizilerinin uzaylarimi tanimladilar ve uzaylarin birbirleri ile iligkilerini ver-
diler. Savag ve Patterson (2011) modiiliis fonksiyonu yardimi ile yeni ¢ift dizi uzaylar
inga ettiler ve uzaylarin birbirleri ile iligkilerini incelediler. Alotaibi ve Cakan (2012)
c¢ift dizilerin Riesz yakinsak ve Riesz ¢ekirdek kavramlarini tanimlayarak Vo € M, igin
Pr —core{Az} C P — core{x} ve Pr — core{ Az} C sty — core{x} kapsamlarmin gegerli
olmasi i¢in dort boyutlu A matrisi lizerindeki gerek ve yeter sartlar1 verdiler. Mursaleen
ve Bagar (2014), birinci mertebeden Cesaro ortalamalar sirast ile M, Cp, Cpo, Cpp, C, ve

L, uzaylarinda olan Mvu, 5p, @,0, @p, @ ve Zq uzaylarini tanimlayarak incelediler.

Tek dizi ve seri uzaylarina hasredilen ¢ok genig bir literatiir bulunmakla beraber cift
dizi ve serilerle caligmanin biiyiik zorluklar1 olmasi sebebiyle bu konuda fazla aragtirma
yapilmamig olup, bakir bir alan olarak arastirmacilar1 beklemektedir. Tek dizilerin kla-
sik uzaylarinin cesitli icgen matrisler altindaki etki alanlari incelenerek pek ¢ok yeni dizi
uzay1 literatiire kazandirildigi halde benzer ¢aligmalar ¢ift dizi uzaylari bakimindan nere-

deyse yapilmamigtir diyebiliriz. Bu sebeple; Riesz ortalamasi sinirli, Pringsheim manada

2



yakinsak, Pringsheim manada yakinsak ve sinirli, regiiler manada yakinsak ve mutlak

s—toplanabilir ¢ift dizilerin

R™"(M €eQ: R € ./\/lu} ,

R(C, €Q:R% €C,},
RI(C, €Q: Rz eC,},

) (@mn)
) (Zmn)
R*(Cypy) = {z=(2mn) € Q: R € Cy},
) (@mn)
RT(Ly) (@mn)

€Q: R e L,},(0<s<o0),
uzaylarini tanimlayarak bu uzaylarin cebirsel ve topolojik 6zelliklerini arastiracagiz.

Calismamiz boyunca; ¢ift dizilerle ilgili uygun terminoloji igin, Bagar (2012) ile Mursaleen

ve Mohiuddine (2014) ¢aligmalarina bagh kalacagiz.



2. LITERATUR BILGILERI

Bu boéliimde, sonraki béliimlere temel tegkil edecek bazi bilgiler verilecektir.

2.1 Gift Dizilerde Yakinsaklik Cesitleri ve Bazi Cift Dizi Uzaylar:

Tanim 2.1. X bos olmayan herhangi bir ciimle olmak tzere

f*NxN — X
(k7l) — f(kJ):xkl

seklinde tanimlanan [ fonksiyonuna X -degerli bir ¢ift dizi denir.

Q) ile kompleks veya reel terimli biitiin ¢ift dizilerin ciimlesi gosterilir. Bu ciimle, her

a € Cve her x = (z),y = (yn) € Q i¢in ax = (axy) ve x +y = (v + yg) iglemleri

altinda bir lineer uzaydir ve herhangi bir alt uzay: ¢ift dizi uzay: olarak adlandirilir.

x = (xy;) kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak {izere sup |zx| < oo ise x dizisine sunirlidir
k,lEN

denir (Moricz ve Rhoades 1988). Biitiin sinirh ¢ift dizilerin ciimlesi, M, ile gosterilir.

Buna gore;
M, = {x = (z1) € Q1 [|2]loc = sup |am| < OO}
k,lEN

olup, uzayin || - ||s normu ile bir Banach uzay oldugunu Méricz’in 1991 yilima ait ¢alig-

masindan biliyoruz.

Tek dizilerdeki durumun aksine, cift dizilerde birden fazla yakinsaklik kavrami mevcuttur.

En ¢ok ¢ahigilan yakinsaklik tiirleri Pringsheim manada ve regiiler manada yakinsakliktir.

Verilen her € > 0 i¢in k,l > ny oldugunda |z — a| < € olacak gekilde bir ny = ng(e)
dogal sayis1 mevcut ise, reel ya da kompleks terimli x = (zy) ¢ift dizisine, a € C
sayisina Pringsheim manada yakinsak ve a degerine de x dizisinin Pringsheim limiti
denir. Pringsheim manada yakinsak bir = (zy;) dizisine kisaca p—yakinsak dizi denir
ve limiti p — k,lliglooxkl = a ile gosterilir (Pringsheim 1900). Pringsheim manada yakinsak

dizilerin cilimlesi C, ile gosterilir, yani

Cop={r=(r) €N:3a€CVe>03ng e NVk,l>ng,|zp —al <c}



seklinde ifade edilir. C, ciimlesi, ¢ift dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla carpma

islemleri altinda lineer uzay olup,
||| p = lim [sup ]xkl|]
N—oo kI>N
yarmomu ile bir tam yarmomlu uzay tegkil ettigi, Moricz (1991) tarafindan gosterildi.

Pringsheim manada yakinsak bir ¢ift dizi, sinirh olmak zorunda degildir. Boos (2000)’de
verilen z = (zy;) dizisini

I, k=0, 1€eN,
0, k>1, €N,

Trl - —

ile tanimlayalim. Acikca = dizisi sinirh degildir. Fakat p—limiti mevcut ve sifirdir.

Cyp climlesi ile Pringsheim manada yakinsak ve sinirh cift dizilerin uzay: gosterilir. Yani,

Crp 1= {m = () €Cp: |20 = su%|:vkl| < oo} =C,NM,

)

ile tanimlanir.

Pringsheim manada a noktasina yakinsak olmasina ek olarak her [ € N i¢in klim xk ve her
— 00
k € N igin lim xkl limitleri mevcut olan = = (xy,;) dizisine, a noktasina regiiler yakinsak
denir. Reguler yakinsak bir x = (xy,;) dizisi i¢in hm hm Ty Ve khm lim zy,; limitleri mevcut
l—o00k—00

—ool—o0

ve Pringsheim limitine egittir. Regiiler yakinsak dizilerin ciimlesi C, ile gosterilir. Yani,
Cr:={zx = (xn) €C,:Vk,l € Nicin (zg)x, (xr): € ¢}

ile tamimlanir. Burada c ile yakinsak tek dizilerin uzay1 ve (zx); € c ile dizinin [ indisine

gore yakinsakligi gosterilmektedir.

Moricz (1991) tarafindan, Cp,, C, ve Cyo (sifira r—yakinsak dizilerin uzay1) ciimlelerinin

| - ||co normu ile bir Banach uzay tegkil ettigi gosterildi.

Tek diziler igin hemen hemen yakinsaklik kavrami Lorentz (1948) tarafindan verildi. Cift
diziler i¢in ise Moricz ve Rhoades (1988) tarafindan "Bir o = (xy) ift dizisi,

m+q n+r

p_q%“il)noo (q—l—l T+1 szkl_ _O’

m,n’ye gore diizgiin, esitligini saglayan bir L degeri mevcut ise L degerine hemen hemen

yakinsaktir." seklinde verildi. Bu durumda; L degerine, x dizisinin fs-limiti denir. Hemen

5



hemen yakinsak cift dizilerin uzay1, Cy ile gosterilir. Yakinsak bir ¢ift dizi, hemen hemen
yakinsak olmak zorunda degildir. Ancak sinirh yakinsak her ¢ift dizi hemen hemen ya-
kinsaktir ve hemen hemen yakinsak her ¢ift dizi sinirhdwr. Yani Gy, C C; C M, kesin

kapsamalar1 mevcuttur (Mursaleen 2004).

Benzer gekilde, tek diziler i¢in kuvvetli hemen hemen yakinsaklik kavrami Maddox (1978)
tarafindan, ¢ift diziler i¢in ise Bagarir (1995) tarafindan "Bir = = (zx) ¢ift dizisi,

m+q n+r

1
— lim ———— — L] =0,
b q,rlg}x;(q—i—l)(r—i—l)zz‘wkl |

k=m l=n
m,n’ye gore diizgiin, esitligini saglayan bir L degeri mevcut olmasi halinde L limit dege-
rine kuvvetli hemen hemen yakinsaktir" seklinde verildi. Kuvvetli hemen hemen yakinsak

¢ift dizilerin uzayi, [Cy] ile gosterilir. [C¢] C Cy kesin kapsamasi mevcuttur.

Boos vd. (1997) Pringsheim manada yakinsakliktan daha zayif olan ¢ift dizilerin a nok-

tasina e—yakinsakhgini,
Ve>0dlpeNVI>1lg3dk,eN: k> k = |.Z‘kl—a|§€

seklinde tanimladilar. Her [ € N icin sup|xy| degeri sonlu olmak iizere e—yakinsak bir
keN

x = (xy) dizisine be—yakinsak ve her [ € N i¢in limy_,, x; limiti mevcut olmak iizere
e—yakinsak bir z = (xy,;) dizisine c—yakinsak denir. Bu durumda; e—yakmsak dizilerin

ciimlesi
C. = {x = () € Q:Ja € Cigin lim lim |z —a| = 0} ,
l—00 k—o0
be—yakinsak dizilerin ciimlesi
Cre 1= {a: = (xp1) € Ce : VI € N igin sup |zy| < oo}
keN
ve c—yakinsak dizilerin ciimlesi

C.:= {x = (zr) € Q:Ja € Coyle ki C. — limzx = lim lim xy, = a}

=00 k—o0o

bigimindedir. Boos vd. (1997) ¢aliymasinda, c—yakinsakhigin SM —metod teorisinin asil

araci oldugunu gérebiliriz.

Bagarir ve Sonalcan (1999), tek diziler i¢in Das ve Sahoo (1992) tarafindan tanimlanan

uzaylarin cift diziler bakimindan karsiliklarini verdiler.
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Herhangi bir ¥ yakinsaklik kavrami i¢in, ¥—yakinsak ¢ift dizilerin uzay1 Cy ile ve J—yakinsak
x ¢ift dizisinin limiti ¢ — klim xi ile gosterilir. Cyg ile de sifira ¥—yakinsak c¢ift dizilerin
Jl—00

uzay1 gosterilir.

p—yakinsakliga benzer olarak e—, be— ve c—yakinsak bir ¢ift dizi de sinirh olmak zorunda
degildir. Bu durum; ¢ € {p, e, be, c} olmak iizere, ¥—yakimsak bir dizinin kendine 6zgii
simirhihg olmasi diigiincesini dogurmustur. Genel olarak, bir x = (zy;) ¢ift dizinin simir-
hilig1 diizgiin simirhlik, yani 2 dizisinin M, uzayma ait olmasi anlamindadir. Bu durum,

bp— ve r—yakinsaklik i¢in tabii bir sinirlilik tanimidir.

Yukarida tanimlanan yakinsaklik cesitlerinin kendilerine 6zgii sinirhlik tanimlar1 Zeltser

(2001b) tarafindan doktora tezinde;
Tanim 2.2. x = (xy;) ¢ift dizisine;
(1) eger lim sup |zy| < oo ise p—sinarhdur denir.
n—)OOkJZn
(2) eger im lim |zy| < 0o ise e—sinarhdir denir.
=00 k—oo
(3) eger sup @L’Bkﬂ < 00 ise be—sinarhidur denir.
leN
(4) eger sup | lim x| < oo ise c—swmrlidir denir.
leN k—oo

olarak verildi.

Moéricz (2003), Mursaleen ve Edely (2004) ¢ift diziler i¢in istatiksel yakinsaklik tanimini
"r = (zg) dizisi verilsin. Eger her € > 0 igin

1
p— lim —|{k<m,l<n:|ley—1I>e}=0

m,n—o0 MMN,

ise; x dizisi, | degerine istatiksel yakinsaktir denir ve sty — limxy, = [ yazilir." geklinde
verdiler. Bir ¢ift dizi Pringsheim manada yakinsak ise istatiksel yakinsaktir. Ayrica x
dizisi [ degerine istatistiksel yakinsak ise bu [ degeri tektir ve dizi Pringsheim manada

yakinsak ya da smirh olmak zorunda degildir (Edely ve Mursaleen 2006).

Tripathy ve Tripathy (2005) cift diziler i¢in Z—yakinsaklik kavramini "Z,, 2"*"'nin bir
ideali olsun. Her ¢ > 0 icin {(k,1) € Nx N: |zy — {| > e} € T, ise x = () dizisine [

degerine Pringsheim manada Z—yakinsaktir denir." geklinde verdiler.



eX! cift dizisi
1, (k1)=1(1,7) e Nx N
0 , diger durumlarda

olmak iizere ® uzayi
® = span{e : k,1 € N}
bi¢iminde tanimlanir. Genel olarak gézoniine alinan ¢ift dizi uzaylari, ® uzayimi kapsarlar.

m,n € N olmak iizere bir z = () ¢ift dizisinin z™" m., n.kisimlar,

m n
gl .= g E e

k=1 l=1

olarak tanimlanir ve ®'nin elemamdarlar.

Tiirkmenoglu (1993), Gékhan ve Colak (2004, 2005, 2006), t = (tx) pozitif reel sayilarin

bir dizisi olmak tizere

M, (t) == {:c = (xg1) € Q: sup |zy|™ < oo} ,

k>0

Cp(t) := {x =(z) €N:ILeC3p— lim |z — L™ = ()} 7
m,n— o0

Cpo(t) := {$ = (zn) € Q:p— lim |oy|™ = 0} :

,Cu(t) = {$ = (ZBkl) e Q: Z |$kl|tkl < OO} ,

k,l=0
Cop(t) := Cp(t) N My (t) ve Copo(t) := Cpo(t) N M, (2).
uzaylarini tammmladilar ve bazi sartlar altinda bu ciimlelerin tam paranormlu uzay ol-
duklarini gosterdiler. Ayrica, bu uzaylarin duallerini tanimlayip uzaylarin birbirleri ile
kapsama bagintilarini incelediler. Ozel olarak, biitiin k,! € Nler icin t); = 1 almirsa
My (t), Cp(t), Cpo(t), Lu(t), Cop(t) ve Cypo(t) uzaylar, sirasi ile, My, Cp, Cpo, Ly, Cpp ve
Cipo uzaylarmma indirgenir. Burada; £, ile mutlak yakinsak cift serilerin uzayr gosteril-

mektedir.

Bagar ve Sever (2009) tarafindan 1 < s < 0o i¢gin mutlak s—toplanabilir ¢ift dizilerin Ly

uzayl,

L, = {ZL‘ = (:L“kl) e Z |$kl|8 < OO}

k.l



1/s
seklinde tanimlandi. Ayrica, £, uzaymn ||z||; = (Zkl |xkl|s> normu ile bir Banach

uzay oldugu ifade edilerek bazi topolojik 6zellikleri incelendi.

Karaev ve Zeltser (2010): "Bir a = (@) ¢ift dizisi verilsin. Eger biitiin z,y € (0,1)

[e.9]

moneo @mn®Y" serisi yakinsak ve

degerleri igin >

lim 1l—2)(1—y A" Y" =1
(fv7y)—>(1‘71‘)( ) ) ;

ise a dizisine [ degerine Abel toplanabilirdir." tanimi ile birlikte klasik Abel teoremini cift

diziler i¢in verdiler.

Mursaleen ve Mohiuddine (2012), M, uzay: tizerindeki Banach limiti kavramini verdiler
ve Das ve Sahoo (1992) tarafindan ortaya konan bazi sonuglarin ¢ift diziler bakimindan

kargiliklarimi verdiler. Bagarir ve Konca (2012), gift-lakunary dizi uzaylarimi tanumladilar.

Bir x = (xy,;) ¢ift dizisinin birinci mertebeden Cesaro toplanabilirligi,

1 m,n
— lim (Ci%)m, =p— lim x
p m,n—>oo< 1 ) p m,n—00 (m + 1)(71 -+ 1) klz:() kl

limitinin varhg ile tanimlanir. Burada C) = (¢pnk) matrisi, biitiin m, n, k, I € N degerleri

i¢in
1
R
0 , diger durumlarda

olarak tanimlanmigtir. Dogrudan bir hesaplama ile birinci mertebeden Cesaro ortalama-

sinin C) matrisinin C;' = (dyni) tersinin biitiin m, n, k, 1 € N degerleri icin

p (=)= (e + 1)1 +1) , m—1<k<mn-—1<I1<n,
mnkl “—
0 , diger durumlarda

oldugu goriiliir.

Sever (2012) birinci mertebeden Cesaro regiiler yakinsak ¢ift dizilerin Ces, ciimlesini
Ces, :={x = (z) € Q: Ciz € C,}

olarak tamimladi, uzayin baz o6zelliklerini ortaya koydu ve §(r)—dualini tayin etti.

Negatif olmayan reel sayillarm ¢ = (qx) ve t = (t;) dizileri yardimiyla qo,fo > 0 olmak

t; tammlayalim. Bu durumda; ¢ = (gx) ve t = (t;)
i=0

m
tizere, Qn, =Y. qr ve T,, =
k=0

9



.. . o . t e
dizilerine bagh olarak R Riesz ortalamasi, R = (r? ) matrisi ile tanimlanir. Burada,;

R = (r® ) matrisi, biitiin m,n, k,! € N'ler igin

L 0<k<m, 0<1<n,

t min ) - - - -
P =4 ¢ , (2:2)
0 , diger durumlarda
esitligi ile verilmektedir. Hesaplamalar sonucunda R% matrisinin (R%)~! = D% = (d% ..

tersi, biitiin m, n, k,l € N degerleri igin

(_1)m+n—(k+l)% , m—1<k<m,n—-1<1[<n,

d?

mnkl *
0 , diger durumlarda

olarak bulunur.

Alotaibi ve Cakan (2012): "Bir = () ¢ift dizisinin R?-Riesz doniigiimii, her m,n € N

icin

Y = (RT2)imn Z Qrt1Th (2.3)

QT k,1=0

olarak tanimlanir ve « € C olmak iizere p — im(R%z),,, = « ise x = (xy) dizisine
a degerine Riesz yakinsaktir denir." tanimini verdiler. Biitlin k,l € N degerleri i¢in
qgr = t; = 1 alimirsa R? Riesz ortalamasi, dért boyutlu birinci mertebeden C; Cesaro
ortalamasina indirgenir.

Mursaleen ve Bagar (2014) birinci mertebeden Cesaro ortalamasi, sirasi ile M, C,, Cpo,
Cip, Cr ve L, uzayimda olan dizilerin Mvu, CNP, CNpg, CNbp, C, ve ENS uzaylarini tanimlayarak
bu uzaylarin, Banach uzay olduklarini gésterdiler. Mu uzayimin a—dualini, é; uzayinin
B(bp)—dualini ve ¥,n € {p,bp,r} olmak iizere 577 uzaymin [(¢)—dualini elde ettiler.
Ayrica, ¥ € {p,bp,r} ve p herhangi bir ¢ift dizi uzay1 olmak iizere (évbp,Cﬁ) ve (u,@)

matris siniflarin1 karakterize eden teoremleri verdiler.

A herhangi bir cift dizi uzayr olsun. Uzayin \* alfa-duali, \Y gama-duali ve N?) -

yvakinsakhga bagh olan beta(vartheta)-duali, siras ile

A% = {(akl) € Q: her (xkl) € \igin Z |akzl$kl| < OO} )

k.l

AV = {(akl) € Q: her (rg) € Aigin  sup Z A Tr| < 00 9,
m,neN ke =0

PEACORE {(akl) € Q: her (zx) € \igin ¥ — Z&klﬂﬁkl mevcut }
kel
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olarak tamimlanir. A\ ve p cift dizi uzaylari i¢cin A C p oldugunda pu® C A* ve A\* C
A\ kapsamalar1 mevcut ve ayrica, A* C M) kapsamasi gecerlidir. Pozitif reel terimli
olmayan yakinsak bir cift serinin kismi toplamlar dizisi sinirli olmak zorunda degildir.

Gergekten genel terimi,

1 , k=0,1€eN,

T=4 —1 , k=1, 1€N,
0 , k>2 1eN

ile verilen Y "z serisi yakinsak fakat kismi toplamlar dizisi sinirh degildir Robison (1926).
k.l
Dolayisiyla, bir ¢ift serinin kismi toplamlar dizisinin ¥—yakinsakligi sinirlihgini gerektir-

memektedir. O halde, \*™¥) C X7 kapsamasi daima gecerli degildir.

Tanim 2.3. \; ve Ao, C cismi tzerindeki iki lineer uzay olsunlar. Her (x,y) € A1 X Ao

cifti icin tanamls
() A x AN — C
(z,y) — (z,y)
fonksiyoneli;
(1) Bilineerdir, yani; biitin oy, ag, 1, fo skalarlar: x,x1, 29 € A\ ve y,y1,Ys € Ao vek-
torlert i¢in
(T, 00y1 + aoy2) = a1 (T, y1) + a2, y2)
(Brx1 + Powa,y) = Bi(w1,y) + Palza, y).
(2) (i) Bitin y € Ao ler igin (z,y) =0 ise x =0
(1) Bitin x € A ler i¢in (x,y) =0 ise y =6
sartlarime saghyorsa, \y ve Ao uzaylary dualdir denir.

(1) sartl, bir y € Ay elemanimin, A\; uzaymn Aj cebirsel dualinde bir fonksiyonel
tanimladigini ifade eder. Farkli y elemanlarinin farkl fonksiyoneller belirtecegi aciktar.

(2) (ii) sart1, Ao uzaymin A} cebirsel dualinin bir alt uzay: oldugunu gosterir.
A cift dizi uzay1 ® alt uzayim kapsiyorsa, 3(19)—duali olan M) uzay ile
() Ax NP ¢
(x, CL) - - Zaklxkl
k.l
bilineer formu altinda (A, \®™) dual ciftini teskil ederler (Zeltser 2001c).
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Tanim 2.4. A = (aunr) kompleks ya da reel degerli dort boyutlu bir sonsuz matris ve 9
herhangt bir yakinsaklik tird olsun. Simdi,

fo) = {x € Q:Vm,n € N i¢in [Ax]pm, =0 — Zamnklmkl mevcut}

k.l

ctimlesini tanimlayalim. Bu durumda;
A QD 50, 2 Az = ([Ax]mn)mmen
dondistimiine, V—tipt bir matris donisimid denir.

A = (amnr) kompleks ya da reel degerli dort boyutlu bir sonsuz matris, A bir ¢ift
dizi uzayr ve ¢ bir yakinsaklik tiirii olsun. Bu durumda; ¢ yakinsaklik tiiriine gore
A—doniigiimii A uzaymda yatan x dizilerinin climlesi, A matrisinin A uzayindaki 9 ya-

kinsaklhiga gore etki alani olarak bilinir ve )\Ef) ile gosterilir. Yani,

AV = {x = (z) € OV 1 Az € )\} :

2.2 Gift Serilerin Yakinsaklig:1 ve Cift Seri Uzaylari

Bu kisimda; cift serilerle ilgili liizumlu kavramlardan bahsedecek ve kullanacagimiz cift

seri uzaylarim tanitacagiz.

Tanim 2.5. x = (xy;) dizisi verimis olsun. m,n € N olmak tizere s = (Syn) dizisini,

m n
Smn = E E Tkl

k=0 1=0

ile tanmwmlayalvm. Bu durumda; (x,s) ikilisine bir ¢ift seri denir. T, terimine serinin
genel terimi, (Spmy,) dizisine de serinin kismi toplamlar dizisi denir. Eger (Spmy) kismi
toplamlar dizisi bir a sayisina ¥—yakinsak, yani 9 — mlg,r—I}oosmn = a ise o zaman, (x,s)
serisi 9—yakinsaktir ve serinin 9—toplami a saypsidir denir. Yakinsak olmayan seriye
wraksak seri denir.

Genel terimi z,,, olan yakinsak serinin toplami « ise o zaman, > >z, = a yazilir. Ister
ko

yakinsak ister iraksak olsun, x,,, genel terimli seri, > xy ile gosterilir.
k)l
Y o> wg ve Y > xy serilerine, siraly seriler denir. Sirali seriler, ayni toplama sahip olmak

ko1 Ik
zorunda degildir. Mesela x = (xy) ¢ift dizisini

1, k=1l+11€eN,
Ti=< —1 , k=1-1,1€N,

0 , diger durumlarda
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olarak aldigimiz zaman » >z = —1 ve Y > g = 1 oldugunu goriiriiz (Apostol 1974).
ko [k

Tanim 2.6. Y _|xy| serisi yakinsak ise, Y xp kompleks terimli serisine mutlak yakinsak-
k.l k.l
tir denar.

Mutlak yakinsak seri tegkil eden dizilerin uzayi, £, ile gosterilir. Yani,

L, := {x = (zi) € Q:||x||1 = Z |z | < oo} :

k.l

Iyer (1985), ¢ift seriler i¢in agagidaki teoremi vermigtir:
Teorem 2.7. Asagidaki onermeler gecerlidir:
(i) Mutlak yakinsak bir ¢ift seri yakinsaktor.

(11) Pozitif reel terimli bir ¢ift serinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart, kismi

toplamlar dizisinin simirly olmasidar.

(111) Reel terimli (ag) ve (by) dizilerini gozonine alalum. Bitin k,l € N degerleri i¢in

0 < ag < by ved by serisi yakinsak ise bu durumda  ay serisi de yakinsaktir ve
kil kl

Yoer @k <Dy b esitsizligi gegerlidir.

Altay ve Bagar (2005) ¢alismalarinda; ¢ = (t,,,,) pozitif terimli bir dizi ve ¥ € {p,bp,r}

olmak tiizere

BS =

—N

r=(xp) €Q: sup [Smn| < oo},
m,neN

BS(t) := {x = (z}) €Q: sup [Spn|™ < oo} :

m,neN

CSy :={x = (zn) € V: (8mn) € Co},

BY = {.1' = (xkl) € 0: Z ’$kl — Tp—1,] — Thkl-1 + :Uk:fl,lfl‘ < OO}

k.l

seri uzaylarini tanimlayip, uzaylarin bazi 6zelliklerini incelediler ve s6z konusu uzaylarin
a— ve [(¥)—duallerini verdiler. Ayrica (CSy, : C,), (CS, : C,), (CS, : C;) ve (CS, : Cp; p)

matris simiflarini karakterize ettiler.
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s = (Smn) dizisi, ) xy ¢ift serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. Limaye ve Zeltser (2009)
ol

referans alinarak bir ) xy, ¢ift serisinin birinci mertebeden Cesaro toplanabilirligi
k,l

— lim (C18)pmn =p— lim S
p m,n—)oo( 1 ) p m,n—o0 (m + 1)<n —+ ]_) k;:o kt

limitinin varligi ile tanimlanir. Benzer gekilde bir ) xy; ¢ift serisinin Riesz toplanabilirligi
ol
de Alotaibi ve Cakan (2012) takip edilerek

1 m n
p— lim (R"S),, =p— lim Z Z QrtiSki

m,n—00 m,n—0o Qan
k=0 k=0

limitinin varlig: ile tanimlanir.

Simdi, calismamiz boyunca kullanacagimiz tanim ve teoremleri verelim.

Tamim 2.8. x = (zx) kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak tzere verilen her € > 0 sayist
icin m,n, k.l > ng oldugunda |T,, — x| < € olacak gekilde bir ng dogal sayist varsa o

zaman x dizisi, bir Cauchy dizisidir denir (Burkill ve Burkill 1980).

Tanim 2.9. X bos olmayan herhangi bir ciimle olmak tizere

f : NxN — X
(/C, l) — f(k, l) = T

dizist verilmis olsun. Bu durumda;

ve

kesin artan fonksiyonlar olmak tzere,

h : NxN — NxN
(k1) —  h(k, 1) = (ki, 1))
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seklinde tanimlayalim. Bu durumda;

foh : NxN — X
(k?, l) e (f e} h)(k’, l) = T,

J

bileske fonksiyonuna (xy) dizisinin bir alt dizisi denir (Altay 2002).

Bu ¢alismada, Altay (2002) tarafindan Tanim 2.9 ile verilen alt dizi tanimi esas alina-

caktur.

Tanim 2.10. Her m,n, k,l € N i¢in k > m veya | > n veya her iki durum séz konusu

oldugunda amur = 0 ise dort boyutlu A = (@mnr) matrisine tggenvari matris denir

(Adam 1933).

Tanim 2.11. Her m,n € N i¢in tpmpmn # 0 olan dort boyutlu A = (mnk) tcgenvari
matrisine ti¢gen matris denir. Cooke (1950)’ye dayanarak dort boyutlu bir i¢gen matrisin

birtek terse sahip oldugu ve tersinin de tggen oldugunu soyleyebiliriz (Yesilkayagil ve

Basar).

Tanim 2.12. \ bir ¢ift dizi uzayr olsun. Eger

A= {(up) € Q: her k,l € Nigin |uy| < |zg| olacak sekilde 3(xy) € \} C A
kapsamast mevcut ise, A uzayina solid denir (Basar ve Sever 2009).

Tanim 2.13. Her v € X ve y € {0, 1}V dizileri icin xy = (znym) € X ise, \ ¢ift dizi

uzayina monotondur denir (Zeltser 2001c).

v € {p,bp,r,e, be, c} olmak iizere monoton bir ¢ift dizi uzaymin a— ve (¢)—dualleri

cakigiktir ve A ¢ift dizi uzayi solid ise monotondur (Zeltser 2001c¢).

Tanim 2.14. Bir topolojik vektor uzayinda sifirin her komsulugu sifirin bir konveks

komsulugunu i¢eriyorsa uzaya lokal konveks uzay denir (Wilansky 1978).

Tanim 2.15. \, C cismi tizerinde bir lineer uzay ve A C X olsun. Bu durumda; A

ctumlesinin

(i) mutlak konveks olmasi igin gerek ve yeter sart; ||+ |5] < 1 olan bitin o, € C
skalarlary icin A+ A C A olmasidar.
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(11) absorbing olmasi i¢in gerek ve yeter sart; butin o € C skalarlar igin |o| > ( olan
en az bir f > 0 sayist vardur oyle ki her x € X vektori i¢in x € oA olmasidir (Boos

2000).

Tanim 2.16. \ bir lokal konveks uzay olsun. Eger \ uzayinin bir alt ciimlesi uzayda
mutlak konveks, absorbing ve kapali ise barrel olarak adlandwrilir. Uzaydaki her barrel

sifurin bir komsulugu ise A uzayina barrelled uzay denir (Boos 2000).

Yardimci Teorem 2.17. Her Banach uzay ve her Fréchet uzay bir barrelled uzaydir

(Schaefer 1986).

Tanim 2.18. A\ bir lokal konveks dizi uzay: olsun. Eger her k,l € N i¢in rig : A = R,
x = (x) — |xw| yarmormlary sirekli iseler N\ uzayina bir DK-uzay denir. Fréchet
topolojisine sahip DK-uzaya FDK-uzay ve normlu bir FDK-uzaya da BDK-uzay denir
(Zeltser 2001b).

| lloo : Cr = R, & = (zp1) = supy ey |T| normu ile donatilan C,, Cy, ve M, uzaylar

birer BDK-uzaydirlar.

¢n(y) = SUD |ymn| (n €N)  ve  q(y) := sup| lim y,,nl,

meN neN ™

yarmormlarinim {q} U{q, : n € N} ailesi, C. ve Cp. uzaylarinin FDK-topolojisini tanimlar

(Boos vd. 1997). Ayrica, C. ve C, FDK-uzaylar ayrilabilir uzaylardir (Zeltser 2001b).

el dizisi, (2.1) bagintisindaki gibi tanimli olsun ve biitiin k,7,m,n € N'ler igin e' :=
Ype(leN), e =3 ek eN)vee:=3, e (koordinatsal yakinsak) olmak iizere
{ekl, ey, e, e} ve {ekl, e, e} climleleri, sirasi ile, C, ve C. uzaylarinin temel ciimleleridirler

(Zeltser 2002).

Yardimci1 Teorem 2.19. (X, p) bir yarmormlu uzay ve q da X dzerinde bir yarinorm

olsun. O hdlde, asagidaki ifadeler denktir:
(a) q sireklidir.
(b) q sifir noktasinda sireklidir.

(¢) Her xz € X igin q(x) < Mp(z) esitsizligini saglayan en az bir M > 0 sayist vardur.
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Tanim 2.20. A = (aynr) dort boyutlu bir matris olsun. Cy C (Cy)a kapsamast mevcut
ise, A bir Cy—yapuyr koruyan matristir denir. A matrisi, Coy—yapuyr koruyan bir matris

olmasina ildve olarak limiti de koruyorsa A bir Cy—regiiler matristir denir (Boos 2000).
Yardimci Teorem 2.21. Bir FFK—uzayimin {s uzayini kapsamast i¢in gerek ve yeter
sart 0 ve 1lerden olugan dizilerin x ctimlesini kapsamasidir (Bennett and Kalton 1973).
Cahgmanin bundan sonraki kisimlarinda ¢ € {p, bp, r} alimacaktir.

Cip, C; ve C, uzaylarindan Cy uzayma dort boyutlu matrislerin karakterizasyonu icin

Kojima (1922), Hamilton (1936) ve Zeltser vd. (2009) ¢aligmalarin dikkate alacagz.

Yardimci Teorem 2.22. A = (aynp) matrisinin (Cp, : Cy) sinafinda olmast igin

sup Z |@mnki| < 00, (2.4)

m,neN kel

day; € C vardir oyle ki her k,1 € N igin 9 — lm  apmpp = G, (2.5)
m,n—o00

Jv € C vardwr oyle ki v — mliglm; ymkl = U, (2.6)

Vk € N, dly € N vardwr oyle ki |l > lg ve Vm,n € N : @, = 0, (2.7)

Vi € N, 3k € N vardwr oyle ki k > ko ve Vm,n € N : i = 0 (2.8)
sartlarinin saglanmast gerek ve yeterdir.

@ ile sonlu sayida terimi sifir olmayan tek dizilerin uzayini gosterelim. (2.8) durumunda,

ko, lo € N vardur oyle ki a = (ag) € Ly, ve (akyy )ken, (Arol)ien € ¢ ve

v — m}TiLI_I}oo[Ax]m,n = ; apTr + ; (v — ; akl) p— m,liriloo Tn,

esitligi, © = (vg) € C, igin mevcultur.

Yardimcir Teorem 2.23. A = (aynr) matrisinin (C,. : Cy) sinifinda olmasi i¢in Yar-

dimer Teorem 2.22°nin (2.4)-(2.6) sartlaryla birlikte
dly € N vardwr oyle ki 9 — m}éI_I}loo ; rnkly = Uiy, (2.9)

dko € N vardwr oyle ki v — mITILIBoo zl: Amnkol = Vko (2.10)
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sartlarmin saglanmasy, gerek ve yeterdir. (2.10) durumunda, a = (ag) € L, ve (u),

(vg) € 44 ve

U — mlrigloo[Aﬁ]m,n = Z T + Z (Uk - Z CLk;l) Tk + Z (Ul - Z akl) z!
' k l l k

.l
+ <U+Zakl — ka — Zul) r— lim x,,,
" k ; m,n—00
esitligi, * = (zi;) € C, i¢in mevcuttur.

Yardimec1 Teorem 2.24. A = (@) matrisinin (Cpp : Cy) stnifinda olmase igin Yar-

dvmer Teorem 2.22°nin (2.4)-(2.6) sartlaryla birlikte

o € N yle ki — lim > ity — x| =0, (2.11)
k
dko € N dyle ki ¥ — mlrlgloozl: |@rmnkol — Akot| = 0 (2.12)

sartlarimn saglanmasi, gerek ve yeterdir. (2.10) durumunda a = (ay) € L, ve

U— lim [Az)pm, = E QT + (U — E akl> bp— lim .,
m,n—00 m,n— 00
k,l k,l

esitligi, © = (vg) € Cpp i¢in mevcultur.

Yardimci Teorem 2.25. \ ¢ift dizi uzay: solid ise \* = N0 = X7 esitligi gecerlidir
(Basar ve Sever 2009).

Tek dizilere uygulanan matrislerin hemen hemen konservatifligi ve hemen hemen regiiler-
ligi tanimlari, King (1966) tarafindan verildi. Zeltser vd. (2009), hemen hemen Cy-yapiy1
koruyan ve hemen hemen Cy-regiiler matris kavramlarini tanimlayarak dort boyutlu he-
men hemen Cy-yapiy1 koruyan matrislerin ve hemen hemen Cy-regiiler matrislerin simif-

larnm karakterize ettiler.

Tanim 2.26. J-yakinsak her © = (x,,) ¢ift dizisini hemen hemen yakinsak bir ¢ift diziye
dondistiren dort boyutlu A = (amngr) matrisine hemen hemen Cy-yapiyr koruyan matris

denir.

Tanim 2.27. Eger hemen hemen Cy-yapuyr koruyan olmasina ildve olarak her x € Cy
icin fo—lim Az = 9 —lim x egitligini saglayan dort boyutlu A = (amnk) matrisine hemen

hemen Cy-regiiler matris denir.
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Yardimci Teorem 2.28. Asagidaki sartlar mevcuttur:

(a) Dért boyutlu A = (amnr) matrisinin hemen hemen Cy,-yapiyr koruyan matris ol-
mast icin Yardimcr Teorem 2.22°nin (2.4) sarti ve

Jay, € C mevcut dyle ki her k,l € N i¢in

bp— lim a(k,l,q,r s, t) = ay (2.13)

q,r—00

yakinsamast s,t € N'ye gore dizgindiir,
Ju € C mevcut oyle ki

bp — q}“lgloo Z alk,l,q,r, s, t) =u (2.14)

)

yakinsamast s,t € Nye gore diizgiindiir,

Jay, € C mevcut dyle ki her bir k € N i¢in

bp — lim Z|a k.l q,r s,t)—ay| =0 (2.15)

q,r—00

yakimsamast s,t € N’ye gore dizgindiir,

day; € C mevcut dyle ki her bir | € N i¢in

bp — lim Z|a k.l q,r s,t)—ay| =0 (2.16)

q,r—0o0

yakimsamast s,t € N’ye gore dizgindiir.
sartlarnin saglanmasi gerek ve yeterdir. Burada,

1
Oé( 0,4, Ty S, ) (q+1)<7‘+1)zza kl

m=s n=t

seklindedir. Bu durumda; a = (ay) € L, ve
fo —lim Az = Zakﬂkz + (U — Z%l) bp — lel_fgo Zit,
k,l k,l
yani,
bp— i k.l t = bp — i i
/Y qﬂ}gl(x);a( 64,1, S, )xkl ;akl$kl+< — akl) p y 1_I>HOOI1

yakinsamast s,t € N'ye gore dizgindiir.

(b) A = (amnkr) matrisinin hemen hemen Cy,-regiler olmasy i¢in gerek ve yeter sart;
Yardimer Teorem 2.22°nin (2.4) sartimn ve (2.13)-(2.16) sartlarinin her k,l € N
icin a = 0 ve u = 1 ile saglanmasidir (Zeltser et al. 2009).
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Yardimci Teorem 2.29. Asagidaki sartlar mevcuttur:

(a)

(b)

Dort boyutlu A = (amnr) matrisinin hemen hemen C.-yapuyr koruyan matris ol-
masu i¢in Yardimer Teorem 2.22°nin (2.4) sarty ve Yardvmer Teorem 2.28’in (2.13)-
(2.14) sartlars ve

dlp € N mevcut oyle ki

bp — lim Za(k, lo,q,m,8,t) = wy (2.17)

q,r—00

yakinsamast s,t € N'ye gore dizgindiir,

Jko € N mevcut oyle ki

q,r—00

bp — lim Z alko,l,q,7,8,1) = vk, (2.18)
1

yakimsamast s,t € N’ye gore dizgindiir.
sartlarimn saglanmasy gerek ve yeterdir. Bu durumda; a = (ag) € Ly, (w), (vr) €

ly ve

fo—limAr = Zaklﬂﬂkl + Z <Vk - Z%l) T+ Z <Uz - Zam) )
kol % 1 ! %
+ <u+ Zakl — ka — ZU;) r —limx.
kil % 1

A = (amnrr) matrisinin hemen hemen C.-regiiler olmast i¢in gerek ve yeter sart;
Yardimer Teorem 2.22'nin (2.4) sartimn, Yardimer Teorem 2.28%in (2.13)-(2.14)
sartlarimn ve (2.17)-(2.18) sartlarinin her k,1 € N igin ay = w = v, =0 veu =1
ile saglanmasidir (Zeltser et al. 2009).

Yardimci Teorem 2.30. Asagidaki sartlar mevcuttur:

(a)

Dért boyutlu A = (amnr) matrisinin hemen hemen Cy,-yapiys koruyan matris ol-
mast i¢in gerek ve yeter sart: Yardimer Teorem 2.22°nin (2.4) sartiman ve Yardvmen

Teorem 2.28in (2.13)-(2.14) sartlarinin saglanmasudar.

Bu durumda; ¢, Yardimer Teorem 2.22°deki gibi taniml olmak tizere a = (ay) €

Ly, (akiy)ken, (rgl)ien € ¢ ve ko, ly € N igin

fo—limAxr = ; AT + (U - Z akl) D — lel_{ﬂw Ti

k.l

esitligi mevcuttur.
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(b) A = (amnk) matrisinin hemen hemen Cy-regiller olmasi igin gerek ve yeter sart:
Yardimer Teorem 2.22'nin (2.4) sartinan ve Yardvmer Teorem 2.28%in (2.13)-(2.14)

sartlarimn her k, 1 € Nigin ag, = 0 ve u = 1 ile saglanmasidur (Zeltser et al. 2009).
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3. CIFT DIZILERIN RIESZ UZAYLARI

M., Cp, Cyp ve C, ¢ift dizi uzaylarimin, sirasi ile, dort boyutlu R?" Riesz matrisi altindaki

R"(M,), R™(C,), R"(C,) ve R?(C,) etki alanlar,

R™MM,) = {x = (zg) € Q2 sup

m,neN

1
0T Z Qrli Tkl
m=n g 1=0

1 m,n
th { _ZEkl GQ HLECSZJ—mLILI_I)lOO anqutll‘kl—LZO},
k,1=0
qt 1 m,n
RT(Cyp) = (Th1) 0T, Z Glizk, | € Cp ¢
mEN =0
R™(C { () ( Z thﬂkl> eC, }
QmT, ™ k=0

ciimleleri ile verilir.

Bu béliimde, heniiz tammladigimz R%(M,), R"(C,), R"(Cy,) ve R?(C,) uzaylarin
baz1 topolojik 6zelliklerini ve mevcut ¢ift dizi uzaylarr arasindaki kapsama bagintilarini

inceleyecegiz. Ayrica, R? Riesz ortalamasinin RH-regiiler oldugunu gosterecegiz.
3.1 R*(M,), R%(C,), R"(Cy,) ve R%(C,) Uzaylarmm Ingaas:

Teorem 3.1. R"(M.,,), R"(Cy,) ve R™(C,) ciimleleri, ¢ift dizilerin koordinatsal toplama

ve skalarla ¢arpma islemleri altinda lineer uzay olup

Hxﬂoo: sup ‘(thx)

m,neN

(3.1)

mn‘

normu ile birer Banach uzaydirlar. Ayrica; R™(M,), R™(Cy,) ve R™(C,) uzaylari, siras

ile, M., Cyp ve C, uzaylarina lineer olarak norm izomorfturlar.

Ispat. Benzer ifadeleri tekrarlamaktan sakinmak i¢in ispat1, yalmz R%(M,) uzay1 igin
verecegiz.

z,y € R*(M,) ve a € C olsun. Bu durumda;

sup ‘(thx)mn‘ < Ki ve sup |(R"y)

m,neN m,neN

]<K2

mnl —
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esitsizliklerini saglayan K, Ko € R™ sabitleri vardir.

sup [{R"(ax +y)},

m,neN

IA

<

<

m,n
sup Z arli(xr + Yi)
m,neN Qm kl 0
sup QretiTr + Qrtiyr
m,neN Qm klz() Qm klZO
Sup 4 |5 Z Wtz + Z At
m.neN " L 1=0 Qm ™ 1 i=0
1 m,n m,n
| sup qrtiT | + sup Qrtiyr
| |m,n€N Qm n klZO m,neN Qan klZO
|Oé|K1 + K2

oldugundan ax +y € R%(M,) bulunur. O halde, R”(M.,,) uzay1 bir lineer uzaydir.

Simdi, R?(M,) uzaymin (3.1) bagmtisinda verilen || -

tegkil ettigini gosterelim.

| fonksiyonu ile normlu uzay

(i) Mutlak deger 6zelliginden Hxﬂoo > 0 ve biitiin k,[ dogal sayilar1 i¢in (gx) ve (t;)

dizileri pozitif terimli olduklarindan

[2]lc =0 &

bagintisini elde ederiz.

sup
m,neN

Z qrtiTy

k=0

an

Z QGtiTr| =

Vm,n € N igin

Qm ™ k=0
1 m,n
Vm n € Ni icin Z qtir =0
QnTn 57

Vk,l eN 1(;111 T =0

(i) Herhangi bir z € R?*(M,) ve o € C igin ||ozxﬂoo = |oz|||$ﬂoo oldugu kolaylikla

goriiliir.
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(iii) =,y € R"(M,) olsun.

m,n
|z +yllo = sup Z akti(Tr + Yi)
m,neN Qm n 1=0
= sup QetiTr + Q1Y
m,neN Qm n klZO Qm n klz()
< sup Z Qb | + Z QrliYri
m,neN mnkl() mnk’lO
m,n
< sup Z qrtiTr | + sup Z TetiYri
m,neN Qm 4 1=0 m,neN " =0
= zlloe + Iyl
Boylece, R (M.,,) uzay iizerinde tanimh || -ﬂoo fonksiyonunun norm aksiyomlarini sag-

ladig1 goriiliir. Dolayisiyla (R (M,,), || ﬂoo) ikilisi, bir normlu uzaydir.

Simdi, R”(M,) uzaymin bir Banach uzay oldugunu gosterelim. Her sabit [ dogal sayist
icin £ = {x%)n} olmak iizere (zV);en, R™(M,) uzaymda keyfi bir Cauchy dizisi
m,neN

olsun. O halde, her € > 0 i¢in bir ny € N dogal sayis1 mevcuttur oyle ki her [, > ng icin

2 — 20 = sup |(R"2®)n — (R | < e (3.2)

m,neN

esitsizligi saglanir. (3.2) bagintisindan her sabit m,n € N i¢in {(th:c(l))mn}leN dizisinin
M, uzaymmda bir Cauchy dizisi oldugu sonucuna variriz. M, bir Banach uzay1 oldugun-
dan dizi, bu uzayda yakinsaktir. [ — oo iken (R%z("),,,, — (R%z),,, diyelim. S6z konusu
limit noktalarim kullanarak {(R%z),,, } dizisini tanimlayalim. Boylece, (3.2) bagmtisinda

r — o0 icin limit aldigimizda her m,n € N icin
‘(th:v(l))mn - (th:v)mn‘ <e

esitsizligini elde ederiz. Her sabit [ dogal saysi i¢in {(R%z"),,,} € M, oldugundan

sup |(th$(l))mn} < k olacak sekilde bir k£ € R™ sayis1 mevcuttur. Boylece,
m,neN

[(R7%) | < (B2 D) — (RE2) | + [(RT2 D) 0| < € + K (3.3)

esitsizligini elde ederiz. (3.3) bagintisinda m,n € N iizerinden supremum aldigimizda
{(R"Z),nn} € M, oldugu sonucuna variriz. Dolayisiyla = dizisi, R”(M,) uzayma aittir.
(x®)en dizisi, R%*(M.,,) uzayinda keyfi bir Cauchy dizisi oldugundan R%(M,) uzay

tamdair.

24



Son olarak, R"(M,) uzaymin M, uzayma lineer olarak norm izomorf oldugunu gos-
terelim. Bunun i¢in uzaylar arasinda lineer, birebir ve orten bir doniigiimiin varhigim

gostermeliyiz. Bu diigiince ile 7" doniisiimiinii

T:R"M,) — M,
r — y=Tz={(R")m}

seklinde tammmlayalim. Her x,y € R%(M,) vektorii ve her o € C skalar igin
T(oz +y) = {(R"(ax + Y)mn} = A (R"T)mn} + {(R"Y)mn} = aTz + Ty
oldugundan T doniisiimii lineerdir.

x € R*(M,) i¢in Tz = 6 oldugunu kabul edelim. Bu durumda;

T toroot+tizol toroo+tizol+t2zo2
00 i3 T
q0T00+491%10 Z g (toTro+t1Tk1) Z g (torro+t1Tp1 Ht2zk2)
1 111 115
Q k Q1T 0 OLT:
90%00+91210+4g2T20 @k (tozko+t1Tx1) E g (toTkottaTpr ++tazka)
Tx = @ k=0 Q2Ty @2T2 =0
m m
9ETRO qr (tozpot+t12k1) Z qr (tozro 121 ++toTso)
k=0 Qm =0 QmTl QmT2

esitligi, x = 0 esitligini verir. Yani; 7" doniigiimiiniin sifir uzayu, sifir vektoriinden ibarettir.

O halde, T" doniistimii birebirdir.

Herhangi bir y = (yx) € M, dizisini alahm. y dizisine bagh olarak = = (zy;) dizisini
k.l €N igin

Ty = . (Qleykl Qi—1T1yk—11 — Qe T1—1Yk -1 + Qr—1T1-1Yk-1,1-1) (3.4)
Kt

ile tanimlayalim. Boylece,

m,n

k l
|(R*2),,,| = 0 T > > CVHTIQT | = [yl (3.5)
m-n k—

k=0 i=k—1 j=I—1

esitligini elde ederiz. y dizisinin M,, uzayma ait oldugunu hesaba katarak (3.5) esitliginde
m,n € N iizerinden supremum aldigimizda ||[R”x||s = ||y||eo, yani z € R%(M,) oldu-

gunu goriiriiz. O halde, T doniigiimii 6rtendir. Boylece, ispatimizi tamamlamig oluruz.
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Teorem 3.2. (3.1) ifadesinde verilen || -ﬂoo normu ile R1*(C,) uzayr bir BDK-uzaydar.

ispat. Her norm (normlu uzay), bir yarmorm (yarmormlu uzay) oldugundan R%(C,)

uzayma (3.1) bagintisindaki yarmorm ile bir yarinormlu uzay gozii ile bakabiliriz. Ayrica,

R™(C,) uzaymda her bir k,l € N igin ry : RYC,) — R, z = (z) — |zw] ile ry

yarinormlarini tanimlayalim. Simdi, herbir ry; yarinormunun siirekli oldugunu, Yardimci

Teorem 2.19'u kullanarak gosterecegiz. Supremum ozelliginden, her x € R%(C,) ve her

bir k,l € N icin ry(x) = |og| < MH%HOO esitsizligi gegerli olacak gekilde bir M >

0 sabiti bulabiliriz. Boylece, ry; yarmormlan siireklidir. Yani; R?(C,) uzay1 bir DK-

uzaydir. Ayrica, Teorem 3.1’den R?(C,) uzaymm bir Banach uzay oldugunu biliyoruz.

Bu durumda; Fréchet topolojisine sahiptir. Sonug olarak, R (C,) uzay1, (3.1) normu ile

bir BDK-uzaydar.

Biitiin k,1,m,n € N degerleri icin b®) =

dizilerini

,
QrTy
gkt

QT
qrti+1

QT
qr+1t
QrTy

qk+1ti+1

0

p(kD

mn

(b%f?), bW = (b%)n) ve by = (b%’i%) Gift

, m=k, n=1I,

, m=k, n=101+1
, m=k+1, n=1, (3.6)
, m=k+1, n=101+1,

, diger durumlarda,

(CQm-14+Qm)Tn

qmin

b(l) = (mel_Qm)Tn

0

gmitn+1

(*Tn—l‘FTn)Qm

tngm

b(k) -— (Tnfl_Tn)mel

mn tngm

0

)

Y

Y

Y

Y

m>0, n=I,
m>0, n=10+1, (3.7)

diger durumlarda

m==k, n>0,
m=k+1, n>0, (3.8)

diger durumlarda

esitlikleriyle tanimlayalim. R? dort boyutlu iicgen bir matris oldugundan agagidaki ifa-

deler gegerlidir:

(i) {e, b&D bM), b(k)} ciimlesi R%(Cy) uzaymin temel ciimlesidir.

(ii) {B™, b b} ciimlesi R (Cgo) uzaymn temel ciimlesidir.
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Artik, Riesz ¢ift dizi uzaylarina dair kapsama bagintilarini verebiliriz.
Teorem 3.3. m — oo iken Q,, — oo ise M, C R™(M.,,) kesin kapsamas: gecerlidir.

Ispat.Herhangi bir z = (z4;) € M, dizisini alahm. O halde, supy, en |Tr| < K esitsizli-

gini gegerli kilan bir K € R* sabiti vardir. Bu durumda;

sup |(R")| = sup < K

m,neN m,neN

1 m,n
T Zthﬂkl

k,1=0

oldugunu kolaylikla gorebiliriz. Boylece, € R%(M,,) olur. Demek ki, M, C R (M,,)

kapsamasi saglanir.

Kapsamanin kesinligini gérmek igin = = (z;) dizisini,

(-1 [=0vekeN,
Ty 1= qk

0 , diger durumlarda

olarak alalim. Boylece, m c¢ift oldugunda

1 m,n 1 m
|(R"2) | = Z Whixk| = Z%toﬂ?ko (3.9)
Qan k‘,l=0 Qan kZO
to Qo Q1 Qm-1 Qm:| ‘
— —_ — _|_ e — G _|_ o ——
Qan |:q0 0 n q1 e ! dm—1 ¢ dm
t
= QOT [QO_Q1+Q2_"'+Qm72_mel+Qm]
t
= Q OT [(_ql _Q3__mel)+Qm]
to
= o g0+ a2+ -+ Gm—2 + G

sonucunu elde ederiz. Ayrica ayni sonucu, m’nin tek olmasi durumunda da elde ederiz.

(3.9) bagmtisinda m,n € N iizerinden supremum aldigimizda

sup [(R™Z)m| < 1

m,neN

oldugunu goriiriiz. Boylece, x € R?(M,) diyebiliriz. Hipotezden

Qm

SUp |Tyn| = sup — = o0
m,neN m,neN Gm

elde ederiz. Yani, z ¢ M,. Su halde, M, C R?(M,) kesin kapsamas: gegerlidir.
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Teorem 3.4. R"(M.,,) uzayr monoton degildir.

Ispat. & = (xy) cift dizisini; biitiin k,1 € N degerleri icin, 2, = (—1)’“”% ile tanim-
layalim. Boylece, m ve n ¢ift dogal sayilar: icin
|(R"2) | = ! g QetiTg| = ! %(—1)%[@%7}
e, 1=0 e, 1=0
1
- ’QT(QO_Q1+_Qm—1+Qm)<TO_T1+_ m—1+Tm)
1
= o7 (@o+a@+ +amoatgn)(totlat - +lno+tn)
< 1,
esitsizligini elde ederiz. Yani, z dizisi R?(M,) uzayma aittir. Simdi, u = (uy) €

{0, 13N cift dizisini

(=) k41 gift
Ukl - —
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlayalim ve z dizisini, 2z = (2) = (2gu) olarak alalim. Boylece, m ve n

cift oldugunda

1 m,n
(R 2) | = Z Qeti2r (3.10)
QT o
1 m,n
= > (=DQ T
QT o
_ (Qo+ Q2+ +Qu)(To+To+---+1T,)
QmTy
n Q1+ Q3+ + Q) (Tt + T3+ +Th1)
QnT,

esitligini elde ederiz ki biitiin m ve n ¢ift dogal sayilar i¢gin (3.10) bagntisinin son
kisminda paydaki deger paydadaki degerden biiyiiktiir. Dolayisiyla, sup |(R%2),.,| <
M esitsizligini gecerli kilan bir M porzitif tam sayist bulamayiz. Songgngi\]arak; z dizisi,
R(M,,) uzayinda degildir. Ayrica, ayn1 sonucu m ve n dogal sayilarimin diger durumlar

icin de elde ederiz. Boylece, ispatimiz tamamlanir.

Teorem 3.5. R™(C,) ciimlesi, dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla ¢arpma islemleri

altinda lineer olup
|z||p = lim [sup |(thx)mn’}
k—o0 mn>k
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yarmormu ile bir tam yarmormlu uzaydir. Ayrica R™(C,) uzay, C, uzayina lineer olarak

wzomorftur.

Ispat. Teorem 3.1’in ispatina benzediginden teoremin teferruath ispatini vermeyecegiz.

Robison (1926) ve Hamilton (1936) tarafindan dért boyutlu matrislerin regiilerligi tanimi

ve Silverman-Toeplitz teoremine kargilik gelen teorem sirasi ile agagidaki gibidir.

Tanim 3.6. [Robison (1926), Hamilton (1936)] Eger dort boyutlu A matrisi her sinarl
p-yakinsak diziyi p-limiti koruyarak p-yakinsak bir diziye donistiriyorsa, A matrisi RH -

regulerdir denir.

Teorem 3.7. [Robison (1926), Hamilton (1936)] A = (amnk) dort boyutlu matrisinin

RH -regiiler olmast i¢in

RH, : her bir k,leN icinp— Lm e =0,
ﬁ

m,n—00

RHy @ p— m,lylgloo;am”kl =1,

RHs : her birl € N d¢inp— lim E |@mnki| = 0,
m,n—o0 -

RH, : her birk € N j¢inp— lim E |@mni| = 0,
m,n—0o0 ;

RH; : Z |@mnkr| serisi p-yakinsaktur,
k.l

RHg : sonlu A ve B pozitif tam sayilary vardir dyle ki Z |@mnrr| < A.
k,l>B

sartlarnin saglanmasi gerek ve yeterdir.

Artik, dort boyutlu RY Riesz ortalamasimin RH -regiilerligini karakterize eden teoremd,

ifade ve ispat edebiliriz.
Teorem 3.8. (2.2) ile verilen Riesz matrisinin RH -regiilerligi i¢in gerek ve yeter sart;

m — oo iken Q,, — o0 ve n — oo tken T, — oo olmasidur.

Ispat. m — oo iken Q,, — oo ve n — oo iken T,, — oo olsun. O halde, R? = (rqt )

mnkl

Riesz matrisi RH; — RHg sartlarii saglar. Yani, R metodu RH-regiilerdir.

Tersine, R?" metodu RH-regiiler olsun. O zaman, (2.2) bagitisindan
qt thl 7fl - qr tl
_ L 3.11
; "] ; QuTu T, kz_o Qu T (311
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esitligini elde ederiz. RH3 sart1 saglandigindan (3.11) esitliginde m,n — oo iken p-limit

aldigimizda
_ . _—_ '
O=p- ml,irﬁoo%: ‘rmnkl| =p— }1m T
esitligine sahip oluruz. Bu ise, n — oo iken 7, — oo olmasini gerektirir. Bunun gibi,

t "t
Z mnk‘l’_z le = m;T_;:% (3.12)

esitliginin gecerliligi agikardir. Benzer gekilde, RH, sart1 saglandigindan (3.12) egitliginde

m,n — oo iken p-limit aldigimizda

0 lim I
0=p ml}glooz}rmnkl =p lim o

m,n—00
esitligine ulagiriz. Bu da, m — oo iken @),, — oo olmasi gerektirir. Boylece, teoremin

ispat1 tamamlanir.

Teorem 3.9. Cy,, C R"(C,) kesin kapsamasi gegerlidir.

ispat. Herhangi bir © = (z) € Cpp dizisini alalm. O halde, bp — lim,, o0 Tpn, = |
esitligi saglanacak sekilde bir [ € C sayist mevcuttur. R Riesz matrisi RH-regiiler
oldugundan p — limy, ;00 (R?®) sy = 1 esitligini yazabiliriz. Yani, x € R%(C,) olur. Su
halde, Cy, C R%(C,) kapsamasi gegerlidir.

Simdi, x = (xy,;) dizisini

1, kciftvel €N,
T =
0 , diger durumlarda

esitligi ile tanimlayalim. Bu durumda; m ¢ift iken

(R"2) = Q ZQIC (oo + tiwgr + + -+ + tnkn)
1
= OmT, lgo(to+ - +t) + @1 X 04+ @1 X0+ g (to+ - +1,)]
Gt @ty
Qm

esitligini elde ederiz. Boylece, p—limm’nﬁoo(thx)mn limiti mevcuttur. Ayni sonucu, m’nin
tek olmasi halinde de elde ederiz. Bu durumda, z € R%(C,) fakat z ¢ C, oldugu agiktr.
O halde, = ¢ Cp,. Demek ki, C,, C R%(C,) kapsamasi kesindir.
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4. CIFT DIZILERIN R%(L,) UZAYI

Bu béliimde; 0 < s < oo olmak iizere, s-mutlak toplanabilen ¢ift dizilerin £, uzaymin

dort boyutlu R? ortalamas: altindaki R%(L;) etki alanini ele alacagiz.

0 < s < oo olsun. s—mutlak toplanabilen ¢ift dizilerin £, uzaymin dort boyutlu R

s
<oo}

Bu boliimde, heniiz tanimladigimiz R7 (L) uzayinn sirasi ile 0 < s < 1 degerleri i¢in

Riesz matrisi altindaki R%(L) etki alan,

1 m,n
0T ZthZxkl

™ k,1=0

RI(L,) = {x = (x) € Q: Z

climlesi ile verilir.

tam s—normlu uzay ve 1 < s < oo degerleri i¢in Banach uzay oldugu ifade edilecektir.
Ayrica, 0 < s < 1 degerleri i¢in uzayin barelled uzay olmadigi fakat 1 < s < oo degerleri
icin uzayin barelled uzay oldugu gosterilecektir. Son olarak, hem 0 < s < 1 halinde ve

hem de 1 < s < 0o halinde R?(L;) uzaymm monoton olmadig1 ispatlanacaktir.

Calismamizda s’ ile s sayisinin eglenigini, yani, 1 < s < oo iken s’ = s/(s — 1), s =1

iken s’ = 0o ve s = 0o iken s’ = 1 olan sayiy1 gosterecegiz.
4.1 R%(Lg) Uzaymn ingaas:

Teorem 4.1. R™(L,) ciimlesi, ¢ift dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla ¢arpma

wslemlert altinda bir lineer uzaydir ve asagidakis onermeler gecerlidir:

(i) 0 < s <1 iken R™"(Ly) uzays,

lefs =S

m,n

s

1 m,n
T Z(]ktﬂkz

k,1=0

s-normu ile bir tam s-normlu uzay olup L uzay ile s-norm izomorfiktir.

s\ 1/s
) (4.1)

normu ile bir Banach uzay olup Ly uzay ile norm izomorfiktir.

(i1) 1 < s < oo iken R™(L,) uzay,

lfl, = (Z

m,n

1 m,n
T Zthlxkl

k,1=0
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Ispat. (i) kisminin ispati, (ii) kismimin ispatina benzer olarak yapilabileceginden onu

ihmal ediyoruz. Simdi, (ii) kisminm ispatini verelim.

1 < s < oo olsun. R*(L,) uzaymin bir lineer uzay oldugu ve (4.1) normu ile bir normlu
uzay ve L; uzayma norm izomorfik bulundugu Teorem 3.1’in ispatina benzer yolla gos-

terilebileceginden s6z konusu ispatlari vermeyecegiz.

Simdi R?(L,) uzaymm (4.1) normu ile bir Banach uzay oldugunu gosterelim. Bunun
i¢in, Boos (2000) ¢aliymasinda Sonug 6.3.41’in (b) kismimi dikkate alacagiz. Soyle ki,
"(X,p) ve (Y,q) yarmormlu uzaylar ve T : (X,p) — (Y,q) déonigimi de bir izometrik
izomorfizm olsun. O halde, (X,p) uzayimin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart; (Y, q)
wzayinin tam olmasidur. Ozel olarak, (X, p) wzayimn bir Banach uzay olmasy i¢in gerek
ve yeter sart; (Y, q) uzayimin bir Banach uzay olmasidir." R?(L,) uzayindan L, uzayma
Tx = {(R"Z)my} ile tanimh T doniigiimii, bir izometrik izomorfizm oldugundan ve Bagar
ve Sever (2009) ¢aligmasmin Teorem 2.1'i geregince £, uzayr Banach uzay oldugundan

R™(L) uzay1 Banach uzaydir.

Biitiin k,1,m,n € N degerleri i¢in, sirasiyla (3.6), (3.7) ve (3.8) ifadeleri ile tanimlanan
bk — (bﬁfﬁ) b — (bmn) ve by (b%%) cift dizilerini g6z oniine alahm. R¥ dort
boyutlu bir {iggen bir matris oldugundan {b(kl), b®, b(k)} ciimlesi, R"(L,) uzay1 i¢in bir

temel ciimledir.

Teorem 4.2. (ﬁ) ¢ L, ise L, & R™(L,) olur.

ispat.(QiTn) ¢ L, olsun. (2.1)’de verilen e¥! dizisinin ¥ = [ = 0 oldugu durumunu

alalm. Acikca, €% € £,. Biitiin m ve n dogal sayilar1 icin

Z Z %tJG?JO QOtj[:

nzO]O

( th GOO)mn

esitligini elde ederiz. (m) ¢ L, oldugundan, R%e% dizisi L, uzayma ait degildir. Yani,
%0 dizisi R (L,) uzayna ait degildir. Dolayist ile (ﬁ) ¢ L, oldugunda L, C R (L)

kapsamas1 mevcut olamaz.

Teorem 4.3. 1 < s < r < 0o olsun. Bu durumda; R?(Ls) C R™(L,) kesin kapsamast

gecerlidir.
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Ispat. 1 < s <r < oo ve z = (z) € R™(L,) olsun. Jensen esitsizligine dayanarak

ij r\ 1/7 ij s\ 1/s
( > ) < ( > ) (4.2)

m,n=0
esitsizligini elde ederiz. Boylece, (4.2) esitsizliginde 7,7 — oo igin p-limit aldigimizda

1 m,n
T ZthﬂBkl

k,1=0

1 m,n
ouT Z%tﬂm

k,1=0

||xﬂr < ||x/||\5 < 00 oldugunu goriiriiz. Yani; z dizisi, R?(L,) uzayna aittir.

Simdi, biitiin k,[ € N degerleri i¢in © = (zx;) dizisini

R 1 - l k+1—(i+j Qle
g 2 2 VT e 49

i=k—1j=I—1
ile tammlayalim. Boylece, (4.3) ile verilen z = (zy;) dizisini kullanarak

1
[(m + 2)(n + 2)|V/s

|(thx)mn| =

bagintisini ve dolayisi ile

Z |<th$)mn|s =

\rrmoror)
[(m+ 2)(n +2)]V/s

1
(m+2)(n+2)

>

=0

m,n

oldugunu goriiriiz. O halde, = ¢ R¥(L;). 1 < s < r < oo oldugundan 1 < r/s'dir.

Baylece,

=
[(m+2)(n+2)]Y/s

1
[(m+2)(n+2)]/s

Z |(thx)mn‘r =

>

m,n

serisinin yakinsak oldugu sonucunu elde ederiz. Yani; z dizisi, R?(L,) uzayma aittir. Su

halde, R (L,) C R?(L,) kesin kapsamas:1 gecerlidir.
Teorem 4.4. Asagqidaki ifadeler gecerlidir:
(i) 1 < s < oo olsun. Bu durumda; R (L) uzay, bir barrelled uzaydur.

(ii) 0 < s <1 olsun. Bu durumda; R?(Ls) uzay, bir barrelled uzay degildir.

ispat. (i) Yardimci Teorem 2.17’nin ve Teorem 4.1’in (i) kismuinin sonucu olarak 1 <

s < 0o degerleri i¢in R%(L,) uzay, bir barrelled uzaydir.
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(ii) 0 < s < 1 degerleri i¢in L4 uzaymin lokal konveks uzay olmadigini gosterecegiz. U
ciimlesini U := {z : ||z||s < 1} olarak tammlayalim. U/ ciimlesinin sifirin bir konveks
komgulugunu ihtiva etmedigini gosterecegiz. Sifirin bir konveks komgulugunu V ile gos-
terelim. O zaman, baz € > 0 degerleri igin V D {z : ||z||s < e} kapsamasi mevcuttur,

1/s€kl

diyelim. Ozel olarak biitiin k,! € N ve 0 < s < 1 degerleri icin ¢ dizisi V climlesine

aittir. m ve n dogal sayilarin1 m,n > 51/2(%@ olacak gekilde segelim ve x = () dizisini

cl/s
Ty 1= (m+1)(n+1) > 0<k<mve0<I<n,
0 , diger durumlarda

olarak tamimlayalim. 0 < s < 1 oldugundan, 1 < 1/s olur. Baoylece, m < e
esitsizligi s6z konusudur, yani dizinin biitiin terimleri sifirin € komgulugundadir. O halde,

z eV ve

S

=e[(m+ 1)+ >1

m.on 51/5
Il =23 | DT D

k=0 1=0

oldugundan V ¢ U olur. Dolayisi ile L uzay1 lokal konveks uzay degildir. Bunun sonucu
olarak R (L,) uzay1 da lokal konveks uzay degildir. O halde, R*(L,) uzay1 barrelled

uzay degildir.

Teorem 4.5. 0 < s < o0 olsun. Bu durumda; (m) & L, ise R™(L,) uzayr monoton
degildir.

Ispat. 0 < s < 0o ve (ﬁ) ¢ L, olsun. x = (x) € R™(L,) dizisini zo9 # 0 olacak
sekilde segelim ve u = (uy;) € {0, 1}V dizisini €% dizisi alahm. Bu durumda, z = ux =

€992 carpim dizisi icin

(R"2) g, = QanQOtOJCoo
olacagindan R?z ¢ L, yani z ¢ R™(L,) bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonuc 4.6. R™(L) uzayr monoton olmadigindan solid degildir.
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5. DUAL UZAYLAR

Bu béliimde; R%(M,,) uzaymin o- ve §(¢)-dualleri, R?(C,) uzaymm B(9)-duali, 0 <
s < 1 igin L, uzaymmn ve 0 < s < oo i¢in R?(L,) uzaymimn a-, v- ve (¢)-dualleri

hesaplanacaktir. Burada, J,n € {p, bp,r} alimmaktadir.

5.1 Riesz Cift Dizi Uzaylarinin Dualleri

Teorem 5.1. {R"(M,,)}* C L, kapsamast gegerlidir.

Ispat. {R%(M,)}* C L, kapsamasimm dogrulugunu gostermek icin, herhangi bir z €

{R?"(M,,)}* dizisini alalm. Béylece, her x = (z);) € R (M,,) dizisi i¢in >, [zr2n] <
0o gergegine sahip oluruz. z € L, ise o zaman, biitiin 7,j € N'ler icin |zx,4,| > [(i +
1)(j + 1)]? esitsizligi saglanacak sekilde dogal sayilarin kesin artan (k;) ve (I;) dizileri

meveuttur. y = (Ypmy) dizisini, i, j, m,n € Nler igin

(+ )G +D]2 , m=k ven=1,
0 s m#kiven%lj

Ymn 1=

olarak tamimlayalim. Agikga, y dizisi M, uzayina aittir. Boylece, (3.4) bagntisini kulla-

narak

Z|$Ckzzkz| > Z‘xkiljzkilj
k,l .

> Z |2 [0+ 1) + D]

- Z : Z ZJ (—D)F =S Ty (i + 1) (5 + 1)

oy Qi k=ki—11=1;—1
Qr, 11, . .
= > Uk [0+ 1)+ 5]k
i | Aty
Ty
D= ((RRIITERY
i Qkitlj
> ) (i+1)(j+1) =00
ij

oldugu sonucuna variriz. Bu durumda; z ¢ { R (M,,)}* oldugu goriiliir ki bir celigkidir.

O halde, z dizisi £, uzayinda olmalidir. Yani,
{RT(M,)}* C L, (5.1)
kapsamasi saglanir.
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Artik, tek diziler i¢in Bagar ve Altay (2002) ile Bagar ve Altay (2003) ¢aligmalarida ve-
rilen teknikleri kullanarak heniiz inga ettigimiz Riesz ¢ift dizi uzaylarinin (19)-duallerini

tayin edebiliriz.

Teorem 5.2. dy, dy ve ds ciimlelerini,

dy = {CL— (akl eQ: ZQle

a
AH (—ktl) < OO}7
ol drli
a
Aw( kn>‘<00 s
thn

a= (ap) € Q:supen > @mTi ’Am < )‘ < 00 ve
(Qan i ) €M,

dy = {a = (am) € Q- supZQan

neN k

d3 =

esitlikleriyle tanimlayalim. Bu durumda; {th(Cp)}ﬁ(T) =dyNdyNd3NCS,.

ispat. z = (2,,,) € R%(C,) olsun. Bu durumda; Teorem 3.5 geregince bir y = () € Cp

¢ift dizisi mevcuttur. Ayrica, (3.4) bagmtisindan her m,n € N i¢in

m,n
Smn = E Tkl

k,1=0
m,n k l
— _1\kH=CG+D ) T,
- SIS S ey,
k,1=0 i=k—1j=I-1

bagintisiyla tanimlanan s = ($,,,) dizisine sahip oluruz. Cift diziler igin genellegtirilmig

Abel doniigiimiinden her m,n € N i¢in

m,n
Zmn = E Q1 Tl (52)
k,1=0
m—1,n—1 m—1 n—1
- E Sk:lAllakl + E SknAl()akn + E SmlAOIGml + SmnGmn
k,l=0 k=0 =0

esitligini elde ederiz. Yapilan iglemlerle (5.2) bagntisini, her m,n € N igin

Zmn = Z ATl
k,1=0
m—1n—1 — a
= Z QrTiA ( ) Y1 + Z Qi1 A < ’;n ) Ykn
k,1=0 Qi k=0 Tk
A,
Z 1801 qmtz Ymi qmtny
= (By)mn
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seklinde yeniden ifade edebiliriz. Burada B = (b)) dort boyutlu matrisi, her m,n, k, [l €

N icin
( QAL () 0<k<m-1 ve0<I<n-—1
QiT, A (; ) , 0<k<m-—-1 vel=n
Dkt = QmJ}Am(“ ) Ck=m ve0<I<n-—1 (5.3)
O , k=mvel=n
0 , diger durumda

\
olarak tarif edilmektedir. Boylece, "o = (Zn,) € R?(C,) oldugunda az = (amnZmn) €
CS., olmast i¢in gerek ve yeter sart; y = (Ymn) € Cp oldugunda z = (2,,,) € C, olmasidir"
¢ift gerektirmesine ulagiriz. Bu durumda; B € (C, : C,) olacagindan Yardimci Teorem

2.22’den

sup Z |brnkr| < 00,

m,neN ol

her k,l € Nigin r — lim b = QrT1A1 (a—ktl) ,
q

m,n—o0 kUl

Jv € C vardir oyle ki r — lim g by =1 —  lim g gl = U
m,n—00 " m,n—00 ;

a
All (ﬂ)‘ < o0,
ki

sartlarini elde ederiz. Boylece,

Z QT

Afn
sup QiT, |A ( )‘ < 00,
b D |0 |

Aml
sup E QT |An (—)‘ < 00,
meN thl

(Qan am") € My ve a= (am) € CS,.

Gmln

O halde, {R™(C,)}*") = dy N dy N d3 N CS,.

Simdi, benzer ifadelerin tekrarindan sakinmak igin R%(Cy,) ve R%(C,) uzaylarmm (3(¢})-

duallerini ispatsiz verecegiz.

Teorem 5.3. 7 € {bp,r} ve B = (bynit) matrisi, (5.8) bagintiswyla tammlanmak izere;
RY(C,)) uzaywmn B(V)-duali, {a = (amn) € Q@ : B = (bynit) € (Cy : Cy)} ciimlesidir.

Teorem 5.4. 0 < s < 1 olsun. Bu durumda; Ls uzaymin a-, 5(9)- ve v-duali, M,

uzayrdar.
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Ispat. Teoremin ispatin sadece a-dual icin verecegiz. 0 < s < 1, z = (xy) € L, ve

z = (z1) € M, olsun. Bu durumda; Zk,l |zp|® < oo yazabiliriz ve boylece

(Z |Zkﬂfk1|> < ([lzlle) <Z !ml) < (2llo)* > lamal®
kel il k.l

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlik de bize

1/s
DLzl <zl (Z |$kl!s> < o0
k,l k,l

oldugunu gosterir. O halde, zz € L,, yani z € L¢. Boylece, M, C L¢ kapsamasi

gecerlidir.

Tersine, z = (2x;) € L? olsun. Bu durumda; her x = (zy) € L igin Zk,l |zrTr| < oo
gergegine sahip oluruz. z ¢ M, ise o zaman, biitiin i,j € N'ler i¢in |2y, | > [(@ +
1)(j + 1)]*/* esitsizligi saglanacak sekilde dogal sayilarin kesin artan (m;) ve (n;) dizileri

mevcuttur. Simdi, z = (xy,) dizisini

V[GE+D)G+DP , k=m; ve | = n;,
0 , k#Fm;vel #n;

Tkl - —

olarak tanmimlayalim. Bu durumda; z dizisi, £, uzayina aittir. Fakat 1 < 1/s oldugundan
Szl > Y G+ DG+ DM >3 i+ 1) +1) =00
k,l i, 1,J

gercegine sahip oluruz. Boylece, z € L¢ oldugu goriiliir ki bir ¢eligkidir. Su halde, £$ C

M., kapsamasi saglanir.

M, C L% ve LY C M, kapsama bagintilarin birlegtirerek £& = M, istenen sonucunu

elde ederiz.

Teorem 5.5. 0 < s < 1 olsun. Bu durumda; R™(L,) uzayimn a-duali, M, uzayidar.

Ispat. z = (zy) € R™(L,) ve z = (z) € M, olsun. O halde, Teorem 4.1'in (i)

kismi geregince ), ; [yn|® < oo olan bir y = (yu) € L cift dizisi mevcuttur. Béylece,

p—kllim |yki| = 0. Yani her € > 0 sayist i¢in bir ng = ng(e) € N vardir 6yle ki her k,1 > ny
Jl—00

i¢in |yw| < €. Boylece,

no 1 k l e
K- 3oL 3 > e,
kim0 | Y 57 5T



olmak iizere (3.4) bagintisindan

k !
_ 1 k-Hl—(i47)
S = ¥ 5 o am,
k.l k1 i—h—1 j=I—1
B 00,00 k
) 1 i
< ezl [ K1+ — >0 (=) Ty,
L kdmng+1 | TRY 57 5
B 00,00 1 k l
< llelmr S LSS o
kdmng+1 Y 57 50
B 00,00 1 k l
< lellee |[Erte Y — > QiT;| = oo
L kjmno+1 Y S 2T

sonucuna ulagiriz. O halde, z € {R?"(L;)}*. Bu durumda;

M, C{R"(L,)}*

kapsamasi saglanir.

(5.4)

{R™(L,)}* C M, kapsamasimin varhgm gostermek i¢in bir z = (zy) € {R¥(L,)}*

dizisini alalim. Bdéylece, her x = (zy;) € R®(L,) igin Zk,l |xrizi| < oo gercegine sahip

oluruz. z ¢ M, ise o zaman, biitiin i, j € N'ler icin |z4,,| > [(i 4+ 1)(j + 1)]*/* esitsizligi

saglanacak gekilde kesin artan (k;) ve (;) dizileri meveuttur. y = (yumy) dizisini, 4,j € N

i¢in

[+ 1)

Ymn *

+ D)7 ) m=k; ven =1,

0 s m#kiven%lj

olarak tanimlayalim. B&ylece,

S _
E Ymn|* =
m,n

Z |yk¢l]~
Y]

S

s 1
2 (i

1
= 2 [+ DG+ 0P

1/7]

serisinin yakinsakhigi sonucuna sahip oluruz. Bu durumda; y € L,. Boylece, (3.4) bagm-
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tisin1 kullanarak

Z |Th2m| > Z | Tt 21, | > Z |2k, [0+ 1)(G + 1))
kil i,J .

=D Z Z 18D Q Ty [+ 1) + DI

R L L el e 11
Qr T . . s Qr T},

= X[m0 P = e
iy k'

qk;ti;

> Zl_

egitsizligini elde ederiz. Boylece, z € { R (L,)}* oldugu goriiliir ki bir geligkidir. O halde,

z dizisi M, uzayinda olmalidir. Bu durumda;
{R"(L,)}* C M, (5.5)
kapsamasi saglanir.

Boylece, (5.4) ve (5.5) bagmtilarin birlegtirerek R% (L) uzaymin a—dualinin M, uzayi

oldugu sonucunu elde ederiz.

Teorem 5.6. 1 < s < 00 olsun. ey, ey ve ez climlelering

Qg
ep:=qa=(ay) €Q: TIAL | — <00y,
1 { (am) E QrT1A (qkt) }
€y 1= {a—(akl ) € Q:sup E ‘QkT Am(akn) <oo}7

neN
!

QmTiAn (%)) < 00 ve

q

a = (ar) € Q:sup,en Y,
jamn] \*
(QnT )" € M,

€3 =

)}/3(19)

olarak tamimlayalim. Bu durumda, { R (L, =e;MNeyNes.

ispat. Teorem, Teorem 5.2'nin ispatina benzer gekilde ispat edilebileceginden tekrara

diigmemek i¢in teferruath ispat vermeyecegiz.
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6. BAZI MATRIS SINIFLARININ KARAKTERIZASYONU

Bu béliimde; dért boyutlu matrislerin ¢ € {p,bp,r} olmak iizere (R%(C,) : Cy) ve
(R™(Cy) : Cg), ¥ € {bp,r} ve 1 < s < oo olmak iizere (Cy : L) ve (R™(Cy) : Ly),
0 < s < oo olmak iizere (Ls : M), (L5 : Cyp), (RT(Ls) : M,) ve 1 < s < 00 olmak iizere
(Ls : L) simflart karakterize edilecektir.

6.1 Matris DoOniigiimleri

Teorem 6.1. A = (aunr) dort boyutlu herhangi bir matris olsun. O hdlde,
(i) 0 < s <1 olsun. Bu durumda; A € (Ls: M,) olmast igin

N = sup |muw| < o0 (6.1)
m,n,k,leEN

sartinin saglanmasy gerek ve yeterdir.
(i1)) 1 < s < oo olsun. Bu durumda; A € (Ls: M) olmasu i¢in

M, = sup Z |amnkl| < o0 (6.2)

m,neN el

sartinin saglanmasy gerek ve yeterdir.

durumlary soz konusudur.

Ispat. (i) 0 <s<1lveA= (amnu) € (Ls: M,) olsun. Bu durumda; her z € L; i¢in Ax
mevcut ve M, uzayina aittir. Bu sebeple; her bir m,n € N i¢in, Teorem 5.4 geregince

An € M. Boylece, her bir sabit k,1 € N ve eX! € L, icin,

HAeleoo = SUp |Gmnk| < 00
m,neN

sonucunu elde ederiz. Yani, (6.1) sart1 gerektir.

Tersine, (6.1) sart: saglansin ve © = (x) € L, olsun. O halde, her bir m,n € N icin
Teorem 5.4 geregince A,,, € M,, yani Ax mevcuttur. Boylece, her bir sabit m ve n

dogal sayis1 igin

s

E Akl Tkl

k.l

S
< (Z |amnkz\|xkz|>
k,l

< Sup |@mn T
< (Me%| m) (%] m)
(ksup |amnm|) > ol (6.3
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sonucunu elde ederiz. O zaman, (6.3) esitsizliginde m,n € N iizerinden supremum aldi-

gimizda

[Azjee = sup < N (Jl2]s) "

m,neN

E Qmnkl Tkl

oldugunu goriiriiz. Dolayisi ile (6.1) sart1, yeterdir.

(i) 1 <s<oove A= (amur) € (Ls: M,) olsun. O halde, her = € L, i¢gin Ax mevcut
ve M, uzayna aittir. © = (xy) € L, dizisini her k,1 € N icin

(Sgn amnkl>|amnkl|8/_l ) 0 S k S kO ve 0 S l S l07
L - —
0 R k> k,’() ve [ > l()

olarak tanimlayalim. B&ylece, her kg, [y € N icin

HAxHoo = Ssup Zamnkﬂkz

m,neN ol
ko,lo

= sup E amnkl(sgn amnkl) |amnkl
m,neN k=0

ko,lo

= sup Z|amnkl| < 00
mnGNkl —0

|s’—1

bagintisim elde ederiz. Dolayisi ile (6.2) sarti, gerektir.

Tersine, (6.2) bagintis1 saglansin. Herhangi bir ¢ = (z) € L, dizisini alalim. Bagar
ve Sever (2009) ¢aligmasindaki Teorem 2.7 geregince her bir m,n € N igin A,,, € Ly

oldugundan Ax mevcuttur. Boylece, Holder egitsizliginden

HA$||oo = Ssup Amnkl Lkl
m,neN ol
1/s 1/s
< sup (Z|amnkl| > (ZWH’S)
m,neN el
< M|

sonucunu elde ederiz. Bu adim, ispat1 tamamlar.

Teorem 6.2. 0 < s < 1 ve 1 < 81 < 00 olsun. Bu durumda, dort boyutlu A = (Gmnk)

matrisinin (Ls @ Ls,) stnifinda bulunmast i¢in

sup Amn, < 0 6.4
MGNZ| r|™ (6.4)

m,n

sartinin saglanmasy gerek ve yeterdir.
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Ispat. 0 < s < 1,1 < 5, < 00 ve A = (appu) € (L : Ly,) olsun. Bu durunda; her
x € Ly i¢in Az mevcut ve L, uzayma aittir. Ayrica, her bir m,n € N i¢in Teorem 5.4

geregince A, € M,. Boylece, her bir sabit k,l € N ve ek! € £, dizisi icin

1/s1
|AeM|,, = (Z ’amnkl|51> < oo
m,n

oldugu goriiliir. O halde, (6.4) sart1 gerektir.

Aksine, (6.4) sart1 saglansin ve © = (xy;) dizisi, L, uzayina ait herhangi bir dizi olsun. Bu

durumda; her bir m,n € N i¢in, Teorem 5.4 geregince A,,, € M,, yani Az mevcuttur.

O halde,
i, 1/s1 i s1\ 1/s1
(z |<Ax>m|ﬂ) _ (z )

m,n=0 m,n=0
i 1/s1
51
\amnkll’kl\

E Qmnkl Tkl

kil

<
k,l m,n=0
B i 1/s1
- 3 it 32 o)
k,l | m,n=0

Iy 1/s1
< sup ( Z |amnkl|51> Z | 7| < 00
kel

kieN \ 52
esitsizligi mevcuttur. 4, j € N keyfi oldugundan || Az||s, < oo sonucunu elde ederiz.

Teorem 6.3. A = (apnk) dort boyutlu herhangi bir matris olsun. Bu durumda; asagidaki

ifadeler gecerlidir:

(1) 0 < s <1 olsun. Bu durumda; A matrisinin (Ls : Cypy) stnifinda bulunmase igin,

(6.1) sartinin saglanmast ve

bp — lim Gy = o (6.5)

m,n— 00

sarty saglanacak sekilde bir (ag) € Q dizisinin mevcut bulunmas gerek ve yeterdir.

(i) 1 < s < 0o olsun. Bu durumda; A matrisinin (Ls : Cyp) stnifinda bulunmas igin,

(6.2) ve (6.5) sartlarinin saglanmast gerek ve yeterdir.

Ispat. i) 0 <s<1veA= (amnm) € (Ls: Cpp) olsun. Cp, C M, kapsamasi mevcut
oldugundan (6.1) sartinin gerekliligini Teorem 6.1'in (i) kismindan elde ederiz. Hipotez-

den dolay1 her z € L, i¢in Az mevcut ve Cp, uzayina ait oldugundan bu durum, e € £,
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dizisi i¢in de gegerlidir. Dolayisi ile her bir sabit &, € N igin, Ae*! = (amnkt)mnen € Crp.
O halde, (6.5) sart1 gerektir.

Aksine, (6.1) ve (6.5) sartlar saglansmm ve x = (xy), £, uzaymdaki herhangi bir dizi
olsun. Her bir m,n € Nicin A, € £5% oldugundan Az meveuttur. Bu durumda, (6.1)
bagintisini dikkate alarak (6.5) bagintisindan her bir sabit &k, € N i¢in
lag| =bp— Hm  |amur| < sup |@mnk
T—>00 m,neN
esitsizligini elde ederiz. Boylece, (ag;) € M, oldugu sonucuna variriz. O halde, her x € L,

icin, Zk,l Qg serisi yakimsaktir.

Ayrica, (6.5) bagintis1 geregince her ¢ > 0 i¢in m,n > ny oldugunda |a,u, — ax| < €

olacak gekilde bir ng = ng(¢) dogal sayis1 mevcuttur. Boylece,

g amnklxkl_g ATkl
k,l k.l

S S

Z(amnkl - Oékl)xkl

k.l

S
[Z |(amnkl - Oékl)fckl\]
k,l

s
< ¢&° (Z |xkl|>
k.l
< ¢&° Z ‘(L’kl|s
el

sonucunu elde ederiz. Dolayisiyla, bp — lim,,, o0 (AZ)n = Zk,l iy esitligi saglanir.

IA

(ii) s > 1 olsun. Sartlarin gerekliligi (i) kisminin ispatina benzer olarak gosterilebilinece-

ginden yalnmz yeterlilik kisminin ispatini verecegiz.

(6.2) bagmtisini kullanarak her 4, j € N i¢in,

i,9 1,7 i,J

’ . ’ ’
E lag|® = bp — hf_T)l E |@mnt|” < sup E |mnia|” < 00
ke, 1=0 e =0 mneN =)

elde ederiz. Yani, (o) € Ly. O halde, her x € L, i¢in ) |, ; axy serisi yakimsaktir.

Verilen herhangi bir € > 0 sayisti icin kg, [y € N sabitlerini

00 c s
S ol < (— )
amy!

k,l=ko+1,lo+1
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olacak gekilde secelim. Bu durumda; (6.5) bagmtis1 geregince m,n > ng olan biitiin
m,n € N'ler i¢in

ko,lo

Z (@bt — Q) Tk

k,1=0

<5
2

esitsizligi saglanacak gekilde bir ny dogal sayis1 vardir. Boylece, Holder egitsizligini kul-

lanarak yeterince biiyiik biitiin m ve n degerleri icin

Z Amnkl Tkl — Z UpTpl| = Z(amnkl — o) Ty
kil kel il
ko,lo 00
< Z (@mnkl — Q)T | + Z (@mnkl — Okt) Tk
k1=0 kl=ko+1,l0+1
o 1/s
£ :
< 3 + Z (|@mnrt| + ’akl’)S]
kl k'0+1 lo+1

1/s
s
X ( |$kl| >
k:l k0+1 lo+1

< €
oldugunu goriiriiz. O halde, Az € Cy,.

Teorem 6.4. 1 < s < 0o ve Ky, N ciimlesinin bir altctiimlesi olsun. Bu durumda, dort

boyutlu A = (amnrr) matrisinin (M., : Ls) sinfinda olmast i¢in

s
E E Amnkl

myn k1€

< 00 (6.6)

sartinin saglanmasy gerek ve yeterdir.

Ispat. A = (@mnk) € (M, : L) olsun. Bu durumda; her x € M, i¢in Az mevcut ve L,

uzayina aittir. Boylece, e € M, dizisi i¢in

Z |(Ae)mn|s = Z

m,n

< 00 (6.7)

s
E Amnkl
kil

elde ederiz. IC,, N ciimlesinin bir kismi oldugundan (6.7) bagintisindan

E E Qmnkl E Amnkl

mmn |k,le

<

m,n

< 00

sonucunu ¢ikartirz. Yani, (6.6) sart1 gerektir.
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Aksine, (6.6) sartinin saglandigimi kabul edelim ve herhangi bir x = (zy;) € M, dizisini
alahm. = = (zy) € {0,1}"N C M, alrsak (6.6) sartinin saglanmasini {0, 1}"N C
(Ls) 4 olmasina denk oldugunu goriiriiz. Boylece, Yardime1r Teorem 2.21°1 dikkate alarak

M, C (L) oldugu sonucunu elde ederiz.

Teorem 6.5. A = (@) matrisinin (R™(C,) : Cy) sinifinda olmast igin

su T; | Ak (M) < 0, 6.8
m,ngNkZle : H thl ( )
her bir | € N igin lim QT Ak (M) =0, (6.9)

k—o00 thl
her bir k € N igin_ lim QT AN (a’m—ft"“) =0, (6.10)
b qrl
Jay €EC2VE, I €N:9 — lim Q,T;AN (M) = ay, (6.11)
m,n—o0 qrt

JveC>9— lim T, Ak (M) = 6.12

m,n%oo%l:Qk =1 qktl ( )

sartlarnin saglanmasi gerek ve yeterdir.

Ispat. z = (mn) € R%(C,) olsun. Bu durumda; bir y = (ym,) € C, dizisi mevcut-
tur. Sy, = ZZ’;ZO x;; olmak iizere her m,n € N icin Zk,l Akl Tr Serisinin (7, j)ninci

dikddrtgen kismi toplamina genellestirilmis Abel doniigiimiinii uygularsak

1,5
i?‘ JR—
(AI)MJ = E Amnkl Lkl
k,l=0
i—1,5—1 i—1 j—1
— AR Akj Al
— Skl 11amnkl+ Skj 10amnkj+ Sil olamnil+8ijamnij

esitligini elde ederiz. Her m,n,7,j € N i¢in (3.4) bagmntisimi kullanarak

i?j
(Az)id) = Z Amnki Tkl (6.13)
e 1=0
i—1,j-1 " i—1 .
mmnkl j mnkj
= ) QnAf ( " > e+ Y QeI AY ( t»]> Ykj
ke l=0 it k=0 Kt

j-1
il Amnil Amnig

+ Z Qi1 Ay, (E) Ya + Qzqu—t]%g
1=0 v v

46



esitligine sahip oluruz. B,,, = (b%) matrisini, her 4, j, k,l,m,n € N ic¢in

QkﬂA’fi(“g;;;l) , 0<k<i—1ve0<I<j—1
QA (%228) |, 0<k<i—1 ve l=)
gk =y QiTIAY, (%) , k=i ve 0<1<j—1 (6.14)
QiT; =27 , k=i ve l=j
\ 0 , diger durumlarda

olarak tanimlayalim. Boylece, (6.13) bagintisini (Ax)%%] = (Bpny)pi,j) olarak ifade ede-
biliriz. Bu durumda; her m,n € N ve her x € R%(C,) i¢in (Ax)q[%%] dikdortgen kismi

toplamlarinin r-yakinsakhg B,,,, € (C, : C,) olmasina ve her sabit m,n € N i¢in

amn
S |omalt () <o (6.15
o qrli
her bir [ € Nicin lim Q,T; AR <am”kl> =0, (6.16)
k—o0 qrti
her bir £ € Ni¢in lim QkTZA'fé <amnkl> =0 (6.17)
[—o0 thl

sartlarinin saglanmasina denk olur.

Eger (6.14) bagintisinda i, j — oo i¢in ¥-limit alirsak

. mn Qmn
0= tim o = Qurialt () (6.18)

esitligini elde ederiz. (6.18) bagmtisin kullanarak dért boyutlu bir B = (by,nz) matrisini

biitiin m,n, k,l € N degerleri icin

(U
bt = QrTIAY ( . tkl) (6.19)
kUl

ile tammlayalim. Béylece, (6.13), (6.16), (6.17) ve (6.18) bagmntilarindan

¥ — lim (Az)%) =9 — lim(By)m.

,]—00

esitligini elde ederiz. Bu durumda, Yardimc1 Teorem 2.23’i kullanarak "A = (anp) €

(R?(C,) : Cy) olmas i¢in gerek ve yeter sart, B € (C, : Cy) olmasidir." ¢ift gerektirme-
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sinden B matrisinin tasiyacag sartlar:

su T, Ak (M)’ < 00, 6.20
m,ngN; @elitn qrti ( )
Jay € C3VE 1€ N9 — lim Q. T;AY <M> = ay, (6.21)

m,n—o00 qrt
. kl Qmnkl o
eCs9 - mlrlLIE)loo; QLAY (W) =, (6.22)
. Amnkl
Sy eC30— lm T, Zk: Akl ( z ) o (6.23)
. Amnkol
o €€ I Q3 A (“zet) — (6.21)

seklinde buluruz. Bunlara ilave olarak

amn
St = T3S Qi (22 (6.25)
k k

qrtiy
Qmnkl
< T, AN (2222
Zle Y\ gty
kil
= menkl
ol

elde ederiz. Boylece, (6.22) bagintisim dikkate alarak (6.25) ifadesinde m,n — oo igin

¥-limit aldigimiz zaman

¥ — lim E bmnklo <t — lim E bnkl = ¥
m,n—00 - m,n—00 o~

oldugunu goriiriiz. Boylece, (6.23) sartina sahip oluruz. Benzer gekilde, (6.22) sartim
kullanarak (6.24) sartina sahip oluruz. Bu suretle, (6.15)-(6.24) sartlarindan A matrisinin
(RT(C,) : Cy) smifinda bulunmasi igin (6.8)-(6.12) sartlarimi saglamasimin gerek ve yeter

oldugu sonucunu cikartiriz.

Teorem 6.6. A = (ank) dort boyutlu herhangi bir matris olsun. Bu durumda, asagidaki

ifadeler gecerlidir:

(i) 0 < s < 1 olsun. Bu durumda; A € (R™(Ls) : M,) stnifinda bulunmasy i¢in
(6.8)-(6.10) sartlarwyla birlikte

Q T Amnkl
kLl

sup
qrty

m,n,k,lEN

< 00 (6.26)

sartinin saglanmasy gerek ve yeterdir.
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(ii) 1 < s < oo olsun. Bu durumda; A € (R?*(L,) : M,) simfinda bulunmasy i¢in
(6.9)-(6.10) sartlarwyla birlikte

/

sup < 00 (6.27)

m,neN .l

Amnkl
ouns (12=)
T gty

sartinin saglanmasy gerek ve yeterdir.

ispat. Ispat1, Teorem 6.5'min ispatina benzer sekilde verecegiz.

(i) 0 < s <1lvex= (rn) € R*(L) olsun. Bu durumda; bir y = (yu,) € Ly dizisi
mevcuttur. O halde, (6.13) bagintisini (Aa:)%z] = (BpnY)}i,; biciminde yazabilecegimizi
aklimizda tutarak her m,n € N ve her x € R%(L,) i¢in, (Aa:)y%] dikdortgen kismi
toplamlariin bp-yakinsakhgr B,,, € (Ls : Cpp) olmasina ve her sabit m,n € N i¢in

(6.15)-(6.17) sartlarimin ve

Q T Amnkl
kLl

<00 (6.28)
qrti

sup
k,lEeN

sartinin saglanmasina denk olur.

(6.14) bagintisinda i, j — oo iken ¥-limit alarak (6.19) bagintisinda elde ettigimiz dort
boyutlu B = (bnnk) matrisini ve Teorem 6.1'in (i) kismini dikkate alarak "A = (amni) €
(R%(Ls) : M,) olmasi igin gerek ve yeter sart, B € (L, : M,,) olmasidir." ¢ift gerektir-

mesinden B matrisinin tasiyacag sarti

sup
m,n,k,lEN

QLAY (;”k—tl’“l) ‘ < (6.29)

seklinde buluruz. Boylece, (6.15)-(6.17), (6.28) ve (6.29) sartlarindan A matrisinin (R% (L) :
M,,) smifinda bulunmas: i¢in, (6.8)-(6.10) sartlarin ve (6.26) sartin1 saglamasimin gerek

ve yeter oldugu sonucuna variriz.

(i) 1 < s < oo olsun. Her m,n € N ve her x € R?(L,) i¢in, (Ax)%l} dikdortgen kismi
toplamlariin bp-yakinsaklhigi, B,,, € (Ls : Cy,) olmasma ve her sabit m,n € N i¢in

(6.8)-(6.10) sartlariyla birlikte

S/

amn
> QrTAR (—“) < o0 (6.30)
Y qrts
sartinin saglanmasina denk olur. Ayrica, B,,, = (szn,?l) matrisinin tanimindan (6.19)

bagintisina sahip oluruz.
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Boylece, Teorem 6.1in (ii) kismini dikkate alarak "A = (amnr) € (R®(Ls) : M,,) olmasi
icin gerek ve yeter sart, B € (L, : M,) olmasidir." ¢ift gerektirmesinden B matrisinin

tagiyacagl sarti

S/

sup Z < 00 (6.31)

m,neN el

Amnkl
aera ()
U\t

olarak buluruz.

Ayrica, (6.31) bagintisi, (6.8) ve (6.30) bagintilarini ihtiva etmektedir. Boylece, A mat-
risinin (R?%(Ls) : M,,) smifinda bulunmasi igin, (6.9)-(6.10) sartlarin1 ve (6.27) gartini

saglamasinin gerek ve yeter oldugunu soyleyebiliriz.

Teorem 6.7 ve 6.8’un ispatlari Teorem 6.5 ve Teorem 6.6’'nin ispatina benzer olarak

yapilabileceginden vermeyecegiz.
Teorem 6.7. A = (apni) dort boyutlu herhangi bir matris olsun. Bu durumda, asagidaki
ifadeler gegerlidir:

(i) 0 < s <1 olsun. Bu durumda; A matrisinin (R"(Ls) : Cyp) stmfinda bulunmass

icin, (6.8)-(6.10), (6.26) sartlaryla birlikte

J(aw) € Q> her k,1 € N i¢in bp — lim QT AN (%) =an  (6.32)
m,n—oo LUl

sartimn saglanmasy gerek ve yeterdur.

(ii) 1 < s < 00 olsun. Bu durumda; A matrisinin (R™(Ls) : Cyp) stmafinda bulunmass

icin, (6.9)-(6.10), (6.27) ve (6.32) sartlarimin saglanmasi gerek ve yeterdir.

Teorem 6.8. 0 < s < 1 ve 1 < 51 < 00 olsun. Bu durumda, A = (ampr) € (R?(Ls) :

Ls,) simafinda bulunmasy i¢in Teorem 6.5min (6.8)-(6.10) sartlaryla birlikte

Qmnkl
sup |QpTi—=| < o0,
k,lEN qrti
a =
Kl
sup Y- @uriatt (224 )| < oo
kleN “— qrti

sartlarnin saglanmasi gerek ve yeterdir.

Teorem 6.9. A = (amnr) matrisinin (R%(Cyp) : Cy) sumfinda olmast igin (6.8)-(6.10)
sartlarimn ve ag € C sabiti ile birlikte,

her bir k.l dogal sayist i¢in

s+q t+r

1 a
bp— lim ——F—— T,A (M) = 6.33
p Q,Tlinoo (q + 1)(7“ + 1) Z Z Qk ‘= qktl a ( )

m=s n=t

20



yakimsamast s,t € N’ye gore dizgiindiir,

Ju € C vardwr oyle ki

s+q t+r
T kl Qmnkl o
e i s S S Sama () < e

k,l m=s n=t

yakinsamast s,t € N'ye gore dizgindiir,

her bir k dogal sayist i¢in

bp— llm —m——— =0
P quinoo(qul r+1z

s+q t+r a
kl mnkl
E E QrTi AT <—) — ap
l

m=s n=t

yakinsamast s,t € N'ye gore dizgindiir,
her bir [ dogal sayist i¢in
s+q t4r o (o
=t e 213 el (%) ol =0

yakinsamast s,t € N'ye gore dizgindiir.

sartlarinin saglanmast gerek ve yeterdir.

Ispat. Teoremin ispatini, Teorem 6.5'nin ispatina benzer olarak verecegiz. x = (Tin) €
R(Cy,) olsun. Bu durumda; bir y = (ymn) € Cpp dizisi meveuttur. (Ax)%} = (Bpn¥) i)
oldugundan her m,n € N ve her # € R%(Cy,) igin, (Aa:),[%] dikdortgen kismi toplamlari-
nin bp—yakimsakligy By, € (Cyp : Cp) olmasina ve her m,n € N sabiti igin, (6.15)-(6.17)
sartlarinin saglanmasina denktir. Burada B,,,, matrisi, (6.14)’daki gibi tanimhidir. Ayrica,

(3.4) bagmtisini kullanarak

s+q t+r s+q t+r ,J
(g+1)(r+1) 7’+1 ZZ Ap)lal - = q+1 r+1 ZZ(ZG’”"“%)

m=s n=t s n=t \k,l=0
1—1 1 [ s+q t+r
> S8 (%)
- 11
k,1=0 m=s n=t q + 1 T +1 thl

(g+1 r+1 O\ qt; )|

k=0 Lm=s n=t
7—1

— [ QzT'l Ail Amnil
- L X e ()| -

=0 Lm=s n=t

s+q t+r a B
+ mnij "
= (CSt )[m‘b

ol



esitligini elde ederiz. Burada C*' = {c**(k,l,q,r,i,7)} matrisi; her k,l,q,7,4,j,s,t € N

icin,
s+q t+r 0T Xl
kLl Amnk ; -
mz:m;t @)D AT ( qktl“) ;, 0<k<i—1ve 0<I<j-—1
W QiT; kj ( @mnk; . .
Zﬂ; q+1)(r+1)A10 ( art; ) , 0sk<i—lvel=j
st N s+q t+r . ) ]
kb i j) = 303 i Al (o), k=i ve 0<1<j-1 (6.35)
=sn—
9+q t+r
QT Amnij _ —
2 2 e ai,  k=ive =
0 , diger durumlarda .

olarak tanimhdir. Ayrica, C* = {c¢**(k,l, q,7,1,7)} matrisinin (6.35) ile verilen tanimin-

dan
1 st+q t+r a
N L N T AR Zmnkt 6.36
14 ’LJIE}HOOC ( 9 aq77“727.]) (C]"‘l)(?ﬂ“‘l T;S;Qk‘ =11 ( thl ( )

esitligini elde ederiz. (6.36) bagmtisim kullanarak biitiin m,n, k,l € Nler igin, (6.19)

ifadesinde verilen B = (b;nx) matrisini tanimlayalim. Boylece,

s+q t+r

1 a
bk L a5, 8) = o T D TAR ’"”’“’)
(b ams) = oy 3 2 ettt

m=s n=t

vazabiliriz. Boylece, "A = (amur) € (R?(Cyp) : Cy) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
B = (bmnki) € (Cpp @ Cy) olmasidir." ¢ift gerektirmesine sahip oluruz. Bu durumda;
Yardimci Teorem 2.28’1 kullanarak,

her bir £, [ dogal sayist i¢in

s+q t+r

1 a
bp— lim ———— T,A (M) = 6.37
p qTILIlOO (q + 1)(7“ + 1) Z ZQk ‘= qktl a ( )

m=s n=t
yakinsamasi s,t € N'ye gore diizgiindiir,
Ju € C vardir 6yle ki

s+q t+r
T kl Amnkl -
bp q}:gloo PSS g g E QrTIAT (—) =u (6.38)

k,l m=s n=t

yakinsamasi s,t € N’ye gore diizgiindiir,

her bir £ dogal sayisi i¢in

s+q t+r
amn
- ql,«:oom—z DD ATy (—’“) —ay| =0 (639)
’ m=s n=t
yakinsamasi s,t € N’ye gore diizgiindiir,
her bir [ dogal sayis1 i¢in
1 s+q t+r a
bp— lim ————— Ty AR [ Zmok ) =0 (6.40
b QTILnoo (q—i—l)(r—}—l); ;;Qk ! 11( anti Akl ( )
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yakinsamasi s,t € N’ye gore diizgilindiir.
sartlarim ve (6.8) sartim elde ederiz. Boylece, "A = (amur) € (R™(Cpp) : Cy) olmast
igin gerek ve yeter sart; (6.8)-(6.10), (6.37)-(6.40) sartlarinin en az bir ay € C igin

saglamasidir" sonucunu elde ederiz.

(R™(C,) : Cy) ve (R™(C,) : C) matris simflarinin karakterizasyonunu ispatsiz verecegiz.

Teorem 6.10. A = (i) matrisinin (R™(C,) : Cy) sumfinda olmas i¢in (6.8)-(6.10),
(6.33)-(6.34) sartlarinan ve
"1y € C vardr oyle ki

s+q t+r
i klo [ Qmnkly \
”e q’lrlgn“’o (g+1)(r+1) Z Z Z Qi1 ATy ( ) =y,

t
k m=s n=t Tktio

yakinsamast s,t € N'ye gore dizgindiir,

dko € C vardwr dyle ki

s+q t+r
T kol Amnkol _
A PR T (g+D(r+1) Z 2D QuTA < ) Vo

m=s n=t

yakinsamast s,t € N'ye gore dizgindir."

sartlarinin saglanmast gerek ve yeterdir.

Teorem 6.11. A = (anp) matrisinin (R™(C,) : Cy) simfinda olmasu i¢in (6.8)-(6.10),
(6.33) ve (6.34) sartlarmin saglanmast gerek ve yeterdir.

Teorem 6.12. Dirt boyutlu E = (eynkr) ve F' = (fonk) matrislerinin elemanlary ara-

sinda; her m,n, k,l € N i¢in,

fmnkl Z QZt Cijkl (641)

1,j=0
iliskisi olsun ve p, herhangi bir ¢ift dizi uzayin gostersin. Bu durumda; E matrisinin
(u = R1(Cy)) stmafinda olmasy igin gerek ve yeter sart, F' matrisinin (p : Cy) sinafinda

bulunmasaidar.

Ispat. Dért boyutlu E = (€mnki) Ve F' = (fmnk) matrislerinin elemanlar arasinda (6.41)
bagintisi mevcut ve p, verilen herhangi bir ¢ift dizi uzay: olsun. x = (2,,) € p alahm.

Simdi, her m,n,r, s € N i¢in gecerli olan

m,n 7,8

itj€ijriti = Z JmnkiTrl (6.42)

1,7=0 k,1=0 k,l=0
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esitligini dikkate alalim. O zaman, (6.42) bagmtisinda r,s — oo i¢in limit aldigimiz
zaman biitiin m,n € N'ler igin

1 m,n

mdn i,j=0
egitligini elde ederiz. Boylece, (6.43) ifadesinden "x € u oldugunda Exz € R (Cy) olmasi

icin gerek ve yeter sart © € p oldugunda Fx € Cy olmasidir" ¢ift gerektirmesine ulagiriz.

Teorem 6.12 ve Yardimci Teoremler 2.22-2.24’e dayanarak agagidaki sonuca sahip oluruz:

Sonuc 6.13. Dort boyutlu E = (€mnri) ve F' = (funk) matrislerinin elemanlar arasinda

(6.41) bagintisy bulunsun. Bu durumda, asagqidaki ifadeler gecerlidir:

(i) E = (emnr) € (Cp : RT(Cy)) olmasu i¢in gerek ve yeter sart (2.4)-(2.8) bagintilari-

TN Qnkt YETINE frni alinarak saglanmasidr.

(ii)) E = (emnr) € (C. : RT(Cy)) olmasi igin gerek ve yeter sart (2.4)-(2.6), (2.9) ve

(2.10) bagintilarinin Gmpk yerine fmni alinarak saglanmasidor.

(iii) E = (emni1) € (Cp : RT(Cy)) olmasy i¢in gerek ve yeter sart (2.4)-(2.6), (2.11) ve

(2.12) bagintilarinin Gmpk yerine fmnx alinarak saglanmasidar.

Teorem 6.14. \ ve p iki ¢ift dizi uzays, A = (amnr) dort boyutlu herhangi bir matris
ve B = (bynij) her m,n,i,j € Nigin i > m ve j > n oldugunda by,,;; =0, ve 0 <7 <m
ve 0 < j < n oldugunda byyi; # 0 olacak sekilde bir dort boyutlu matris olsun. Bu
durumda; A matrisinin (X : ug) siafinda bulunmast icin gerek ve yeter sart, BA ¢arpim

matrisinin (A : @) sinafinda bulunmasidor.

Ispat. A ve y iki ¢ift dizi uzayi, A = (@) dort boyutlu herhangi bir matris ve B =
(binnij) her m,n,i,j € Nigin i > m ve j > n oldugunda by,,,;; = 0, ve 0 < i < m ve
0 < j < n oldugunda by,,;; # 0 olacak sekilde bir dort boyutlu matris olsun. Ayrica,

x = (x) € A olsun. Bu durumda; her m,n € N i¢in
m,n i,] m,n m,n
> bumis Y agrrn =Y ( > bmm’jaijkl> Tyt
i,j=0 k=0 k=0 \i,j=k,
oldugundan m,n — oo iken limit aldigimizda B(Az) = (BA)z esitligini elde ederiz.

Boylece, "z € A oldugunda Az € up olmasi icin gerek ve yeter sart € A\ oldugunda

(BA)x € pu olmasidir" ¢ift gerektirmesine sahip oluruz.
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C' = (cmnkt); D = (dpnrt) ve E = (emnrr) dort boyutlu matrislerini biitiin m,n, k, [ €

N’ler igin, sirasi ile

m,n 1 m,n
Cmnkl = E A5kl ynkl = E Q51 V€
m+1)(n+1
i,5=k,l ( - )( T )i,j:k,l
m,n
Cmnkl = T, E qitjaijkl
i,J=KkK,l

esitlikleriyle tanimlayalim.

Artik, 6.1, 6.3, 6.6 ve 6.7 numarali teoremlerin bir¢cok yeni sonucunu verebiliriz.
Sonuc 6.15. 0 < s <1 olsun. Bu durumda, asagidaki ifadeler gegerlidir:

(i) A = (amnr) € (Ls : BS) olmasu igin (6.1) sartinin ampr yerine Cpmpi alinarak

saglanmasi, gerek ve yeterdir.

(1)) A = (amnr1) € (Ls : Mu) olmasu i¢in (6.1) sartinan Qmpr yerine dppr alinarak

saglanmasi, gerek ve yeterdir.

(iii) A= (amnrt) € (Ls : RM(M,)) olmast i¢in (6.1) sartinin aynk yerine emuap almarak

saglanmasi, gerek ve yeterdir.

(iv) A= (amnk1) € (Ls : CSpyp) olmasu igin (6.1) ve (6.5) sartlarinin amuk yerine Cunk

alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.

(v) A= (amnrt) € (Ls : Cop) olmas igin (6.1) ve (6.5) sartlarinan ammpp yerine domm

alinarak saglanmasi, gerek ve yeter sartdir.

(vi) A = (amnr) € (Ls : R™(Chp)) olmasi i¢in (6.1) ve (6.5) sartlarinin amnp yerine

emnkl alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.
Sonuc 6.16. 1 < s < 0o olsun. Bu durumda, asagidaki ifadeler gecerlidir:

(i) A = (amnr) € (Ls : BS) olmast igin (6.2) sartinin amprr yerine Cpmpi alinarak

saglanmas, gerek ve yeterdir.

(1)) A = (@mnk1) € (Ls : Mvu) olmast igin (6.2) sartinan Qmpe yerine dpnk alinarak

saglanmas, gerek ve yeterdir.

(iii) A= (amn1) € (Ls : RH(M,)) olmast i¢in (6.2) sartinin ayunk yerine emup alnarak

saglanmas, gerek ve yeterdir.
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() A= (amnk) € (Ls : CSpp) olmas igin (6.2) ve (6.5) sartlarimn ampg yerine Crpnk

alinarak saglanmas, gerek ve yeterdir.

(v) A = (amn1) € (Ls : C~bp) olmasu i¢in (6.2) ve (6.5) sartlarinin appr yerine dpng

alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.

(vi) A = (amnr) € (Ls : R™(Cpp)) olmas i¢in (6.2) ve (6.5) sartlarinin amnp yerine

emnkl alinarak saglanmasy, gerek ve yeterdir.
Sonuc 6.17. 0 < s <1 olsun. Bu durumda, asagidaki ifadeler gecerlidir:

(i) A= (amnr) € (R™(Ls) : BS) olmasi i¢in, (6.8)-(6.10) ve (6.26) sartlarinn amnp

Yerine Cmnkr alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.

(ii) A= (amnr) € (R™(Ls) : CSyy) olmast igin (6.8)-(6.10), (6.26) ve (6.32) sartlari-

AN Akl YETINE Crnkr alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.

(iii) A = (amnr) € (R™(Ly) : Mvu) olmasu i¢in (6.8)-(6.10) ve (6.26) sartlarinin amng

yerine dpmnp alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.

(iv) A= (amnr) € (RT(L,) : Cyp) olmast igin (6.8)-(6.10), (6.26) ve (6.32) sartlarmm

Gmnkl Yerine dpnr alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.

(v) A = (amnir) € (RT(Ls) : R*(M,)) olmasu i¢in (6.8)-(6.10) ve (6.26) sartlarinin

Gmnkl YETINE €mni alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.

(vi) A = (amnrt) € (R?(Ls) : R"(Cyp)) olmasy i¢in (6.8)-(6.10), (6.26) ve (6.52) sart-

larinin Qppkr yerine emnk alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.
Sonuc 6.18. 1 < s < 00 olsun. Bu durumda, asagidaki ifadeler gecerlidir:

(i) A= (amnr1) € (R?(Ls) : BS) olmas igin (6.9), (6.10) ve (6.27) sartlarnin ampk

Yerine Comnpr alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.

(ii) A = (amni) € (RT(Ls) : CSpp) olmasu i¢in (6.9), (6.10), (6.27) ve (6.32) sartlari-
AN Akl YETINE Crnir alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.

—

(iii) A = (amnr) € (R?(Ls) : My,) olmasi i¢in (6.9), (6.10) ve (6.27) sartlarinin amnp

yerine dpmnp alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.
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(v) A= (amnr) € (R*(Ls) : CNbp) olmasu igin (6.9), (6.10), (6.27) ve (6.32) sartlarinin

nkl Yerine dpnp alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.

(v) A= (amnu) € (R*(L,) : R*(M,)) olmasi igin (6.9), (6.10) ve (6.27) sartlarinin

Grnkl YETINE €mnkr olinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.

(vi) A = (amnr) € (R(Ls) : R™(Cpp)) olmasu igin (6.9), (6.10), (6.27) ve (6.32)

sartlarinin apmpk yerine empr alinarak saglanmasi, gerek ve yeterdir.
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7. SONUC

Tek dizilerin normlu ve paranormlu uzaylarinda bilinen iicgen matrislerin etki alanlar
bir¢ok aragtirmac: tarafindan ¢aligilmasina ragmen, bu durum c¢ift dizi uzaylar1 ve dort

boyutlu matrisler i¢in bir acik problem olma vasfini1 korumaktadair.

Altay ve Bagar (2005); kismi toplamlari, sirasi ile, M,,, M,(t), Cp, Cyp, C, ve L, uzayla-
rinda olan serilerin BS, BS(t), CS,, CSy,, CS, ve BY uzaylarin inga ettiler. Dért boyutlu
S = (Smnki) matrisi, her m,n, k,l € N igin

1, 0<k<m, 0<I<n,

Smnkl =
0 , diger durumlarda

olarak tarif edildiginde BS, BS(t), CS,, CSpp, CS, ve BV uzaylarinin, sirasi ile, S mat-
risinin M,,, M,(t), Cp, Cpp, Cr ve L, uzaylarindaki etki alanlari oldugu goriiliir. Bu
caliymanin tabii bir devami olarak Mursaleen ve Bagar (2014), birinci mertebeden dort
boyutlu Cesaro ortalamasinin M, Cp,, Cpo, Cip, Cr and L, (1 < s < 00) uzaylarindaki

etki alanlarini incelediler.

Dort boyutlu bir matrisin bir ¢ift dizi uzayindaki etki alanina dair incelemelerin bir bag-
langic1 olarak Mursaleen ve Bagar (2014) ¢aligmasinin esas sonuglari, ¢ift dizi uzaylar
ile ilgilenen aragtirmacilar igin olduk¢a 6nemlidir. Altay ve Bagar (2005), Mursaleen ve
Bagar (2014) ¢aligmalarim takip ederek bu ¢alhigmada; dort boyutlu R? Riesz ortalama-
smmin M., Cp, Cpp, Cr ve 0 < 5 < 00 i¢in Ly uzaylarindaki etki alanlar incelenmigtir.
Tanimlanan yeni uzaylarin topolojik 6zellikleri ve mevcut cift dizi uzaylar ile kapsama
bagintilar: verilmigtir. Ayrica, uzaylarin a—, §()— ve y—dualleri tayin edilmistir. Daha
sonra ¥ € {p, bp, r} olmak iizere, dért boyutlu matrislerin (R%(C,) : Cy) ve (R (Cy) : Cy),
¥ € {bp,r} ve 1 < s < oo olmak iizere (Cy : L), (R"(Cy) : L) ve (L : Ly,), 0 < s < 00
olmak iizere (Ls: M,), (Ls: Cpp), (RT(Ls) : My) ve 1 < s < 0o olmak iizere (L, : L)
simflar karakterize edilmigtir. Teorem 4.1 (i), Teorem 5.4, Teorem 6.1 ve Teorem 6.3
ile; £¢ uzayma dair Bagar ve Sever (2009) ¢aligmasi i¢in, tamamlayici sonuglar ortaya

konulmaktadir.

q=1t=(1,1,1,...) ahndiginda R? Riesz ortalamasi, dért boyutlu birinci mertebeden
(', Cesaro ortalamasina indirgenir. Bu sebeple; elde ettigimiz esas sonuglar, Mursaleen

ve Bagar (2014) ¢aligmasinin sonuglarindan ¢ok daha genel ve gumulliidiir.
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Bilinen dort boyutlu matrislerin, mesela; dort boyutlu ileri veya geri fark matrislerinin,
dort boyutlu Norlund matrisinin, r, s.ninci mertebeden dort boyutlu Euler matrisinin ve
diger dort boyutlu iiggen matrislerin, topolojik 6zellikleri bilinen c¢ift dizi uzaylarindaki

etki alanlar1 ¢aligilabilecek ilk akla gelen acik problemlerdir.
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