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Bu tez çal�³mas�, alt� bölümden ibarettir. Birinci bölüm, giri³ bölümüdür.

�kinci bölümde, mevcut literatürde yer alan ve çal�³mam�zda kullanaca§�m�z konu ile

ilgili tan�m ve teoremler verilmi³tir.

Üçüncü bölümde, çift dizilerin Rqt(Mu), Rqt(Cp), Rqt(Cbp) ve Rqt(Cr) Riesz uzaylar� ta-

n�mlan�p, bu uzaylar�n topolojik özellikleri verilmi³tir. Tan�mlad�§�m�z Riesz çift dizi

uzaylar� ile mevcut çift dizi uzaylar� aras�ndaki kapsama ba§�nt�lar� incelenmi³tir.

Dördüncü bölümde, 0 < s < ∞ de§erleri için Rqt(Ls) uzay� tan�mlanm�³t�r. Uzay�n s�ras�

ile 0 < s ≤ 1 de§erleri için tam s−normlu uzay oldu§u fakat barelled uzay olmad�§�,

1 < s < ∞ için Banach uzay ve barelled uzay oldu§u gösterilmi³tir.

Be³inci bölümde, tan�mlad�§�m�z Riesz uzaylar�n�n α−, γ− ve β(ϑ)-dualleri verilmi³tir.

Alt�nc� bölüm ise, ϑ ∈ {p, bp, r} olmak üzere (Rqt(Cr) : Cϑ) ve (Rqt(Cϑ) : Cf ), 0 < s < ∞

olmak üzere (Ls : Mu), (Ls : Cbp), (Rqt(Ls) : Mu), (Rqt(Ls) : Cbp) ve 1 ≤ s < ∞ olmak

üzere (Mu : Ls) dört boyutlu matris s�n��ar� karakterize edilmi³tir.

2015, vi+68 sayfa

Anahtar Kelimeler : Çift diziler, çift seriler, alpha-, beta- ve gamma-dualler, dört-

boyutlu matrislerin etki alan�, matris dönü³ümleri.
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The present thesis consists of six chapters and is organized as follows: In Chapter 1, we

summarize the main results of this study.

In the second Chapter, we give de�nitions and theorems about our subject are available

in present literature.

In Chapter 3, as the domain of four dimensional Riesz mean Rqt in the spaces Mu, Cp,

Cbp and Cr, we de�ne the double sequence spaces Rqt(Mu), Rqt(Cp), Rqt(Cbp) and Rqt(Cr),

and also examine some properties of those sequence spaces.

In Chapter 4, we introduce the double sequence space Rqt(Ls) as the domain of four

dimensional Riesz mean Rqt in the space Ls of absolutely s-summable double sequences

and give some topological properties.

In Chapter 5, we determine the α-dual, γ-dual and β(ϑ)−dual of the spaces Rqt(Mu),

Rqt(Cp), Rqt(Cbp), Rqt(Cr) and Rqt(Ls) for 0 < s < ∞ and Ls for 0 < s ≤ 1.

Finally, in Chapter 6, we give the necessary and su�cient conditions on the four dimen-

sional matrix mappings in order to be in the classes (Rqt(Cr) : Cϑ) and (Rqt(Cϑ) : Cf ) as

ϑ ∈ {p, bp, r}, (Ls : Mu), (Ls : Cbp), (Rqt(Ls) : Mu), (Rqt(Ls) : Cbp) as 0 < s < ∞ and

(Mu : Ls) as 1 ≤ s < ∞.

2015, vi+68 pages

Key Words : Double sequences, double series, alpha-, beta- and gamma-duals, matrix

domain of four-dimensional matrices, matrix transformations.

ii



TE�EKKÜR

Allah(C.C)'�n iki cihanda aziz ve muhterem eylemesini diledi§im, ayn� nefesi dahi solu-

man�n bir lütuf oldu§unu dü³ündü§üm hocam ile yollar�m�z� kesi³tirdi§i için Rabbime

sonsuz ³ükürler olsun. Zorlu bir süreç olaca§�n� dü³ünmesine ra§men dan�³manl�§�m� üst-

lendi§i ve ³ahs�ma kazand�rd�§� ahlakî ve ilmî de§erler için hocam say�n Prof. Dr. Feyzi

BA�AR'a minnettar�m.

ϑ ∈ {p, bp, r} olmak üzere Rqt(Cϑ) ve Rqt(Mu) uzaylar� ile ilgili k�s�mlar� titizlikle oku-

yarak rapor haz�rlayan ve gerekli baz� dokümanlar� temin etmemde yard�mc� olan �nönü

Üniversitesi �lkö§retim Matematik Ö§retmenli§i Program� ö§retim üyesi Prof. Dr. Bi-

lal ALTAY'a, Rqt(Ls) uzay� ile ilgili esas sonuçlar� inceledikten sonra övgüleriyle beni

cesaretlendiren Aligarh Muslim Üniversitesi Matematik Bölümü ö§retim üyesi Prof. Dr.

Mohammad MURSALEEN'e ve doktora ö§renimim esnas�ndaki resmi i³lemlerde yard�m-

lar�n� esirgemeyen Üniversiteleraras� Kurul Genel Sekreter V. Prof. Dr. Fatih NURAY'a

ve Afyon Kocatepe Üniversitesi Matematik Bölümü ö§retim üyesi Yrd. Doç. Dr. U§ur

ULUSU'ya, yine ihtiyaç duydu§um baz� dokümanlar� benimle payla³an Afyon Kocatepe

Üniversitesi Matematik Bölümü ö§retim üyesi Yrd. Doç. Dr. Yurdal SEVER'e, Teorem

3.4 ve Teorem 5.6'n�n ispatlar�n�n ilk hâllerindeki hatalar� tespit ederek bildiren Fatih

Üniversitesi doktora ö§rencisi sevgili Hüsamettin ÇAPAN'a te³ekkürlerimi sunar�m.

Medine YE��LKAYAG�L

AFYONKARAH�SAR, 2015

iii



�Ç�NDEK�LER D�Z�N�

1 G�R�� 1

2 L�TERATÜR B�LG�LER� 4

2.1 Çift Dizilerde Yak�nsakl�k Çe³itleri ve Baz� Çift Dizi Uzaylar� . . . . . . . 4

2.2 Çift Serilerin Yak�nsakl�§� ve Çift Seri Uzaylar� . . . . . . . . . . . . . . . 12

3 Ç�FT D�Z�LER�N RIESZ UZAYLARI 22

3.1 Rqt(Mu), Rqt(Cp), Rqt(Cbp) ve Rqt(Cr) Uzaylar�n�n �n³aas� . . . . . . . . . 22

4 Ç�FT D�Z�LER�N Rqt(Ls) UZAYI 31

4.1 Rqt(Ls) Uzay�n�n �n³aas� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

5 DUAL UZAYLAR 35

5.1 Riesz Çift Dizi Uzaylar�n�n Dualleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

6 BAZI MATR�S SINIFLARININ KARAKTER�ZASYONU 41

6.1 Matris Dönü³ümleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

7 SONUÇ 58

8 KAYNAKLAR 60

iv



S�MGELER D�Z�N�

Simgeler

N Do§al say�lar cümlesi

R Reel say�lar cümlesi

C Kompleks say�lar cümlesi

c Yak�nsak dizilerin uzay�

Ω C üzerinde tan�ml� bütün çift dizilerin uzay�

Mu S�n�rl� çift dizilerin uzay�

Cp Pringsheim manada yak�nsak çift dizilerin uzay�

Cr Regüler yak�nsak çift dizilerin uzay�

Cbp S�n�rl� ve Pringsheim manada yak�nsak çift dizilerin uzay�

Cp0 Pringsheim manada s�f�ra yak�nsak çift dizilerin uzay�

Cbp0 S�n�rl� ve Pringsheim manada s�f�ra yak�nsak çift dizilerin uzay�

Ce e−yak�nsak çift dizilerin uzay�

Cbe be−yak�nsak çift dizilerin uzay�

Cc c−yak�nsak çift dizilerin uzay�

Cf Hemen hemen yak�nsak çift dizilerin uzay�

Lu Mutlak yak�nsak seri olu³turan çift dizilerin uzay�

Ls Mutlak s−toplanabilir çift dizilerin uzay�, (0 < s < ∞)

BS K�sm�� toplamlar� s�n�rl� olan çift serilerin uzay�

CSp K�sm�� toplamlar� Pringsheim manada yak�nsak olan çift serilerin uzay�

CSr K�sm�� toplamlar� regüler yak�nsak olan çift serilerin uzay�

CSbp CSp ∩ BS

BV S�n�rl� sal�n�ml� çift dizilerin uzay�

φ Sonlu say�da terimi s�f�rdan farkl� olan tek dizilerin uzay�

Φ Sonlu say�da terimi s�f�rdan farkl� olan çift dizilerin uzay�

2ℓ
p
F Çift fuzzy say� dizilerinin uzay�

λ̃ 1 ≤ q < ∞ ve λ ∈ {Mu, Cp, Cp0, Cbp, Cr,Lq} olmak üzere

birinci mertebeden Cesàro ortalamas� λ uzay�nda olan çift

dizilerin uzay�

Rqt(λ) 0 < s < ∞ ve λ ∈ {Mu, Cp, Cbp, Cr,Ls} olmak üzere Riesz

ortalamas� λ uzay�nda olan çift dizilerin uzay�
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S�MGELER D�Z�N�

Simgeler

ϑ− lim Çift dizinin ϑ−yak�nsakl�§a göre limiti

ϑ−yak�nsak ϑ manada yak�nsakl�k

λα λ çift dizi uzay�n�n α−duali

λβ(ϑ) λ çift dizi uzay�n�n β(ϑ)−duali

λγ λ çift dizi uzay�n�n γ−duali

(λ : µ) λ uzay�n� µ uzay�na ta³�yan matrislerin s�n�f�

(λ : µ;P ), (λ : µ)reg λ uzay�n� µ uzay�na ta³�yan RH−regüler matrislerin s�n�f�

{0, 1}N×N Terimleri 0 ve 1 say�lar�ndan olu³an dizilerin cümlesi∑
k,l xkl

∑∞
k=0

∑∞
l=0 xkl

∆10akl akl − ak+1,l

∆01akl akl − ak,l+1

∆11akl ∆01(∆10akl)

∆kl
10amnkl amnkl − amn,k+1,l

∆kl
01amnkl amnkl − amnk,l+1

∆kl
11amnkl ∆kl

01(∆
kl
10amnkl) = ∆kl

10(∆
kl
01amnkl)

vi



Çift dizilerde, tek dizilerin aksine birden fazla yak�nsakl�k çe³idi tan�mlanm�³t�r. Çift dizi-

ler için Pringsheim manada yak�nsakl�k Pringsheim (1900) taraf�ndan verildi. Bir çift di-

zinin Pringsheim manada yak�nsakl�§� bu dizinin s�n�rl�l�§�n� gerektirmemektedir. Hardy

(1916-1919) regüler yak�nsakl�k tan�m�n� vererek bu eksikli§i giderdi. Kojima (1922), Ro-

bison (1926) ve Hamilton (1936) gibi yazarlar, çift diziler için verilen bu iki yak�nsakl�k

türü ile ilgili çal�³malar yapt�lar. Hill (1940) fonksiyonel analiz metodunu çift dizilere

uygulayarak regüler çift diziler uzay�n�n topolojik dualini ve regüler yak�nsakl�§a ba§l�

olarak matrislerin mükemmelli§ini (perfectness) tan�mlad�. Ayr�ca, Kull (1958) fonksiyo-

nel analiz metodlar�n� çift dizilerin matris dönü³ümlerinde kulland�.

Móricz ve Rhoades (1988), hemen hemen yak�nsakl�k kavram�n� çift diziler için tan�mlay�p

hemen hemen yak�nsak çift dizilerin Cf uzay�n� in³a ettiler. Jardas ve Sarapa (1991),

iki tek dizinin koordinatsal çarp�m� ile ifade edilebilen çift dizilerin toplanabilirli§ini

incelediler. Móricz (1991), c ve c0 tek dizi uzaylar�na kar³�l�k gelen Pringsheim manada

yak�nsak, s�f�ra Pringsheim manada yak�nsak ve regüler manada yak�nsak çift dizilerin Cp,

Cp0 ve Cr uzaylar�n�n baz� özelliklerini inceledi. Boos, Leiger ve Zeller (1997), çift dizilerde

e−, be− ve c−yak�nsakl�§� tan�mlad�lar ve SM−metodunu kullanarak bu yak�nsakl�k

çe³itlerinin baz� topolojik özelliklerini verdiler. Patterson (1999) çift diziler için çekirdek

tan�m�n� verdi. Türkmeno§lu (Gökhan) (1999) (Cbp(t) : Cp(t))reg dört boyutlu matris

s�n�f�n� karakterize etti.

Zeltser (2000) gliding hump metodunu kullanarak λ, µ ∈ {Ce, Cbe} olmak üzere λ uza-

y�ndan µ uzay�na dört boyutlu matris s�n��ar�n� karakterize etti ve (2001a) çal�³mas�nda

yine gliding hump metodunu kullanarak üç boyutlu bir matrisin hangi gerek ve yeter

³artlar alt�nda yak�nsak veya s�n�rl� x = (xk) dizisini Ce veya Cbe uzay�na ta³�d�§�n� gös-

terdi. Ayr�ca Zeltser, doktora tezinde (2001b), Boos vd. (1997) taraf�ndan verilen e−,

be− ve c−yak�nsak çift dizi uzaylar�n�n ta³�d�§� baz� özellikleri inceledi ve çift dizilerde

bir A metodunun e−, be− ve c− etki alanlar�n�n yap�s�n� verdi. Mursaleen ve Edely

(2003) taraf�ndan çift diziler için Cauchy ve istatistiksel yak�nsakl�k kavramlar� verildi.

Ayr�ca, ayn� çal�³mada istatistiksel yak�nsakl�k ile kuvvetli Cesàro toplanabilir çift dizi-

ler aras�ndaki ili³ki incelendi. Mursaleen ve Sava³ (2003), çift diziler için hemen hemen

regüler matrislerin s�n�f�n� karakterize ettiler. Daha sonra Mursaleen (2004), Mursaleen

1
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ve Edely (2004) taraf�ndan çift diziler için matrislerin hemen hemen kuvvetli regülerli§i

tan�mland� ve bu matrisler yard�m� ile çekirdek teoremi olu³turularak çift diziler için

M−çekirdek kavram� verildi. Gökhan ve Çolak (2004) çal�³malar�nda t = (tkl) pozi-

tif reel say�lar�n bir dizisi olmak üzere Cp(t) ve Cbp(t) uzaylar�n�, (2005) çal�³malar�nda

Mu(t) uzay�n� ve (2006) çal�³malar�nda Cp0(t), Cbp0(t) ve Lu(t) uzaylar�n� tan�mlayarak,

bu uzaylar�n baz� topolojik özelliklerini incelediler ve dual uzaylar�n� verdiler. Altay ve

Ba³ar (2005), k�smi toplamlar� s�ras� ile Mu, Mu(t), Cp, Cbp, Cr ve Lu uzaylar�nda olan

BS, BS(t), CSp, CSbp, CSr ve BV çift seri uzaylar�n� in³a ederek bu uzaylar ile ilgili

baz� özellikleri incelediler. Tripathy ve Dutta (2007) çift fuzzy say� dizilerinin 2ℓ
p
F uza-

y�n� tan�mlad�lar ve uzay�n taml�k, solid olma, simetri gibi birçok özelliklerini incelediler.

Gökhan, Çolak ve Mursaleen (2009) (Cbp0(t) : Cp0(t)), (Cbp0(t) : Cbp0(t)), (Cbp(t) : Cp0(t)),

(Mu(t) : Cp0(t)) ve (Mu(t) : Cbp0(t)) matris s�n��ar�n� karakterize ettiler. Tripathy ve

Sarma (2009) Orlicz fonksiyonu yard�m� ile baz� vektör de§erli çift dizi uzaylar�n� tan�m-

lad�lar ve tan�mlad�klar� uzaylar�n baz� özelliklerini ve birbirleri ile ili³kilerini verdiler.

Ba³ar ve Sever (2009) 1 ≤ s < ∞ de§erleri için mutlak s−toplanabilir çift dizilerin Ls

Banach uzay�n� tan�mlayarak baz� özelliklerini incelediler.

Karaev ve Zeltser (2010), çift diziler için Abel toplanabilirlik kavram�n� verdiler. Sub-

ramanian ve Misra (2010), asal manada çift analitik fark dizilerinin ve asal manada

çift gai fark dizilerinin uzaylar�n� tan�mlad�lar ve uzaylar�n birbirleri ile ili³kilerini ver-

diler. Sava³ ve Patterson (2011) modülüs fonksiyonu yard�m� ile yeni çift dizi uzaylar�

in³a ettiler ve uzaylar�n birbirleri ile ili³kilerini incelediler. Alotaibi ve Çakan (2012)

çift dizilerin Riesz yak�nsak ve Riesz çekirdek kavramlar�n� tan�mlayarak ∀x ∈ Mu için

PR − core{Ax} ⊆ P − core{x} ve PR − core{Ax} ⊆ st2 − core{x} kapsamlar�n�n geçerli

olmas� için dört boyutlu A matrisi üzerindeki gerek ve yeter ³artlar� verdiler. Mursaleen

ve Ba³ar (2014), birinci mertebeden Cesàro ortalamalar� s�ras� ile Mu, Cp, Cp0, Cbp, Cr ve

Ls uzaylar�nda olan M̃u, C̃p, C̃p0, C̃bp, C̃r ve L̃q uzaylar�n� tan�mlayarak incelediler.

Tek dizi ve seri uzaylar�na hasredilen çok geni³ bir literatür bulunmakla beraber çift

dizi ve serilerle çal�³man�n büyük zorluklar� olmas� sebebiyle bu konuda fazla ara³t�rma

yap�lmam�³ olup, bakir bir alan olarak ara³t�rmac�lar� beklemektedir. Tek dizilerin klâ-

sik uzaylar�n�n çe³itli üçgen matrisler alt�ndaki etki alanlar� incelenerek pek çok yeni dizi

uzay� literatüre kazand�r�ld�§� halde benzer çal�³malar çift dizi uzaylar� bak�m�ndan nere-

deyse yap�lmam�³t�r diyebiliriz. Bu sebeple; Riesz ortalamas� s�n�rl�, Pringsheim manada

2



yak�nsak, Pringsheim manada yak�nsak ve s�n�rl�, regüler manada yak�nsak ve mutlak

s−toplanabilir çift dizilerin

Rqt(Mu) :=
{
x = (xmn) ∈ Ω : Rqtx ∈ Mu

}
,

Rqt(Cp) :=
{
x = (xmn) ∈ Ω : Rqtx ∈ Cp

}
,

Rqt(Cbp) :=
{
x = (xmn) ∈ Ω : Rqtx ∈ Cbp

}
,

Rqt(Cr) :=
{
x = (xmn) ∈ Ω : Rqtx ∈ Cr

}
,

Rqt(Ls) :=
{
x = (xmn) ∈ Ω : Rqtx ∈ Ls

}
, (0 < s < ∞),

uzaylar�n� tan�mlayarak bu uzaylar�n cebirsel ve topolojik özelliklerini ara³t�raca§�z.

Çal�³mam�z boyunca; çift dizilerle ilgili uygun terminoloji için, Ba³ar (2012) ile Mursaleen

ve Mohiuddine (2014) çal�³malar�na ba§l� kalaca§�z.
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Bu bölümde, sonraki bölümlere temel te³kil edecek baz� bilgiler verilecektir.

Tan�m 2.1. X bo³ olmayan herhangi bir cümle olmak üzere

f : N× N → X

(k, l) → f(k, l) = xkl

³eklinde tan�mlanan f fonksiyonuna X-de§erli bir çift dizi denir.

Ω ile kompleks veya reel terimli bütün çift dizilerin cümlesi gösterilir. Bu cümle, her

α ∈ C ve her x = (xkl), y = (ykl) ∈ Ω için αx = (αxkl) ve x + y = (xkl + ykl) i³lemleri

alt�nda bir lineer uzayd�r ve herhangi bir alt uzay� çift dizi uzay� olarak adland�r�l�r.

x = (xkl) kompleks terimli bir çift dizi olmak üzere sup
k,l∈N

|xkl| < ∞ ise x dizisine s�n�rl�d�r

denir (Móricz ve Rhoades 1988). Bütün s�n�rl� çift dizilerin cümlesi, Mu ile gösterilir.

Buna göre;

Mu :=

{
x = (xkl) ∈ Ω : ∥x∥∞ = sup

k,l∈N
|xkl| < ∞

}
olup, uzay�n ∥ · ∥∞ normu ile bir Banach uzay oldu§unu Móricz'in 1991 y�l�na ait çal�³-

mas�ndan biliyoruz.

Tek dizilerdeki durumun aksine, çift dizilerde birden fazla yak�nsakl�k kavram� mevcuttur.

En çok çal�³�lan yak�nsakl�k türleri Pringsheim manada ve regüler manada yak�nsakl�kt�r.

Verilen her ε > 0 için k, l > n0 oldu§unda |xkl − a| < ε olacak ³ekilde bir n0 = n0(ε)

do§al say�s� mevcut ise, reel ya da kompleks terimli x = (xkl) çift dizisine, a ∈ C

say�s�na Pringsheim manada yak�nsak ve a de§erine de x dizisinin Pringsheim limiti

denir. Pringsheim manada yak�nsak bir x = (xkl) dizisine k�saca p−yak�nsak dizi denir

ve limiti p− lim
k,l→∞

xkl = a ile gösterilir (Pringsheim 1900). Pringsheim manada yak�nsak

dizilerin cümlesi Cp ile gösterilir, yani

Cp := {x = (xkl) ∈ Ω : ∃a ∈ C ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀k, l ≥ n0 , |xkl − a| < ε}

4

2. L�TERATÜR B�LG�LER�

2.1 Çift Dizilerde Yak�nsakl�k Çe³itleri ve Baz� Çift Dizi Uzaylar�



³eklinde ifade edilir. Cp cümlesi, çift dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla çarpma

i³lemleri alt�nda lineer uzay olup,

∥x∥P = lim
N→∞

[
sup
k,l≥N

|xkl|
]

yar�nomu ile bir tam yar�nomlu uzay te³kil etti§i, Móricz (1991) taraf�ndan gösterildi.

Pringsheim manada yak�nsak bir çift dizi, s�n�rl� olmak zorunda de§ildir. Boos (2000)'de

verilen x = (xkl) dizisini

xkl :=

 l , k = 0, l ∈ N,

0 , k ≥ 1, l ∈ N,

ile tan�mlayal�m. Aç�kça x dizisi s�n�rl� de§ildir. Fakat p−limiti mevcut ve s�f�rd�r.

Cbp cümlesi ile Pringsheim manada yak�nsak ve s�n�rl� çift dizilerin uzay� gösterilir. Yani,

Cbp :=
{
x = (xkl) ∈ Cp : ∥x∥∞ = sup

k,l∈N
|xkl| < ∞

}
= Cp ∩Mu

ile tan�mlan�r.

Pringsheim manada a noktas�na yak�nsak olmas�na ek olarak her l ∈ N için lim
k→∞

xkl ve her

k ∈ N için lim
l→∞

xkl limitleri mevcut olan x = (xkl) dizisine, a noktas�na regüler yak�nsak

denir. Regüler yak�nsak bir x = (xkl) dizisi için lim
l→∞

lim
k→∞

xkl ve lim
k→∞

lim
l→∞

xkl limitleri mevcut

ve Pringsheim limitine e³ittir. Regüler yak�nsak dizilerin cümlesi Cr ile gösterilir. Yani,

Cr := {x = (xkl) ∈ Cp : ∀k, l ∈ N için (xkl)k, (xkl)l ∈ c}

ile tan�mlan�r. Burada c ile yak�nsak tek dizilerin uzay� ve (xkl)l ∈ c ile dizinin l indisine

göre yak�nsakl�§� gösterilmektedir.

Móricz (1991) taraf�ndan, Cbp, Cr ve Cr0 (s�f�ra r−yak�nsak dizilerin uzay�) cümlelerinin

∥ · ∥∞ normu ile bir Banach uzay te³kil etti§i gösterildi.

Tek diziler için hemen hemen yak�nsakl�k kavram� Lorentz (1948) taraf�ndan verildi. Çift

diziler için ise Móricz ve Rhoades (1988) taraf�ndan "Bir x = (xkl) çift dizisi,

p− lim
q,r→∞

∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(r + 1)

m+q∑
k=m

n+r∑
l=n

xkl − L

∣∣∣∣∣ = 0,

m, n'ye göre düzgün, e³itli§ini sa§layan bir L de§eri mevcut ise L de§erine hemen hemen

yak�nsakt�r." ³eklinde verildi. Bu durumda; L de§erine, x dizisinin f2-limiti denir. Hemen
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hemen yak�nsak çift dizilerin uzay�, Cf ile gösterilir. Yak�nsak bir çift dizi, hemen hemen

yak�nsak olmak zorunda de§ildir. Ancak s�n�rl� yak�nsak her çift dizi hemen hemen ya-

k�nsakt�r ve hemen hemen yak�nsak her çift dizi s�n�rl�d�r. Yani Cbp ⊂ Cf ⊂ Mu kesin

kapsamalar� mevcuttur (Mursaleen 2004).

Benzer ³ekilde, tek diziler için kuvvetli hemen hemen yak�nsakl�k kavram� Maddox (1978)

taraf�ndan, çift diziler için ise Ba³ar�r (1995) taraf�ndan "Bir x = (xkl) çift dizisi,

p− lim
q,r→∞

1

(q + 1)(r + 1)

m+q∑
k=m

n+r∑
l=n

|xkl − L| = 0,

m, n'ye göre düzgün, e³itli§ini sa§layan bir L de§eri mevcut olmas� halinde L limit de§e-

rine kuvvetli hemen hemen yak�nsakt�r" ³eklinde verildi. Kuvvetli hemen hemen yak�nsak

çift dizilerin uzay�, [Cf ] ile gösterilir. [Cf ] ⊂ Cf kesin kapsamas� mevcuttur.

Boos vd. (1997) Pringsheim manada yak�nsakl�ktan daha zay�f olan çift dizilerin a nok-

tas�na e−yak�nsakl�§�n�,

∀ε > 0 ∃l0 ∈ N ∀l ≥ l0 ∃kl ∈ N : k ≥ kl ⇒ |xkl − a| ≤ ε

³eklinde tan�mlad�lar. Her l ∈ N için sup
k∈N

|xkl| de§eri sonlu olmak üzere e−yak�nsak bir

x = (xkl) dizisine be−yak�nsak ve her l ∈ N için limk→∞ xkl limiti mevcut olmak üzere

e−yak�nsak bir x = (xkl) dizisine c−yak�nsak denir. Bu durumda; e−yak�nsak dizilerin

cümlesi

Ce :=
{
x = (xkl) ∈ Ω : ∃a ∈ C için lim

l→∞
lim
k→∞

|xkl − a| = 0
}
,

be−yak�nsak dizilerin cümlesi

Cbe :=
{
x = (xkl) ∈ Ce : ∀l ∈ N için sup

k∈N
|xkl| < ∞

}
ve c−yak�nsak dizilerin cümlesi

Cc :=
{
x = (xkl) ∈ Ω : ∃α ∈ C öyle ki Cc − limx = lim

l→∞
lim
k→∞

xkl = α
}

biçimindedir. Boos vd. (1997) çal�³mas�nda, c−yak�nsakl�§�n SM−metod teorisinin as�l

arac� oldu§unu görebiliriz.

Ba³ar�r ve Sonalcan (1999), tek diziler için Das ve Sahoo (1992) taraf�ndan tan�mlanan

uzaylar�n çift diziler bak�m�ndan kar³�l�klar�n� verdiler.
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Herhangi bir ϑ yak�nsakl�k kavram� için, ϑ−yak�nsak çift dizilerin uzay� Cϑ ile ve ϑ−yak�nsak

x çift dizisinin limiti ϑ− lim
k,l→∞

xkl ile gösterilir. Cϑ0 ile de s�f�ra ϑ−yak�nsak çift dizilerin

uzay� gösterilir.

p−yak�nsakl�§a benzer olarak e−, be− ve c−yak�nsak bir çift dizi de s�n�rl� olmak zorunda

de§ildir. Bu durum; ϑ ∈ {p, e, be, c} olmak üzere, ϑ−yak�nsak bir dizinin kendine özgü

s�n�rl�l�§� olmas� dü³üncesini do§urmu³tur. Genel olarak, bir x = (xkl) çift dizinin s�n�r-

l�l�§� düzgün s�n�rl�l�k, yani x dizisinin Mu uzay�na ait olmas� anlam�ndad�r. Bu durum,

bp− ve r−yak�nsakl�k için tabii bir s�n�rl�l�k tan�m�d�r.

Yukar�da tan�mlanan yak�nsakl�k çe³itlerinin kendilerine özgü s�n�rl�l�k tan�mlar� Zeltser

(2001b) taraf�ndan doktora tezinde;

Tan�m 2.2. x = (xkl) çift dizisine;

(1) e§er lim
n→∞

sup
k,l≥n

|xkl| < ∞ ise p−s�n�rl�d�r denir.

(2) e§er lim
l→∞

lim
k→∞

|xkl| < ∞ ise e−s�n�rl�d�r denir.

(3) e§er sup
l∈N

lim
k
|xkl| < ∞ ise be−s�n�rl�d�r denir.

(4) e§er sup
l∈N

| lim
k→∞

xkl| < ∞ ise c−s�n�rl�d�r denir.

olarak verildi.

Móricz (2003), Mursaleen ve Edely (2004) çift diziler için istatiksel yak�nsakl�k tan�m�n�

"x = (xkl) dizisi verilsin. E§er her ε > 0 için

p− lim
m,n→∞

1

mn
|{k ≤ m, l ≤ n : |xkl − l| ≥ ε}| = 0

ise; x dizisi, l de§erine istatiksel yak�nsakt�r denir ve st2 − limxkl = l yaz�l�r." ³eklinde

verdiler. Bir çift dizi Pringsheim manada yak�nsak ise istatiksel yak�nsakt�r. Ayr�ca x

dizisi l de§erine istatistiksel yak�nsak ise bu l de§eri tektir ve dizi Pringsheim manada

yak�nsak ya da s�n�rl� olmak zorunda de§ildir (Edely ve Mursaleen 2006).

Tripathy ve Tripathy (2005) çift diziler için I−yak�nsakl�k kavram�n� "I2, 2N×N'nin bir

ideali olsun. Her ε > 0 için {(k, l) ∈ N × N : |xkl − ℓ| ≥ ε} ∈ I2 ise x = (xkl) dizisine l

de§erine Pringsheim manada I−yak�nsakt�r denir." ³eklinde verdiler.
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ekl çift dizisi

eklij :=

 1 , (k, l) = (i, j) ∈ N× N,

0 , di§er durumlarda
(2.1)

olmak üzere Φ uzay�

Φ = span{ekl : k, l ∈ N}

biçiminde tan�mlan�r. Genel olarak gözönüne al�nan çift dizi uzaylar�, Φ uzay�n� kapsarlar.

m,n ∈ N olmak üzere bir x = (xkl) çift dizisinin x[m,n] m., n.k�s�mlar�,

x[m,n] :=
m∑
k=1

n∑
l=1

xkle
kl

olarak tan�mlan�r ve Φ'nin eleman�d�rlar.

Türkmeno§lu (1993), Gökhan ve Çolak (2004, 2005, 2006), t = (tkl) pozitif reel say�lar�n

bir dizisi olmak üzere

Mu(t) :=

{
x = (xkl) ∈ Ω : sup

k,l≥0
|xkl|tkl < ∞

}
,

Cp(t) :=
{
x = (xkl) ∈ Ω : ∃L ∈ C ∋ p− lim

m,n→∞
|xkl − L|tkl = 0

}
,

Cp0(t) :=
{
x = (xkl) ∈ Ω : p− lim

k,l→∞
|xkl|tkl = 0

}
,

Lu(t) :=

{
x = (xkl) ∈ Ω :

∞∑
k,l=0

|xkl|tkl < ∞

}
,

Cbp(t) := Cp(t) ∩Mu(t) ve Cbp0(t) := Cp0(t) ∩Mu(t).

uzaylar�n� tan�mlad�lar ve baz� ³artlar alt�nda bu cümlelerin tam paranormlu uzay ol-

duklar�n� gösterdiler. Ayr�ca, bu uzaylar�n duallerini tan�mlay�p uzaylar�n birbirleri ile

kapsama ba§�nt�lar�n� incelediler. Özel olarak, bütün k, l ∈ N'ler için tkl = 1 al�n�rsa

Mu(t), Cp(t), Cp0(t), Lu(t), Cbp(t) ve Cbp0(t) uzaylar�, s�ras� ile, Mu, Cp, Cp0, Lu, Cbp ve

Cbp0 uzaylar�na indirgenir. Burada; Lu ile mutlak yak�nsak çift serilerin uzay� gösteril-

mektedir.

Ba³ar ve Sever (2009) taraf�ndan 1 ≤ s < ∞ için mutlak s−toplanabilir çift dizilerin Ls

uzay�,

Ls :=

{
x = (xkl) ∈ Ω :

∑
k,l

|xkl|s < ∞

}
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³eklinde tan�mland�. Ayr�ca, Ls uzay�n�n ∥x∥s =
(∑

k,l |xkl|s
)1/s

normu ile bir Banach

uzay oldu§u ifade edilerek baz� topolojik özellikleri incelendi.

Karaev ve Zeltser (2010): "Bir a = (amn) çift dizisi verilsin. E§er bütün x, y ∈ (0, 1)

de§erleri için
∑∞

m,n=0 amnx
myn serisi yak�nsak ve

lim
(x,y)→(1−,1−)

(1− x)(1− y)
∑
m,n

amnx
myn = l

ise a dizisine l de§erine Abel toplanabilirdir." tan�m� ile birlikte klâsik Abel teoremini çift

diziler için verdiler.

Mursaleen ve Mohiuddine (2012), Mu uzay� üzerindeki Banach limiti kavram�n� verdiler

ve Das ve Sahoo (1992) taraf�ndan ortaya konan baz� sonuçlar�n çift diziler bak�m�ndan

kar³�l�klar�n� verdiler. Ba³ar�r ve Konca (2012), çift-lakunary dizi uzaylar�n� tan�mlad�lar.

Bir x = (xkl) çift dizisinin birinci mertebeden Cesàro toplanabilirli§i,

p− lim
m,n→∞

(C1x)mn = p− lim
m,n→∞

1

(m+ 1)(n+ 1)

m,n∑
k,l=0

xkl

limitinin varl�§� ile tan�mlan�r. Burada C1 = (cmnkl)matrisi, bütünm,n, k, l ∈ N de§erleri

için

cmnkl :=

 1
(m+1)(n+1)

, 0 ≤ k ≤ m, 0 ≤ l ≤ n,

0 , di§er durumlarda

olarak tan�mlanm�³t�r. Do§rudan bir hesaplama ile birinci mertebeden Cesàro ortalama-

s�n�n C1 matrisinin C−1
1 = (dmnkl) tersinin bütün m,n, k, l ∈ N de§erleri için

dmnkl :=

 (−1)m+n−(k+l)(k + 1)(l + 1) , m− 1 ≤ k ≤ m,n− 1 ≤ l ≤ n,

0 , di§er durumlarda

oldu§u görülür.

Sever (2012) birinci mertebeden Cesàro regüler yak�nsak çift dizilerin Cesr cümlesini

Cesr := {x = (xkl) ∈ Ω : C1x ∈ Cr}

olarak tan�mlad�, uzay�n baz� özelliklerini ortaya koydu ve β(r)−dualini tayin etti.

Negatif olmayan reel say�lar�n q = (qk) ve t = (tl) dizileri yard�m�yla q0, t0 > 0 olmak

üzere, Qm =
m∑
k=0

qk ve Tn =
n∑

l=0

tl tan�mlayal�m. Bu durumda; q = (qk) ve t = (tl)
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dizilerine ba§l� olarak Rqt Riesz ortalamas�, Rqt = (rqtmnkl) matrisi ile tan�mlan�r. Burada;

Rqt = (rqtmnkl) matrisi, bütün m,n, k, l ∈ N'ler için

rqtmnkl :=


qktl

QmTn
, 0 ≤ k ≤ m, 0 ≤ l ≤ n,

0 , di§er durumlarda
(2.2)

e³itli§i ile verilmektedir. Hesaplamalar sonucundaRqt matrisinin (Rqt)−1 = Dqt = (dqtmnkl)

tersi, bütün m,n, k, l ∈ N de§erleri için

dqtmnkl :=

 (−1)m+n−(k+l)QkTl

qmtn
, m− 1 ≤ k ≤ m, n− 1 ≤ l ≤ n,

0 , di§er durumlarda

olarak bulunur.

Alotaibi ve Çakan (2012): "Bir x = (xkl) çift dizisinin Rqt-Riesz dönü³ümü, her m,n ∈ N

için

ymn := (Rqtx)mn =
1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl (2.3)

olarak tan�mlan�r ve α ∈ C olmak üzere p − lim(Rqtx)mn = α ise x = (xkl) dizisine

α de§erine Riesz yak�nsakt�r denir." tan�m�n� verdiler. Bütün k, l ∈ N de§erleri için

qk = tl = 1 al�n�rsa Rqt Riesz ortalamas�, dört boyutlu birinci mertebeden C1 Cesàro

ortalamas�na indirgenir.

Mursaleen ve Ba³ar (2014) birinci mertebeden Cesàro ortalamas�, s�ras� ile Mu, Cp, Cp0,

Cbp, Cr ve Ls uzay�nda olan dizilerin M̃u, C̃p, C̃p0, C̃bp, C̃r ve L̃s uzaylar�n� tan�mlayarak

bu uzaylar�n, Banach uzay olduklar�n� gösterdiler. M̃u uzay�n�n α−dualini, C̃r uzay�n�n

β(bp)−dualini ve ϑ, η ∈ {p, bp, r} olmak üzere C̃η uzay�n�n β(ϑ)−dualini elde ettiler.

Ayr�ca, ϑ ∈ {p, bp, r} ve µ herhangi bir çift dizi uzay� olmak üzere (C̃bp, Cϑ) ve (µ, C̃ϑ)

matris s�n��ar�n� karakterize eden teoremleri verdiler.

λ herhangi bir çift dizi uzay� olsun. Uzay�n λα alfa-duali, λγ gama-duali ve λβ(ϑ) ϑ-

yak�nsakl�§a ba§l� olan beta(vartheta)-duali, s�ras� ile

λα :=

{
(akl) ∈ Ω : her (xkl) ∈ λ için

∑
k,l

|aklxkl| < ∞

}
,

λγ :=

{
(akl) ∈ Ω : her (xkl) ∈ λ için sup

m,n∈N

∣∣∣∣∣
m,n∑
k,l=0

aklxkl

∣∣∣∣∣ < ∞

}
,

λβ(ϑ) :=

{
(akl) ∈ Ω : her (xkl) ∈ λ için ϑ−

∑
k,l

aklxkl mevcut

}
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olarak tan�mlan�r. λ ve µ çift dizi uzaylar� için λ ⊂ µ oldu§unda µα ⊂ λα ve λα ⊂

λγ kapsamalar� mevcut ve ayr�ca, λα ⊂ λβ(ϑ) kapsamas� geçerlidir. Pozitif reel terimli

olmayan yak�nsak bir çift serinin k�sm�� toplamlar dizisi s�n�rl� olmak zorunda de§ildir.

Gerçekten genel terimi,

xkl :=


1 , k = 0, l ∈ N,

−1 , k = 1, l ∈ N,

0 , k ≥ 2, l ∈ N

ile verilen
∑
k,l

xkl serisi yak�nsak fakat k�sm�� toplamlar dizisi s�n�rl� de§ildir Robison (1926).

Dolay�s�yla, bir çift serinin k�sm�� toplamlar dizisinin ϑ−yak�nsakl�§� s�n�rl�l�§�n� gerektir-

memektedir. O hâlde, λβ(ϑ) ⊂ λγ kapsamas� daima geçerli de§ildir.

Tan�m 2.3. λ1 ve λ2, C cismi üzerindeki iki lineer uzay olsunlar. Her (x, y) ∈ λ1 × λ2

çifti için tan�ml�

⟨·, ·⟩ : λ1 × λ2 → C

(x, y) → ⟨x, y⟩

fonksiyoneli;

(1) Bilineerdir, yani; bütün α1, α2, β1, β2 skalarlar� x, x1, x2 ∈ λ1 ve y, y1, y2 ∈ λ2 vek-

törleri için

⟨x, α1y1 + α2y2⟩ = α1⟨x, y1⟩+ α2⟨x, y2⟩

⟨β1x1 + β2x2, y⟩ = β1⟨x1, y⟩+ β2⟨x2, y⟩.

(2) (i) Bütün y ∈ λ2'ler için ⟨x, y⟩ = 0 ise x = θ

(ii) Bütün x ∈ λ1'ler için ⟨x, y⟩ = 0 ise y = θ

³artlar�n� sa§l�yorsa, λ1 ve λ2 uzaylar� dualdir denir.

(1) ³art�, bir y ∈ λ2 eleman�n�n, λ1 uzay�n�n λ∗
1 cebirsel dualinde bir fonksiyonel

tan�mlad�§�n� ifade eder. Farkl� y elemanlar�n�n farkl� fonksiyoneller belirtece§i aç�kt�r.

(2) (ii) ³art�, λ2 uzay�n�n λ∗
1 cebirsel dualinin bir alt uzay� oldu§unu gösterir.

λ çift dizi uzay� Φ alt uzay�n� kaps�yorsa, β(ϑ)−duali olan λβ(ϑ) uzay� ile

⟨·, ·⟩ : λ× λβ(ϑ) → C

(x, a) → ϑ−
∑
k,l

aklxkl

bilineer formu alt�nda ⟨λ, λβ(ϑ)⟩ dual çiftini te³kil ederler (Zeltser 2001c).
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Tan�m 2.4. A = (amnkl) kompleks ya da reel de§erli dört boyutlu bir sonsuz matris ve ϑ

herhangi bir yak�nsakl�k türü olsun. �imdi,

Ω
(ϑ)
A :=

{
x ∈ Ω : ∀m,n ∈ N için [Ax]mn = ϑ−

∑
k,l

amnklxkl mevcut

}
cümlesini tan�mlayal�m. Bu durumda;

A : Ω
(ϑ)
A → Ω, x 7→ Ax := ([Ax]mn)m,n∈N

dönü³ümüne, ϑ−tipi bir matris dönü³ümü denir.

A = (amnkl) kompleks ya da reel de§erli dört boyutlu bir sonsuz matris, λ bir çift

dizi uzay� ve ϑ bir yak�nsakl�k türü olsun. Bu durumda; ϑ yak�nsakl�k türüne göre

A−dönü³ümü λ uzay�nda yatan x dizilerinin cümlesi, A matrisinin λ uzay�ndaki ϑ ya-

k�nsakl�§a göre etki alan� olarak bilinir ve λ
(ϑ)
A ile gösterilir. Yani,

λ
(ϑ)
A :=

{
x = (xkl) ∈ Ω

(ϑ)
A : Ax ∈ λ

}
.

Bu k�s�mda; çift serilerle ilgili lüzumlu kavramlardan bahsedecek ve kullanaca§�m�z çift

seri uzaylar�n� tan�taca§�z.

Tan�m 2.5. x = (xkl) dizisi verilmi³ olsun. m,n ∈ N olmak üzere s = (smn) dizisini,

smn =
m∑
k=0

n∑
l=0

xkl

ile tan�mlayal�m. Bu durumda; (x, s) ikilisine bir çift seri denir. xmn terimine serinin

genel terimi, (smn) dizisine de serinin k�sm�� toplamlar dizisi denir. E§er (smn) k�sm��

toplamlar dizisi bir a say�s�na ϑ−yak�nsak, yani ϑ − lim
m,n→∞

smn = a ise o zaman, (x, s)

serisi ϑ−yak�nsakt�r ve serinin ϑ−toplam� a say�s�d�r denir. Yak�nsak olmayan seriye

�raksak seri denir.

Genel terimi xmn olan yak�nsak serinin toplam� α ise o zaman,
∑
k

∑
l

xkl = α yaz�l�r. �ster

yak�nsak ister �raksak olsun, xmn genel terimli seri,
∑
k,l

xkl ile gösterilir.∑
k

∑
l

xkl ve
∑
l

∑
k

xkl serilerine, s�ral� seriler denir. S�ral� seriler, ayn� toplama sahip olmak

zorunda de§ildir. Meselâ x = (xkl) çift dizisini

xkl :=


1 , k = l + 1, l ∈ N,

−1 , k = l − 1, l ∈ N,

0 , di§er durumlarda
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olarak ald�§�m�z zaman
∑
k

∑
l

xkl = −1 ve
∑
l

∑
k

xkl = 1 oldu§unu görürüz (Apostol 1974).

Tan�m 2.6.
∑
k,l

|xkl| serisi yak�nsak ise,
∑
k,l

xkl kompleks terimli serisine mutlak yak�nsak-

t�r denir.

Mutlak yak�nsak seri te³kil eden dizilerin uzay�, Lu ile gösterilir. Yani,

Lu :=

{
x = (xkl) ∈ Ω : ∥x∥1 =

∑
k,l

|xkl| < ∞

}
.

Iyer (1985), çift seriler için a³a§�daki teoremi vermi³tir:

Teorem 2.7. A³a§�daki önermeler geçerlidir:

(i) Mutlak yak�nsak bir çift seri yak�nsakt�r.

(ii) Pozitif reel terimli bir çift serinin yak�nsak olmas� için gerek ve yeter ³art, k�sm��

toplamlar dizisinin s�n�rl� olmas�d�r.

(iii) Reel terimli (akl) ve (bkl) dizilerini gözönüne alal�m. Bütün k, l ∈ N de§erleri için

0 ≤ akl ≤ bkl ve
∑
k,l

bkl serisi yak�nsak ise bu durumda
∑
k,l

akl serisi de yak�nsakt�r ve∑
k,l akl ≤

∑
k,l bkl e³itsizli§i geçerlidir.

Altay ve Ba³ar (2005) çal�³malar�nda; t = (tmn) pozitif terimli bir dizi ve ϑ ∈ {p, bp, r}

olmak üzere

BS :=

{
x = (xkl) ∈ Ω : sup

m,n∈N
|smn| < ∞

}
,

BS(t) :=
{
x = (xkl) ∈ Ω : sup

m,n∈N
|smn|tmn < ∞

}
,

CSϑ := {x = (xkl) ∈ Ω : (smn) ∈ Cϑ} ,

BV :=

{
x = (xkl) ∈ Ω :

∑
k,l

|xkl − xk−1,l − xk,l−1 + xk−1,l−1| < ∞

}

seri uzaylar�n� tan�mlay�p, uzaylar�n baz� özelliklerini incelediler ve söz konusu uzaylar�n

α− ve β(ϑ)−duallerini verdiler. Ayr�ca (CSbp : Cp), (CSr : Cp), (CSr : Cr) ve (CSp : Cp; p)

matris s�n��ar�n� karakterize ettiler.
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s = (smn) dizisi,
∑
k,l

xkl çift serisinin k�sm�� toplamlar dizisi olsun. Limaye ve Zeltser (2009)

referans al�narak bir
∑
k,l

xkl çift serisinin birinci mertebeden Cesàro toplanabilirli§i

p− lim
m,n→∞

(C1s)mn = p− lim
m,n→∞

1

(m+ 1)(n+ 1)

m,n∑
k,l=0

skl

limitinin varl�§� ile tan�mlan�r. Benzer ³ekilde bir
∑
k,l

xkl çift serisinin Riesz toplanabilirli§i

de Alotaibi ve Çakan (2012) takip edilerek

p− lim
m,n→∞

(Rqts)mn = p− lim
m,n→∞

1

QmTn

m∑
k=0

n∑
k=0

qktlskl

limitinin varl�§� ile tan�mlan�r.

�imdi, çal�³mam�z boyunca kullanaca§�m�z tan�m ve teoremleri verelim.

Tan�m 2.8. x = (xkl) kompleks terimli bir çift dizi olmak üzere verilen her ε > 0 say�s�

için m,n, k, l > n0 oldu§unda |xmn − xkl| < ε olacak ³ekilde bir n0 do§al say�s� varsa o

zaman x dizisi, bir Cauchy dizisidir denir (Burkill ve Burkill 1980).

Tan�m 2.9. X bo³ olmayan herhangi bir cümle olmak üzere

f : N× N −→ X

(k, l) −→ f(k, l) = xkl

dizisi verilmi³ olsun. Bu durumda;

k : N −→ N

i −→ k(i) = ki

ve

l : N −→ N

j −→ l(j) = lj

kesin artan fonksiyonlar olmak üzere,

h : N× N −→ N× N

(k, l) −→ h(k, l) = (ki, lj)
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³eklinde tan�mlayal�m. Bu durumda;

f ◦ h : N× N −→ X

(k, l) −→ (f ◦ h)(k, l) = xkilj

bile³ke fonksiyonuna (xkl) dizisinin bir alt dizisi denir (Altay 2002).

Bu çal�³mada, Altay (2002) taraf�ndan Tan�m 2.9 ile verilen alt dizi tan�m� esas al�na-

cakt�r.

Tan�m 2.10. Her m,n, k, l ∈ N için k > m veya l > n veya her iki durum söz konusu

oldu§unda amnkl = 0 ise dört boyutlu A = (amnkl) matrisine üçgenvari matris denir

(Adam 1933).

Tan�m 2.11. Her m,n ∈ N için amnmn ̸= 0 olan dört boyutlu A = (amnkl) üçgenvari

matrisine üçgen matris denir. Cooke (1950)'ye dayanarak dört boyutlu bir üçgen matrisin

birtek terse sahip oldu§u ve tersinin de üçgen oldu§unu söyleyebiliriz (Ye³ilkayagil ve

Ba³ar).

Tan�m 2.12. λ bir çift dizi uzay� olsun. E§er

λ̃ := {(ukl) ∈ Ω : her k, l ∈ N için |ukl| ≤ |xkl| olacak ³ekilde ∃(xkl) ∈ λ} ⊂ λ

kapsamas� mevcut ise, λ uzay�na solid denir (Ba³ar ve Sever 2009).

Tan�m 2.13. Her x ∈ λ ve y ∈ {0, 1}N×N dizileri için xy = (xklykl) ∈ λ ise, λ çift dizi

uzay�na monotondur denir (Zeltser 2001c).

ϑ ∈ {p, bp, r, e, be, c} olmak üzere monoton bir çift dizi uzay�n�n α− ve β(ϑ)−dualleri

çak�³�kt�r ve λ çift dizi uzay� solid ise monotondur (Zeltser 2001c).

Tan�m 2.14. Bir topolojik vektör uzay�nda s�f�r�n her kom³ulu§u s�f�r�n bir konveks

kom³ulu§unu içeriyorsa uzaya lokal konveks uzay denir (Wilansky 1978).

Tan�m 2.15. λ, C cismi üzerinde bir lineer uzay ve A ⊂ λ olsun. Bu durumda; A

cümlesinin

(i) mutlak konveks olmas� için gerek ve yeter ³art; |α| + |β| ≤ 1 olan bütün α, β ∈ C

skalarlar� için αA+ βA ⊂ A olmas�d�r.
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(ii) absorbing olmas� için gerek ve yeter ³art; bütün α ∈ C skalarlar� için |α| ≥ β olan

en az bir β > 0 say�s� vard�r öyle ki her x ∈ λ vektörü için x ∈ αA olmas�d�r (Boos

2000).

Tan�m 2.16. λ bir lokal konveks uzay olsun. E§er λ uzay�n�n bir alt cümlesi uzayda

mutlak konveks, absorbing ve kapal� ise barrel olarak adland�r�l�r. Uzaydaki her barrel

s�f�r�n bir kom³ulu§u ise λ uzay�na barrelled uzay denir (Boos 2000).

Yard�mc� Teorem 2.17. Her Banach uzay ve her Fréchet uzay bir barrelled uzayd�r

(Schaefer 1986).

Tan�m 2.18. λ bir lokal konveks dizi uzay� olsun. E§er her k, l ∈ N için rkl : λ → R,

x = (xkl) 7→ |xkl| yar�normlar� sürekli iseler λ uzay�na bir DK-uzay denir. Fréchet

topolojisine sahip DK-uzaya FDK-uzay ve normlu bir FDK-uzaya da BDK-uzay denir

(Zeltser 2001b).

∥ · ∥∞ : Cr → R, x = (xkl) 7→ supk,l∈N |xkl| normu ile donat�lan Cr, Cbp ve Mu uzaylar�

birer BDK-uzayd�rlar.

qn(y) := sup
m∈N

|ymn| (n ∈ N) ve q(y) := sup
n∈N

| lim
m→∞

ymn|,

yar�normlar�n�n {q}∪{qn : n ∈ N} ailesi, Cc ve Cbe uzaylar�n�n FDK-topolojisini tan�mlar

(Boos vd. 1997). Ayr�ca, Cc ve Cr FDK-uzaylar� ayr�labilir uzaylard�r (Zeltser 2001b).

ekl dizisi, (2.1) ba§�nt�s�ndaki gibi tan�ml� olsun ve bütün k, l,m, n ∈ N'ler için el :=∑
k e

kl(l ∈ N), ek :=
∑

l e
kl(k ∈ N) ve e :=

∑
k,l e

kl (koordinatsal yak�nsak) olmak üzere{
ekl, ek, e

l, e
}
ve
{
ekl, el, e

}
cümleleri, s�ras� ile, Cr ve Cc uzaylar�n�n temel cümleleridirler

(Zeltser 2002).

Yard�mc� Teorem 2.19. (X, p) bir yar�normlu uzay ve q da X üzerinde bir yar�norm

olsun. O hâlde, a³a§�daki ifadeler denktir:

(a) q süreklidir.

(b) q s�f�r noktas�nda süreklidir.

(c) Her x ∈ X için q(x) ≤ Mp(x) e³itsizli§ini sa§layan en az bir M > 0 say�s� vard�r.
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Tan�m 2.20. A = (amnkl) dört boyutlu bir matris olsun. Cϑ ⊂ (Cϑ)A kapsamas� mevcut

ise, A bir Cϑ−yap�y� koruyan matristir denir. A matrisi, Cϑ−yap�y� koruyan bir matris

olmas�na ilâve olarak limiti de koruyorsa A bir Cϑ−regüler matristir denir (Boos 2000).

Yard�mc� Teorem 2.21. Bir FK−uzay�n�n ℓ∞ uzay�n� kapsamas� için gerek ve yeter

³art 0 ve 1'lerden olu³an dizilerin χ cümlesini kapsamas�d�r (Bennett and Kalton 1973).

Çal�³man�n bundan sonraki k�s�mlar�nda ϑ ∈ {p, bp, r} al�nacakt�r.

Cbp, Cr ve Cp uzaylar�ndan Cϑ uzay�na dört boyutlu matrislerin karakterizasyonu için

Kojima (1922), Hamilton (1936) ve Zeltser vd. (2009) çal�³malar�n� dikkate alaca§�z.

Yard�mc� Teorem 2.22. A = (amnkl) matrisinin (Cp : Cϑ) s�n�f�nda olmas� için

sup
m,n∈N

∑
k,l

|amnkl| < ∞, (2.4)

∃akl ∈ C vard�r öyle ki her k, l ∈ N için ϑ− lim
m,n→∞

amnkl = akl, (2.5)

∃v ∈ C vard�r öyle ki ϑ− lim
m,n→∞

∑
k,l

amnkl = v, (2.6)

∀k ∈ N, ∃l0 ∈ N vard�r öyle ki l > l0 ve ∀m,n ∈ N : amnkl = 0, (2.7)

∀l ∈ N, ∃k0 ∈ N vard�r öyle ki k > k0 ve ∀m,n ∈ N : amnkl = 0 (2.8)

³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

φ ile sonlu say�da terimi s�f�r olmayan tek dizilerin uzay�n� gösterelim. (2.8) durumunda,

∃k0, l0 ∈ N vard�r öyle ki a = (akl) ∈ Lu ve (akl0)k∈N, (ak0l)l∈N ∈ φ ve

ϑ− lim
m,n→∞

[Ax]m,n =
∑
k,l

aklxkl +
∑
k

(
v −

∑
k,l

akl

)
p− lim

m,n→∞
xmn

e³itli§i, x = (xkl) ∈ Cp için mevcuttur.

Yard�mc� Teorem 2.23. A = (amnkl) matrisinin (Cr : Cϑ) s�n�f�nda olmas� için Yar-

d�mc� Teorem 2.22'nin (2.4)-(2.6) ³artlar�yla birlikte

∃l0 ∈ N vard�r öyle ki ϑ− lim
m,n→∞

∑
k

amnkl0 = ul0 , (2.9)

∃k0 ∈ N vard�r öyle ki ϑ− lim
m,n→∞

∑
l

amnk0l = vk0 (2.10)
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³artlar�n�n sa§lanmas�, gerek ve yeterdir. (2.10) durumunda, a = (akl) ∈ Lu ve (ul),

(vk) ∈ ℓ1 ve

ϑ− lim
m,n→∞

[Ax]m,n =
∑
k,l

aklxkl +
∑
k

(
vk −

∑
l

akl

)
xk +

∑
l

(
ul −

∑
k

akl

)
xl

+

(
v +

∑
k,l

akl −
∑
k

vk −
∑
l

ul

)
r − lim

m,n→∞
xmn

e³itli§i, x = (xkl) ∈ Cr için mevcuttur.

Yard�mc� Teorem 2.24. A = (amnkl) matrisinin (Cbp : Cϑ) s�n�f�nda olmas� için Yar-

d�mc� Teorem 2.22'nin (2.4)-(2.6) ³artlar�yla birlikte

∃l0 ∈ N öyle ki ϑ− lim
m,n→∞

∑
k

|amnkl0 − akl0 | = 0, (2.11)

∃k0 ∈ N öyle ki ϑ− lim
m,n→∞

∑
l

|amnk0l − ak0l| = 0 (2.12)

³artlar�n�n sa§lanmas�, gerek ve yeterdir. (2.10) durumunda a = (akl) ∈ Lu ve

ϑ− lim
m,n→∞

[Ax]m,n =
∑
k,l

aklxkl +

(
v −

∑
k,l

akl

)
bp− lim

m,n→∞
xmn

e³itli§i, x = (xkl) ∈ Cbp için mevcuttur.

Yard�mc� Teorem 2.25. λ çift dizi uzay� solid ise λα = λβ(ϑ) = λγ e³itli§i geçerlidir

(Ba³ar ve Sever 2009).

Tek dizilere uygulanan matrislerin hemen hemen konservati�i§i ve hemen hemen regüler-

li§i tan�mlar�, King (1966) taraf�ndan verildi. Zeltser vd. (2009), hemen hemen Cϑ-yap�y�

koruyan ve hemen hemen Cϑ-regüler matris kavramlar�n� tan�mlayarak dört boyutlu he-

men hemen Cϑ-yap�y� koruyan matrislerin ve hemen hemen Cϑ-regüler matrislerin s�n�f-

lar�n� karakterize ettiler.

Tan�m 2.26. ϑ-yak�nsak her x = (xmn) çift dizisini hemen hemen yak�nsak bir çift diziye

dönü³türen dört boyutlu A = (amnkl) matrisine hemen hemen Cϑ-yap�y� koruyan matris

denir.

Tan�m 2.27. E§er hemen hemen Cϑ-yap�y� koruyan olmas�na ilâve olarak her x ∈ Cϑ
için f2− limAx = ϑ− limx e³itli§ini sa§layan dört boyutlu A = (amnkl) matrisine hemen

hemen Cϑ-regüler matris denir.
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Yard�mc� Teorem 2.28. A³a§�daki ³artlar mevcuttur:

(a) Dört boyutlu A = (amnkl) matrisinin hemen hemen Cbp-yap�y� koruyan matris ol-

mas� için Yard�mc� Teorem 2.22'nin (2.4) ³art� ve

∃akl ∈ C mevcut öyle ki her k, l ∈ N için

bp− lim
q,r→∞

α(k, l, q, r, s, t) = akl (2.13)

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür,

∃u ∈ C mevcut öyle ki

bp− lim
q,r→∞

∑
k,l

α(k, l, q, r, s, t) = u (2.14)

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür,

∃akl ∈ C mevcut öyle ki her bir k ∈ N için

bp− lim
q,r→∞

∑
l

|α(k, l, q, r, s, t)− akl| = 0 (2.15)

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür,

∃akl ∈ C mevcut öyle ki her bir l ∈ N için

bp− lim
q,r→∞

∑
k

|α(k, l, q, r, s, t)− akl| = 0 (2.16)

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür.

³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir. Burada,

α(k, l, q, r, s, t) =
1

(q + 1)(r + 1)

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

amnkl

³eklindedir. Bu durumda; a = (akl) ∈ Lu ve

f2 − limAx =
∑
k,l

aklxkl +

(
u−

∑
k,l

akl

)
bp− lim

i,l→∞
xil,

yani,

bp− lim
q,r→∞

∑
k,l

α(k, l, q, r, s, t)xkl =
∑
k,l

aklxkl +

(
u−

∑
k,l

akl

)
bp− lim

i,l→∞
xil

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür.

(b) A = (amnkl) matrisinin hemen hemen Cbp-regüler olmas� için gerek ve yeter ³art;

Yard�mc� Teorem 2.22'nin (2.4) ³art�n�n ve (2.13)-(2.16) ³artlar�n�n her k, l ∈ N

için akl = 0 ve u = 1 ile sa§lanmas�d�r (Zeltser et al. 2009).
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Yard�mc� Teorem 2.29. A³a§�daki ³artlar mevcuttur:

(a) Dört boyutlu A = (amnkl) matrisinin hemen hemen Cr-yap�y� koruyan matris ol-

mas� için Yard�mc� Teorem 2.22'nin (2.4) ³art� ve Yard�mc� Teorem 2.28'in (2.13)-

(2.14) ³artlar� ve

∃l0 ∈ N mevcut öyle ki

bp− lim
q,r→∞

∑
k

α(k, l0, q, r, s, t) = ul0 (2.17)

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür,

∃k0 ∈ N mevcut öyle ki

bp− lim
q,r→∞

∑
l

α(k0, l, q, r, s, t) = vk0 (2.18)

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür.

³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir. Bu durumda; a = (akl) ∈ Lu, (ul), (vk) ∈

ℓ1 ve

f2 − limAx =
∑
k,l

aklxkl +
∑
k

(
νk −

∑
l

akl

)
xk +

∑
l

(
ul −

∑
k

akl

)
xl

+

(
u+

∑
k,l

akl −
∑
k

vk −
∑
l

ul

)
r − lim x.

(b) A = (amnkl) matrisinin hemen hemen Cr-regüler olmas� için gerek ve yeter ³art;

Yard�mc� Teorem 2.22'nin (2.4) ³art�n�n, Yard�mc� Teorem 2.28'in (2.13)-(2.14)

³artlar�n�n ve (2.17)-(2.18) ³artlar�n�n her k, l ∈ N için akl = ul = vk = 0 ve u = 1

ile sa§lanmas�d�r (Zeltser et al. 2009).

Yard�mc� Teorem 2.30. A³a§�daki ³artlar mevcuttur:

(a) Dört boyutlu A = (amnkl) matrisinin hemen hemen Cp-yap�y� koruyan matris ol-

mas� için gerek ve yeter ³art: Yard�mc� Teorem 2.22'nin (2.4) ³art�n�n ve Yard�mc�

Teorem 2.28'in (2.13)-(2.14) ³artlar�n�n sa§lanmas�d�r.

Bu durumda; φ, Yard�mc� Teorem 2.22'deki gibi tan�ml� olmak üzere a = (akl) ∈

Lu, (akl0)k∈N, (ak0l)l∈N ∈ φ ve k0, l0 ∈ N için

f2 − limAx =
∑
k,l

aklxkl +

(
u−

∑
k,l

akl

)
p− lim

i,l→∞
xil

e³itli§i mevcuttur.
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(b) A = (amnkl) matrisinin hemen hemen Cp-regüler olmas� için gerek ve yeter ³art:

Yard�mc� Teorem 2.22'nin (2.4) ³art�n�n ve Yard�mc� Teorem 2.28'in (2.13)-(2.14)

³artlar�n�n her k, l ∈ N için akl = 0 ve u = 1 ile sa§lanmas�d�r (Zeltser et al. 2009).
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Mu, Cp, Cbp ve Cr çift dizi uzaylar�n�n, s�ras� ile, dört boyutlu Rqt Riesz matrisi alt�ndaki

Rqt(Mu), Rqt(Cp), Rqt(Cbp) ve Rqt(Cr) etki alanlar�,

Rqt(Mu) :=

{
x = (xkl) ∈ Ω : sup

m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣ < ∞

}
,

Rqt(Cp) :=

{
x = (xkl) ∈ Ω : ∃L ∈ C ∋ p− lim

m,n→∞

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl − L

∣∣∣∣∣ = 0

}
,

Rqt(Cbp) :=

{
x = (xkl) ∈ Ω :

(
1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

)
∈ Cbp

}
,

Rqt(Cr) :=

{
x = (xkl) ∈ Ω :

(
1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

)
∈ Cr

}

cümleleri ile verilir.

Bu bölümde, henüz tan�mlad�§�m�z Rqt(Mu), Rqt(Cp), Rqt(Cbp) ve Rqt(Cr) uzaylar�n�n

baz� topolojik özelliklerini ve mevcut çift dizi uzaylar� aras�ndaki kapsama ba§�nt�lar�n�

inceleyece§iz. Ayr�ca, Rqt Riesz ortalamas�n�n RH-regüler oldu§unu gösterece§iz.

∥x∥̃∞ = sup
m,n∈N

∣∣(Rqtx
)
mn

∣∣ (3.1)

normu ile birer Banach uzayd�rlar. Ayr�ca; Rqt(Mu), Rqt(Cbp) ve Rqt(Cr) uzaylar�, s�ras�

ile, Mu, Cbp ve Cr uzaylar�na lineer olarak norm izomorfturlar.

�spat. Benzer ifadeleri tekrarlamaktan sak�nmak için ispat�, yaln�z Rqt(Mu) uzay� için

verece§iz.

x, y ∈ Rqt(Mu) ve α ∈ C olsun. Bu durumda;

sup
m,n∈N

∣∣(Rqtx
)
mn

∣∣ ≤ K1 ve sup
m,n∈N

∣∣(Rqty
)
mn

∣∣ ≤ K2
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3. Ç�FT D�Z�LER�N RIESZ UZAYLARI

3.1 Rqt(Mu), Rqt(Cp), Rqt(Cbp) ve Rqt(Cr) Uzaylar�n�n �n³aas�

Teorem 3.1. Rqt(Mu), Rqt(Cbp) ve Rqt(Cr) cümleleri, çift dizilerin koordinatsal toplama

ve skalarla çarpma i³lemleri alt�nda lineer uzay olup



e³itsizliklerini sa§layan K1, K2 ∈ R+ sabitleri vard�r.

sup
m,n∈N

∣∣{Rqt(αx+ y)
}
mn

∣∣ = sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktl(αxkl + ykl)

∣∣∣∣∣
= sup

m,n∈N

∣∣∣∣∣ α

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl +
1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlykl

∣∣∣∣∣
≤ sup

m,n∈N

{∣∣∣∣∣ α

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlykl

∣∣∣∣∣
}

≤ |α| sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣+ sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlykl

∣∣∣∣∣
≤ |α|K1 +K2

oldu§undan αx+ y ∈ Rqt(Mu) bulunur. O hâlde, Rqt(Mu) uzay� bir lineer uzayd�r.

�imdi, Rqt(Mu) uzay�n�n (3.1) ba§�nt�s�nda verilen ∥ · ∥̃∞ fonksiyonu ile normlu uzay

te³kil etti§ini gösterelim.

(i) Mutlak de§er özelli§inden ∥x∥̃∞ > 0 ve bütün k, l do§al say�lar� için (qk) ve (tl)

dizileri pozitif terimli olduklar�ndan

∥x∥̃∞ = 0 ⇔ sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣ = 0

⇔ ∀m,n ∈ N için

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣ = 0

⇔ ∀m,n ∈ N için
1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl = 0

⇔ ∀k, l ∈ N için xkl = 0

ba§�nt�s�n� elde ederiz.

(ii) Herhangi bir x ∈ Rqt(Mu) ve α ∈ C için ∥αx∥̃∞ = |α|∥x∥̃∞ oldu§u kolayl�kla

görülür.
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(iii) x, y ∈ Rqt(Mu) olsun.

∥x+ y∥̃∞ = sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktl(xkl + ykl)

∣∣∣∣∣
= sup

m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl +
1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlykl

∣∣∣∣∣
≤ sup

m,n∈N

{∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlykl

∣∣∣∣∣
}

≤ sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣+ sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlykl

∣∣∣∣∣
= ∥x∥̃∞ + ∥y∥̃∞.

Böylece, Rqt(Mu) uzay� üzerinde tan�ml� ∥ · ∥̃∞ fonksiyonunun norm aksiyomlar�n� sa§-

lad�§� görülür. Dolay�s�yla (Rqt(Mu), ∥ · ∥̃∞) ikilisi, bir normlu uzayd�r.

�imdi, Rqt(Mu) uzay�n�n bir Banach uzay oldu§unu gösterelim. Her sabit l do§al say�s�

için x(l) =
{
x
(l)
mn

}
m,n∈N

olmak üzere (x(l))l∈N, Rqt(Mu) uzay�nda key� bir Cauchy dizisi

olsun. O hâlde, her ε > 0 için bir n0 ∈ N do§al say�s� mevcuttur öyle ki her l, r > n0 için

∥x(l) − x(r)∥̃∞ = sup
m,n∈N

∣∣(Rqtx(l))mn − (Rqtx(r))mn

∣∣ < ε (3.2)

e³itsizli§i sa§lan�r. (3.2) ba§�nt�s�ndan her sabit m,n ∈ N için
{
(Rqtx(l))mn

}
l∈N dizisinin

Mu uzay�nda bir Cauchy dizisi oldu§u sonucuna var�r�z. Mu bir Banach uzay� oldu§un-

dan dizi, bu uzayda yak�nsakt�r. l → ∞ iken (Rqtx(l))mn → (Rqtx)mn diyelim. Söz konusu

limit noktalar�n� kullanarak {(Rqtx)mn} dizisini tan�mlayal�m. Böylece, (3.2) ba§�nt�s�nda

r → ∞ için limit ald�§�m�zda her m,n ∈ N için∣∣(Rqtx(l))mn − (Rqtx)mn

∣∣ < ε

e³itsizli§ini elde ederiz. Her sabit l do§al say�s� için
{
(Rqtx(l))mn

}
∈ Mu oldu§undan

sup
m,n∈N

∣∣(Rqtx(l))mn

∣∣ ≤ k olacak ³ekilde bir k ∈ R+ say�s� mevcuttur. Böylece,

∣∣(Rqtx)mn

∣∣ ≤ ∣∣(Rqtx(l))mn − (Rqtx)mn

∣∣+ ∣∣(Rqtx(l))mn

∣∣ < ε+ k (3.3)

e³itsizli§ini elde ederiz. (3.3) ba§�nt�s�nda m,n ∈ N üzerinden supremum ald�§�m�zda

{(Rqtx)mn} ∈ Mu oldu§u sonucuna var�r�z. Dolay�s�yla x dizisi, Rqt(Mu) uzay�na aittir.

(x(l))l∈N dizisi, Rqt(Mu) uzay�nda key� bir Cauchy dizisi oldu§undan Rqt(Mu) uzay�

tamd�r.
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Son olarak, Rqt(Mu) uzay�n�n Mu uzay�na lineer olarak norm izomorf oldu§unu gös-

terelim. Bunun için uzaylar aras�nda lineer, birebir ve örten bir dönü³ümün varl�§�n�

göstermeliyiz. Bu dü³ünce ile T dönü³ümünü

T : Rqt(Mu) → Mu

x 7→ y = Tx = {(Rqtx)mn}

³eklinde tan�mlayal�m. Her x, y ∈ Rqt(Mu) vektörü ve her α ∈ C skalar� için

T (αx+ y) = {(Rqt(αx+ y)mn} = α{(Rqtx)mn}+ {(Rqty)mn} = αTx+ Ty

oldu§undan T dönü³ümü lineerdir.

x ∈ Rqt(Mu) için Tx = θ oldu§unu kabul edelim. Bu durumda;

Tx =



x00
t0x00+t1x01

T1

t0x00+t1x01+t2x02

T2
· · ·

q0x00+q1x10

Q1

1∑
k=0

qk(t0xk0+t1xk1)
Q1T1

1∑
k=0

qk(t0xk0+t1xk1+t2xk2)
Q1T2

· · ·

q0x00+q1x10+q2x20

Q2

2∑
k=0

qk(t0xk0+t1xk1)
Q2T1

2∑
k=0

qk(t0xk0+t1xk1++t2xk2)
Q2T2

· · ·
...

...
... · · ·

m∑
k=0

qkxk0

Qm

m∑
k=0

qk(t0xk0+t1xk1)
QmT1

m∑
k=0

qk(t0xk0+t1xk1++t2xk2)
QmT2

· · ·
...

...
... · · ·


= θ

e³itli§i, x = θ e³itli§ini verir. Yani; T dönü³ümünün s�f�r uzay�, s�f�r vektöründen ibarettir.

O hâlde, T dönü³ümü birebirdir.

Herhangi bir y = (ykl) ∈ Mu dizisini alal�m. y dizisine ba§l� olarak x = (xkl) dizisini

k, l ∈ N için

xkl =
1

qktl
(QkTlykl −Qk−1Tlyk−1,l −QkTl−1yk,l−1 +Qk−1Tl−1yk−1,l−1) (3.4)

ile tan�mlayal�m. Böylece,

∣∣(Rqtx
)
mn

∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

k∑
i=k−1

l∑
j=l−1

(−1)k+l−(i+j)QiTjyij

∣∣∣∣∣ = |ymn| (3.5)

e³itli§ini elde ederiz. y dizisininMu uzay�na ait oldu§unu hesaba katarak (3.5) e³itli§inde

m,n ∈ N üzerinden supremum ald�§�m�zda ∥Rqtx∥∞ = ∥y∥∞, yani x ∈ Rqt(Mu) oldu-

§unu görürüz. O hâlde, T dönü³ümü örtendir. Böylece, ispat�m�z� tamamlam�³ oluruz.
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Teorem 3.2. (3.1) ifadesinde verilen ∥ · ∥̃∞ normu ile Rqt(Cr) uzay� bir BDK-uzayd�r.

�spat. Her norm (normlu uzay), bir yar�norm (yar�normlu uzay) oldu§undan Rqt(Cr)

uzay�na (3.1) ba§�nt�s�ndaki yar�norm ile bir yar�normlu uzay gözü ile bakabiliriz. Ayr�ca,

Rqt(Cr) uzay�nda her bir k, l ∈ N için rkl : Rqt(Cr) → R, x = (xkl) 7→ |xkl| ile rkl

yar�normlar�n� tan�mlayal�m. �imdi, herbir rkl yar�normunun sürekli oldu§unu, Yard�mc�

Teorem 2.19'u kullanarak gösterece§iz. Supremum özelli§inden, her x ∈ Rqt(Cr) ve her

bir k, l ∈ N için rkl(x) = |xkl| ≤ M∥x∥̃∞ e³itsizli§i geçerli olacak ³ekilde bir M >

0 sabiti bulabiliriz. Böylece, rkl yar�normlar� süreklidir. Yani; Rqt(Cr) uzay� bir DK-

uzayd�r. Ayr�ca, Teorem 3.1'den Rqt(Cr) uzay�n�n bir Banach uzay oldu§unu biliyoruz.

Bu durumda; Fréchet topolojisine sahiptir. Sonuç olarak, Rqt(Cr) uzay�, (3.1) normu ile

bir BDK-uzayd�r.

Bütün k, l,m, n ∈ N de§erleri için b(kl) =
(
b
(kl)
mn

)
, b(l) =

(
b
(l)
mn

)
ve b(k) =

(
b
(k)
mn

)
çift

dizilerini

b(kl)mn :=



QkTl

qktl
, m = k, n = l,

− QkTl

qktl+1
, m = k, n = l + 1

− QkTl

qk+1tl
, m = k + 1, n = l,

QkTl

qk+1tl+1
, m = k + 1, n = l + 1,

0 , di§er durumlarda,

(3.6)

b(l)mn :=


(−Qm−1+Qm)Tn

qmtn
, m ≥ 0, n = l,

(Qm−1−Qm)Tn

qmtn+1
, m ≥ 0, n = l + 1,

0 , di§er durumlarda

(3.7)

b(k)mn :=


(−Tn−1+Tn)Qm

tnqm
, m = k, n ≥ 0,

(Tn−1−Tn)Qm−1

tnqm
, m = k + 1, n ≥ 0,

0 , di§er durumlarda

(3.8)

e³itlikleriyle tan�mlayal�m. Rqt dört boyutlu üçgen bir matris oldu§undan a³a§�daki ifa-

deler geçerlidir:

(i)
{
e,b(kl),b(l),b(k)

}
cümlesi Rqt(Cϑ) uzay�n�n temel cümlesidir.

(ii)
{
b(kl),b(l),b(k)

}
cümlesi Rqt(Cϑ0) uzay�n�n temel cümlesidir.

26



Art�k, Riesz çift dizi uzaylar�na dair kapsama ba§�nt�lar�n� verebiliriz.

Teorem 3.3. m → ∞ iken Qm → ∞ ise Mu ⊂ Rqt(Mu) kesin kapsamas� geçerlidir.

�spat.Herhangi bir x = (xkl) ∈ Mu dizisini alal�m. O hâlde, supk,l∈N |xkl| ≤ K e³itsizli-

§ini geçerli k�lan bir K ∈ R+ sabiti vard�r. Bu durumda;

sup
m,n∈N

∣∣(Rqtx)mn

∣∣ = sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣ ≤ K

oldu§unu kolayl�kla görebiliriz. Böylece, x ∈ Rqt(Mu) olur. Demek ki, Mu ⊂ Rqt(Mu)

kapsamas� sa§lan�r.

Kapsaman�n kesinli§ini görmek için x = (xkl) dizisini,

xkl :=

 (−1)k Qk

qk
, l = 0 ve k ∈ N,

0 , di§er durumlarda

olarak alal�m. Böylece, m çift oldu§unda

∣∣(Rqtx)mn

∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m∑
k=0

qkt0xk0

∣∣∣∣∣ (3.9)

=

∣∣∣∣ t0
QmTn

[
q0
Q0

q0
− q1

Q1

q1
+ · · · − qm−1

Qm−1

qm−1

+ qm
Qm

qm

]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ t0
QmTn

[Q0 −Q1 +Q2 − · · ·+Qm−2 −Qm−1 +Qm]

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ t0
QmTn

[(−q1 − q3 − · · · − qm−1) +Qm]

∣∣∣∣
=

t0
QmTn

[q0 + q2 + · · ·+ qm−2 + qm]

< 1

sonucunu elde ederiz. Ayr�ca ayn� sonucu, m'nin tek olmas� durumunda da elde ederiz.

(3.9) ba§�nt�s�nda m,n ∈ N üzerinden supremum ald�§�m�zda

sup
m,n∈N

|(Rqtx)mn| < 1

oldu§unu görürüz. Böylece, x ∈ Rqt(Mu) diyebiliriz. Hipotezden

sup
m,n∈N

|xmn| = sup
m,n∈N

Qm

qm
= ∞

elde ederiz. Yani, x /∈ Mu. �u hâlde, Mu ⊂ Rqt(Mu) kesin kapsamas� geçerlidir.
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Teorem 3.4. Rqt(Mu) uzay� monoton de§ildir.

�spat. x = (xkl) çift dizisini; bütün k, l ∈ N de§erleri için, xkl = (−1)k+l QkTl

qktl
ile tan�m-

layal�m. Böylece, m ve n çift do§al say�lar� için

∣∣(Rqtx)mn

∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

(−1)k+lQkTl

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

QmTn

(Q0 −Q1 + · · · −Qm−1 +Qm) (T0 − T1 + · · · − Tm−1 + Tm)

∣∣∣∣
=

1

QmTn

(q0 + q2 + · · ·+ qm−2 + qm) (t0 + t2 + · · ·+ tm−2 + tm)

< 1,

e³itsizli§ini elde ederiz. Yani, x dizisi Rqt(Mu) uzay�na aittir. �imdi, u = (ukl) ∈

{0, 1}N×N çift dizisini

ukl :=

 (−1)k+l , k + l çift ,

0 , di§er durumlarda

³eklinde tan�mlayal�m ve z dizisini, z = (zkl) = (xklukl) olarak alal�m. Böylece, m ve n

çift oldu§unda

∣∣(Rqtz)mn

∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlzkl

∣∣∣∣∣ (3.10)

=

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

(−1)k+lQkTlukl

∣∣∣∣∣
=

(Q0 +Q2 + · · ·+Qm)(T0 + T2 + · · ·+ Tn)

QmTn

+
(Q1 +Q3 + · · ·+Qm−1)(T1 + T3 + · · ·+ Tn−1)

QmTn

e³itli§ini elde ederiz ki bütün m ve n çift do§al say�lar� için (3.10) ba§�nt�s�n�n son

k�sm�nda paydaki de§er paydadaki de§erden büyüktür. Dolay�s�yla, sup
m,n∈N

|(Rqtz)mn| <

M e³itsizli§ini geçerli k�lan bir M pozitif tam say�s� bulamay�z. Sonuç olarak; z dizisi,

Rqt(Mu) uzay�nda de§ildir. Ayr�ca, ayn� sonucu m ve n do§al say�lar�n�n di§er durumlar�

için de elde ederiz. Böylece, ispat�m�z tamamlan�r.

Teorem 3.5. Rqt(Cp) cümlesi, dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla çarpma i³lemleri

alt�nda lineer olup

∥x∥P = lim
k→∞

[
sup

m,n≥k

∣∣(Rqtx)mn

∣∣]
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yar�normu ile bir tam yar�normlu uzayd�r. Ayr�ca Rqt(Cp) uzay�, Cp uzay�na lineer olarak

izomorftur.

�spat. Teorem 3.1'in ispat�na benzedi§inden teoremin teferruatl� ispat�n� vermeyece§iz.

Robison (1926) ve Hamilton (1936) taraf�ndan dört boyutlu matrislerin regülerli§i tan�m�

ve Silverman-Toeplitz teoremine kar³�l�k gelen teorem s�ras� ile a³a§�daki gibidir.

Tan�m 3.6. [Robison (1926), Hamilton (1936)] E§er dört boyutlu A matrisi her s�n�rl�

p-yak�nsak diziyi p-limiti koruyarak p-yak�nsak bir diziye dönü³türüyorsa, A matrisi RH-

regülerdir denir.

Teorem 3.7. [Robison (1926), Hamilton (1936)] A = (amnkl) dört boyutlu matrisinin

RH-regüler olmas� için

RH1 : her bir k, l ∈ N için p− lim
m,n→∞

amnkl = 0,

RH2 : p− lim
m,n→∞

∑
k,l

amnkl = 1,

RH3 : her bir l ∈ N için p− lim
m,n→∞

∑
k

|amnkl| = 0,

RH4 : her bir k ∈ N için p− lim
m,n→∞

∑
l

|amnkl| = 0,

RH5 :
∑
k,l

|amnkl| serisi p-yak�nsakt�r,

RH6 : sonlu A ve B pozitif tam say�lar� vard�r öyle ki
∑
k,l>B

|amnkl| < A.

³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

Art�k, dört boyutlu Rqt Riesz ortalamas�n�n RH-regülerli§ini karakterize eden teoremi,

ifade ve ispat edebiliriz.

Teorem 3.8. (2.2) ile verilen Riesz matrisinin RH-regülerli§i için gerek ve yeter ³art;

m → ∞ iken Qm → ∞ ve n → ∞ iken Tn → ∞ olmas�d�r.

�spat. m → ∞ iken Qm → ∞ ve n → ∞ iken Tn → ∞ olsun. O hâlde, Rqt = (rqtmnkl)

Riesz matrisi RH1 −RH6 ³artlar�n� sa§lar. Yani, Rqt metodu RH-regülerdir.

Tersine, Rqt metodu RH-regüler olsun. O zaman, (2.2) ba§�nt�s�ndan∑
k

∣∣rqtmnkl

∣∣ =∑
k

qktl
QmTn

=
tl
Tn

m∑
k=0

qk
Qm

=
tl
Tn

(3.11)
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e³itli§ini elde ederiz. RH3 ³art� sa§land�§�ndan (3.11) e³itli§inde m,n → ∞ iken p-limit

ald�§�m�zda

0 = p− lim
m,n→∞

∑
k

∣∣rqtmnkl

∣∣ = p− lim
m,n→∞

tl
Tn

e³itli§ine sahip oluruz. Bu ise, n → ∞ iken Tn → ∞ olmas�n� gerektirir. Bunun gibi,∑
l

∣∣rqtmnkl

∣∣ =∑
l

qktl
QmTn

=
qk
Qm

n∑
l=0

tl
Tn

=
qk
Qm

(3.12)

e³itli§inin geçerlili§i a³ikârd�r. Benzer ³ekilde, RH4 ³art� sa§land�§�ndan (3.12) e³itli§inde

m,n → ∞ iken p-limit ald�§�m�zda

0 = p− lim
m,n→∞

∑
l

∣∣rqtmnkl

∣∣ = p− lim
m,n→∞

qk
Qm

e³itli§ine ula³�r�z. Bu da, m → ∞ iken Qm → ∞ olmas�n� gerektirir. Böylece, teoremin

ispat� tamamlan�r.

Teorem 3.9. Cbp ⊂ Rqt(Cp) kesin kapsamas� geçerlidir.

�spat. Herhangi bir x = (xkl) ∈ Cbp dizisini alal�m. O hâlde, bp − limm,n→∞ xmn = l

e³itli§i sa§lanacak ³ekilde bir l ∈ C say�s� mevcuttur. Rqt Riesz matrisi RH-regüler

oldu§undan p − limm,n→∞(Rqtx)mn = l e³itli§ini yazabiliriz. Yani, x ∈ Rqt(Cp) olur. �u

hâlde, Cbp ⊂ Rqt(Cp) kapsamas� geçerlidir.

�imdi, x = (xkl) dizisini

xkl :=

 1 , k çift ve l ∈ N,

0 , di§er durumlarda

e³itli§i ile tan�mlayal�m. Bu durumda; m çift iken

(Rqtx)mn =
1

QmTn

m∑
k=0

qk(t0xk0 + t1xk1 + · · ·+ tnxkn)

=
1

QmTn

[q0(t0 + · · ·+ tn) + q1 × 0 + · · ·+ qm−1 × 0 + qm(t0 + · · ·+ tn)]

=
q0 + q2 + · · ·+ qm

Qm

e³itli§ini elde ederiz. Böylece, p−limm,n→∞(Rqtx)mn limiti mevcuttur. Ayn� sonucu,m'nin

tek olmas� hâlinde de elde ederiz. Bu durumda, x ∈ Rqt(Cp) fakat x /∈ Cp oldu§u aç�kt�r.

O hâlde, x /∈ Cbp. Demek ki, Cbp ⊂ Rqt(Cp) kapsamas� kesindir.
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Bu bölümde; 0 < s < ∞ olmak üzere, s-mutlak toplanabilen çift dizilerin Ls uzay�n�n

dört boyutlu Rqt ortalamas� alt�ndaki Rqt(Ls) etki alan�n� ele alaca§�z.

0 < s < ∞ olsun. s−mutlak toplanabilen çift dizilerin Ls uzay�n�n dört boyutlu Rqt

Riesz matrisi alt�ndaki Rqt(Ls) etki alan�,

x = (xkl) ∈ Ω :
∑
m,n

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣
s

< ∞

}

cümlesi ile verilir.

Bu bölümde, henüz tan�mlad�§�m�z Rqt(Ls) uzay�n�n s�ras� ile 0 < s < 1 de§erleri için

tam s−normlu uzay ve 1 ≤ s < ∞ de§erleri için Banach uzay oldu§u ifade edilecektir.

Ayr�ca, 0 < s < 1 de§erleri için uzay�n barelled uzay olmad�§� fakat 1 ≤ s < ∞ de§erleri

için uzay�n barelled uzay oldu§u gösterilecektir. Son olarak, hem 0 < s < 1 hâlinde ve

hem de 1 ≤ s < ∞ hâlinde Rqt(Ls) uzay�n�n monoton olmad�§� ispatlanacakt�r.

Çal�³mam�zda s′ ile s say�s�n�n e³leni§ini, yani, 1 < s < ∞ iken s′ = s/(s − 1), s = 1

iken s′ = ∞ ve s = ∞ iken s′ = 1 olan say�y� gösterece§iz.

(i) 0 < s < 1 iken Rqt(Ls) uzay�,

∥x∥̃s =
∑
m,n

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣
s

s-normu ile bir tam s-normlu uzay olup Ls uzay� ile s-norm izomor�ktir.

(ii) 1 ≤ s < ∞ iken Rqt(Ls) uzay�,

∥x∥̂s =

(∑
m,n

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣
s)1/s

(4.1)

normu ile bir Banach uzay olup Ls uzay� ile norm izomor�ktir.
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4. Ç�FT D�Z�LER�N Rqt(Ls) UZAYI

{
Rqt(Ls) :=

4.1 Rqt(Ls) Uzay�n�n �n³aas�

Teorem 4.1. Rqt(Ls) cümlesi, çift dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla çarpma

i³lemleri alt�nda bir lineer uzayd�r ve a³a§�daki önermeler geçerlidir:



�spat. (i) k�sm�n�n ispat�, (ii) k�sm�n�n ispat�na benzer olarak yap�labilece§inden onu

ihmal ediyoruz. �imdi, (ii) k�sm�n�n ispat�n� verelim.

1 ≤ s < ∞ olsun. Rqt(Ls) uzay�n�n bir lineer uzay oldu§u ve (4.1) normu ile bir normlu

uzay ve Ls uzay�na norm izomor�k bulundu§u Teorem 3.1'in ispat�na benzer yolla gös-

terilebilece§inden söz konusu ispatlar� vermeyece§iz.

�imdi Rqt(Ls) uzay�n�n (4.1) normu ile bir Banach uzay oldu§unu gösterelim. Bunun

için, Boos (2000) çal�³mas�nda Sonuç 6.3.41'in (b) k�sm�n� dikkate alaca§�z. �öyle ki,

"(X, p) ve (Y, q) yar�normlu uzaylar ve T : (X, p) → (Y, q) dönü³ümü de bir izometrik

izomor�zm olsun. O hâlde, (X, p) uzay�n�n tam olmas� için gerek ve yeter ³art; (Y, q)

uzay�n�n tam olmas�d�r. Özel olarak, (X, p) uzay�n�n bir Banach uzay olmas� için gerek

ve yeter ³art; (Y, q) uzay�n�n bir Banach uzay olmas�d�r." Rqt(Ls) uzay�ndan Ls uzay�na

Tx = {(Rqtx)mn} ile tan�ml� T dönü³ümü, bir izometrik izomor�zm oldu§undan ve Ba³ar

ve Sever (2009) çal�³mas�n�n Teorem 2.1'i gere§ince Ls uzay� Banach uzay oldu§undan

Rqt(Ls) uzay� Banach uzayd�r.

Bütün k, l,m, n ∈ N de§erleri için, s�ras�yla (3.6), (3.7) ve (3.8) ifadeleri ile tan�mlanan

b(kl) =
(
b
(kl)
mn

)
, b(l) =

(
b
(l)
mn

)
ve b(k) =

(
b
(k)
mn

)
çift dizilerini göz önüne alal�m. Rqt, dört

boyutlu bir üçgen bir matris oldu§undan
{
b(kl),b(l),b(k)

}
cümlesi, Rqt(Ls) uzay� için bir

temel cümledir.

Teorem 4.2. ( 1
QmTn

) ̸∈ Ls ise Ls ̸⊂ Rqt(Ls) olur.

�spat.( 1
QmTn

) ̸∈ Ls olsun. (2.1)'de verilen ekl dizisinin k = l = 0 oldu§u durumunu

alal�m. Aç�kça, e00 ∈ Ls. Bütün m ve n do§al say�lar� için

(Rqte00)mn =
1

QmTn

m∑
i=0

n∑
j=0

qitje
00

ij =
q0t0
QmTn

e³itli§ini elde ederiz. ( 1
QmTn

) ̸∈ Ls oldu§undan, Rqte00 dizisi Ls uzay�na ait de§ildir. Yani,

e00 dizisi Rqt(Ls) uzay�na ait de§ildir. Dolay�s� ile ( 1
QmTn

) ̸∈ Ls oldu§unda Ls ⊂ Rqt(Ls)

kapsamas� mevcut olamaz.

Teorem 4.3. 1 < s < r < ∞ olsun. Bu durumda; Rqt(Ls) ⊂ Rqt(Lr) kesin kapsamas�

geçerlidir.
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�spat. 1 < s < r < ∞ ve x = (xkl) ∈ Rqt(Ls) olsun. Jensen e³itsizli§ine dayanarak(
i,j∑

m,n=0

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣
r)1/r

<

(
i,j∑

m,n=0

∣∣∣∣∣ 1

QmTn

m,n∑
k,l=0

qktlxkl

∣∣∣∣∣
s)1/s

(4.2)

e³itsizli§ini elde ederiz. Böylece, (4.2) e³itsizli§inde i, j → ∞ için p-limit ald�§�m�zda

∥x∥̂r < ∥x∥̂s < ∞ oldu§unu görürüz. Yani; x dizisi, Rqt(Lr) uzay�na aittir.

�imdi, bütün k, l ∈ N de§erleri için x = (xkl) dizisini

xkl :=
1

qktl

k∑
i=k−1

l∑
j=l−1

(−1)k+l−(i+j) QkTl

[(k + 2)(l + 2)]1/s
(4.3)

ile tan�mlayal�m. Böylece, (4.3) ile verilen x = (xkl) dizisini kullanarak

|(Rqtx)mn| =
1

[(m+ 2)(n+ 2)]1/s

ba§�nt�s�n� ve dolay�s� ile∑
m,n

|(Rqtx)mn|s =
∑
m,n

{
1

[(m+ 2)(n+ 2)]1/s

}s

=
∑
m,n

1

(m+ 2)(n+ 2)
= ∞

oldu§unu görürüz. O hâlde, x /∈ Rqt(Ls). 1 < s < r < ∞ oldu§undan 1 < r/s'dir.

Böylece, ∑
m,n

|(Rqtx)mn|r =
∑
m,n

{
1

[(m+ 2)(n+ 2)]1/s

}r

=
∑
m,n

1

[(m+ 2)(n+ 2)]r/s

serisinin yak�nsak oldu§u sonucunu elde ederiz. Yani; x dizisi, Rqt(Lr) uzay�na aittir. �u

hâlde, Rqt(Ls) ⊂ Rqt(Lr) kesin kapsamas� geçerlidir.

Teorem 4.4. A³a§�daki ifadeler geçerlidir:

(i) 1 ≤ s < ∞ olsun. Bu durumda; Rqt(Ls) uzay�, bir barrelled uzayd�r.

(ii) 0 < s < 1 olsun. Bu durumda; Rqt(Ls) uzay�, bir barrelled uzay de§ildir.

�spat. (i) Yard�mc� Teorem 2.17'nin ve Teorem 4.1'in (ii) k�sm�n�n sonucu olarak 1 ≤

s < ∞ de§erleri için Rqt(Ls) uzay�, bir barrelled uzayd�r.
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(ii) 0 < s < 1 de§erleri için Ls uzay�n�n lokal konveks uzay olmad�§�n� gösterece§iz. U

cümlesini U := {x : ∥x∥s ≤ 1} olarak tan�mlayal�m. U cümlesinin s�f�r�n bir konveks

kom³ulu§unu ihtiva etmedi§ini gösterece§iz. S�f�r�n bir konveks kom³ulu§unu V ile gös-

terelim. O zaman, baz� ε > 0 de§erleri için V ⊃ {x : ∥x∥s ≤ ε} kapsamas� mevcuttur,

diyelim. Özel olarak bütün k, l ∈ N ve 0 < s < 1 de§erleri için ε1/sekl dizisi V cümlesine

aittir. m ve n do§al say�lar�n� m,n > 1
ε1/2(1−s) olacak ³ekilde seçelim ve x = (xkl) dizisini

xkl :=

 ε1/s

(m+1)(n+1)
, 0 ≤ k ≤ m ve 0 ≤ l ≤ n,

0 , di§er durumlarda

olarak tan�mlayal�m. 0 < s < 1 oldu§undan, 1 < 1/s olur. Böylece, ε1/s

(m+1)(n+1)
≤ ε

e³itsizli§i söz konusudur, yani dizinin bütün terimleri s�f�r�n ε kom³ulu§undad�r. O hâlde,

x ∈ V ve

∥x∥s =
m∑
k=0

n∑
l=0

∣∣∣∣ ε1/s

(m+ 1)(n+ 1)

∣∣∣∣s = ε[(m+ 1)(n+ 1)]1−s > 1

oldu§undan V ̸⊂ U olur. Dolay�s� ile Ls uzay� lokal konveks uzay de§ildir. Bunun sonucu

olarak Rqt(Ls) uzay� da lokal konveks uzay de§ildir. O hâlde, Rqt(Ls) uzay� barrelled

uzay de§ildir.

Teorem 4.5. 0 < s < ∞ olsun. Bu durumda; ( 1
QmTn

) ̸∈ Ls ise Rqt(Ls) uzay� monoton

de§ildir.

�spat. 0 < s < ∞ ve ( 1
QmTn

) ̸∈ Ls olsun. x = (xkl) ∈ Rqt(Ls) dizisini x00 ̸= 0 olacak

³ekilde seçelim ve u = (ukl) ∈ {0, 1}N×N dizisini e00 dizisi alal�m. Bu durumda, z = ux =

e00x çarp�m dizisi için

(Rqtz)mn =
1

QmTn

q0t0x00

olaca§�ndan Rqtz /∈ Ls, yani z /∈ Rqt(Ls) bulunur. Böylece ispat tamamlan�r.

Sonuc. 4.6. R
qt(Ls) uzay� monoton olmad�§�ndan solid de§ildir.
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Bu bölümde; Rqt(Mu) uzay�n�n α- ve β(ϑ)-dualleri, Rqt(Cη) uzay�n�n β(ϑ)-duali, 0 <

s ≤ 1 için Ls uzay�n�n ve 0 < s < ∞ için Rqt(Ls) uzay�n�n α-, γ- ve β(ϑ)-dualleri

hesaplanacakt�r. Burada, ϑ, η ∈ {p, bp, r} al�nmaktad�r.

Teorem 5.1. {Rqt(Mu)}α ⊂ Lu kapsamas� geçerlidir.

�spat. {Rqt(Mu)}α ⊂ Lu kapsamas�n�n do§rulu§unu göstermek için, herhangi bir z ∈

{Rqt(Mu)}α dizisini alal�m. Böylece, her x = (xkl) ∈ Rqt(Mu) dizisi için
∑

k,l |xklzkl| <

∞ gerçe§ine sahip oluruz. z ̸∈ Lu ise o zaman, bütün i, j ∈ N'ler için
∣∣zki,lj ∣∣ > [(i +

1)(j + 1)]3 e³itsizli§i sa§lanacak ³ekilde do§al say�lar�n kesin artan (ki) ve (lj) dizileri

mevcuttur. y = (ymn) dizisini, i, j,m, n ∈ N'ler için

ymn :=

 [(i+ 1)(j + 1)]−2 , m = ki ve n = lj,

0 , m ̸= ki ve n ̸= lj

olarak tan�mlayal�m. Aç�kça, y dizisi Mu uzay�na aittir. Böylece, (3.4) ba§�nt�s�n� kulla-

narak∑
k,l

|xklzkl| >
∑
i,j

|xkiljzkilj | >
∑
i,j

|xkilj [(i+ 1)(j + 1)]3|

=
∑
i,j

∣∣∣∣∣∣ 1

qkitlj

ki∑
k=ki−1

lj∑
l=lj−1

(−1)ki+lj−(k+l)QkTlykl[(i+ 1)(j + 1)]3

∣∣∣∣∣∣
=

∑
i,j

∣∣∣∣QkiTlj

qkitlj
ykilj [(i+ 1)(j + 1)]3

∣∣∣∣
=

∑
i,j

QkiTlj

qkitlj
(i+ 1)(j + 1)

>
∑
i,j

(i+ 1)(j + 1) = ∞

oldu§u sonucuna var�r�z. Bu durumda; z ̸∈ {Rqt(Mu)}α oldu§u görülür ki bir çeli³kidir.

O hâlde, z dizisi Lu uzay�nda olmal�d�r. Yani,

{Rqt(Mu)}α ⊂ Lu (5.1)

kapsamas� sa§lan�r.
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5. DUAL UZAYLAR

5.1 Riesz Çift Dizi Uzaylar�n�n Dualleri



Art�k, tek diziler için Ba³ar ve Altay (2002) ile Ba³ar ve Altay (2003) çal�³malar�nda ve-

rilen teknikleri kullanarak henüz in³a etti§imiz Riesz çift dizi uzaylar�n�n β(ϑ)-duallerini

tayin edebiliriz.

Teorem 5.2. d1, d2 ve d3 cümlelerini,

d1 :=

{
a = (akl) ∈ Ω :

∑
k,l

QkTl

∣∣∣∣∆11

(
akl
qktl

)∣∣∣∣ < ∞

}
,

d2 :=

{
a = (akl) ∈ Ω : sup

n∈N

∑
k

QkTn

∣∣∣∣∆10

(
akn
qktn

)∣∣∣∣ < ∞

}
,

d3 :=

 a = (akl) ∈ Ω : supm∈N
∑

l QmTl

∣∣∣∆01

(
aml

qmtl

)∣∣∣ < ∞ ve(
QmTn

amn

qmtn

)
∈ Mu


e³itlikleriyle tan�mlayal�m. Bu durumda; {Rqt(Cp)}β(r) = d1 ∩ d2 ∩ d3 ∩ CSr.

�spat. x = (xmn) ∈ Rqt(Cp) olsun. Bu durumda; Teorem 3.5 gere§ince bir y = (ymn) ∈ Cp
çift dizisi mevcuttur. Ayr�ca, (3.4) ba§�nt�s�ndan her m,n ∈ N için

smn =

m,n∑
k,l=0

xkl

=

m,n∑
k,l=0

1

qktl

[
k∑

i=k−1

l∑
j=l−1

(−1)k+l−(i+j)QiTjyij

]

ba§�nt�s�yla tan�mlanan s = (smn) dizisine sahip oluruz. Çift diziler için genelle³tirilmi³

Abel dönü³ümünden her m,n ∈ N için

zmn =

m,n∑
k,l=0

aklxkl (5.2)

=

m−1,n−1∑
k,l=0

skl∆11akl +
m−1∑
k=0

skn∆10akn +
n−1∑
l=0

sml∆01aml + smnamn

e³itli§ini elde ederiz. Yap�lan i³lemlerle (5.2) ba§�nt�s�n�, her m,n ∈ N için

zmn =

m,n∑
k,l=0

aklxkl

=

m−1,n−1∑
k,l=0

QkTl∆11

(
akl
qktl

)
ykl +

m−1∑
k=0

QkTn∆10

(
akn
qktn

)
ykn

+
n−1∑
l=0

QmTl∆01

(
aml

qmtl

)
yml +QmTn

amn

qmtn
ymn

= (By)mn
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³eklinde yeniden ifade edebiliriz. BuradaB = (bmnkl) dört boyutlu matrisi, herm,n, k, l ∈

N için

bmnkl :=



QkTl∆11

(
akl
qktl

)
, 0 ≤ k ≤ m− 1 ve 0 ≤ l ≤ n− 1

QkTn∆10

(
akn
qktn

)
, 0 ≤ k ≤ m− 1 ve l = n

QmTl∆01

(
aml

qmtl

)
, k = m ve 0 ≤ l ≤ n− 1

QmTn
amn

qmtn
, k = m ve l = n

0 , di§er durumda

(5.3)

olarak tarif edilmektedir. Böylece, "x = (xmn) ∈ Rqt(Cp) oldu§unda ax = (amnxmn) ∈

CSr olmas� için gerek ve yeter ³art; y = (ymn) ∈ Cp oldu§unda z = (zmn) ∈ Cr olmas�d�r"

çift gerektirmesine ula³�r�z. Bu durumda; B ∈ (Cp : Cr) olaca§�ndan Yard�mc� Teorem

2.22'den

sup
m,n∈N

∑
k,l

|bmnkl| < ∞,

her k, l ∈ N için r − lim
m,n→∞

bmnkl = QkTl∆11

(
akl
qktl

)
,

∃v ∈ C vard�r öyle ki r − lim
m,n→∞

∑
k,l

bmnkl = r − lim
m,n→∞

∑
k,l

akl = v

³artlar�n� elde ederiz. Böylece,∑
k,l

QkTl

∣∣∣∣∆11

(
akl
qktl

)∣∣∣∣ < ∞,

sup
n∈N

∑
k

QkTn

∣∣∣∣∆10

(
akn
qktn

)∣∣∣∣ < ∞,

sup
m∈N

∑
l

QmTl

∣∣∣∣∆01

(
aml

qmtl

)∣∣∣∣ < ∞,(
QmTn

amn

qmtn

)
∈ Mu ve a = (amn) ∈ CSr.

O hâlde, {Rqt(Cp)}β(r) = d1 ∩ d2 ∩ d3 ∩ CSr.

�imdi, benzer ifadelerin tekrar�ndan sak�nmak için Rqt(Cbp) ve Rqt(Cr) uzaylar�n�n β(ϑ)-

duallerini ispats�z verece§iz.

Teorem 5.3. η ∈ {bp, r} ve B = (bmnkl) matrisi, (5.3) ba§�nt�s�yla tan�mlanmak üzere;

Rqt(Cη) uzay�n�n β(ϑ)-duali, {a = (amn) ∈ Ω : B = (bmnkl) ∈ (Cη : Cϑ)} cümlesidir.

Teorem 5.4. 0 < s ≤ 1 olsun. Bu durumda; Ls uzay�n�n α-, β(ϑ)- ve γ-duali, Mu

uzay�d�r.
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�spat. Teoremin ispat�n� sadece α-dual için verece§iz. 0 < s ≤ 1, x = (xkl) ∈ Ls ve

z = (zkl) ∈ Mu olsun. Bu durumda;
∑

k,l |xkl|s < ∞ yazabiliriz ve böylece(∑
k,l

|zklxkl|

)s

≤ (∥z∥∞)s
(∑

k,l

|xkl|

)s

≤ (∥z∥∞)s
∑
k,l

|xkl|s

e³itsizli§ini elde ederiz. Bu e³itsizlik de bize

∑
k,l

|zklxkl| ≤ ∥z∥∞

(∑
k,l

|xkl|s
)1/s

< ∞

oldu§unu gösterir. O hâlde, xz ∈ Lu, yani z ∈ Lα
s . Böylece, Mu ⊂ Lα

s kapsamas�

geçerlidir.

Tersine, z = (zkl) ∈ Lα
s olsun. Bu durumda; her x = (xkl) ∈ Ls için

∑
k,l |zklxkl| < ∞

gerçe§ine sahip oluruz. z ̸∈ Mu ise o zaman, bütün i, j ∈ N'ler için |zmi,nj
| > [(i +

1)(j +1)]3/s e³itsizli§i sa§lanacak ³ekilde do§al say�lar�n kesin artan (mi) ve (nj) dizileri

mevcuttur. �imdi, x = (xkl) dizisini

xkl :=

 1/[(i+ 1)(j + 1)]2/s , k = mi ve l = nj,

0 , k ̸= mi ve l ̸= nj

olarak tan�mlayal�m. Bu durumda; x dizisi, Ls uzay�na aittir. Fakat 1 ≤ 1/s oldu§undan∑
k,l

|zklxkl| >
∑
i,j

[(i+ 1)(j + 1)]1/s ≥
∑
i,j

(i+ 1)(j + 1) = ∞

gerçe§ine sahip oluruz. Böylece, z ̸∈ Lα
s oldu§u görülür ki bir çeli³kidir. �u hâlde, Lα

s ⊂

Mu kapsamas� sa§lan�r.

Mu ⊂ Lα
s ve Lα

s ⊂ Mu kapsama ba§�nt�lar�n� birle³tirerek Lα
s = Mu istenen sonucunu

elde ederiz.

Teorem 5.5. 0 < s ≤ 1 olsun. Bu durumda; Rqt(Ls) uzay�n�n α-duali, Mu uzay�d�r.

�spat. x = (xkl) ∈ Rqt(Ls) ve z = (zkl) ∈ Mu olsun. O hâlde, Teorem 4.1'in (i)

k�sm� gere§ince
∑

k,l |ykl|s < ∞ olan bir y = (ykl) ∈ Ls çift dizisi mevcuttur. Böylece,

p− lim
k,l→∞

|ykl| = 0. Yani her ε > 0 say�s� için bir n0 = n0(ε) ∈ N vard�r öyle ki her k, l > n0

için |ykl| < ε. Böylece,

K1 =

n0∑
k,l=0

∣∣∣∣∣ 1

qktl

k∑
i=k−1

l∑
j=l−1

(−1)k+l−(i+j)QiTjyij

∣∣∣∣∣
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olmak üzere (3.4) ba§�nt�s�ndan

∑
k,l

|zklxkl| =
∑
k,l

∣∣∣∣∣zkl 1

qktl

k∑
i=k−1

l∑
j=l−1

(−1)k+l−(i+j)QiTjyij

∣∣∣∣∣
≤ ∥z∥∞

[
K1 +

∞,∞∑
k,l=n0+1

∣∣∣∣∣ 1

qktl

k∑
i=k−1

l∑
j=l−1

(−1)k+l−(i+j)QiTjyij

∣∣∣∣∣
]

≤ ∥z∥∞

[
K1 +

∞,∞∑
k,l=n0+1

1

qktl

k∑
i=k−1

l∑
j=l−1

QiTj|yij|

]

< ∥z∥∞

[
K1 + ε

∞,∞∑
k,l=n0+1

1

qktl

k∑
i=k−1

l∑
j=l−1

QiTj

]
= ∞

sonucuna ula³�r�z. O hâlde, z ∈ {Rqt(Ls)}α. Bu durumda;

Mu ⊂ {Rqt(Ls)}α (5.4)

kapsamas� sa§lan�r.

{Rqt(Ls)}α ⊂ Mu kapsamas�n�n varl�§�n� göstermek için bir z = (zkl) ∈ {Rqt(Ls)}α

dizisini alal�m. Böylece, her x = (xkl) ∈ Rqt(Ls) için
∑

k,l |xklzkl| < ∞ gerçe§ine sahip

oluruz. z /∈ Mu ise o zaman, bütün i, j ∈ N'ler için
∣∣zki,lj ∣∣ > [(i+ 1)(j + 1)]3/s e³itsizli§i

sa§lanacak ³ekilde kesin artan (ki) ve (lj) dizileri mevcuttur. y = (ymn) dizisini, i, j ∈ N

için

ymn :=

 [(i+ 1)(j + 1)]−3/s , m = ki ve n = lj,

0 , m ̸= ki ve n ̸= lj

olarak tan�mlayal�m. Böylece,∑
m,n

|ymn|s =
∑
i,j

|ykilj |s =
∑
i,j

∣∣∣∣ 1

[(i+ 1)(j + 1)]3/s

∣∣∣∣s
=

∑
i,j

1

[(i+ 1)(j + 1)]3

serisinin yak�nsakl�§� sonucuna sahip oluruz. Bu durumda; y ∈ Ls. Böylece, (3.4) ba§�n-
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t�s�n� kullanarak∑
k,l

|xklzkl| >
∑
i,j

|xkiljzkilj | >
∑
i,j

∣∣xkilj [(i+ 1)(j + 1)]3/s
∣∣

=
∑
i,j

∣∣∣∣∣∣ 1

qkitlj

ki∑
k=ki−1

lj∑
l=lj−1

(−1)ki+lj−(k+l)QkTlykl[(i+ 1)(j + 1)]3/s

∣∣∣∣∣∣
=

∑
i,j

∣∣∣∣QkiTlj

qkitlj
ykilj [(i+ 1)(j + 1)]3/s

∣∣∣∣ =∑
i,j

QkiTlj

qkitlj

>
∑
i,j

1 = ∞

e³itsizli§ini elde ederiz. Böylece, z ̸∈ {Rqt(Ls)}α oldu§u görülür ki bir çeli³kidir. O hâlde,

z dizisi Mu uzay�nda olmal�d�r. Bu durumda;

{Rqt(Ls)}α ⊂ Mu (5.5)

kapsamas� sa§lan�r.

Böylece, (5.4) ve (5.5) ba§�nt�lar�n� birle³tirerek Rqt(Ls) uzay�n�n α−dualinin Mu uzay�

oldu§u sonucunu elde ederiz.

Teorem 5.6. 1 < s < ∞ olsun. e1, e2 ve e3 cümlelerini

e1 :=

{
a = (akl) ∈ Ω :

∑
k,l

∣∣∣∣QkTl∆11

(
akl
qktl

)∣∣∣∣s′ < ∞

}
,

e2 :=

{
a = (akl) ∈ Ω : sup

n∈N

∑
k

∣∣∣∣QkTn∆10

(
akn
qktn

)∣∣∣∣s′ < ∞

}
,

e3 :=

 a = (akl) ∈ Ω : supm∈N
∑

l

∣∣∣QmTl∆01

(
aml

qmtl

)∣∣∣s′ < ∞ ve(
QmTn

|amn|
qmtn

)s′
∈ Mu


olarak tan�mlayal�m. Bu durumda, {Rqt(Ls)}β(ϑ) = e1 ∩ e2 ∩ e3.

�spat. Teorem, Teorem 5.2'nin ispat�na benzer ³ekilde ispat edilebilece§inden tekrara

dü³memek için teferruatl� ispat vermeyece§iz.
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N = sup
m,n,k,l∈N

|amnkl| < ∞ (6.1)

³art�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

(ii) 1 < s < ∞ olsun. Bu durumda; A ∈ (Ls : Mu) olmas� için

M1 = sup
m,n∈N

∑
k,l

|amnkl|s
′
< ∞ (6.2)

³art�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

durumlar� söz konusudur.

�spat. (i) 0 < s ≤ 1 ve A = (amnkl) ∈ (Ls : Mu) olsun. Bu durumda; her x ∈ Ls için Ax

mevcut ve Mu uzay�na aittir. Bu sebeple; her bir m,n ∈ N için, Teorem 5.4 gere§ince

Amn ∈ Mu. Böylece, her bir sabit k, l ∈ N ve ekl ∈ Ls için,

∥Aekl∥∞ = sup
m,n∈N

|amnkl| < ∞

sonucunu elde ederiz. Yani, (6.1) ³art� gerektir.

Tersine, (6.1) ³art� sa§lans�n ve x = (xkl) ∈ Ls olsun. O hâlde, her bir m,n ∈ N için

Teorem 5.4 gere§ince Amn ∈ Mu, yani Ax mevcuttur. Böylece, her bir sabit m ve n

do§al say�s� için ∣∣∣∣∣∑
k,l

amnklxkl

∣∣∣∣∣
s

≤

(∑
k,l

|amnkl||xkl|

)s

≤
(
sup
k,l∈N

|amnkl|
)s
(∑

k,l

|xkl|

)s

≤
(
sup
k,l∈N

|amnkl|
)s∑

k,l

|xkl|s (6.3)
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6. BAZI MATR�S SINIFLARININ KARAKTER�ZASYONU

Bu bölümde; dört boyutlu matrislerin ϑ ∈ {p, bp, r} olmak üzere (Rqt(Cr) : Cϑ) ve

(Rqt(Cϑ) : Cf ), ϑ ∈ {bp, r} ve 1 ≤ s < ∞ olmak üzere (Cϑ : Ls) ve (Rqt(Cϑ) : Ls),

0 < s < ∞ olmak üzere (Ls : Mu), (Ls : Cbp), (Rqt(Ls) : Mu) ve 1 ≤ s < ∞ olmak üzere

(Ls : Lu) s�n��ar� karakterize edilecektir.

Teorem 6.1. A = (amnkl) dört boyutlu herhangi bir matris olsun. O hâlde,

6.1 Matris Dönü³ümleri

(i) 0 < s ≤ 1 olsun. Bu durumda; A ∈ (Ls : Mu) olmas� için



sonucunu elde ederiz. O zaman, (6.3) e³itsizli§inde m,n ∈ N üzerinden supremum ald�-

§�m�zda

∥Ax∥∞ = sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣∑
k,l

amnklxkl

∣∣∣∣∣ ≤ N (∥x∥s)1/s

oldu§unu görürüz. Dolay�s� ile (6.1) ³art�, yeterdir.

(ii) 1 < s < ∞ ve A = (amnkl) ∈ (Ls : Mu) olsun. O hâlde, her x ∈ Ls için Ax mevcut

ve Mu uzay�na aittir. x = (xkl) ∈ Ls dizisini her k, l ∈ N için

xkl :=

 (sgn amnkl)|amnkl|s
′−1 , 0 ≤ k ≤ k0 ve 0 ≤ l ≤ l0,

0 , k > k0 ve l > l0

olarak tan�mlayal�m. Böylece, her k0, l0 ∈ N için

∥Ax∥∞ = sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣∑
k,l

amnklxkl

∣∣∣∣∣
= sup

m,n∈N

∣∣∣∣∣
k0,l0∑
k,l=0

amnkl(sgn amnkl)|amnkl|s
′−1

∣∣∣∣∣
= sup

m,n∈N

k0,l0∑
k,l=0

|amnkl|s
′
< ∞

ba§�nt�s�n� elde ederiz. Dolay�s� ile (6.2) ³art�, gerektir.

Tersine, (6.2) ba§�nt�s� sa§lans�n. Herhangi bir x = (xkl) ∈ Ls dizisini alal�m. Ba³ar

ve Sever (2009) çal�³mas�ndaki Teorem 2.7 gere§ince her bir m,n ∈ N için Amn ∈ Ls′

oldu§undan Ax mevcuttur. Böylece, Hölder e³itsizli§inden

∥Ax∥∞ = sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣∑
k,l

amnklxkl

∣∣∣∣∣
≤ sup

m,n∈N

(∑
k,l

|amnkl|s
′

)1/s′ (∑
k,l

|xkl|s
)1/s

< M1∥x∥s

sonucunu elde ederiz. Bu ad�m, ispat� tamamlar.

Teorem 6.2. 0 < s ≤ 1 ve 1 ≤ s1 < ∞ olsun. Bu durumda, dört boyutlu A = (amnkl)

matrisinin (Ls : Ls1) s�n�f�nda bulunmas� için

sup
k,l∈N

∑
m,n

|amnkl|s1 < ∞ (6.4)

³art�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.
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�spat. 0 < s ≤ 1, 1 ≤ s1 < ∞ ve A = (amnkl) ∈ (Ls : Ls1) olsun. Bu durunda; her

x ∈ Ls için Ax mevcut ve Ls1 uzay�na aittir. Ayr�ca, her bir m,n ∈ N için Teorem 5.4

gere§ince Amn ∈ Mu. Böylece, her bir sabit k, l ∈ N ve ekl ∈ Ls dizisi için

∥Aekl∥s1 =

(∑
m,n

|amnkl|s1
)1/s1

< ∞

oldu§u görülür. O hâlde, (6.4) ³art� gerektir.

Aksine, (6.4) ³art� sa§lans�n ve x = (xkl) dizisi, Ls uzay�na ait herhangi bir dizi olsun. Bu

durumda; her bir m,n ∈ N için, Teorem 5.4 gere§ince Amn ∈ Mu, yani Ax mevcuttur.

O hâlde, (
i,j∑

m,n=0

|(Ax)mn|s1
)1/s1

=

(
i,j∑

m,n=0

∣∣∣∣∣∑
k,l

amnklxkl

∣∣∣∣∣
s1)1/s1

≤
∑
k,l

(
i,j∑

m,n=0

|amnklxkl|s1
)1/s1

=
∑
k,l

|xkl|

(
i,j∑

m,n=0

|amnkl|s1
)1/s1


≤ sup

k,l∈N

(
i,j∑

m,n=0

|amnkl|s1
)1/s1

·
∑
k,l

|xkl| < ∞

e³itsizli§i mevcuttur. i, j ∈ N key� oldu§undan ∥Ax∥s1 < ∞ sonucunu elde ederiz.

Teorem 6.3. A = (amnkl) dört boyutlu herhangi bir matris olsun. Bu durumda; a³a§�daki

ifadeler geçerlidir:

(i) 0 < s ≤ 1 olsun. Bu durumda; A matrisinin (Ls : Cbp) s�n�f�nda bulunmas� için,

(6.1) ³art�n�n sa§lanmas� ve

bp− lim
m,n→∞

amnkl = αkl (6.5)

³art� sa§lanacak ³ekilde bir (αkl) ∈ Ω dizisinin mevcut bulunmas� gerek ve yeterdir.

(ii) 1 < s < ∞ olsun. Bu durumda; A matrisinin (Ls : Cbp) s�n�f�nda bulunmas� için,

(6.2) ve (6.5) ³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

�spat. (i) 0 < s ≤ 1 ve A = (amnkl) ∈ (Ls : Cbp) olsun. Cbp ⊂ Mu kapsamas� mevcut

oldu§undan (6.1) ³art�n�n gereklili§ini Teorem 6.1'in (i) k�sm�ndan elde ederiz. Hipotez-

den dolay� her x ∈ Ls için Ax mevcut ve Cbp uzay�na ait oldu§undan bu durum, ekl ∈ Ls
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dizisi için de geçerlidir. Dolay�s� ile her bir sabit k, l ∈ N için, Aekl = (amnkl)m,n∈N ∈ Cbp.

O hâlde, (6.5) ³art� gerektir.

Aksine, (6.1) ve (6.5) ³artlar� sa§lans�n ve x = (xkl), Ls uzay�ndaki herhangi bir dizi

olsun. Her bir m,n ∈ N için Amn ∈ Lβ(ϑ)
s oldu§undan Ax mevcuttur. Bu durumda, (6.1)

ba§�nt�s�n� dikkate alarak (6.5) ba§�nt�s�ndan her bir sabit k, l ∈ N için

|αkl| = bp− lim
m,n→∞

|amnkl| ≤ sup
m,n∈N

|amnkl|

e³itsizli§ini elde ederiz. Böylece, (αkl) ∈ Mu oldu§u sonucuna var�r�z. O hâlde, her x ∈ Ls

için,
∑

k,l αklxkl serisi yak�nsakt�r.

Ayr�ca, (6.5) ba§�nt�s� gere§ince her ε > 0 için m,n > n0 oldu§unda |amnkl − αkl| < ε

olacak ³ekilde bir n0 = n0(ε) do§al say�s� mevcuttur. Böylece,∣∣∣∣∣∑
k,l

amnklxkl −
∑
k,l

αklxkl

∣∣∣∣∣
s

=

∣∣∣∣∣∑
k,l

(amnkl − αkl)xkl

∣∣∣∣∣
s

≤

[∑
k,l

|(amnkl − αkl)xkl|

]s

< εs

(∑
k,l

|xkl|

)s

< εs
∑
k,l

|xkl|s

sonucunu elde ederiz. Dolay�s�yla, bp− limm,n→∞(Ax)mn =
∑

k,l αklxkl e³itli§i sa§lan�r.

(ii) s > 1 olsun. �artlar�n gereklili§i (i) k�sm�n�n ispat�na benzer olarak gösterilebilinece-

§inden yaln�z yeterlilik k�sm�n�n ispat�n� verece§iz.

(6.2) ba§�nt�s�n� kullanarak her i, j ∈ N için,

i,j∑
k,l=0

|αkl|s
′
= bp− lim

m,n→∞

i,j∑
k,l=0

|amnkl|s
′ ≤ sup

m,n∈N

i,j∑
k,l=0

|amnkl|s
′
< ∞

elde ederiz. Yani, (αkl) ∈ Ls′ . O hâlde, her x ∈ Ls için
∑

k,l αklxkl serisi yak�nsakt�r.

Verilen herhangi bir ε > 0 say�s� için k0, l0 ∈ N sabitlerini

∞∑
k,l=k0+1,l0+1

|xkl|s <

(
ε

4M
1/s′

1

)s
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olacak ³ekilde seçelim. Bu durumda; (6.5) ba§�nt�s� gere§ince m,n > n0 olan bütün

m,n ∈ N'ler için ∣∣∣∣∣
k0,l0∑
k,l=0

(amnkl − αkl)xkl

∣∣∣∣∣ < ε

2

e³itsizli§i sa§lanacak ³ekilde bir n0 do§al say�s� vard�r. Böylece, Hölder e³itsizli§ini kul-

lanarak yeterince büyük bütün m ve n de§erleri için∣∣∣∣∣∑
k,l

amnklxkl −
∑
k,l

αklxkl

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
k,l

(amnkl − αkl)xkl

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
k0,l0∑
k,l=0

(amnkl − αkl)xkl

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞∑
k,l=k0+1,l0+1

(amnkl − αkl)xkl

∣∣∣∣∣
<

ε

2
+

[
∞∑

k,l=k0+1,l0+1

(|amnkl|+ |αkl|)s
′

]1/s′

×

(
∞∑

k,l=k0+1,l0+1

|xkl|s
)1/s

< ε

oldu§unu görürüz. O hâlde, Ax ∈ Cbp.

Teorem 6.4. 1 ≤ s < ∞ ve K∗, N cümlesinin bir altcümlesi olsun. Bu durumda, dört

boyutlu A = (amnkl) matrisinin (Mu : Ls) s�n�f�nda olmas� için

∑
m,n

∣∣∣∣∣ ∑
k,l∈K∗

amnkl

∣∣∣∣∣
s

< ∞ (6.6)

³art�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

�spat. A = (amnkl) ∈ (Mu : Ls) olsun. Bu durumda; her x ∈ Mu için Ax mevcut ve Ls

uzay�na aittir. Böylece, e ∈ Mu dizisi için

∑
m,n

|(Ae)mn|s =
∑
m,n

∣∣∣∣∣∑
k,l

amnkl

∣∣∣∣∣
s

< ∞ (6.7)

elde ederiz. K∗, N cümlesinin bir k�sm� oldu§undan (6.7) ba§�nt�s�ndan

∑
m,n

∣∣∣∣∣ ∑
k,l∈K∗

amnkl

∣∣∣∣∣
s

<
∑
m,n

∣∣∣∣∣∑
k,l

amnkl

∣∣∣∣∣
s

< ∞

sonucunu ç�kart�r�z. Yani, (6.6) ³art� gerektir.
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Aksine, (6.6) ³art�n�n sa§land�§�n� kabul edelim ve herhangi bir x = (xkl) ∈ Mu dizisini

alal�m. x = (xkl) ∈ {0, 1}N×N ⊂ Mu al�rsak (6.6) ³art�n�n sa§lanmas�n�n {0, 1}N×N ⊂

(Ls)A olmas�na denk oldu§unu görürüz. Böylece, Yard�mc� Teorem 2.21'i dikkate alarak

Mu ⊂ (Ls)A oldu§u sonucunu elde ederiz.

Teorem 6.5. A = (amnkl) matrisinin (Rqt(Cr) : Cϑ) s�n�f�nda olmas� için

sup
m,n∈N

∑
k,l

QkTl

∣∣∣∣∆kl
11

(
amnkl

qktl

)∣∣∣∣ < ∞, (6.8)

her bir l ∈ N için lim
k→∞

QkTl∆
kl
01

(
amnkl

qktl

)
= 0, (6.9)

her bir k ∈ N için lim
l→∞

QkTl∆
kl
10

(
amnkl

qktl

)
= 0, (6.10)

∃akl ∈ C ∋ ∀k, l ∈ N : ϑ− lim
m,n→∞

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
= akl, (6.11)

∃v ∈ C ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
k,l

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
= v (6.12)

³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

�spat. x = (xmn) ∈ Rqt(Cr) olsun. Bu durumda; bir y = (ymn) ∈ Cr dizisi mevcut-

tur. smn =
∑m,n

i,j=0 xij olmak üzere her m,n ∈ N için
∑

k,l amnklxkl serisinin (i, j)ninci

dikdörtgen k�sm�� toplam�na genelle³tirilmi³ Abel dönü³ümünü uygularsak

(Ax)[i,j]mn =

i,j∑
k,l=0

amnklxkl

=

i−1,j−1∑
k,l=0

skl∆
kl
11amnkl +

i−1∑
k=0

skj∆
kj
10amnkj +

j−1∑
l=0

sil∆
il
01amnil + sijamnij

e³itli§ini elde ederiz. Her m,n, i, j ∈ N için (3.4) ba§�nt�s�n� kullanarak

(Ax)[i,j]mn =

i,j∑
k,l=0

amnklxkl (6.13)

=

i−1,j−1∑
k,l=0

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
ykl +

i−1∑
k=0

QkTj∆
kj
10

(
amnkj

qktj

)
ykj

+

j−1∑
l=0

QiTl∆
il
01

(
amnil

qitl

)
yil +QiTj

amnij

qitj
yij
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e³itli§ine sahip oluruz. Bmn =
(
bmn
ijkl

)
matrisini, her i, j, k, l,m, n ∈ N için

bmn
ijkl =



QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
, 0 ≤ k ≤ i− 1 ve 0 ≤ l ≤ j − 1

QkTj∆
kj
10

(
amnkj

qktj

)
, 0 ≤ k ≤ i− 1 ve l = j

QiTl∆
il
01

(
amnil

qitl

)
, k = i ve 0 ≤ l ≤ j − 1

QiTj
amnij

qitj
, k = i ve l = j

0 , di§er durumlarda

(6.14)

olarak tan�mlayal�m. Böylece, (6.13) ba§�nt�s�n� (Ax)[i,j]mn = (Bmny)[i,j] olarak ifade ede-

biliriz. Bu durumda; her m,n ∈ N ve her x ∈ Rqt(Cr) için (Ax)
[i,j]
mn dikdörtgen k�sm��

toplamlar�n�n r-yak�nsakl�§� Bmn ∈ (Cr : Cr) olmas�na ve her sabit m,n ∈ N için∑
k,l

∣∣∣∣QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)∣∣∣∣ < ∞, (6.15)

her bir l ∈ N için lim
k→∞

QkTl∆
kl
01

(
amnkl

qktl

)
= 0, (6.16)

her bir k ∈ N için lim
l→∞

QkTl∆
kl
10

(
amnkl

qktl

)
= 0 (6.17)

³artlar�n�n sa§lanmas�na denk olur.

E§er (6.14) ba§�nt�s�nda i, j → ∞ için ϑ-limit al�rsak

ϑ− lim
i,j→∞

bmn
ijkl = QkTl∆

kl
11

(
amnkl

qktl

)
(6.18)

e³itli§ini elde ederiz. (6.18) ba§�nt�s�n� kullanarak dört boyutlu bir B = (bmnkl) matrisini

bütün m,n, k, l ∈ N de§erleri için

bmnkl = QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
(6.19)

ile tan�mlayal�m. Böylece, (6.13), (6.16), (6.17) ve (6.18) ba§�nt�lar�ndan

ϑ− lim
i,j→∞

(Ax)[i,j]mn = ϑ− lim(By)mn

e³itli§ini elde ederiz. Bu durumda, Yard�mc� Teorem 2.23'ü kullanarak "A = (amnkl) ∈

(Rqt(Cr) : Cϑ) olmas� için gerek ve yeter ³art, B ∈ (Cr : Cϑ) olmas�d�r." çift gerektirme-
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sinden B matrisinin ta³�yaca§� ³artlar�

sup
m,n∈N

∑
k,l

∣∣∣∣QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)∣∣∣∣ < ∞, (6.20)

∃akl ∈ C ∋ ∀k, l ∈ N : ϑ− lim
m,n→∞

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
= akl, (6.21)

∃v ∈ C ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
k,l

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
= v, (6.22)

∃l0 ∈ C ∋ ϑ− lim
m,n→∞

Tl0

∑
k

∆kl0
01

(
amnkl0

tl0

)
= ul0 , (6.23)

∃k0 ∈ C ∋ ϑ− lim
m,n→∞

Qk0

∑
l

∆k0l
10

(
amnk0l

qk0

)
= vk0 (6.24)

³eklinde buluruz. Bunlara ilâve olarak∑
k

bmnkl0 = Tl0

∑
k

Qk∆
kl0
11

(
amnkl0

qktl0

)
(6.25)

<
∑
k,l

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
=

∑
k,l

bmnkl

elde ederiz. Böylece, (6.22) ba§�nt�s�n� dikkate alarak (6.25) ifadesinde m,n → ∞ için

ϑ-limit ald�§�m�z zaman

ϑ− lim
m,n→∞

∑
k

bmnkl0 < ϑ− lim
m,n→∞

∑
k,l

bmnkl = v

oldu§unu görürüz. Böylece, (6.23) ³art�na sahip oluruz. Benzer ³ekilde, (6.22) ³art�n�

kullanarak (6.24) ³art�na sahip oluruz. Bu suretle, (6.15)-(6.24) ³artlar�ndan Amatrisinin

(Rqt(Cr) : Cϑ) s�n�f�nda bulunmas� için (6.8)-(6.12) ³artlar�n� sa§lamas�n�n gerek ve yeter

oldu§u sonucunu ç�kart�r�z.

Teorem 6.6. A = (amnkl) dört boyutlu herhangi bir matris olsun. Bu durumda, a³a§�daki

ifadeler geçerlidir:

(i) 0 < s ≤ 1 olsun. Bu durumda; A ∈ (Rqt(Ls) : Mu) s�n�f�nda bulunmas� için

(6.8)-(6.10) ³artlar�yla birlikte

sup
m,n,k,l∈N

∣∣∣∣QkTl
amnkl

qktl

∣∣∣∣ < ∞ (6.26)

³art�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.
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(ii) 1 < s < ∞ olsun. Bu durumda; A ∈ (Rqt(Ls) : Mu) s�n�f�nda bulunmas� için

(6.9)-(6.10) ³artlar�yla birlikte

sup
m,n∈N

∑
k,l

∣∣∣∣QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)∣∣∣∣s′ < ∞ (6.27)

³art�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

�spat. �spat�, Teorem 6.5'n�n ispat�na benzer ³ekilde verece§iz.

(i) 0 < s ≤ 1 ve x = (xmn) ∈ Rqt(Ls) olsun. Bu durumda; bir y = (ymn) ∈ Ls dizisi

mevcuttur. O hâlde, (6.13) ba§�nt�s�n� (Ax)[i,j]mn = (Bmny)[i,j] biçiminde yazabilece§imizi

akl�m�zda tutarak her m,n ∈ N ve her x ∈ Rqt(Ls) için, (Ax)[i,j]mn dikdörtgen k�sm��

toplamlar�n�n bp-yak�nsakl�§� Bmn ∈ (Ls : Cbp) olmas�na ve her sabit m,n ∈ N için

(6.15)-(6.17) ³artlar�n�n ve

sup
k,l∈N

∣∣∣∣QkTl
amnkl

qktl

∣∣∣∣ < ∞ (6.28)

³art�n�n sa§lanmas�na denk olur.

(6.14) ba§�nt�s�nda i, j → ∞ iken ϑ-limit alarak (6.19) ba§�nt�s�nda elde etti§imiz dört

boyutlu B = (bmnkl) matrisini ve Teorem 6.1'in (i) k�sm�n� dikkate alarak "A = (amnkl) ∈

(Rqt(Ls) : Mu) olmas� için gerek ve yeter ³art, B ∈ (Ls : Mu) olmas�d�r." çift gerektir-

mesinden B matrisinin ta³�yaca§� ³art�

sup
m,n,k,l∈N

∣∣∣∣QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)∣∣∣∣ < ∞ (6.29)

³eklinde buluruz. Böylece, (6.15)-(6.17), (6.28) ve (6.29) ³artlar�ndanAmatrisinin (Rqt(Ls) :

Mu) s�n�f�nda bulunmas� için, (6.8)-(6.10) ³artlar�n� ve (6.26) ³art�n� sa§lamas�n�n gerek

ve yeter oldu§u sonucuna var�r�z.

(ii) 1 < s < ∞ olsun. Her m,n ∈ N ve her x ∈ Rqt(Ls) için, (Ax)
[i,j]
mn dikdörtgen k�sm��

toplamlar�n�n bp-yak�nsakl�§�, Bmn ∈ (Ls : Cbp) olmas�na ve her sabit m,n ∈ N için

(6.8)-(6.10) ³artlar�yla birlikte

∑
k,l

∣∣∣∣QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)∣∣∣∣s′ < ∞ (6.30)

³art�n�n sa§lanmas�na denk olur. Ayr�ca, Bmn =
(
bmn
ijkl

)
matrisinin tan�m�ndan (6.19)

ba§�nt�s�na sahip oluruz.
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Böylece, Teorem 6.1'in (ii) k�sm�n� dikkate alarak "A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) : Mu) olmas�

için gerek ve yeter ³art, B ∈ (Ls : Mu) olmas�d�r." çift gerektirmesinden B matrisinin

ta³�yaca§� ³art�

sup
m,n∈N

∑
k,l

∣∣∣∣QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)∣∣∣∣s′ < ∞ (6.31)

olarak buluruz.

Ayr�ca, (6.31) ba§�nt�s�, (6.8) ve (6.30) ba§�nt�lar�n� ihtiva etmektedir. Böylece, A mat-

risinin (Rqt(Ls) : Mu) s�n�f�nda bulunmas� için, (6.9)-(6.10) ³artlar�n� ve (6.27) ³art�n�

sa§lamas�n�n gerek ve yeter oldu§unu söyleyebiliriz.

Teorem 6.7 ve 6.8'un ispatlar� Teorem 6.5 ve Teorem 6.6'nin ispat�na benzer olarak

yap�labilece§inden vermeyece§iz.

Teorem 6.7. A = (amnkl) dört boyutlu herhangi bir matris olsun. Bu durumda, a³a§�daki

ifadeler geçerlidir:

(i) 0 < s ≤ 1 olsun. Bu durumda; A matrisinin (Rqt(Ls) : Cbp) s�n�f�nda bulunmas�

için, (6.8)-(6.10), (6.26) ³artlar�yla birlikte

∃(akl) ∈ Ω ∋ her k, l ∈ N için bp− lim
m,n→∞

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
= akl (6.32)

³art�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

(ii) 1 < s < ∞ olsun. Bu durumda; A matrisinin (Rqt(Ls) : Cbp) s�n�f�nda bulunmas�

için, (6.9)-(6.10), (6.27) ve (6.32) ³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

Teorem 6.8. 0 < s < 1 ve 1 < s1 < ∞ olsun. Bu durumda, A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) :

Ls1) s�n�f�nda bulunmas� için Teorem 6.5'n�n (6.8)-(6.10) ³artlar�yla birlikte

sup
k,l∈N

∣∣∣∣QkTl
amnkl

qktl

∣∣∣∣ < ∞,

sup
k,l∈N

∑
m,n

∣∣∣∣QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)∣∣∣∣s1 < ∞

³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

Teorem 6.9. A = (amnkl) matrisinin (Rqt(Cbp) : Cf ) s�n�f�nda olmas� için (6.8)-(6.10)

³artlar�n�n ve akl ∈ C sabiti ile birlikte,

her bir k, l do§al say�s� için

bp− lim
q,r→∞

1

(q + 1)(r + 1)

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
= akl (6.33)
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yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür,

∃u ∈ C vard�r öyle ki

bp− lim
q,r→∞

1

(q + 1)(r + 1)

∑
k,l

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
= u (6.34)

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür,

her bir k do§al say�s� için

bp− lim
q,r→∞

1

(q + 1)(r + 1)

∑
l

∣∣∣∣∣
s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
− akl

∣∣∣∣∣ = 0

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür,

her bir l do§al say�s� için

bp− lim
q,r→∞

1

(q + 1)(r + 1)

∑
k

|
s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
− akl| = 0

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür.

³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

�spat. Teoremin ispat�n�, Teorem 6.5'n�n ispat�na benzer olarak verece§iz. x = (xmn) ∈

Rqt(Cbp) olsun. Bu durumda; bir y = (ymn) ∈ Cbp dizisi mevcuttur. (Ax)[i,j]mn = (Bmny)[i,j]

oldu§undan her m,n ∈ N ve her x ∈ Rqt(Cbp) için, (Ax)[i,j]mn dikdörtgen k�sm�� toplamlar�-

n�n bp−yak�nsakl�§� Bmn ∈ (Cbp : Cbp) olmas�na ve her m,n ∈ N sabiti için, (6.15)-(6.17)

³artlar�n�n sa§lanmas�na denktir. Burada Bmn matrisi, (6.14)'daki gibi tan�ml�d�r. Ayr�ca,

(3.4) ba§�nt�s�n� kullanarak

1

(q + 1)(r + 1)

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

(Ax)[i,j]mn =
1

(q + 1)(r + 1)

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

(
i,j∑

k,l=0

amnklxkl

)

=

i−1,j−1∑
k,l=0

[
s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTl

(q + 1)(r + 1)
∆kl

11

(
amnkl

qktl

)]
ykl

+
i−1∑
k=0

[
s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTj

(q + 1)(r + 1)
∆kj

10

(
amnkj

qktj

)]
ykj

+

j−1∑
l=0

[
s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QiTl

(q + 1)(r + 1)
∆il

01

(
amnil

qitl

)]
yil

+

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QiTj

(q + 1)(r + 1)

amnij

qitj
yij

= (Csty)[i,j],
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e³itli§ini elde ederiz. Burada Cst = {cst(k, l, q, r, i, j)} matrisi; her k, l, q, r, i, j, s, t ∈ N
için,

cst(k, l, q, r, i, j) :=



s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTl

(q+1)(r+1)∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
, 0 ≤ k ≤ i− 1 ve 0 ≤ l ≤ j − 1

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTj

(q+1)(r+1)∆
kj
10

(
amnkj

qktj

)
, 0 ≤ k ≤ i− 1 ve l = j

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QiTl

(q+1)(r+1)∆
il
01

(
amnil

qitl

)
, k = i ve 0 ≤ l ≤ j − 1

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QiTj

(q+1)(r+1)
amnij

qitj
, k = i ve l = j

0 , di§er durumlarda .

(6.35)

olarak tan�ml�d�r. Ayr�ca, Cst = {cst(k, l, q, r, i, j)} matrisinin (6.35) ile verilen tan�m�n-

dan

bp− lim
i,j→∞

cst(k, l, q, r, i, j) =
1

(q + 1)(r + 1)

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
(6.36)

e³itli§ini elde ederiz. (6.36) ba§�nt�s�n� kullanarak bütün m,n, k, l ∈ N'ler için, (6.19)

ifadesinde verilen B = (bmnkl) matrisini tan�mlayal�m. Böylece,

b(k, l, q, r, s, t) :=
1

(q + 1)(r + 1)

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
yazabiliriz. Böylece, "A = (amnkl) ∈ (Rqt(Cbp) : Cf ) olmas� için gerek ve yeter ³art

B = (bmnkl) ∈ (Cbp : Cf ) olmas�d�r." çift gerektirmesine sahip oluruz. Bu durumda;

Yard�mc� Teorem 2.28'i kullanarak,

her bir k, l do§al say�s� için

bp− lim
q,r→∞

1

(q + 1)(r + 1)

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
= akl (6.37)

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür,

∃u ∈ C vard�r öyle ki

bp− lim
q,r→∞

1

(q + 1)(r + 1)

∑
k,l

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
= u (6.38)

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür,

her bir k do§al say�s� için

bp− lim
q,r→∞

1

(q + 1)(r + 1)

∑
l

∣∣∣∣∣
s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
− akl

∣∣∣∣∣ = 0 (6.39)

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür,

her bir l do§al say�s� için

bp− lim
q,r→∞

1

(q + 1)(r + 1)

∑
k

∣∣∣∣∣
s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTl∆
kl
11

(
amnkl

qktl

)
− akl

∣∣∣∣∣ = 0 (6.40)
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yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür.

³artlar�n� ve (6.8) ³art�n� elde ederiz. Böylece, "A = (amnkl) ∈ (Rqt(Cbp) : Cf ) olmas�

için gerek ve yeter ³art; (6.8)-(6.10), (6.37)-(6.40) ³artlar�n�n en az bir akl ∈ C için

sa§lamas�d�r" sonucunu elde ederiz.

(Rqt(Cr) : Cf ) ve (Rqt(Cp) : Cf ) matris s�n��ar�n�n karakterizasyonunu ispats�z verece§iz.

Teorem 6.10. A = (amnkl) matrisinin (Rqt(Cr) : Cf ) s�n�f�nda olmas� için (6.8)-(6.10),

(6.33)-(6.34) ³artlar�n�n ve

"∃l0 ∈ C vard�r öyle ki

bp− lim
q,r→∞

1

(q + 1)(r + 1)

∑
k

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

QkTl0∆
kl0
11

(
amnkl0

qktl0

)
= ul0

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür,

∃k0 ∈ C vard�r öyle ki

bp− lim
q,r→∞

1

(q + 1)(r + 1)

∑
l

s+q∑
m=s

t+r∑
n=t

Qk0Tl∆
k0l
11

(
amnk0l

qk0tl

)
= νk0

yak�nsamas� s, t ∈ N'ye göre düzgündür."

³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

Teorem 6.11. A = (amnkl) matrisinin (Rqt(Cp) : Cf ) s�n�f�nda olmas� için (6.8)-(6.10),

(6.33) ve (6.34) ³artlar�n�n sa§lanmas� gerek ve yeterdir.

Teorem 6.12. Dört boyutlu E = (emnkl) ve F = (fmnkl) matrislerinin elemanlar� ara-

s�nda; her m,n, k, l ∈ N için,

fmnkl =
1

QmTn

m,n∑
i,j=0

qitjeijkl (6.41)

ili³kisi olsun ve µ, herhangi bir çift dizi uzay�n� göstersin. Bu durumda; E matrisinin

(µ : Rqt(Cϑ)) s�n�f�nda olmas� için gerek ve yeter ³art, F matrisinin (µ : Cϑ) s�n�f�nda

bulunmas�d�r.

�spat. Dört boyutlu E = (emnkl) ve F = (fmnkl) matrislerinin elemanlar� aras�nda (6.41)

ba§�nt�s� mevcut ve µ, verilen herhangi bir çift dizi uzay� olsun. x = (xmn) ∈ µ alal�m.

�imdi, her m,n, r, s ∈ N için geçerli olan

1

QmTn

m,n∑
i,j=0

r,s∑
k,l=0

qitjeijklxkl =

r,s∑
k,l=0

fmnklxkl (6.42)
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e³itli§ini dikkate alal�m. O zaman, (6.42) ba§�nt�s�nda r, s → ∞ için limit ald�§�m�z

zaman bütün m,n ∈ N'ler için

1

QmTn

m,n∑
i,j=0

qitj(Ex)ij = (Fx)mn (6.43)

e³itli§ini elde ederiz. Böylece, (6.43) ifadesinden "x ∈ µ oldu§unda Ex ∈ Rqt(Cϑ) olmas�

için gerek ve yeter ³art x ∈ µ oldu§unda Fx ∈ Cϑ olmas�d�r" çift gerektirmesine ula³�r�z.

Teorem 6.12 ve Yard�mc� Teoremler 2.22-2.24'e dayanarak a³a§�daki sonuca sahip oluruz:

Sonuc. 6.13. Dört boyutlu E = (emnkl) ve F = (fmnkl) matrislerinin elemanlar� aras�nda

(6.41) ba§�nt�s� bulunsun. Bu durumda, a³a§�daki ifadeler geçerlidir:

(i) E = (emnkl) ∈ (Cp : Rqt(Cϑ)) olmas� için gerek ve yeter ³art (2.4)-(2.8) ba§�nt�lar�-

n�n amnkl yerine fmnkl al�narak sa§lanmas�d�r.

(ii) E = (emnkl) ∈ (Cr : Rqt(Cϑ)) olmas� için gerek ve yeter ³art (2.4)-(2.6), (2.9) ve

(2.10) ba§�nt�lar�n�n amnkl yerine fmnkl al�narak sa§lanmas�d�r.

(iii) E = (emnkl) ∈ (Cbp : Rqt(Cϑ)) olmas� için gerek ve yeter ³art (2.4)-(2.6), (2.11) ve

(2.12) ba§�nt�lar�n�n amnkl yerine fmnkl al�narak sa§lanmas�d�r.

Teorem 6.14. λ ve µ iki çift dizi uzay�, A = (amnkl) dört boyutlu herhangi bir matris

ve B = (bmnij) her m,n, i, j ∈ N için i > m ve j > n oldu§unda bmnij = 0, ve 0 ≤ i ≤ m

ve 0 ≤ j ≤ n oldu§unda bmnij ̸= 0 olacak ³ekilde bir dört boyutlu matris olsun. Bu

durumda; A matrisinin (λ : µB) s�n�f�nda bulunmas� için gerek ve yeter ³art, BA çarp�m

matrisinin (λ : µ) s�n�f�nda bulunmas�d�r.

�spat. λ ve µ iki çift dizi uzay�, A = (amnkl) dört boyutlu herhangi bir matris ve B =

(bmnij) her m,n, i, j ∈ N için i > m ve j > n oldu§unda bmnij = 0, ve 0 ≤ i ≤ m ve

0 ≤ j ≤ n oldu§unda bmnij ̸= 0 olacak ³ekilde bir dört boyutlu matris olsun. Ayr�ca,

x = (xkl) ∈ λ olsun. Bu durumda; her m,n ∈ N için

m,n∑
i,j=0

bmnij

i,j∑
k,l=0

aijklxkl =

m,n∑
k,l=0

(
m,n∑

i,j=k,l

bmnijaijkl

)
xkl

oldu§undan m,n → ∞ iken limit ald�§�m�zda B(Ax) = (BA)x e³itli§ini elde ederiz.

Böylece, "x ∈ λ oldu§unda Ax ∈ µB olmas� için gerek ve yeter ³art x ∈ λ oldu§unda

(BA)x ∈ µ olmas�d�r" çift gerektirmesine sahip oluruz.
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C = (cmnkl), D = (dmnkl) ve E = (emnkl) dört boyutlu matrislerini bütün m,n, k, l ∈

N'ler için, s�ras� ile

cmnkl :=

m,n∑
i,j=k,l

aijkl , dmnkl :=
1

(m+ 1)(n+ 1)

m,n∑
i,j=k,l

aijkl ve

emnkl :=
1

QmTn

m,n∑
i,j=k,l

qitjaijkl

e³itlikleriyle tan�mlayal�m.

Art�k, 6.1, 6.3, 6.6 ve 6.7 numaral� teoremlerin birçok yeni sonucunu verebiliriz.

Sonuc. 6.15. 0 < s ≤ 1 olsun. Bu durumda, a³a§�daki ifadeler geçerlidir:

(i) A = (amnkl) ∈ (Ls : BS) olmas� için (6.1) ³art�n�n amnkl yerine cmnkl al�narak

sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(ii) A = (amnkl) ∈ (Ls : M̃u) olmas� için (6.1) ³art�n�n amnkl yerine dmnkl al�narak

sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(iii) A = (amnkl) ∈ (Ls : R
qt(Mu)) olmas� için (6.1) ³art�n�n amnkl yerine emnkl al�narak

sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(iv) A = (amnkl) ∈ (Ls : CSbp) olmas� için (6.1) ve (6.5) ³artlar�n�n amnkl yerine cmnkl

al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(v) A = (amnkl) ∈ (Ls : C̃bp) olmas� için (6.1) ve (6.5) ³artlar�n�n amnkl yerine dmnkl

al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeter ³artdir.

(vi) A = (amnkl) ∈ (Ls : Rqt(Cbp)) olmas� için (6.1) ve (6.5) ³artlar�n�n amnkl yerine

emnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

Sonuc. 6.16. 1 < s < ∞ olsun. Bu durumda, a³a§�daki ifadeler geçerlidir:

(i) A = (amnkl) ∈ (Ls : BS) olmas� için (6.2) ³art�n�n amnkl yerine cmnkl al�narak

sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(ii) A = (amnkl) ∈ (Ls : M̃u) olmas� için (6.2) ³art�n�n amnkl yerine dmnkl al�narak

sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(iii) A = (amnkl) ∈ (Ls : R
qt(Mu)) olmas� için (6.2) ³art�n�n amnkl yerine emnkl al�narak

sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.
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(iv) A = (amnkl) ∈ (Ls : CSbp) olmas� için (6.2) ve (6.5) ³artlar�n�n amnkl yerine cmnkl

al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(v) A = (amnkl) ∈ (Ls : C̃bp) olmas� için (6.2) ve (6.5) ³artlar�n�n amnkl yerine dmnkl

al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(vi) A = (amnkl) ∈ (Ls : Rqt(Cbp)) olmas� için (6.2) ve (6.5) ³artlar�n�n amnkl yerine

emnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

Sonuc. 6.17. 0 < s ≤ 1 olsun. Bu durumda, a³a§�daki ifadeler geçerlidir:

(i) A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) : BS) olmas� için, (6.8)-(6.10) ve (6.26) ³artlar�n�n amnkl

yerine cmnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(ii) A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) : CSbp) olmas� için (6.8)-(6.10), (6.26) ve (6.32) ³artlar�-

n�n amnkl yerine cmnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(iii) A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) : M̃u) olmas� için (6.8)-(6.10) ve (6.26) ³artlar�n�n amnkl

yerine dmnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(iv) A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) : C̃bp) olmas� için (6.8)-(6.10), (6.26) ve (6.32) ³artlar�n�n

amnkl yerine dmnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(v) A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) : R
qt(Mu)) olmas� için (6.8)-(6.10) ve (6.26) ³artlar�n�n

amnkl yerine emnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(vi) A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) : R
qt(Cbp)) olmas� için (6.8)-(6.10), (6.26) ve (6.32) ³art-

lar�n�n amnkl yerine emnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

Sonuc. 6.18. 1 < s < ∞ olsun. Bu durumda, a³a§�daki ifadeler geçerlidir:

(i) A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) : BS) olmas� için (6.9), (6.10) ve (6.27) ³artlar�n�n amnkl

yerine cmnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(ii) A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) : CSbp) olmas� için (6.9), (6.10), (6.27) ve (6.32) ³artlar�-

n�n amnkl yerine cmnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(iii) A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) : M̃u) olmas� için (6.9), (6.10) ve (6.27) ³artlar�n�n amnkl

yerine dmnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.
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(iv) A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) : C̃bp) olmas� için (6.9), (6.10), (6.27) ve (6.32) ³artlar�n�n

amnkl yerine dmnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(v) A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) : R
qt(Mu)) olmas� için (6.9), (6.10) ve (6.27) ³artlar�n�n

amnkl yerine emnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.

(vi) A = (amnkl) ∈ (Rqt(Ls) : Rqt(Cbp)) olmas� için (6.9), (6.10), (6.27) ve (6.32)

³artlar�n�n amnkl yerine emnkl al�narak sa§lanmas�, gerek ve yeterdir.
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Altay ve Ba³ar (2005); k��smi toplamlar�, s�ras� ile, Mu, Mu(t), Cp, Cbp, Cr ve Lu uzayla-

r�nda olan serilerin BS, BS(t), CSp, CSbp, CSr ve BV uzaylar�n� in³a ettiler. Dört boyutlu

S = (smnkl) matrisi, her m,n, k, l ∈ N için

smnkl =

 1 , 0 ≤ k ≤ m, 0 ≤ l ≤ n,

0 , di§er durumlarda

olarak tarif edildi§inde BS, BS(t), CSp, CSbp, CSr ve BV uzaylar�n�n, s�ras� ile, S mat-

risinin Mu, Mu(t), Cp, Cbp, Cr ve Lu uzaylar�ndaki etki alanlar� oldu§u görülür. Bu

çal�³man�n tabii bir devam� olarak Mursaleen ve Ba³ar (2014), birinci mertebeden dört

boyutlu Cesàro ortalamas�n�n Mu, Cp, Cp0, Cbp, Cr and Ls (1 ≤ s < ∞) uzaylar�ndaki

etki alanlar�n� incelediler.

Dört boyutlu bir matrisin bir çift dizi uzay�ndaki etki alan�na dair incelemelerin bir ba³-

lang�c� olarak Mursaleen ve Ba³ar (2014) çal�³mas�n�n esas sonuçlar�, çift dizi uzaylar�

ile ilgilenen ara³t�rmac�lar için oldukça önemlidir. Altay ve Ba³ar (2005), Mursaleen ve

Ba³ar (2014) çal�³malar�n� takip ederek bu çal�³mada; dört boyutlu Rqt Riesz ortalama-

s�n�n Mu, Cp, Cbp, Cr ve 0 < s < ∞ için Ls uzaylar�ndaki etki alanlar� incelenmi³tir.

Tan�mlanan yeni uzaylar�n topolojik özellikleri ve mevcut çift dizi uzaylar� ile kapsama

ba§�nt�lar� verilmi³tir. Ayr�ca, uzaylar�n α−, β(ϑ)− ve γ−dualleri tayin edilmi³tir. Daha

sonra ϑ ∈ {p, bp, r} olmak üzere, dört boyutlu matrislerin (Rqt(Cr) : Cϑ) ve (Rqt(Cϑ) : Cf ),

ϑ ∈ {bp, r} ve 1 ≤ s < ∞ olmak üzere (Cϑ : Ls), (Rqt(Cϑ) : Ls) ve (Ls : Lu), 0 < s < ∞

olmak üzere (Ls : Mu), (Ls : Cbp), (Rqt(Ls) : Mu) ve 1 ≤ s < ∞ olmak üzere (Ls : Lu)

s�n��ar� karakterize edilmi³tir. Teorem 4.1 (i), Teorem 5.4, Teorem 6.1 ve Teorem 6.3

ile; Ls uzay�na dair Ba³ar ve Sever (2009) çal�³mas� için, tamamlay�c� sonuçlar ortaya

konulmaktad�r.

q = t = (1, 1, 1, . . .) al�nd�§�nda Rqt Riesz ortalamas�, dört boyutlu birinci mertebeden

C1 Cesàro ortalamas�na indirgenir. Bu sebeple; elde etti§imiz esas sonuçlar, Mursaleen

ve Ba³ar (2014) çal�³mas�n�n sonuçlar�ndan çok daha genel ve ³umullüdür.
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7. SONUÇ

Tek dizilerin normlu ve paranormlu uzaylar�nda bilinen üçgen matrislerin etki alanlar�

birçok ara³t�rmac� taraf�ndan çal�³�lmas�na ra§men, bu durum çift dizi uzaylar� ve dört

boyutlu matrisler için bir aç�k problem olma vasf�n� korumaktad�r.



Bilinen dört boyutlu matrislerin, meselâ; dört boyutlu ileri veya geri fark matrislerinin,

dört boyutlu Nörlund matrisinin, r, s.ninci mertebeden dört boyutlu Euler matrisinin ve

di§er dört boyutlu üçgen matrislerin, topolojik özellikleri bilinen çift dizi uzaylar�ndaki

etki alanlar� çal�³�labilecek ilk akla gelen aç�k problemlerdir.
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