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1 GIRIS

Epi-yakinsaklik kavrami, 1960’larin sonunda bazi matematiksel problemlerin ¢ozii-
miinde ihtiya¢ duyulan bir yakinsaklik ¢esidi olarak ortaya cikmigtir. Bu mate-
matiksel problemler; istatistikteki zor problemlere yaklagim, stokastik optimizasyon,
varyas-yonel esitsizlikler ve kontrol sistemlerinden olugsmaktadir. Bu alanlarda kul-
lanilmak tizere geligtirilen bu yakinsaklik tiirti, konveks analizde, kismi diferansiyel
denklemlerde, varyasyonel problemlerde ve stokastik optimizasyon problemlerinde
kolayliklar saglamaktadir. Hedy Attouch ve Roger Wets’in 1980’de yayinladiklar:
bir makalede detayl bir sekilde incelenen bu konu, daha sonra Tyrrell Rockafellar
ve Roger Wets’in 1997’de yayinladiklar1 Varyasyonel Analiz kitabinda da ayrintih
bir gekilde incelenmis ve analizdeki diger konularla ve yakinsaklik cesitleriyle olan

baglantilar1 anlatilmigtir.

Bu tez calismasinin birinci boliimii girig icin ayrilarak kalan kismi asagidaki gibi

organize edilmistir.

Tez caligmasinin ikinci bolimiinde, bu ¢aligma icin gerekli olan bazi temel kavram-

larin tamimlarina, baz teoremlere ve bunlarla ilgili baz1 ozelliklere yer verilmistir.

Tez caligmasinin tigiincii boliimiintin ilk kisminda, epi-yakinsaklik kavraminin opti-
mizasyon problemleri ile olan iligkisine deginilmis ve diger yakinsaklik cesitleri ile
kiyaslanarak, bu tiir problemlerin ¢oziimiinde ne derece etkili oldugu incelenmigtir.
Noktasal yakinsak olup epi-yakinsak olmayan ve epi-yakinsak olup noktasal yakinsak
olmayan ornekler incelenmis, noktasal yakinsakligin hangi durumlarda epi-yakinsakli-
g1 gerektirecegi aragtirlmistir. Uciineii boliimiin ikinei kisminda ise, alttan yari
suirekliligin epi-yakinsak-lik ile olan iligkisi iizerinde durulmus ve diger klasik yakinsak-
lik gesitlerinin alttan yari stireklilik 6zelligi eklenmesi ile epi-yakinsakliga hangi ek

sartlar altinda denk olacagi detayli bir sekilde anlatilmigtar.

Caligmanin dordiincii boliimiinde, epi-yakinsaklik konusu daha detayl bir sekilde
ele alimnmisgtir. Epi-yakinsaklik ile ilgili farkli yaklagimlar ve tanimlar verilmistir.

Fonksiyon dizilerinin epigraflar1 ve hipograflar1 tanimlanmig, bu tanimlar tizerinden



epi-yakinsaklik tanimi grafiksel olarak tekrar yorumlanmigtir. Verilen bir fonksiyon
dizisinin bir fonksiyona epi-yakinsak olmasi daha da 6zel bir hale getirilip, sadece
bir noktadaki epi-yakinsaklik tanimi iizerinde de durulmustur. Boéliimiin ilerleyen
kisimlarinda, epi-yakinsakhigi diger yakinsakliklardan ayiran minimum noktalar ve
bu noktalarda fonksiyon dizilerinin aldigi degerler ile ayni degerlerin yakinsanan
fonksiyondakilerle kiyaslanmasi ve aralarindaki iligski de ortaya konulmustur. Son
olarak epigraflar ve yari siireklilik ile olan iligkiye bakilmig, alttan yar1 siirekli fonksi-

yonlarin epigraflarinin neden kapali olmas1 gerektigi ispatiyla birlikte verilmigtir.

Caligmanin son boliimiinde kiime yakinsaklig: tizerinde durulmustur. I¢ ve dig

limitler ile kiime yakinsakliginin temel 6zellikleri verilmis, Painleve Kuratowski yakin-
sakligimin tamimi yapilmistir. Ayrica bu yakinsamanin epigraflar iizerinden nasil
yapilacagi tizerinde durulmug ve fonksiyon dizilerinin epigrafinin ve bu dizilerin epi-
yakinsak oldugu fonksiyonun epigrafinin Kuratowski yakinsaklig ile olan iligkisi an-

latilmigtir. Caligmada kullanilan kaynaklar ise, kaynaklar boliimiinde verilmistir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, caligmamiz i¢in gerekli olan temel kavramlar verilecektir.

2.1 Genel Tanimlar

Tanmim 2.1.1 A ve B iki kiime olmak iizere, A’dan B’ye bir f bagmtisi,
(1) Yx € Aigin (z,y) € f olacak gekilde Jy € B var,

(i1) (z,y) € f ve (x,2) € fise y = 2.
ozelliklerine sahipse f’ye A’dan B’ye bir fonksiyon denir.

Tanim 2.1.2 Tamim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir.
Diziler deger kiimelerine gore ¢esitli adlar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi R
reel sayilar kiimesi ise diziye reel terimli dizi, QQ rasyonel sayilar kiimesi olan diziye

rasyonel terimli dizi adi verilir. Dizi z = (z,) : N — R bi¢iminde gosterilir.

Tanim 2.1.3 z: N = R, z(v) = z, dizisi verilmig olsun.
kE:N—=N, k(v) =k,
fonksiyonu (dizisi) bir artan dizi olmak {izere,
(xok) : N —- R
bilegke fonksiyonuna x dizisinin bir alt dizisi adi verilir ve,

(xok)(v) = xz(k(v)) = z(k,) = =y

v

seklinde gosterilir (Balci, 1999).

Tanim 2.1.4 ¢ >0vea € Rolsun. K ={z: |z —a| < e, z € R} kilmesine a'nin

e komsulugu denir.



Tanim 2.1.5 (x,) bir reel say1 dizisi ve a € R olsun. Ve > 0 i¢in, v > vy oldugunda
|z, — a| < € olacak sekilde e'na baglh bir vy sayis1 bulunabiliyorsa (z,) dizisi a’ya
yakinsaktir denir ve,

limz, = a veya (x,) = a

seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.6 (x,) bir dizi olsun. Her v € N i¢in |z,| < M olacak sekilde bir M

pozitif reel sayisi varsa (z,) dizisine sinerle dizi denir.

Tanmim 2.1.7 (z,) bir reel terimli dizi olsun. Ve > 0 igin m,v > vy oldugunda

|z, — x| < € olacak sekilde bir vy € N varsa (z,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.1.8 (z,) bir reel terimli dizi olsun. (z,) dizisinin yakinsak olmasi igin

gerek ve yeter sart Cauchy dizisi olmasidir.

Tanim 2.1.9 (z,) C R ve a € R olsun. @ noktasinin her 6— komsulugunda (z,)
dizisinin a’dan farkli en az bir elemani varsa bu a noktasina (x,) dizisinin bir yigilma

noktas: denir.

Tanim 2.1.10 (z,,), (z,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (z,,) yakinsak ve limiti s

ise, bu s noktasima (x,) dizisinin bir limit noktas: denir.

Tanim 2.1.11 ACR, f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun.
Her € > 0 igin |z — a| < § oldugunda |f(z) — f(a)| < € olacak sekilde bir d(¢) > 0

varsa f fonksiyonu a noktasinda streklidir denir.

Tanim 2.1.12 AC R ve f: A— R bir fonksiyon olsun.
Her ¢ > 0 i¢in |z —t| < 0 esitsizligini saglayan V.t € A igin |f(z) — f(t)] < €

olacak gekilde 3§ > 0 varsa f fonksiyonu A tizerinde diizgiin stireklidir denir.



Tanim 2.1.13 A C R ve F(A) da A {izerinde tanimli, reel degerli fonksiyonlarim

kiimesi olsun.

s:N—=F(A)

seklinde tamimlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi ad1 verilir (Balc1, 1997).

Tanim 2.1.14 Ve > 0, herbir z € A igin v > vy oldugunda | f,(z) — f(z)| < € olacak
sekilde Ing € N varsa (f,) dizisi A iizerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsaktur

denir.

Tanim 2.1.15 Ve > 0 veherx € A i¢inv > vg oldugunda |f,(z) — f(x)| < € olacak

sekilde Ing € N varsa (f,) dizisi f fonksiyonuna A tizerinde dizgiin yakinsaktir denir.

Tanmim 2.1.16 X # () olsun. d: X x X — R fonksiyonu icin,
M1) d(z,y) =0< =y,

M2) d(z,y) = d(y, ),

M3) d(z,y) < d(z,y) +d(y, 2),

sartlar1 saglaniyorsa d ye X de bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay denir.

Bu genellikle (X, d) veya X ile gosterilir (Bayraktar 2000).

Tanim 2.1.17 X bir metrik uzay olsun. X kiimesinin alt kiimelerinden olugan bir
(A;)ier ailesi verilsin. Eger,

xclJa

ise, (A;)er ailesine X kiimesinin bir értisi denir. Eger her i € [ igin, A; kiimeleri X
kiimesinin agik alt kiimeleri ise, (A;);e; ailesine X kiimesinin bir a¢ik drtisi denir.
Eger J C I sonlu ise, X kiimesinin (A4;);c; Ortiisiine, X kiimesinin sonlu ortisi
denir. Eger (A;)cs ailesinin bir alt ailesi, X kiimesini orterse, bu alt aileye, X

kiimesinin bir alt ortisi denir (Yiiksel 2002).
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Tanim 2.1.18 (X, d) metrik uzay1 verilsin. Eger X kiimesinin her acik ortiisiiniin
sonlu bir alt ortiisii varsa, (X, d) metrik uzayma kompakt metrik uzay denir (Yiiksel

2002).

Tanim 2.1.19 (X, d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Verilmig

herhangi bir € > 0 i¢in m, v > vy oldugunda,
d(Tpm, zy) < €

olacak gekilde bir vy = vg(€) sayis1 varsa (z,) dizisine Cauchy dizisi denir. X deki
her (z,) Cauchy dizisi bir x € X noktasina yakinsak ise yani z, — x € X ise (X, d)

metrik uzayina tam metrik uzay veya kisaca tam denir.

Tanim 2.1.20 (a4, a9, ...,a,), R™ de bir sabit nokta ve £ > 0 olsun.
D(a,e) ={z € R" : d(z,a) < £}

kiimesine a merkezli e— yaricaph a¢ik yuvar adi verilir.

Tanim 2.1.21 AN B =) ise A ile B kiimeleri ayriktir denir.
Tanim 2.1.22 X # () ve N dogal sayilar kiimesini gostermek tizere,
f:N— P(X)
seklinde tanmiml fonksiyon Vv € N i¢in P(X) de bir
f(v) = A, € P(X)

kiimesi belirler. Bu f fonksiyonunun deger kiimesini olugturan A;, As, As, ... kiimele-

rinin olugturdugu diziye kume dizisi denir.



Tanim 2.1.23 (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir x € X noktasi ve bog
kiimeden farkl herhangi bir A C X kiimesi i¢in, x noktasi ile A kiimesi arasindaki
uzaklik

d(z, A) = nf p(z,a)

ile tanimlanir.

Tanim 2.1.24 (X, p) bir metrik uzay ve {A,} bu metrik uzayda bir kiime dizisi
olsun.

LiminfA, = {x € X : 3(a,) C {A,}, a, — z}

ve
LimsupA, = {z € X : I(v;), Iay,) C {A,}, ay, — z}
olmak ftizere eger,

A = Liminf A, = LimsupA, = LimA,

oluyorsa, {A,} dizisi A kiimesine yakinsaktir veya {A,} dizisi A kiimesine

Kuratowski yakinsaktir denir ve
A, = A veya A, 5 A ya da sadece K —limA, = A

ile gosterilir (Baronti and Papini 1986).

Yukaridaki tanimda, X in bog kiimeden farkli A, altkiimelerinin {A,} dizisi i¢in,

LiminfA, = {ZE € X : limsupd(z, A,) = O}

vV—00

:{a: € X: limd(z, A,) = O}

V—00

ve

LimsupA, = {x € X : liminfd(z, 4,) = O}

vV—00

olarak da verilebilir.



Tanim 2.1.25 (X, d) metrik uzaymdan (Y, p) metrik uzayma siirekli fonksiyon-
klarm olugturdugu C(X,Y) uzaym goz éniine alalm. Bir K C C(X,Y) alt uzay,
her f € K fonksiyonu icin verilen her € > 0 sayisina karsi gelen, f’den bagimsiz
bir d(e,z) > 0 sayws1 d(z,y) < 0 alindiginda p(f(z), f(y)) < € olacak sekilde bu-
lunuyorsa x € X noktasinda egsurekli’dir denir. Fonksiyon dizisi eger her z € X
noktasinda egstirekli ise K alt uzay1 egsirekli olur. § = 6(e) ise K alt uzayma diizgin

egstirekli denir (Giulio Ascoli 1880).

Tanim 2.1.26 X ayrlabilir bir tam metrik uzay ve f fonksiyonu da bu uzay
tizerinde tanimli reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger x’e yakinsayan her {x,} dizisi
icin, f fonksiyonu,

limsup f(z,) < f(x)

vV—00

sartim1 saghiyorsa, f fonksiyonu x noktasinda tistten yar: strekli’dir denir. Benzer
sekilde, f fonksiyonu igin,
lim inf f(z,) > f(z)

vV—00

sartini sagliyorsa, ya da — f iistten yari stirekliyse, o zaman f fonksiyonuna x nok-

tasinda alttan yare sirekli’dir denir (Hinderer 1970).

Ornek 2.1.27 y=f (x) fonksiyonunu agagidaki gibi tanimlayalim.

1, z<1
fl@)=9 2, z=1
1/2, = >1.

Verilen fonksiyon x = 1 noktasinda iistten yari siireklidir.

Onerme 2.1.28 X ayrilabilir bir tam metrik uzay olsun.

a. Eger f ve g fonksiyonlar1 X iizerinde iistten yari siirekli ise, f + ¢g fonksiyonu da

X tlzerinde tstten yari siireklidir.

b. Eger f > 0 ve g > 0 fonksiyonlar1 X tizerinde tstten yar siirekli ise, f.g fonksiy-

onu da X iizerinde tistten yari stireklidir.

c. Eger f > 0 alttan yar stirekli ve g < 0 tistten yar siirekli ise (X iizerinde), f.g

fonksiyonu da X tizerinde tustten yar: stireklidir.
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d. Eger {f,} dizisi X {izerinde, iistten yar1 siirekli fonksiyonlarin pozitif olmayan ve

azalan bir dizisi ise, lim,,_,, f, fonksiyonu da X {izerinde iistten yar1 siireklidir.

e. {f,} dizisi X {izerinde tistten yar1 siirekli fonksiyonlarm sinirh bir dizisi olsun
ve f, dizisi, f’ye diizgiin olarak yakinsasin. Bu durumda f fonksiyonu, X

tizerinde iistten yari siireklidir (Maitra 1968).

Tanim 2.1.29 Reel sayilarin bir X kiimesi i¢in, £ = sup X, X kiimesinin supre-

mumu (ya da X kiimesinin en kiiglik tist siir1) agagidaki sekilde tanimlanir.
1. Biitiin # € X elemanlar icin, x < &,
2. Herhangi bir € > 0 igin, 6yle bir x vardir ki, x > £ —e.

Benzer sekilde X kiimesi i¢in, ¢ = inf X, X kiimesinin infumumu (ya da X kiimesinin

en biiyiik alt sinir1) agagidaki sekilde tanimlanir.

1. Biitiin « € X elemanlari i¢in, x > (,

2. Herhangi bir € > 0 igin, dyle bir x vardir ki, z < ( — ¢ (Hazewinkel 2001)
Tanim 2.1.30 Reel sayilarin bir X kiimesinde, (z,) dizisinin limit infimumu,

liminf z, := lim (inf z,,)
V—00 V=00 Mm>v

veya,

liminf z, := sup(inf z,,) = sup{inf{z,,| m >v}: v > 1}

V—+00 v>1 m>v
olarak tanimlanir. Benzer sekilde (z,) dizisinin limit supremumu,

limsup z, := lim (sup z,)
V—00 V=00 >y

veya,

limsup z,, := inf(sup z,,,) = inf{sup{z,,,| m>wv}: v >1}

V—00 v21 >y

olarak tanimlanir (Michiel, 2001). Simdi limit infimum ve limit supremum ile ilgili

baz1 ozelliklere goz atalim.

o liminf, , z, <limsup,_, . T,



—liminf, ;o z, = limsup,_, . (—x,)
lim sup(z, + y,) < limsup z, + limsup y,
liminf(z, + y,) > liminf z, + lim inf y,

lim, 0 @, = x olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart lim inf, ., x, = limsup,_, =,

olmasidir.
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3 OPTIMIZASYON VE YAKINSAKLIK

Son yillarda epi-yakinsaklik kavrami iizerinde durulmakta, optimizasyon ve benzeri
alanlardaki ¢aligmalarda bu yakinsaklik cesidinden sik sik yararlanilmaktadir. Bu
caligmanin amaci epi-yakinsaklik hakkinda detayli bilgi edinmek ve bu yakinsaklik

cesidinin diger bilinen klasik yakinsaklik gesitleri ile iligkisini ortaya koymaktir.

3.1 Klasik Yakinsaklik Kavramlari

Matematiksel programlamalarda genellikle,

inf{p(x) | x €7} (3.1)

bigimindeki problemler 7 € R" ve ¢ : 7 — R gartlarn altinda ¢oziiliirler. (3.1) tipin-
deki problemlere ¢oziim tiretmek i¢in genellikle orjinal problem diziye dontistiiriilerek

yakinsama metodlar: kullanilir.

inf{p,(x)| =€} (3.2)

tipindeki problem ilkine gére daha ¢oziilebilir bir haldedir. Ornek vermek gerekirse
stokastik programlama problemlerinde kullanilan kesme diizlemi algoritmasi, ceza
ve ¢oziim metodlarinda bu tarz fonksiyon dizileri kullanilir. Daha basit anlatmak

gerekirse,

op(x) , xeT

+o0o , TET

fx) =

ou(x) , TET

+oo , TET,

fo(z) =

olarak tamimlandiginda, (3.1) ve (3.2) sirasiyla infgn f(x) ve infga f,(z) ifadelerine
esit olurlar. infg f,(x)’in optimum inf f, degerlerinin ve z, ¢éztimlerinin, infg. f(x)’
in optimum degeri ve ¢oziimiine makul bir sekilde yaklagabilmesini garanti altina ala-
bilmek i¢in f, fonksiyonlarinin f fonksiyonuna hangi makul yontem altinda yakinsaya-

cagim bilmemiz gerekir. infg» f,(z) tarz1 problemlerin z, ¢oziimleri her zaman
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tek olmak zorunda degildir, x, degerlerinin her zaman yakinsayacagini bilemeyiz.
Dolayisiyla bize gereken tek mantikli sey, isimizi kolaylastiracak bir yakinsaklik
metoduna gore x,, degerlerinin herbir yigilma noktasin infg» f(z)’in ¢oziimii olarak
kabul etmek olacaktir. Bunu temin etmek i¢in de yaklagimimiz klasik yakinsamalar-
dan f,’nin f’ye R"'nin her bir kompakt alt kiimesi tizerinde diizgiin yakinsamasi ola-
caktir. Son yirmi yildir, epi-yakinsakligi kavrami tanimlanmig ve gesitli aragtirmalar-
da yigilma noktalarimin belirlenmesi ve ispatina alternatif bir yontem olarak kul-
lanilmigtir. Bu calismanin amaci elementer diizeyde epi-yakinsakliktaki argiiman-
larin klasik yakinsaklik cesitleriyle ne kadar iligkili oldugunu ortaya koymaktir.
Diizgiin yakinsakliktaki yigilma noktalari ile ilgili argimanlarin bizi epi-yakinsakliga
nasil gotiirecegini inceleyecegiz. Dogal olarak burada bahsedilecek ifade ve teorem-
ler daha once bulunmus ve bir araya getirilmis ifadelerdir fakat epi-yakinsakligina
buradaki yaklagim biraz daha farklidir ve bu yaklagim fonksiyonel analiz alaniin
diginda ¢alisan aragtirmacilarin da ilgisini bu konuya ¢ekecektir.

Bu boliimde f: R — R ve f, : R® — R, v € N fonksiyonlar1 kullanilacaktur.

(D) Strekli olan bir fonksiyona diizgiin yakinsama: f strekli, D bir kompakt kiime

olmak tizere D C R"™ iizerinde,
€>0 IN(e) : [fo(z) = f(x)| <e z €D, v=N(e)
(S) Siirekli yakinsaklhik: R™ iizerinde f, — f siirekli yakinsasin, herhangi bir z igin,
PR Yz, o1} fulaa} = f(2)

(ES) (Hemen hemen)Es siirekli fonksiyonlarin yakinsaklgi: R™ tizerinde, f, — f
noktasal yakinsasin ve f, fonksiyon dizileri (hemen hemen) eg siirekli fonksiyonlar
olsun. Herhangi bir x € R" ve € > 0 i¢in x in dyle bir U(x, €) komgulugu ve N(z,¢)

say1is1 vardir ki,
[foly) = fol@)| <€, yeU(x,e), v=N(z,e).

Burada bahsi gegen yakinsaklik gesitleri igin, sirasiyla (D), (S) ve (ES) kisaltmalarin

kullanacagiz.

Uyar: 3.1.1 Aqgik olarak (hemen hemen) eg siirekli fonksiyonlarin yakinsakhg:

klasik anlamda bilinen eg stirekli fonksiyonlarin yakinsakliginin rahatlatilmig halidir.
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Klasik anlamda f’ye noktasal olarak yakinsayan f, es siirekli fonksiyon dizilerinin
her birisi ayn1 zamanda siirekli fonksiyonlardir. Fakat (hemen hemen) eg siirekli
fonksiyonlar taniminda herbir fonksiyonun siirekli olmasi gerekmez. Asagidaki érnek

bu durumu agiklar niteliktedir.

Ornek 3.1.2
%x , x rasyonel,
fv(x) = N
0 diger.
Eger € > 0 secersek,

€ 2z
UG =t =<5} N> 2
y € U(x,€) ve v > N(z,¢€) oldugunda,
fo(@) = fuly)l <€,

saglanir. Burada f, fonksiyonlar1 (hemen hemen) eg siirekli yakinsak olmalarima

ragmen, hicbir f, strekli degildir.

Teorem 3.1.3 (D), (S) ve (ES) yakimsaklik tiirlerinden herhangi birini saglayan
diger ikisini de saglar (Kall 1986).

7\

— (E5)

Sekil 3.1: Yakinsaklik gesitleri arasindaki iligki

Ispat (D)= (S). z € R" icin {x, — =} olacak sekilde keyfi bir z, dizisini alalim.
{z,}’yi ve 2’1 igeren kompakt bir D kiimesi verilsin. (D)’yi varsayarak, f limitinin

D fizerinde stirekli oldugunu bildigimizden,
Ve>0 3d(e) >0: |f(z)— fly)| <e VYax,ye D:l|x—y|<i(e).
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x, € D igin f, fonksiyonlarinin D iizerinde diizgiin yakinsakligini bildigimizden,
Ve >0 3N(e) : |fo(xy) — f(xy)] <€ Yv> N(e),

ve boylece z, — x olmasi da bir M (e) un varhigim ortaya gikaracaktir, |z, — z| <

d(e), Yv > M(e) igin,

|f([)3) - fv(xv)| < |f(1‘) - f(xv)| + |f(‘rv) - fv(xv)| <e€e+te,
v > maks[M (€), N (e)] almwrsa f,(z,) — f(x) olur.

(S) = (ES). (S)'nin saglandigini varsayalim ve z, = x olarak alalm. Vv i¢in
fo(z) — f(z) noktasal yakinsakligini elde ederiz. Simdi de (ES)’in saglanmadigin
varsayalm. Oyle bir  ve € > 0 vardir ki biitiin U(z,1/n), n = 1,2, ... ve biitiin
Nler (N =1,2,...) igin Jy, € U(x,1/n) ve v, > N oldugunda, v, monoton artan

dizisi i¢in, | fy, (Yn) — fu, ()| > € olur ki bu da (.5) ile gelisir. Boylece,

(ES) = (D). Kompakt bir D kiimesi iizerinde rastgele bir x ve € > 0 i¢in, (F9)i
varsaydigimizda U (x, €) komgulugunda ve N (z, €) sayisi i¢in | f,(y) — fo(z)| < € Vy €
U(x,€),v > N(x,¢€) veboylece | f(y)—f(x)| < e Yy € U(z,€) olur, bagka bir deyisle f
siireklidir. D kompakt oldugundan, z1, ....,z, C D ve D C Ule U(z;, €). Dolayisiyla
eger y € Dise y € U(xj,€) olur (j € 1,...,k) ve,

1F () = Lo < [f(y) = fle)] + 1 () = folep)] + [ fo(zs) = fu(y)]

elde edilir. Ayr1 ayr1 bakacak olursak,

f’nin strekliliginden dolay1 |f(y) — f(z;)| <,

{f»}'nin noktasal yakinsakhgindan |f(z;) — f,(z;)| <e Vv > M,
{fy} nin egstirekliliginden |f,(z;) — fu(y)| <€ Vv > N(zj,€),

ve boylece,

|f(y) = fuly)| < 3 Vv > mazi<ick[N(zi, €); M;].

D tizerinde f, — f diizgiin yakinsakligini ispatlamig olur.
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3.2 Minimizasyon Problemlerine Yaklagim

Bu konuyu bir ornekle agiklamaya ¢aligalim. Amacimiz f,’nin f’ye yakinsadigi du-
rumlarda inf f(x) ve inf f,(z) degerlerini bulmaktir. infg. f,(z)’e ¢ozlim olacak
T, degerlerinin ve bu ¢oztimler karsiliginda elde ettigimiz inf f, degerlerinin nasil
davranacagini inceleyecegiz. Yakinsakligin saglandigi durumlarda bile inf f, — inf f

saglanmak zorunda olmadigini gosteren ornegi inceleyelim.

Ornek 3.2.1 z € R olarak secelim.

f(z) =|z|,
|2, 2| <w,
fo(z) = ¢ 20— |2], v<x <3,
|z| — 4w, |z| > 3v.

Sekil 3.2: f ve {f,} nin grafigi

Agik olarak = = 0 oldugunda inf f(x) = 0 ve z, = £3v oldugunda inf f,(z) = —v
olur. Buradan anlasilir ki, herbir kompakt kiimede diizgiin olarak f, — f olmasina

ragmen, inf f, degeri inf f’ye yakinsamasz.

Teorem 3.2.2 (D)’yi varsayalim. Bu durumda,

(a) limsup, inf f, < inf f

(b) Eger Z,, infgn f,(x) i¢in bir ¢dziim ise (v = 1,2,...), ve T degeri Z,’ler i¢in
bir yigilma noktasi olursa, o zaman Z degeri infg» f(z) igin bir ¢6ziim olur. Z’e

yakinsayan {z,} dizileri igin {Z,, } bir alt dizi ise, limy_,(inf f,,) = inf f olur.
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Ispat Ispat: yapmak icin, denk olduklarm bildigimizden dolay: (D) yerine (S)’yi
kullanacagiz. ¢ = inf f ve ¢, = inf f, olsun.

(a) x € R" ve z, — x. (5)’yi varsaydigimizdan,

f(z) =lim f,(z,) = limsup f,(x,) > limsup ¢, ,

f(z) > limsup ¢,. (3.3)

Infimumu alarak ¢ > lim sup,, ¢, elde ederiz.

(3.3)’1 kullanarak her z igin,
dz, 1 2y = x ve limsup f,(z,) < f(z),

elde edilir.
(b) (S)’yi kullanarak,

f(z) < limkinf foo(Zw,) = limkinf Do -

Simdi de (a)’daki ispat1 ve bilinen lim infy, ¢,, < limsup,, ¢,, < limsup, ¢, esitsizlik-
lerini kullanarak,

f(z)=0= limkinf Gu, = limsup ¢, ,

V{z, = 2} : f(r) <liminf f,(z,).
Burada (D)’yi kullanmak yerine yeni tanimlayacagimiz bir yakinsaklik gesidinden

faydalanarak, (a) ve (b)’yi elde edebiliriz,
(E'P) Epi-Yakinsaklk: Herhangi bir x € R™ igin,

oyle bir dizi vardir ki y, — z, limsup f,(y,) < f(z)
biittin diziler i¢in {z, — =z}, f(z) <liminf f,(x,) ,

saglandiginda f, fonksiyonlari, f’ye epi-yakinsak olur. Ve boylece bir oénceki teo-

remde belirtilen (a) ve (b) ifadelerine ulagilabilir.

Sonuc 3.2.3 (EP)’yi varsayalim bu durumda,

(a) limsup, inf f, <inf f.

(b) Eger Z,, infgn f,(x) i¢in bir ¢dziim ise (v = 1,2,...), ve T degeri Z,’ler igin
bir yigilma noktasi olursa, o zaman Z degeri infg~ f(z) i¢in bir ¢6ziim olur. Z’e

yakinsayan {z,} dizileri igin {Z,, } bir alt dizi ise, limy_,o(inf f,,) = inf f olur.
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3.3 Yakinsakligin Degisen Kavramlari

Bir onceki kisimda bahsedilen stirekli yakinsakligin, noktasal yakinsaklhigi gerek-
tirdigi gosterilmisti. Benzer bir gerektirme, epi-yakinsaklik ve noktasal yakinsaklik

arasinda bulunmaz. Bu durumu bir 6rnekle inceleyelim.

Ornek 3.3.1 Bir {fv} fonksiyon dizisi alahm (v =1,2,3,...).

(

1/v, x rasyonel ise,
fou(z) =
1—1/v, diger durumlarda.
\
(
1—1/v, x rasyonel ise,
I 2u+1($) =
1/v, diger durumlarda.

\

{fou} ve {fovi1} alt dizileri sirasiyla agagidaki fonksiyonlara yakinsarlar,

0  x rasyonel ise,

1 diger durumlarda.

W) = 1 x rasyonel ise,
0 diger durumlarda.

Goriildiigi tizere Vo € R igin g(z) # h(x) oldugundan {f,} fonksiyon dizisi nok-
tasal olarak herhangi bir fonksiyona yakinsamaz. Fakat diger taraftan bu dizinin
f(z) = 0 fonksiyonuna epi-yakinsak oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bunu gostermek
icin, rastgele sectigimiz bir z’e yakisayan ve 6zel olarak segilen bir {y,} dizisini
diistinelim.

Y2y rasyonel alip |ys, — | < 1/v,

Yaps1 irrasyonel alip |ys,11 — 2| < 1/v dersek,
agik olarak y, — = ve f,(y,) — 0 ve boylece limsup f,(y,) < f(z) = 0
saglandigini gortiriiz ki bu da epi-yakinsakhgin ilk sartidir. Diger sarta gelince zaten
0= f(z) <liminf f,(x,) olmasi z’e yakinsayan biitiin {x,} dizileri igin acik olarak

gecerlidir.
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Burada epi-yakinsak olup noktasal yakinsak olmayan bir dizi ornegi verildi. Benzer
sekilde noktasal yakinsak olup, epi yakinsak olmayan ornekler de mevcuttur. Simdi

de bunlardan bir tanesine bakalim.

Ornek 3.3.2 domf, = [~1,1] ve v € N olsun. Bu kapah aralikta {f,} fonksiyon
dizisini,

fo(z) =min{l —z, 1, 2v|z + 1/v|] — 1}
olarak alirsak, {f,} fonksiyon dizileri alttan yar1 stirekli olacaktir ve x € [—1, 1] i¢in

f(z) = min{z, 1 — x} fonksiyonuna noktasal olarak yakinsayacaktir.

A A

. f
fv4l .
\ argmin fy Ncargmin fy. | argmin
1 1 -1 inff=0 1
4 -1 =1nff, 1 -1 =mff,

Sekil 3.3: {f,} fonksiyon dizileri ve yakinsadiklar1 f fonksiyonunun grafikleri

Grafiklerde de goriildiigii tizere, {f,} fonksiyon dizileri f fonksiyonuna noktasal
olarak yakinsamasina ragmen bu diziler f fonksiyonuna epi-yakinsak degildir. Bu-
rada fonksiyonlar alttan yar siireklidir fakat {f,} fonksiyonlarimin minimum degeri
ile f fonksiyonunun minimum degeri értiismez. {f,} fonksiyonlar1 minimum degerini
x, = —1/v’de —1 olarak alirken, f fonksiyonu minimum degerini x = 1 noktasinda
0 olarak alir. Bu da epi-yakinsaklik sartlarindan birini saglamaz.

Simdi bu { f,} fonksiyonlarinm epi-yakinsak oldugu fonksiyonu yazalim. Yine domf =
[—1,1] aldigimizda, [—1,0) arahgmda f(x) = 1, (0,1] arahgmmda f(z) = 1 — z ve
f(0) = —1 olursa, {f,} fonksiyonlar1 bu yeni f fonksiyonuna epi-yakinsak olur.

Lemma 3.3.3 Eger {f,} fonksiyon dizisi f’ye epi-yakinsak ise, f fonksiyonu alttan

yar1 sureklidir.

ispat Baz1 x degerleri i¢in f alttan yari siirekli olmasin. Bu durumda oyle bir

e > 0 vardir ki, U(z,1/n) = {z] ||z —z| < 1/n} komsulugunda 3z, € U(x,1/n)
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-1 inff=-1 1
argmin £

o | -~

Sekil 3.4: {f,} fonksiyonlarinim epi-yakinsak oldugu f fonksiyonu

f(zn) < f(x) — € saglanir. f, fonksiyon dizileri f’ye epi yakinsak oldugundan,

monoton artan {v,} igin,

1 1
Vz, 3, &, — 2nll < ~ Ve fon (&0,) < flzn) + -

Boylece x’e yakinsayan {&,, } serisi elde ederiz ve,

For(€0) < Fz) + % < @) —e+ 1.

n

Boylece, liminf, f, (&,) < f(x) — € elde ederiz ki bu da bagta varsaydigimiz epi-
yakinsakhga celigki olugturur ( f(x) < liminf, f,,(¢,) V{& — x} ). Dolaysiyla f

alttan yar siireklidir.

Yakinsaklik iligkisi kurulurken genellikle ilk olarak f, — f noktasal yakinsakligin
saglanip saglanmadigina bakariz. Asil problem, bagka hangi sartlar altinda noktasal
yakinsaklhigin epi-yakinsakhigi gerektirdigidir. Epi-yakinsaklik bahsi gegen (5) stirekli
yakinsakhigin esnek halidir ki siirekli yakinsakligin (D) ve (ES) yakinsakliklaria
egit oldugunu biliyoruz. Simdi hangi sartlar altinda noktasal yakinsakligin epi-

yakinsakligi gerektirdigine bakalim.

(AD) Alttan yary sirekli bir fonksiyona alttan dizgin yakinsama: f alttan yar
siirekli, f, — f noktasal yakinsak ve bir D kompakt kiimesi iizerinde f, fonksiyon

dizileri f’ye alttan diizgiin yakinsak olsun (D € R"),
Ve >0 3N(e): f(x) — fulx) <e Yz eD wv>n(e).
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(ESA) (Hemen hemen) alttan yary sirekli es fonksiyonlarn yakinsakhge: f, — f
noktasal yakinsak ve f, (hemen hemen) alttan yar siirekli fonksiyon dizisi olsun.

Herhangi bir x € R™ ve € > 0 i¢in U(z, €) komgulugu ve N(z,€) sayisi vardir ki,
fo(y) > fu(z) —e VYyeU(z,e), v>N(x,e).

Burada da yine (AD) ve (ESA) kisaltmalarim bahsi gecen yakinsaklik gesitleri i¢in

kullanacagiz.

Teorem 3.3.4
(a) (AD) = (EP)
(b) f, — f noktasal yakinsak ise, (EP) ve (ESA) birbirine denktir.

Ispat (a) {z,} C R", 2’c yakinsayan rastgele secilmis bir dizi olsun. Bu durumda
{z,} bir D C R"™ kompakt kiimesi i¢inde yer alir. (AD)’yi varsaydigimizdan € > 0

ve bir N(e) sayisi igin,

fly)— fuly) <e, Yye D, v>N(e),

ve boylece,

flxy) < folzy) +€, Yv > Ne).
f alttan yar siirekli ve x, — = oldugundan,
liminf f(z,) > f(z)

ve boylece,

f(z) < liminf f,(z,) + € .

Herhangi bir € > 0 i¢in,
f(z) < liminf f,(z,). (3.4)

Diger taraftan, (AD)’den gelen noktasal yakinsakliktan dolayi bir y, — x dizisinin

varligini biliyoruz ki, hatta y, = x secersek,
limsup f,(yo) < f(2). (3.5)
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Buradan da (3.3) ve (3.4) birlikte (E'P) yakinsakligini gosterir.

(b) Farzedelim ki (FSA) saglanmasin, yani f, fonksiyonlar1 (hemen hemen) alttan
yar1 siirekli es fonksiyonlar olmasin. Bu durumda, en az bir x € R” i¢in, de > 0 :
VY U(x,1/n) Jy, € U(x,1/n) ve artan v, dizisi i¢in, f,, (y,) < fo,(z) — € agagidaki

sonuca yol agar,
liminf f, (y,) < liminf f,, (x) —e = f(x) — €.

Buda f(z) < liminf, f,(z,) V{z, — x} ifadesi ile ¢elisir.

Boylece noktasal yakinsaklikla birlikte epi-yakinsakhgi (ESA)’y1 gerektirir. Diger
taraftan, (F9A)’y1 varsayalim, bu durumda noktasal yakinsaklik saglanir ve y, =
segtigimizde lim sup, f,(y,) < f(x) esitsizligi de saglanir.

Eger x, — x ve € > 0 olursa, (FSA)’'dan dolayi, baz v’ler i¢in x, € U(z,¢€) ve
boylece,

x, € U(x,€) ve v > N(z,€) iken f,(x,) > fo(z) —€
f(z) = liminf f,(z) < liminf f,(z,) + €

Ve > 0 i¢in saglanir ve (FSA) bu kogullarda (EP)’yi gerektirir.

(E'P,) notasyonunu noktasal yakinsakligi da igeren epi-yakinsaklig i¢in kullanacagz.

Simdi bir 6rnekte (EPy), (ESA) ve (AD) arasindaki iligkiyi inceleyelim.

Ornek 3.3.5
1, x <0,
folz) = 0, x> 1,
1—2v, 0< <1,

Y

Agik olarak f,'nin agagidaki alttan yar: stirekli f fonksiyonuna yakinsayacagi goriiliir.

1, =<1,
flz) =
0, z>1.
Tiirevini alirsak,
0, r<0vex>1,

—vzt~ 0<z<l.
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Buradan agik¢a goriiliiyor ki, (0, 1) arahginda f!(x) < 0, yani f,(z) monoton azalyor.

Boylece herhangi bir z € (0,1) i¢in 2z, = o4+ 3 <1 ve z < y < z, icin,

foly) = fol@) + (y — 2) filza) = fulz) + (y — 2) [0l 7).

v — oo oldugunda vz2~' — 0 olur ki bunu v2u"! < ¢ , Vo > N(z,¢) olarak da
yazabiliriz. Bunlar1 kullanarak, 0 < y — 2z < 1 icin f,(y) > f,(z) —€ ,Vv > N(z,¢€)
yada 0 <y <zigin f,(y) > fu(z) olur.

Bu sebeple, f, fonksiyonlari alttan yari stirekli eg fonksiyonlar olur ve (ESA)'y1
elde etmig oluruz. Fakat bu (AD)’yi gerektirmez. Bunu gormek igin, = € (0,1)
diigiinelim. (AD) i¢in bir D kompakt kiimesine sahip olmaliyiz ki bunu D = [0, 1]
arahigl secelim. f(x) — f,(z) < e Vo € D, v > N(e) baska bir ifadeyle 2 < e Vz €
(0,1) € D, n > N(e). Logaritmasimi alirsak,

vlogz < loge — v > loge/ logx.

e > 0 ve x 1’e yaklagirken, v — oo olur, bagka bir ifadeyle D igin genel bir N (e)
yoktur ve (AD) yakinsakligim saglamaz. Bu 6rnege bakilarak, (EP,) veya (ESA)’y1
saglamanin diginda bagka 6zelliklere de ihtiyag vardir ki (AD) saglanabilsin.

(AD)

(ER). - (ESA)

Sekil 3.5: Yakinsaklik gesitleri arasindaki iligki

Sonuc 3.3.6 Eger limit fonksiyonu f siirekli ise, (FSA) = (AD)

Ispat  Herhangi bir kompakt D kiimesi alahm. y € D secelim, (ES) = (D)

ispatina benzer gekilde, baz j'ler i¢in y € U(z;, €) olsun.

fW) = foly) = fy) = fa5) + f(x5) = folag) + folzy) = fuly).
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D c UL, Uy, €) igin ve Uz, €) = V(xs, )W (2, €) Syle ki | f(y)— f ()] < € Yy €
V(z4,€), fnin siirekliliginden ve f,(y) — fo(x;) > —e Yy € W(x;,€), v > N(zy,¢).
( (FSA)’dan dolay1) Boylece,
y € U(xj,e) C V(xj,e) oldugundan f(y) — f(x;) <e€,
{f,} nin noktasal yakinsakhgindan Yo > M; icin f(x;) — f,(z;) <€,
folzj) — fuly) <€ yeU(xje) C W(xj,e), Vo> N(zj,¢),

fy) — fuly) < 3e, Yv > max[N(z;,¢€); M.

1<i<k

Sonuc 3.3.7 Eger monoton artan alttan yar siirekli fonksiyon dizisi { f, } noktasal

olarak f stirekli fonksiyonuna yakinsarsa, bu durum (D)’yi gerektirir.

Sonuc 3.3.8 Monoton artan fonksiyon dizisi { f,} noktasal olarak f’ye yakinsasin.
Eger {f,} (v =1,2,...) ya da f’ten herhangi biri alttan yar siirekli ise, bu durum
(EP)’yi gerektirir.

Ispat {f»} fonksiyon dizisi monoton artan oldugu igin, epif,;1 C epif,, (v =
1,2, ...) yazabiliriz. Buradan da lim, epif, = cl{(\,—, epif, }. Monotonluk ve yakinsak-
liktan dolay1 epif = (., epif, olur. Son olarak varsaydigimiz alttan yar: siireklilik
epif ya da epif, nin (ve dolayisiyla (), epif,'nin) kapal olmasim gerektirir ve bu

yizden epif = lim, epif, yani epi-yakinsaktir.
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4 EPI-YAKINSAKLIK

Bu boliimde amacimiz epi-yakinsakligi noktasal yakinsakliga alternatif olarak kul-
lanmak olacaktir. Noktasal yakinsakliga ek olarak alttan yari siirekliligin saglanmasi-
nin epi-yakinsaklikla ne derece iligkili oldugunu gordiik. Simdi bu tanimlar1 vererek
bunlari geometrik olarak yorumlayip limitleri 6zel kavramlarla aciklayip f,’lerin f’ye

epigrafik olarak yakinsamasina deginecegiz. Jimdi basit bir gozlemden baslayalim.

Tanim 4.0.9 (alt ve iist epi-limit) R™ iizerindeki herhangi bir {f,},ex fonksiyon
dizisi i¢in, e — liminf, f, nin alt epi-limiti, epif, kiime dizisinin dig limitine egittir.
epi(e — liminf f,) := lim sup(epif,)

Benzer sekilde e — lim sup,, f, nin st epi-limiti de,

epi(e — limsup f,) := liminf(epif,)

olarak tanimlanir. Genel olarak e —liminf, f, < e — limsup, f, oldugunu biliyoruz.
Bu iki fonksiyon esit oldugunda epi-limit fonksiyonu e —lim,, f,’nin varoldugu ortaya
gikar. e—lim, f, := e—liminf, f, = e—limsup, f,. Bu durumda f, fonksiyonlarinin
f fonksiyonuna epi-yakinsak oldugu soylenir.

fo —e [ <= epif, — epif.

Bu tanim, kiime yakinsakligini direkt olarak epigraflara uygulamanin kapisini acar.

f : R — R fonksiyonu iizerinde,
Ei:x—={aeR| a> f(z)}

olarak tamimlanirsa, gphE; = epif olur. Gortldugii gibi fonksiyon dizilerinin epi-

grafik limitleri tanimladigimiz egleme dizilerinin grafiksel limitlerine kargilik gelir.
fo—ef = Ey, —4 By,
epi(e — limvinf fv) = gph(g — limsup £y, ),
epi(e — limsup f,) = gph(g — limuinf Ey,).

bu tamimdan sik sik yararlanacagiz. Bu geometrik tanimi, hesaplamalar: hizlandirmak

adina, fonksiyon limitleri ile ilgili diger ifadelerle tamamlamaliyiz.

24



Onerme 4.0.10 {fv}ven R" iizerinde herhangi bir fonksiyon dizisi ve z, R"’de

herhangi bir nokta olmak iizere,
(e — liminf £,)(z) = min{a € R| 3z, — x liminf f,(z,) = a},

(e —limsup f,)(z) = min{a € R| Jz, = = limsup f,(v,) = a}.

v v

Boylece, f, —. f olmasi i¢in gerek ve yeter sart herbir x noktasinda,

liminf, f,(x,) > f(z), Vz,€R"™ z, >z,

limsup, fy(z,) < f(x), Jz, eR" z, > x,

saglanmasidir.

Ispat o € R degerlerinin a > (e — liminf, f,)(z) esitsizligini saglamasi i¢in gerek
ve yeter sart segilen N € N# indeks kiimesine gore x, — x ve a, — a oldugunda

o, € Ricin o, > f,(x,) olmasidir. Aym ifadeler R yerine R icin de gecerlidir.

(4.1)’de belirtilen esitsizlik giftleri, epi-yakinsakligini dogrulamak i¢in kullamilan en
kullanigh yontemlerden biridir. Bir x noktasinda ilk esitsizligi kurabilmek i¢in indeks
kiimesi N € NZ secildiginde z, — x ve f,(x,) — a oldugunda f(z) < a’'nin
saglanmasi gerekecektir. Bir kez bu saglandiginda ise ikinci egitsizligin saglanmasi
icin de x, — z iken f,(z,) — f(z) oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

Epi-yakinsaklik nasil ki epigraflarin yakinsakligi ile ortiigtiyorsa, hypo-yakinsaklik
da hipograflarin yakisakligi ile ortiigiir. Epi-yakinsaklik ile ilgili benzer kurallar
hypo-yakinsaklik i¢in de gecerli oldugu i¢in bu konuda soylenebilecek ¢ok fazla sey
yoktur ancak notasyon olarak { f, },en fonksiyon dizilerinin tistten ve alttan limitleri
icin h — limsup, f, ve h — liminf, f, kullanilir. Bu ikisi aym1 f fonksiyonuna esit
olduklarinda ise f = h — lim, f, veya f, — f yazilir. Epi-yakinsaklik i¢in bilinen

kriterlere paralel olarak f, —; f olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

liminf, f,(z,) > f(z) 3z, €eR™ 2z, >z,
limsup, fu(z,) < f(z) Vo, R 2, a,

saglanmasidir.
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Bu noktada temel fikir, f,’lerin f’ye hypo-yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
— fu’lerin — f’ye epi-yakinsak olmasidir. Epi-yakinsaklik alttan yari siirekliligi gerek-
tirirken, hypo-yakinsaklik ise tistten yar: stirekliligi gerektirir. Epi-yakinsaklik epi-
grafik eslemelerin grafiksel yakinsakligina karsilik gelirken, hypo-yakinsaklik hipogra-
fik eglemelerin grafiksel yakinsakligina kargilik gelir.

Hi:zo—{aeR| a<f(x)}

fU —>hf < va —7g Hf,

Pratikte, epi-yakinsaklik durumlarina bakmak ve epigrafik degiskenleri tanimlamak
adina genellestirilmis bir notasyon kullanmak faydali olacaktir. Bu amacla asagidaki-

leri yazmamiz mumkiindiir.

(e — liminf f,)(x) = liminf —epi,,_,, f,(2)
v V—00

(e —limsup f,)(z) = limsup —epi,,_,, f,(2')

v v—00
Daha onceki epi tanimlarinda fonksiyon dizilerinin epi-limiti olan yine bir fonksiyon-
dan bahsedilmisti. Bu defa {f,},en fonksiyon dizisindeki bir x noktasinin iistten ve
alttan epi-limit degerine bakildi. Dolayisiyla { f,},en fonksiyon dizisinin bir z nok-
tasinda epi-limitinin varolabilmesi i¢in, bu x noktasinda alttan ve tstten epi-limit

degerlerinin ortiigmesi gerekecektir.

lim —epi,_,, fo(z') : = liminf —epi, _,, f,(2')
V—+00 V—00

= lim sup —epi,/_,, fo(2).
V—00

Bagka bir deyisle,  noktasinda epi-limitin varolmasi icin gerek ve yeter sart, o« € R
i¢in,

liminf, f,(z,) >« , Vz, € R" z, >z,

limsup, fo(z,) <a , Jz, e R" 2, >,
saglanmasidir. Bu yaklagim bize yakinsaklik 6zelliklerini yerel olarak inceleme imkani
verir. Diger tiim noktalarda epi-yakinsak olup olmadigini diigiinmeksizin f, fonksiy-
onlarinin sadece bir x noktasinda epi-yakinsak olup olmadigima bakabiliriz ve e —

lim, f, limit fonksiyonunun varlig ile ilgilenmeyiz.
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Onerme 4.0.11 Agagidaki 6zellikler R™ {izerindeki herhangi bir { f, },en fonksiyon
dizisi icin saglanir.

(a) e — lim, f, varoldugu siirece e — lim, f,, e —liminf, f,, e —limsup, f, fonksiy-
onlarinin hepsi alttan yari siireklidirler.

(b) e — lim, f, ve e — liminf, f, fonksiyonlar1 sadece {clf,},en fonksiyon dizisine
baghdirlar. Dolayisiyla eger clf, = clg, olursa, o zaman e — liminf, f, = e —
liminf, g, ve e — limsup, f, = e — lim sup, g, saglanir.

(c) Eger {f,}ven fonksiyon dizisi artan degilse (f, > fi+1), e — lim, f, vardir ve
clfinf, f,]’ye esittir.

(d) Eger {f,}ven fonksiyon dizisi azalan degilse (f, < f,11), e — lim, f, vardir ve
sup, [clf,]’ye esittir.

(e) Eger f, biitiin v’ler igin pozitif homojen ise aymi gekilde e — liminf, f, ve e —
lim sup,, f, fonksiyonlar: da pozitif homojen fonksiyonlardir.

(f) C, ve C, R™nin altkiimeleri olsun. C' = liminf, C,, olmasi i¢in gerek ve yeter
sart 0c = e — limsup, d¢, olmasidir. Benzer gekilde C' = limsup, C, olmasi i¢in

gerek ve yeter sart dc = e — liminf, ¢, olmasidir.

f fonksiyonu R"™ iizerinde taniml olsun. Bu fonksiyonun epigrafini,
epif = {(v,a) € R™' | f(z) < a},
olarak tanimladigimizda, f’'nin tanim kiimesi,
domf ={z | f(x) < +oo},

olur ve f'nin hipografi {(z,a) € R"™| a < f(x)} olarak alabilir ya da bagka bir
ifadeyle {(x,a)| (x,—a) € epi(—f)} seklinde de belirtilebilir. Epif kapali bir kiime
ise, f fonksiyonu alttan yari siireklidir. Ya da bu ifadeye denk olarak, Vx € R"™ ve

e > 0 icin, ’in bir V' komgulugundaki biitiin y’ler,

fy) = f(z) -

esitsizligini sagliyorsa f alttan yari stireklidir. —f alttan yar: stirekli ise f iistten

yari sureklidir.
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{fv,v € N}, R" {izerinde taniml genigletilmis reel degerli fonksiyon dizisi olsun.

Alt e-limit, e — liminf f, seklinde gosterilen ve x € R" i¢in alinan,

(e — liminf f,)(x) = inf liminf f,(z,) ,

{zp—=z, peM} peM
fonksiyonu ile tanimlanir ve gosterilir. Burada M, N’nin sayilabilir bir alt kiimesidir.

Benzer sekilde, st e-limit, e — lim sup f,,

(e —limsup f,)(z) = inf  limsup f,(z,).
{zv—z, vEN} penN

liminf < limsup oldugundan,
e — liminf f, < e — limsup f,

olur.

Ayrica, {z, =z, ve N} C {z, = x, v € N} oldugundan,
(e — liminf f,)(x) <liminf f, ve (e —limsup f,)(z) <limsup f, ,
yazabiliriz. Burada liminf f,, {f,,v € N} fonksiyon dizilerinin alt noktasal limitidir.

(e — liminf f,)(z) = liminf f,(z) ,

veEN

ve benzer gekilde limsup f,, {f,,v € N} fonksiyon dizilerinin iist noktasal limitidir.

(e — limsup £,) () = limsup f,(z) |
veEN

ve nihayet,

epi(e — liminf f,) = limsup epif, ,

epi(e — limsup f,) = liminf epif, ,

liminf epif, = {(z,a) = li%(mv,av) | a, > fo(z,)},
ve
limsup epif, = {(z,a) = li%(xﬂ,a“) | a, > fu(x,), M C N}
pe
Buradaki limit kiimelerinin kapali oldugunu hatirlatmakta fayda vardir. Yani e —

liminf f, ve e — limsup f, kiimeleri kapali epigraflara sahiptir ve bagka bir deyisle
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alttan yar1 siireklidirler. Eger {f,,v € N} fonksiyon dizileri bir f fonksiyonuna

noktasal yakinsak ise, f, —, f,
limsup f, < f < liminf f, ,

eger f fonksiyonuna epi-yakinsak ise, f, —. f,

e —limsup f, < f <e—liminf f, ,
ya da bagka bir ifadeyle,

e —limsup f, = f = e — liminf f, ,
seklinde yazilir. Bu durumda,

limsup epif, = epif = liminf epif,
f'nin epigrafi, epigraflarin limitine egit olur. Bu yakinsaklik tipi epi-yakinsakliktir.

Yogunlagtigimiz nokta, epi-yakinsaklik ile anlatilmak istenen minimuma yakinsama-

dir. Bu noktaya biraz daha acgiklik getirecegiz.
A, = argminf, = {z € R* | fu(x) = inf /,} ,
ve A = argminf olarak tanimlandiginda, eger f, —. f ise,
limsup A, C A,

olmus olur. Bu egitlik limsup A, kiimesi bog kiime oldugunda zaten saglanmig olur.

Diger durumlarda her zaman saglandigini gostermek icin, M C N alalim,
x, €A, vex, =T,
olsun. Burada z € A oldugunu gostermemiz gerekecektir. Aksine olacak sekilde,
f(z) < f(z) saglayan bir Z oldugunu varsayalim. Bu durumda epi-yakinsaklik
geregi,
(limsup f,)(z) = f(7) < f(z) = (e — liminf f,)(z) < liminf f,(x,).
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Béylece {z,,v € N,z — z} dizileri ve yeterince biiytik p igin,

Ju(@n) < fu(zu) ,
olur ki bu da z, € A, ile celisir.

e > 0 i¢in, argmin f'nin goriintiisii olan m degerlerinin ¢ komsulugunda olan f’lere

giden x’leri, ¢ — A olarak tanimlayalim.
e—A={z]| f(z)—e<m}.

Benzer sekilde,
m, = inf f v

e—A,={x]| fo(z)—e<m,}.

Eger f, —. f ve m, — m olursa bu durumda,
liminf(e — A,) C limsup(e — A,) Ce— A,
ve ne zaman m sonlu olursa,

A= ﬂ liminf(e — A,).
e>0
Agik bir sekilde liminf(e — A,) C limsup(e — A,) C e — A saglandigim géstermek
i¢in, sadece limsup(e — A,) C € — A kismin1 gostermek yeterli olacaktir. Farzedelim

ki € limsup(e — A,) olsun. limsup tanimindan dolay1, dyle bir M C N vardir ki,

{z, = x,p € M} oldugunda,
fulzp) <my +e
Buradan ve hipotezden,
f(z) < (e—liminf f,)(z) < li}r}&}&lf fulz,) <limm, +e=m+e
ve sonug olarak x € e — A
—A

liminf(e — A,) C limsup(e — A,) C e — A bildigimizden ve A = [

e>0 €

saglandigindan, A = (.., liminf(e — A,) gostermek icin A C () ., liminf(e — A,)
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ifadesinin dogrulugunu gostermek yeterli olacaktir. Eger A = () ise zaten ifade
her durumda saglanir. = € A # () oldugunda f, —. f oldugundan, oyle bir
{(zy,a,) € epif,, v € N} vardir ki, (z,,a,) = (z,m). Bu ifade € > 0 ve v yeterince
biiyiik oldugunda saglanir (x, € e — A, veya bagka bir ifadeyle a, < m, +¢€). Tersine

olarak, € > 0 igin, oyle bir M, C N vardir ki, biitiin p € M, igin,
my + e < fulzy) < ay,

buradan da,

limm, +e=m+e<m=lima, ,

olur ki bu da hipotezimizle celisir.

Burada sunu belirtmekte fayda var, epi-yakinsaklik daima limsup A, C A ifadesini
gerektirse de, genel itibariyle m, — m olmasini (biitiin degerler sonlu, {f,,v € N}
ve f konveks ve stirekli fonksiyonlar olsa bile) her zaman gerektirmeyebilir. Siradaki

ornek, bu durumu detayl bir sekilde gosterecektir.

Ornek 4.0.12
(
-1, r< —v,
fol) =S vz, —v<2<0,
x, x>0,
\
0, <0,
fz) =
r, x>0
Bu durumda m, = —-14 m =0 ve limsup A, =0 C A =] — 0o, —v] olur.
(Bu ornegin bir degisigi olarak f, degerlerini x < 0 oldugu yerlerde v~! olarak
aldigimizda, aynmi f fonksiyonuna epi-yakinsak olacaktir ama bu kez m, = —oco /4

m = 0 olur.)
A bos kiimeden farkli ve m sonlu degerli oldugunda, epi-yakinsaklik daima,
m > limsupm,, ,
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durumunu gerektirir. Bunu gorebilmek igin, (z,m) € epif ise, dyle bir {(x,,a,) €
epif,,v € N} vardir ki, (x,,a,) — (z,m) olur. Biitin v € N i¢in, a, > m,
olacagindan, iki tarafin da lim sup degerini aldigimizda m > lim sup m,, esitsizligini
elde ederiz.

A = liminf Ay esitligine ek olarak, A = (.., liminf(e — A,) esitligi de saglandig
takdirde, m = limm, olur. A =, liminf(e—A,) esitliginden ve lim inf tanimimdan
dolay1, Vx € A ve € > 0 igin z’e yakinsayan bir dizi {z, € e — A,, v € N} daima
vardir. Boylece,

_ SRR o < o
m = f(x) = (e — liminf f)(z) < hgéjlvnf folzy) <e+ hgé]l\;lf my ,

ifadesi ile birlikte m > lim sup m,, esitsizligi m = lim m,, esitligini gerektirir.
Buraya kadar anlatilanlarin bir 6zeti olarak sunu soyleyebiliriz ki, m sonlu oldugunda,
liminf(e — A,) esitliginin

fo —e f iken m, — m olabilmesi ancak ve ancak A = ﬂ6>0

saglanmasina bagldir.

4.1 Epigraflar ve Yar1 Siireklilik

Geometrik kavramlar zamanla fonksiyonlarin ve eslestirmelerin grafiklerine uygu-
lanmaya baglamigtir. Varyasyonel analizde grafikler, vektor degerli fonksiyonlara
da aym1 amag cercevesinde uygulanir, fakat genellestirilmis reel degerli fonksiyon-
larda durum biraz daha farklidir. Bu tarz bir fonksiyonun R™deki grafigi, R"*1’den
zivade, R™ x R’nin bir altkiimesi olacaktir ki bu durum R™ x R'nin bir vektor
uzay1 olmayigindan dolay elverigli degildir. Genellegtirilmis degerler konu dig1 olsa
bile, grafiklerin geometrisi, amaclarimiz ic¢in kritik olan ozellikleri tagimayabilir.
Dolayisiyla 'grafikler’ kavrami ’epigraflar’ ile yer degistirilmelidir.

f:R* - R, fnin epigrafin1 tammmlamistik. Epigraf, R**"deki f fonksiyonun
uizerindeki ve yukarisindaki biitiin noktalar: icerir. Burada dikkat edilmesi gereken
nokta, epif’nin sadece R” x R'nin degil, R"*’in de alt kiimesi olmasidir. epif nin
gorlintlisi, (z,«) — z altinda domf’tir. f(z) = oo olmasim saglayan x’ler, epif’yi
iskalayan (z,R) := {z} x R dikey dogrusudur. f(z) = —oo olmasim saglayan z’ler
ise epif tarafindan igerilen dogru itizerindeki z’lerdir.

f fonksiyonu icin gecerli olan her 6zelligin epif’de de bir karsiligi bulunur. Ciinkii
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epif ile f fonksiyonu arasinda birebir 6rtiigme vardir. Birgok 6zelligin i¢ginde dogal
olarak f’'nin seviye kiimeleri de yeralir. Genel olarak asagidaki notasyonlar1 kul-
lanacagiz.

leveaf :={r € R"[ f(z) <a},

leveofi={x e R"| f(z

)
lev,f :={x e R"| f(z)=a},

)

)

Bunlardan minimizasyon baglaminda kullamilmak tizere en onemlisi lev<, f’dir. «
sonlu iken, degerler epif’nin yatay kesmelerine esittir. o = inf f iken, lev<,f =
lev_,f = argminf. Simdi bu konudaki ¢ok 6nemli problemlerden birine gelelim.
f : R* — R fonksiyonunu ele aldigimizda, fnin hangi 6zelligi lev<, f kiimelerinin
kapali olmasimi saglar? Bunun cevabi tek tarafli bir limit konseptinde yatiyor. Buna

alttan yar: stireklilik diyoruz ve asagidaki gibi tanimliyoruz.

~ 1n
dom f R

Sekil 4.1: Fonksiyonun epigrafi ve tanim kiimesi

Tamim 4.1.1 (Alt limitler ve alttan yan siireklilik) f : R* — R fonksiyonunun bir

7 noktasinda alttan limiti,

liminf f(z) : = lim[ inf f(2)]

=T 0—0 z€B(Z,0)

=sup[ inf f(z)]

6>0 z€B(%,0)

= sup [inf f(z)].

VEN(z) *€V
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Eger liminf, 5 f(x) > f(Z) veya denk olarak liminf, ,; f(x) = f(z) olursa, f :
R"” — R fonksiyonu Z noktasinda alttan yari siireklidir. Eger bu biitiin # € R™ler
icin saglanirsa, f fonksiyonu R" iizerinde siireklidir denir. liminf, .z f(z) > f(Z)
ve liminf, ,; f(z) = f(z) ifadeleri birbirleri ile ortiigiirler ¢linkii biitiin § > 0’lar
icin inf{ f(x)| x« € B(z,9)} < f(Z) oldugunu biliyoruz. Bu sebeple agagidaki esitlik
daima saglanir.

liminf f(z) < f(7).

T—T

Teorem 4.1.2 Asagidaki 6zellikler f : R® — R fonksiyonu icin birbirine denktir.
(a) f fonksiyonu R" iizerinde alttan yar: siireklidir.

(b) epif kiimesi R" x R’de kapalidir.

(c) lev<of tipindeki seviye kiimeleri R™’de kapalidir.

NN
~

N

IRll

Sekil 4.2: Alttan yar surekliligin saglanmadigi durum

ispat

(a)=-(b) Sonlu bir « igin, (z,,a,) € epif alahm ve (z,,a,) — (Z,a) oldugunu
varsayalim. Bu durumda z, — = ve a, — a oldugunu ve «, > f(xz,) sagladigini
biliyoruz. Gostermemiz gereken sey a > f(Z) ve boylece (Z,«) € epif olacaktir.
{f(x,)} dizisi en az bir 8 € R y1g1lma noktasma sahiptir. Yani f(z,) — 3 olur. Bu
durumda, o > § ve ayrica § > liminf, .z f(z) saglanir. Alttan yan siireklilik geregi

a > f(z) oldugu agiktir.

(b)=(c) epif kapali oldugunda, herbir « igin [epif] N (R™, «v) kesigimi de kapahdir.

R™ x R i¢indeki bu kesigim geometrik olarak R"’deki lev<, f kiimesine karsilik gelir
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ki bu kiime de kapalidir. leve_f = lev__, f kiimesi de, o degerleri R iizerinde

deger aldik¢a bu kapali kiimelerin kesigimidir ve yine kapalidir.

(c)=>(a) Herhangi bir  noktasin sabitleyip & = liminf, .z f(z) oldugunu kabul
edelim. f'nin ¥ noktasinda alttan yar siirekli oldugunu gostermek icin f(z) < @
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. & = oo olmasi esitsizligi zaten saglar, @ < oo
durumuna bakalm. z, — z ve f(x,) — @ oldugunu diigiindiigiimiizde, o > &
oldugunda f(z,) < « olacaktir. Bagka bir deyisle x, degerleri lev<,f’ye aittir.
x, — T oldugundan, bu seviye kiimesi kapalidir ve Z’i icerir. Bdylece her a > a

icin, f(z) < a olacaktir. Bu da f(z) < & olmasidir.
Lemma 4.1.3 (Alt limitlerin karakterizasyonu)

liminf f(z) = min{a € R| 3z, =7 f(z,) = a}.

T—T

(Burada x, = T sabit dizisi kabul edilmig ve bu da o = f(Z).)

ispat a = liminf, ,; f(z) alalim. Ik olarak z, — 7 ve f(z,) = «a oldugunu
farzedip, bunun o > & ifadesini gerektirdigini gosterecegiz. Herhangi bir 6 > 0
i¢in, artan v’leri diigiindiigiimiizde z,'lerin bir yerden sonra B(Z,d) yuvarmin iginde
olacagim biliyoruz. Bundan dolay1 f(z,) > inf{f(z)| = € B(z,9)} elde ederiz. Bu
esitsizlikte v'ye gore limit alip §’'y1 sabitledigimizde, o > inf{f(x)| z € B(z,6)}
elde ederiz ve boylece a > & olmusg olur.

Simdi de z, — Z varhigim gosterecegiz ki bu da f(z,) — @ olmasi demektir. §, — 0
icin « = inf{f(z)| = € B(z,d,)} alahm. & igin alttan limit tanimi &, — & olmasi
demektir. Herbir v i¢in, x, € B(Z,d,) bulmak miimkiindiir ki bu da f(x,)’yi &,’ye
yaklagtirir, yani [, «,| arahigima diigtiriir. (o,’'ler a,, > @, egitsizligini saglamasi ve
a, — @ olmasi i¢in se¢ilmisti) Boylece acik olarak z, — x ve f(z,)’lerin &,’ler yani

a’lar ile ayni1 limite sahip oldugunu gostermis olduk.

4.2 Minimuma Ulasma

Bu baslik altinda baska bir soruya cevap verecegiz. Hangi sartlar altinda f : R® — R

fonksiyonu R"™ tizerinde bir x noktasinda minimuma ulagir ve argminf kiimesi bos
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kiimeden farklidir. Bu konu, minimizasyon problemlerinin temel sorusu oldugundan
onem arz eder.

Kompakt bir kiime icerisinde siirekli bir fonksiyonun minimum degeri mevcuttur.
Aym gekilde bu kiime icerisinde maksimum degeri de mevcuttur. Bu ifade maksi-
mum ve minimum i¢in simetriktir. Yalniz, daha elastik bir yaklagima ihtiyacimiz var,
yani her zaman kompakt bir kiime alamayiz ve bu tarz sinirlamalar her zaman ol-
mayabilir. Biitiin mesele minimize edilmek istenen f fonksiyonunun belli bir bolgede
oo degerler alip almadigi ile ilgilidir. Diger mesele, iizerinde ¢aligtigimiz fonksiyonun
siireklilik sartlarin saglamaktan uzak olmasidir. Ornegin sekildeki fonksiyon siirekli
olmadigr halde minimum degere mevcuttur. Bu konu ile ilgili onemli 6zelliklerden

bahsedecegiz.

Tanim 4.2.1 Herbir o € R icin lev, f kiimesi siirhysa, f : R® — R fonksiyonu

alttan seviye siirh fonksiyondur.

Burada a’'nin sonlu degerlerinden bahsedildigi unutulmamalidir. Seviye sinirliligi

ozelligi |x| — oo iken f(x) — oo durumuna karsilik gelir.

Teorem 4.2.2 f : R" — R fonksiyonu alttan yar siirekli, seviye smirli ve tam
olsun. O zaman inf f degeri sonlu ve argminf kiimesi de bogtan farkli ve kompakt

olur.

Ispat @ = inf f alalm, f tam oldugundan, @ < oo olur. «a € (@,o0) icin,
lev<,f kiimesi bogtan farkh ve kapahdir, ¢iinkii f alttan yar: siirekli ve simirhdir
(f seviye smirl). a € (@,00) i¢in lev<, f kiimesi kompakt ve ig igedir (o < § iken
leveof C lev<gf). Bu kiime ailesinin kesigimi, lev<,; f = argminf, bostan farkli ve
kompakttir. f higbir yerde —oo degerini almadigindan, & degerinin sonlu olacagini

sOyleyebiliriz. Bu sartlar altinda da inf f degeri, min f olarak da yazilabilir.

Sonuc 4.2.3 (Alt smirlar) Eger f : R” — R fonksiyonu alttan yari siirekli ve tam
ise, o zaman bu fonksiyon R"’'nin her siirl altkiimesi i¢in de alttan sinirhidir ve bu

alt kiimelere bagh olarak bir minimuma ulasir.
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Ornek 4.2.4 fo : R® — R siirekli fonksiyonunun bostan farklh kapalh C' C R”

kiimesi tizerinde minimize etmeyi diiginelim. Eger her kiime,
{zeC| folz) <a}l aeR,

seklinde kapali olursa, bu durumda C' tizerinde f, fonksiyonunun minimumu sonlu

olur ve buna C'nin bogtan farkli kompakt bir altkiimesinde ulagilir.

Bu kriter, C' sinirli oldugunda veya f fonksiyonu seviye sinirli oldugunda karsilanir.

Ozellikle ikinci sart, C' = R™ olmasi durumunda bile etkilidir.

4.3 Siureklilik, Kapanis ve Biiyiime

Buraya kadar minimizasyon iizerine elde edilen sonuclar genisletilerek maksimiza-
syon i¢in de kullanilabilir. f'nin z noktasindaki alt limiti yerine, maksimizasyon ic¢in
ayni fonksiyonun tist limiti kullanilir.

limsup f(z) : = lim[ sup f(z)]

=T 0=0"2eB(z,0)

—inf[ swp f(x)]

0>0"2eB(z,6)

= inf [sup f(x)].

VEN(z) zeVv

f fonksiyonu z noktasinda f(z) degerine esitse tistten yari siireklidir. R™ tizerindeki
her noktada tistten yar stireklilik geometrik olarak f’nin hipograflarinin kapali ol-

masidir.

hypof :={(z,a) e R" xR | a < f(x)}.

Bu kapalihk {ist seviye kiimeleri olan levs, f'ler igin de gegerlidir. Daha ¢nce
bahsedilen alt limit formiiliine benzer burada da tst limit formiilii agagidaki gibi
ifade edilir.

limsup f(r) = max{a € R| 3z, =z f(z,) — a}.

T—=T

Burada f’nin siirekliliginin x — Z iken f(x) — f(z) oldugunu hatirlayarak, siirekliligi

alttan yar1 stireklilik ve tistten yar: siireklilik ile iligkilendirelim.
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7 {//\ RY

Sekil 4.3: Fonksiyonun hipografi

Ornek 4.3.1 (fonksiyonlarin siirekliligi) Bir f : R® — R fonksiyonunun siirekli
olabilmesi i¢in ancak ve ancak hem alttan yari stirekli hem de tistten yar1 stirekli

olmas1 gerekir.

Bir f fonksiyonunun alt ve iist limit degerleri epif’nin kapaniginin ve igerisinin

tanimlanmasina da hizmet eder.Bunlar su sekilde gosterecegiz.
clC ={x| YV € N(z),VNC # ¢},

intC' = {z | 3V € N(x),V C C}.
Ornek 4.3.2 (epigraflarin kapanigi ve igerisi) Herhangi bir f fonksiyonu, z € R
ve & € R elemanlar igin,
(a) (z,@) € cl(epif) <= a >liminf, ; f(x)
(b) (z,@) € int(epif) <= a > limsup,_,; f(x)
(¢) (z,@) & cl(epif) <= (7, a) € int(hypof)

(d) (z,a) ¢ int(epif) <= (7,a) € cl(hypof)

f :R* = R fonksiyonunun yar siireklilik 6zellikleri belli bir yere kadar etkilidir. f
fonksiyonu alttan yari stirekli olmadiginda, bu fonksiyonun epigrafi kapali degildir.
Fakat £ := cl(epif) kiimesi sadece kapali degil, ayn1 zamanda bagka bir fonksiyonun
da epigrafidir. Bu fonksiyon ise alttan yar: siirekli ve g yari stirekli fonksiyonlar:
(g9 < f) arasinda da en biiyiigiidiir. Bunu ’alttan kapanig’ olarak adlandiracagiz ve

clf olarak gosterecegiz.
epi(clf) := cl(epif).
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clf ic¢in direkt formiil agagida verilmistir.

(clf)(z) = liminf f(z').

' —x

clf < f esitsizliginin daima saglanacag agiktir.

Benzer gekilde f fonksiyonunun "istten kapanisi” da hypo f 'nin kapanisi olarak tanim-
lanir ki bu da f’nin her x noktasinda tist limitini almak demektir. clf nasil ki alttan
kapanigi temsil ediyorsa, —cl(—f) de iistten kapamigi temsil eder. Eger bir z nok-
tasinda bu iki kapanig da ortiigiyorsa bu durumda f fonksiyonunun bu z noktasinda

siirekli olacagi asikardir.
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5 KUME YAKINSAKLIGI

Bu bashk altinda, simdiye kadar bilinen klasik yakinsakliklardan olan noktasal
yakinsakligin optimizasyon icin yeterli olmayacagi ve bunun 6tesinde bir geometrik
yaklagima gidilecegi anlatilacaktir. Bu geometrik yaklagimin geligimi, optimizasyon,
stokastik iglemler ve benzer alanlardan destek alir ve kiime dizilerinin yakinsaklig
bu konunun 6ziinii igerir. Optimizasyon konusunda bir problemle karsilagildiginda,
bu noktada ilgili kiimelerin davraniglar1 ve optimum degerleri onem arz etmekte-
dir. Verilen problemde bu degerlerin verilere ne kadar yaklastig1 temel husustur.
Burada bizi siirlayan ozellikler, verilen fonksiyon dizilerinin siirekli olmamasi1 ve
tanim araliklaridir.

Kiime yakinsakligi teorisi, kiime degerli fonksiyonlarin ve epigraflarin grafiklerinin
yakinsaklig1 icin cesitli yollar ortaya koyar. C, kiime dizileri R™ iizerinde hangi
sartlar altinda ve ne gekilde bir C' kiimesine yakinsar? Bunun tizerinde durmadan

once N'nin altkiimeleri olan kiime ailelerini tanimlayalim.
No :={N C N| N\N sonlu}

N# :={N cN| N sonsuz}

N, kiimesi oo komsgulugunda bazi v indislerini filtreler. N7 ise bu kiimenin tamam-
lanig1 gibi diigiiniilebilir. Burada agik olarak, N, C N#. {z,}.en dizisinin alt
dizileri N € N j;f olmak tizere {z, },en formatindadir. Ya da benzer sekilde N € N
olmak tizere {z, },en formatindadir.

Bu baslik altinda yapilanlar altkiimeler ile cok yakindan ilgili olacagindan bu tanimlar
iizerinde yogunlagsmak faydali olacaktir. Daha 6nce tanimlamis oldugumuz bu indis

kiimeleri arasindaki dogal dualiteyi agagida ifade edelim.
N#={NcCcN| VN € Ny, NN N #p}

N ={NCN| VN e N, NN #0}
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5.1 ig ve Dig Limitler

R™nin altkiimelerinin limitinin olabilmesi, birazdan tanimlayacagimiz iki farkli yari

limit degerlerinin incelenmesine baghdir.

Tanim 5.1.1 (I¢ ve dig limitler) R®'nin altkiimeleri olan {C, },en kiime dizilerinin
dig limiti,
limsupC, : = {x | AN e N¥, 3z, € C,(v € N), z, — z} (5.1)

V—00

={z| VW EN(@),INeNEL, Yve N: C,NV # 0},
olarak tanimlanir. Bu kiime dizilerinin i¢ limiti ise,

liminfC, : = {x | IN € Ny, Jz, € Cp,(v € N), x, — Nz} (5.2)
vV—00

={z| YW e N(z), 3N e Ny, Yve N: C,NV # 0}

lim iJlvav
———  lmsup,Cy - 7/ _

s e

. .
N N Cov 5 - Cavy

’§\§[\\\\§*\ qu‘a
Cy \ N (12'/&/‘%%://

. Ci
\ C=lim,Cy
(a) (b)

%g

Sekil 5.1: (a) Yakinsak bir kiime dizisi (b) Yakinsak olmayan bir kiime dizisi

Bir kiime dizisinin limitinin olabilmesi i¢in i¢ ve dig limit kiimelerinin birbirine esit
olmas1 gerekir:

lim C, := limsup C, = liminf C,,.

v—00 00 v—00
Bir {C, },en kiime dizisinin, limiti olmasa bile, i¢ ve dig limiti daima vardir. Bun-
lar bog kiime dahi olabilir. Biitiin v’ler i¢in C, # @ oldugunda, liminf, C, limiti,
x, € C, sartimi saglayan biitiin {x,},cn dizilerinin olasi limit noktalarindan olusur.

lim sup,, C,, limiti ise bu {z, },en dizilerinin biitiin olasi yigilma noktalarindan olusur.
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Ne olursa olsun, Ny, C Ng‘zf oldugundan, liminf, C, C limsup, C;, durumu daima

saglanir.

(5.1.1) numaral tanimda bahsedilen V'nin komsuluklari, B(z, €) seklinde almabilir.
Buradan, B(z,¢) N C, # @ sart1 yerine x € C, + eB yazlabilir. Bu ifadelere gore

tanimlar1 yeniden diizenlersek i¢ ve dig limitler i¢in agagidakiler yazilabilir.
liminfC, ={z | Ve >0, AN € N, Yve N: z € C, + B}
V—00

limsupC, = {z | Ve >0, AN ENZ Ywe N: z€C,+eB}

V—00

I¢ ve dig limitler aym zamanda uzaklik fonksiyonu olarak ya da kesigim veya birlesim
iglemleri ile de ifade edilebilir. Bir z noktasinin bir C' kiimesine olan uzakliginin
de(x) seklinde, veya alternatif olarak d(z, C') seklinde yazilabilecegini hatirlayalim.
C = ) oldugunda agik olarak d(z,C) = 0 olur. d¢ fonksiyonu heryerde sonlu ve
siirekli oldugunda,

dc($/) S dc(l‘) + |$, — £B| s

yazilabilir. Bunu yazabilmemizin sebebi Vy € C i¢in |y — 2'| < |y — x| + |z — 2/

seklinde bilinen ti¢gen esitsizligidir.

Ornek 5.1.2

(a) liminf, o, C, = {x | limsup,_, d(z,C,) =0},
limsup,_,., Cp, = {x | liminf, . d(z,C,) =0},

(b) liminf, 0 Cy = Nyent A Uyen C

lim 51D, Co = Mo, AUuen Co -

(€) minf, e Oy = g [USS, M (Gl + B

5.2 Painleve-Kuratowski Yakinsaklik

Daha 6nceki baglikta belirtildigi tizere, lim, C;, mevcut oldugunda ve bu limit degeri

C' kiimesine egit oldugunda, {C, },en kiime dizisi Cye yakinsaktir diyoruz ve bunu,

lim C, = limsup C,, = liminf C,, (5.3)
V—>00 V—00 V—00
c,—C
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seklinde gosteriyoruz. Bu anlamdaki kiime yakinsakligina Painleve-Kuratowski yakin-

saklik denir. Kiime limitleri ile ilgili birka¢ noktaya daha deginelim.

e B(z,,p,) kiime yuvarlarindan olugsan bir dizinin B(z, p) yuvarina yakinsak
olabilmesi i¢in x, — x ve p, — p olmasi gerekir. Eger p, — oo olursa, o

zaman bu yuvarlardan olusan dizi R™’ye yakinsar.

e Dy, Dy, € R" olmak tizere, bir kiime dizisinin elemanlarimin Dy ve Dy kapali
kiimeleri arasinda sira ile degistigini varsayalim. Mesela v tek oldugunda C, =
D7 ve v ¢ift oldugunda C', = D5 olsun. Bu kiime dizisinin limiti yoktur. Ancak
i¢ limiti vardir ve Dy N Dy kesigsimine egittir, ayni gekilde dig limiti vardir ve

bu da Dy U Dy birlesimine esittir.

e D CR"”veclD=R"olsun. Ayn1 zamanda D # R"” olsun. Bu durumda sabit

C, = D dizisi C' = R"” kiimesine yakinsar.
Ornek 5.2.1
(a) C, artan bir kiime dizisi ise (C, C Cyyy C ...) lim, C,, = cl{J,ey O ,
(b) C, azalan bir kiime dizisi ise (C, D Cyq1 D ...) lim, Cy, = [, oy €lCy
(¢) €, c C, C C iken C) — C ve C! — C olursa, o zaman C, — C olur.

Onerme 5.2.2 (Limitlerin kapahlhg) Herhangi bir C, ¢ R™ kiime dizisi icin,
lim inf, C, i¢ limiti de limsup, C, dig limiti de kapalidir. Daha da otesinde, lim C,,

varoldugunda bu limit de kapalidir.

Sonuc 5.2.3 (Noktasal yakimsaklik ve uzaklik fonksiyonu) C,, C' € R™ ve C kiimesi
kapali olsun. C, — C olmasi igin gerek ve yeter gsart Vo € R" i¢in d(z, C,) — d(x,C)

olmasidir. Ayrica,

(a) C C liminf, C, igin gerek ve yeter sart, her x igin d(z,C) > limsup, d(z, C,)

olmasidir.

(b) C' D limsup, C, igin gerek ve yeter sart, her x i¢in d(z,C) < liminf, d(z, C,)

olmasidur.
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Ispat C, kiime dizileri ve C’ kiimesi kapali olsun.

d(z,0") < a <= C'NintB(z,a) # 0,

d(z,C") > B < C'NB(z,B) =0,
oldugundan ispat tamamlanir.

Ornek 5.2.4 C, € R" kiime dizileri icin, lim inf, d(xz,C,) = d(z,limsup, C,) esitligi

ve limsup, d(x, C,) < d(z,liminf, C,) esitsizligi daima gegerlidir.

Kiime yakinsakligr 'mesafe’ denilen bir kavram ile de tasvir edilebilir. Tki bos ol-

mayan kiime arasindaki mesafe,

gap(C, D) : =inf{lz —y| | z € C,y € D}

= inf{d(z,C) +d(z, D)} ,

seklinde tammlanir. Sadece bir {z} elemam i¢in gap(C,{z}) = d(z,C) olarak
yazilir. Daha genel olarak herhangi bir p € (0, 00) igin, gap(C, B(x, p)) = max[d(z,C)—
p,0]. Buradan su ¢gikarmmi yapabiliriz. C, kiime dizilerinin C' kapal kiimesine
yakinsamasi igin gerek ve yeter sart Vo € R™ ve p > 0 i¢in gap(C,, B(x,p)) —
gap(C, B(z, p)) olmasidir.

Sadece uzakliklar degil, projeksiyonlar da kiime yakinsakligini nitelendirmek icin

kullanilir.

Onerme 5.2.5 (Projeksiyonlar iizerinden kiime yakisakligi) R" i¢inde kapal ve
bos olmayan C), ve C' kiimelerini alalim. C, — C olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart,
lim sup, d(0,C,) < oo olmasi ve Pg, projeksiyon eslemelerinin her x i¢in agagidaki
ozelligi saglamasidir.

lim sup P, (z) C Po(x).

v

Eger C, ve C' kiimeleri konveks kiimeler ise, daha basit¢e ), — C olabilmesi icin

gerek ve yeter sart, biitliin z’ler igin Pp, (z) — Po(z) olmasidir.

Ispat C, = C oldugunu varsayalim. Bu durumda biitiin «’ler i¢in, d(z,C,) —

d(z,C) < oco. Oyle bir Z diigiinelim ki € limsup, P, () olsun. N € N# olacak
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sekilde bir N indeks kiimesi vardir ki z, € C, ve T = lim,en T, seklindeki z’ler i¢in
|z, — x| = d(z,C,) esitligini yazabiliriz. Son olarak bu esitlikte limit aldigimizda,
|z — x| = d(z,C) elde ederiz ki burada z € C' ve dolayisiyla € Po(z) olur.

r € R" alalm. d(z,C,) — d(z, C) ifadesinin saglandigini gosterirsek (daha énceden
verilen teoremden) gostermeliyiz. Pg, (z) kiimelerinin bog olmadigini biliyoruz bu
yiizden her v ve T € C, i¢in Z,, € Pg, () segebiliriz ki |z, — x| = d(z, C,) olur. Bu
uzakliklar sinirl bir dizi olugturur, ¢iinkii d(z, C,) < d(0, C,)+|z| ve limsup, d(0, C,)
< 00. {d(z,C,) }yen dizisinin herhangi bir birikme noktasi |z — | formatinda olmak
zorundadir. Burada & elemani {Z, },cy dizisinin birikme noktasidir. Fakat boyle bir
birikme noktasi olan z, varsayimmimiz geregi Po(z)’e aittir ve bu yiizden |7 — z| =
d(xz,C). Boylece {d(z,C,)}pen smirh dizisinin tek birikme noktasi d(z, C') olur ve

bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.2.6 (' kapali olmak tizere, C,, C' C R™ alt kiimelerini alalim.

(a) N € N, indeks kiimesinden aliman v € N sayilar i¢in, C' C liminf, C, olmas

i¢cin gerek ve yeter sart, her p > 0 ve € > 0 i¢cin C' N pB C C, + B olmasidir.

(b) N € N indeks kiimesinden alinan v € N sayilar1 i¢in, C' D lim sup, C,, olmasi

icin gerek ve yeter sart, her p > 0 ve € > 0 i¢in C, N pB C C + B olmasidir.

Boylece burada verilen iki durumun saglanmasi igin gerek ve yeter sart ise C' =
lim, C, olmasidir. (a) ve (b)’de ifade edilen durumlar farkh bir bakig agisiyla tekrar

inceleyelim.

(a’) N € N indeks kiimesinden alman v € N sayilar i¢gin, C' C lim inf, C, olmasi
icin gerek ve yeter gart, her z € R", p>0vee > 0igin CNB(z,p) C C,+eB

olmasidir.

(b’) N € N indeks kiimesinden alman v € N sayilar1 igin, C' D lim sup,, C,, olmasi
icin gerek ve yeter gart, her z € R", p > 0vee > 0igin C,NB(z,p) C C+eB

olmasidir.

Teorem 5.2.7 X ayrilabilir bir metrik uzay ve f, fi, fo,... X tizerinde reel degerli

alttan yar1 stirekli fonksiyonlar olsun.
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(1) Eger f = e — lim f, ise, herbir & € R i¢in o, — « oldugunda lev(f,«a) =
PK — limlev(f,, a,) olacak sekilde bir {a,} reel dizisi vardir.

(2) lev(f,a) = PK — limlev(f,, a,) ise herbir € R i¢in o, — a oldugunda f =

e — lim f, olacak sekilde bir {c,} reel dizisi vardir.

Ispat (1) Sabit bir a € R secelim. «’ya yakinsayan herhangi bir ., dizisi icin,
Lslev(f,, a,) C lev(f, ) oldugunu biliyoruz. = € Lslev(f,, a,) alalim. Artan v; <
vy < v3 < ... indisleri i¢in bir x,, € lev(f,,,a,,) alt dizisinin z’e yakinsayacagini
soyleyebiliriz. v # {vx | k € Z*} i¢in x, = x olarak alahm. Bu durumda z, — =

olacaktir ve epi-yakinsaklik geregi,
f(z) <liminf f,(z,) < limkinf for (@0,) < limkinf Qy, = Qv

esitsizligi yazilabilir ve bu da x € lev(f, @) oldugunu kamtlar. Simdi lev(f, ) iginde
{z;} dizisi alalim ve bu dizinin yigilma noktalar1 da yine lev(f, «) iginde olsun.
epif C Liepif, oldugunu bildigimizden, herbir pozitif m tamsayisi i¢in N,, tamsayisi
bulunabilir ve Vv > N,, oldugunda epif, icinde {(w!™, a{™) : i =1,2,3,..,m}
seklinde Oyle noktalar vardir ki herbir i € {1,2,...,m} i¢in d(w(m) x;) < 1/m ve

(m)

|, — a| < 1/m elde edilir. N, monoton artan bir dizi olsun. Simdi «, dizisini
tanimlayalim. v < N; oldugunda a, = a+ 1 ve N,, < v < Np, 41 oldugunda da
a,=a+1/m (m=1,2,3,...) olsun. Simdi bu tammlar1 da kullanarak lev(f, o) C
Lilev( f,, o) oldugunu gosterecegiz. V kiimesi X’in agik bir alt kiimesi olmak tizere,
lev(f,a)NV # B olsun. & > 0igin, S.[z] C V olacak gekilde x € lev(f, a)NV segelim.
z;/nin yigilma noktasi = oldugundan, k € Z% i¢in, 1/k < ¢/2 ve d(zg,z) < /2
olacaktir. v > N olacak sekilde sabitleyelim, bu durumda v > N,, olacak sekilde

),xk) < 1/m ve |a$> —al < 1/m elde

en biiyiik m sayis1 vardir. Buradan, d(wg}n
edilir. f,(w™) < o\™ < o+ 1/m = a, oldugundan w™ € lev(f,, o) elde edilir.
Ayrica,

(m) 1 € 1 €

d(wyy x) < d(wih, zp) + d(zy, 7) < o< THg<e

yazariz ve boylece w,(g) € V olur. Bu ise, herbir v > Ny icin, V Nlev(f,, a,) #
0 olmas1 anlamma gelir. Dolayisiyla lev(f, a) C Lilev(f,, a,) oldugunu gostermis

olduk. Sonug olarak lev(f, ) = PK — lim lev(f,, a,) gosterilmis oldu.

46



(2) lev(f,a) C Lilev(f,,a,) durumu herbir « € R ve bu a’ya yakinsayan {a,}
dizileri i¢in gegerlidir ve bu da epif C Liepif, ifadesini gerektirir.

Liepif, C epif ifadesini kamtlamak icin, aksini varsayalim. Oyle bir (z, 3) € Lsepif,
alalim ki ayn1 zamanda (z, 8) € epif olsun. Bu da 8 < f(x) olmasidir. (zy, Bx) —
(x, B) olacak sekilde (z, Bk) € epif,, ve artan vy < vy < v3 < ... diziler mevcuttur.
f ve f(z) arasinda bir « segelim. {a,} dizisi bu a’ya yakinsasin ve lev(f, a) =
PK — limlev(f,, ;) olsun. Yeterince biiyiik £ i¢in, fx < ay, olur. Biitiin bu k’lar
igin, 7, € lev(f,a) gegerlidir ve Lslev(f,,a,) C lev(f,a) sarti saglanir. Bu da
x € lev(f, a) olmasidir. Dolayisiyla f(z) > « ile geligir. Sonug olarak f = e —lim f,

olur.

5.3 Epi-Yakinsaklik ve Kuratowski Yakinsaklik

Simdi de epi-yakinsaklik ile kiime dizileri arasindaki baglantiya bakalim. Bir f
fonksiyonuna epi-yakinsak olan f, fonksiyon dizilerinin epigraflarinin da ayni sekilde
f fonksiyonunun epigrafina yakinsayacagi asikardir. Bu yakinsamanin ne sekilde
olacag1 ve hangi sartlarda gerceklesecegi 6nemli noktalardan bir tanesidir. Siradaki

teorem bu duruma aciklik getirecektir.

Teorem 5.3.1 {f,}ven fonksiyon dizisi, (X, 7) topolojik uzayindan reel sayilara
taniml olsun. liminf,(epif,) ve limsup,(epif,) limit kiimeleri igin asagidaki esitlik
yazilir.
lim inf (epif,) = epi(e — limsup f,) (5.4)
v

lim sup(epif,) = epi(e — liminf f,) (5.5)

v

Ispat  Once (5.4)’iin ispatindan baglayalim. = € X ve A € R olmak iizere, (z,\) €
liminf, (epif,) alalm. Bu durumda, YV € N, (z) ve Ve > 0 igin, Vk > v oldugunda,

Vx(AN=—g,A+e) N epify #0

olacak gekilde bir v € N vardir. Epigraflarin geometrik ozelliklerinden dolay1, bu

ifadeyi tekrar yorumlayahm. YV € N, (x), Ve > 0 igin, Vk > v oldugunda,

A+e> fk(l’k>
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olacak gekilde bir v € N sayis1 ve x, € V' dizisi vardir. Bunu da,

A > sup infsupinf fi(u),
VeEN, (z) VEN g>y ue€V (@)

A> sup limsup inf f,(u) = (e — limsup f,)(x)
VENT(x) V=300 ueV

seklinde yazariz. Sonug olarak (z,\) € (e — limsup f,) olur ve
lim inf(epif,) = epi(e — limsup f,)

esitligi saglanir.
Simdi de (5.5)’1 ispat edelim. z € X ve A € R olmak iizere, (z, \) € limsup, (epif,)

alalim. Bu durumda, VV' € N, (z) , Ve > 0 ve Vv € N igin,
Vx(A—g,A+¢e) N epify #0

olacak sekilde bir £ > v sayis1 vardir. Yine epigraflarin ozelliklerinden bunu soéyle

yazabiliriz. YV € N.(z) , Ve > 0 ve Vv € N igin,
Ate> fi (ﬁk)
olacak gekilde bir £ > v sayis1 ve z;, € V' dizisi vardir. Bunu da,

A > sup supinf inf fi(u),
VEN,(z) vEN k>vueV

A> sup liminfinf f,(u) = (e — liminf f,)(z)
VEN,(z) V7P ueV

seklinde yazariz. Sonug olarak (x, A) € (e — liminf f,) olur ve
lim sup(epif,) = epi(e — liminf f,)

esitligi saglanir.

Simdi de daha 6nce Kuratowski yakinsaklhigi igin verdigimiz (5.1) , (5.2) ve (5.3)
tanimlarini kullanarak, epif, kiime dizilerinin bir epif kiimesine yakinsadigini varsa-

yalim ve bunun sonucuna bakalim.
lim inf(epif,) = limsup(epif,) = lim(epif,) = epif, (5.6)

epi(e — limsup f,) = epi(e — liminf f,) = epi(e — lim f,). (5.7)
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(5.2.8) teoreminden, (5.6) ve (5.7)’de gegen ifadelerin birbirine esit oldugunu bili-
yoruz.

epi(e — lim f,) = lim(epif,) = epif.

Buradan da epi(e — lim, f,) = epif oldugunu yazabilir ve,

e— lilr)n fo=1, (5.8)

sonucuna ulagiriz. Yani bu da f, —. f olmasidir. Sonug olarak ilk bagta epif, kiime
dizilerinin bir epif kiimesine yakinsak oldugunu varsaydik (bu yakinsama (5.3) geregi
Kuratowski yakinsakliktir) ve bu varsayimimizin sonucunda f,, fonksiyon dizilerinin
f fonksiyonuna epi-yakinsak oldugunu gordiik. (5.8) esitliginde verilen ifadenin her
iki tarafinin da epigrafi alinarak adimlar ters tarafa dogru atilabilir. Dolayisiyla f,
fonksiyon dizilerinin bir f fonksiyonuna epi-yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

epif = PK — limepif, olmasidir.

fo =e f <= epif = PK — limepif,.

49



6 KAYNAKLAR

Attouch, H. and Wets, R.J.-B. (1981). Approximation and Convergence in Nonlinear
Optimization. NLP 4. Mangasarian, Meyer and Roginson (Eds.). Academic
Press, New York, 367-394.

Birge, J. and Wets, R.J.-B. (1983). Designing Approximation Schemes for Stochastic
Optimization Problems, in Particular for Stochastic Programs with Resource.

ITASA-Working Paper WP-83-111.

Burkholder, D., and R. Wijsman. (1963). Optimum Properties and Admissibility
of Sequential Tests. Ann. Math. Statist. 34: 1-17.

Fiacco, A., and G. McCormik. (1967). The sequential unconstrained minimization

technique without parameters. Operations Research 15: 820-827.

Kanniappan, P. and Sastry, S.M.A. (1983). Uniform Convergence of Convex Opti-
mization Problems. J. Math. Anal. Appl. 96: 1-12.

Kosmol, P. (1974). Algorithmen zur konvexen Optimierung. Methods Oper. Res.
18: 176-186.

Lions, J-L., and G. Stampacchia. (1967). Variational Inequalities. Commun. Pure
Appl. Math. 20: 493-519.

Meyer, G. (1979). Asymptotic properties of sequences iteratively generated by point-
to-set maps. Mathematical programming study 10: 115-127.

Mosca, U. (1967). Approximation of the Solutions of Some Variational Inequalities.

Ann. Scoula Normale Sup. Pisa 21: 373-394; ibiol 765.

Mosco, U. (1969). Convergence of Convex Sets and of Solutions of Variational

Inequalities. Adv. in Math 3: 510-585.

Romisch, W. (1981). An Approximation Method for Stochastic Optimization and
Control. Preprint, Humboldt-Univ., Berlin.

20



Robert, R. (1974). Convergence de Fonctionelles Convexes. J. Math. Anal. Appl.
45: 533-535.

Robinson, S. (1975). Stability Theory for Systems of Linear Inequalities, Part 1:
Linear Systems. Siam. J. Numer. Anal. 12: 754-769.

Robinson, S. (1979). Generalized Equations and Their Solutions, Part 1: Basic
Theory. Mathematical Programming Study 10: 128-141.

Salinetti, G. and Wets, R.J.-B. (1977). On the Relations between Two Types of
Convergence for Convex Functions. J. Math. Anal. Appl. 60: 211-226.

Spingarm, J. (1980). Fixed and Variable Constraints in Sensitivity Analysis. Siam.
J. Control and Optimiz. 18: 297-310.

Tishadhigama S., E. Polak and R. Klessig (1979). A comparative study of several
general convergence conditions for algorithms modeled by point-to-set maps.

Mathematical Programming Study 10: 172-190.

Wets, R.J.B. (1980). Convergence of Convex Functions. Variational Inequalities and
Convex Optimization Problems. Variational Inequalities and Complementar-
ity Problems. R. Cottle, F. Giannessi and J.-L. Lions (Eds.), Wiley and Sons,
New York, 375-403.

Wijsman, R.A. (1966). Convergence of Sequences of Convex Sets, Cones and Func-

tions. II. Trans. Amer. Math. Soc. 123: 32-45.

Zolezzi, T. (1978). Characterization of Some Variational Perturbations of the Ab-
stract Linear-quadratic Problem. Siam J. Control and Optimiz. 16 106-121.

51



OZGECMIS

Adi Soyadi . Siikrii Tortop

Dogum Yeri ve Tarihi : Afyonkarahisar, 01/01/1987
Yabanc1 Dili . Ingilizce

Tletigim (Tel/e-posta) : 050577413 84, stortop@aku.edu.tr

Egitim Durumu

Lise . Afyon Anadolu Ogretmen Lisesi, 2001-2005
Lisans : Bogazici Universitesi, 2005-2011
Yiiksek Lisans : Afyon Kocatepe Universitesi, 2012-2014

Calistigi Kurumlar ve Yil

Istanbul Egitim Bilimleri Dershaneleri, 2007-2009
Istanbul Eduway Dershanesi, 2009-2011
Istanbul Istek Koleji, 2011-2012



