STOKASTIK SURECLERDE HERMITE-
HADAMARD TiPLi ESITSIZLIKLER VE
¢@- KONVEKS FONKSIYONLAR

YUKSEK LiSANS TEZI

Betiil BODUR
DANISMAN
Yard. Dog. Dr. Mehmet Eyiip KIRIS
MATEMATIK ANABILIM DALI
Ocak, 2016



AFYON KOCATEPE UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZi

STOKASTIK SURECLERDE HERMITE-HADAMARD TiPLI
ESITSIZLiKLER VE
¢- KONVEKS FONKSIYONLAR

Betill BODUR

DANISMAN

Yard. Doc. Dr. Mehmet Eyiip KiRIS

MATEMATIK ANABILIM DALI

Ocak 2016



TEZ ONAY SAYFASI

Betil BODUR tarafindan hazirlanan "Stokastik Siireglerde Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizlikler ve ¢- Konveks Fonksiyonlar" adli tez ¢aligmas: lisansiistii egitim ve
ogretim yonetmeliginin ilgili maddeleri uyarinca 15/01/2016 tarihinde asagidaki jiiri
tarafindan oy birligi ile Afyon Kocatepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitisii
Matematik Anabilim Dali’'nda YOKSEK LiSANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Danisman : Yard. Dog. Dr. Mehmet Eyiip KIRIS

Baskan : Dog. Dr. Mehmet Zeki SARIKAY
Diizce Uni., Fen Edebiyat Fakiiltesi

Uye : Dog. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

Afyon Kocatepe Uni., Fen Edebiyat Fakiiltesi l o

Uye : Yard. Dog. Dr. Mehmet Eyiip KIRIS
Afyon Kocatepe Uni., Fen Edebiyat Fakiiltesi

Afyon Kocatepe Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu’nun

......... sayili karariyla onaylanmistir.

Prof. Dr. Hiiseyin ENGINAR
Enstiti Mudiiri




BIiLIMSEL ETIiK BIiLDIiRIiM SAYFASI

Afyon Kocatepe Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii, tez yazim kurallarina uygun olarak hazirladigim
bu tez calismasinda;

- Tez igindeki biitiin bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢ergevesinde elde

ettigimi,

- Gorsel, isitsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglar1 bilimsel ahlak kurallarina

uygun olarak sundugumu,

- Baskalarmin eserlerinden yararlanilmasi durumunda ilgili eserlere bilimsel

normlara uygun olarak atifta bulundugumu,
- Atfta bulundugum eserlerin timiinii kaynak olarak gosterdigimi,
- Kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigima,

- Ve bu tezin herhangi bir bolimiinii bu iniversite veya baska bir

tiniversitede baska bir tez ¢alismasi olarak sunmadigimi

beyan ederim.

15/01/2016

Betiil Bodur



OZET
Yiiksek Lisans Tezi

STOKASTIK SURECLERDE HERMITE-HADAMARD TIiPLi ESITSiZLIKLER
VE
@ -KONVEKS FONKSIYONLAR

Betiil BODUR
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Yard. Dog. Dr. Mehmet Eyiip KiRIS

Bu tezde, konveks fonksiyonlar i¢erisinde 6nemli bir yer tutan s- konveks fonksiyonlara
yeni bir perspektiften bakildi ve bdylece yeni bir tanima ulasildi. Ayrica bu tanim
lizerine yeni teoremler insa edildi. Bu amagla ¢aligmanin ikinci béliimiinde matematikte
yer alan bazi temel tanim ve teoremler, bazi konveks fonksiyon siniflari, birinci ve
ikinci anlamda stokastik siireclerde s- konveks i¢cin Hermite-Hadamard tipi esitsizligi ile
ilgili temel kavramlar verilmistir. Ayrica bulgular ve tartisma kisminda ¢- konveks
fonksiyonlar icin stokastik siireclerde Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler ele

alinmistir.

2016, v + 38 sayfa

Anahtar Kelimeler: s- Konveks Fonksiyonlar, Birinci Anlamda Stokastik Siireglerde s-
Konveks Fonksiyonlar, Tkinci Anlamda Stokastik Siireglerde s- Konveks Fonksiyonlar,

¢ Konveks Fonksiyonlar



ABSTRACT
M.Sc Thesis

HERMITE-HADAMARD TYPE INEQUALITIES FOR STOCHASTIC PROCESSES
AND
@- CONVEX FUNCTIONS

Betiil Bodur
Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Mehmet Eyiip KIRIS

In this thesis, which holds an important place in convex functions it is viewed from a
new perspective to s- convex functions and thus reached a new recognition. Also
depending on given definition new theorems were given. For his purpose, in the second
part of the study, some basic definitions and theorems in mathematics, some convex
function classes and some basic concepts related to first and second sense s- convex
functions about Hermite-Hadamard type inequalities for stochastic processes are
given.In addition to findings and discussion Hermite-Hadamard type inequalities in

stochastic processes for ¢- convex functions are discussed.

2016, v + 38 pages

Key Words: s- Convex Functions, s- Convex Stochastic Processes In The First Sense,

s- Convex Stochastic Processes In The Second Sense, ¢- Convex Functions



TESEKKUR

Yiiksek lisans c¢alismam boyunca bilgilerinden ve tecriibelerinden faydalandigim,
yaninda c¢alismaktan onur duydugum, ihtiyacim oldugu her anda sabir ve anlayis ile
yardimlarini esirgemeyen, bu arastirmanin konusu, yiiriitiilmesi ve yazim agsamasinda
yapmis oldugu biiylik katkilarindan dolay1 degerli tez danismanim Yard. Dog. Dr.
Mehmet Eyiip KIRIS’ e tesekkiir ederim.

Bugiinlere gelmemde biiyiik pay sahibi olan aileme ve dostlarima gdstermis olduklari

sabir ve duyduklar1 giiven i¢in sonsuz tesekkiir ederim.

Betiil BODUR

AFYONKARAHISAR, 2016



ICINDEKILER DiZiNi

Sayfa
OZE T . i
A B S T R A T e ii
TESEKKUR . ...t e iii
ICINDEKILER..... .ot iv
SIMGELER DIZINI. ... \%
L GIRIS . ., 1
1.1 Temel Kavramlar ve Teoremler.............ccooiiiiiiiiiiii 3
2. MATERYAL VE YONTEM. .. .ottt 9
2.1 Birinci Anlamda Stokastik Siireglerde s-Konveks I¢in Hermite-Hadamard Tipi
ESitSizZIIKIOr. . ..o 9
2.2 ikinci Anlamda Stokastik Siireclerde s-Konveks icin Hermite-Hadamard Tipi
ESitSIZIIKIOT. .. o 18
3. BULGULAR VE TARTISMA ...ttt 28
3.1 - Konveks FONKSIYONIAN ..........ccoiiiiiiiiiiieeee e 28
4. SONUCLAR VE ONERILER ..ottt 35
5. KAYNAKLAR . ..ttt ettt 36
B. OZGECMIS....oeieieiiien e et ssasssanseaes e en e e aaeneees 38



Simgeler

SIMGELER DiZIiNi

Rn

lim

limsup

liminf

IO

Integral Operatérii
Toplam Operatorii

[a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi

Belirli Integral

Tirev

Elemanidir

Dogal Sayilar Kiimesi
Reel Sayilar Kiimesi
n boyutlu Oklid uzay1
Limit

Limit Supremum

Limit Infimum

R i¢inde bir aralik

| nin ici




1. GIRIS

Konveks fonksiyonlarin arastirmasina ilk olarak 19. yiizyilin sonlarinda rastlanmasina
ragmen, 20. yiizyilin ortalarinda matematigin 6nemli bir alan1 olarak goriilmeye
baslanmistir. Konveks kiimeler ve ilgili geometrik konular matematikgiler tarafindan
kullanilan 95 ana konudan biridir (52’inci sirada). Konvekslik; geometri, analiz, lineer
cebir ve topolojide kullanilir. Sayi teorisi, klasik ekstremum problemleri, lineer
programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi (lineer, klasik, matris) gibi ¢esitli
konularda 6nemli rol oynar. Son yiizyilda gelisen disiplini ve artan uygulamalariyla

matematiksel analizin merkezi olarak yer almistir.

Cogu matematik¢i farkli konveks fonksiyon siniflari (quasi-convex fonksiyonlar,
fonksiyonlarin Godunova-Levin sinifi, log-convex ve r-convex fonksiyonlar, p-
convex fonksiyonlar, vb.) ve 0Ozel ortalamalar (p- logarithmic ortalamalar, identric
ortalama, Stolarsky ortalamalar, vb.) i¢in onu wuygulamaya, genisletmeye,
sadelestirmeye ve genellestirmeye c¢alismaktadir. Bununla birlikte esitsizlikler, yaygin
olarak uygulamali matematigin ¢esitli dallarinda siklikla kullanildigindan esitsizlikler
konusunda olduk¢a hizli bir gelisim gosterilmistir. Ozellikle son on yildan fazladir
matematigin bir¢ok farkli alanlardaki uygulamalara biiyiik bir katki saglandig1 agikca
goriilmektedir. Ornegin, Cebysev, Griiss, Yamuk, Ostrowski, Hadamard ve Jensen

esitsizlikler ile ilgili birgok uygulama literatiirde cok 6nemli bir yere sahiptir.

Hardy vd. (1934) tarafindan yazilan "Inequalities" adli eser, esitsizlikler teorisi igin
temel basvuru kaynaklarindan birisi olarak dikkat c¢ekmektedir. Bununla birlikte,
Beckenbach ve Bellman (1965) "Inequalities” ve Mitrinovic (1970)’in yazdig1 "Analytic

Inequalities" adl1 eserler de temel bagvuru kaynaklarimin arasindaki yerini almistir.

Daha sonra konveks fonksiyonlar ile ilgili daha kapsamli bir sekilde, hazirlanan
"Convex Functions™ adli eser literatiirdeki yerini almistir (Roberts and Varberg 1974).
Ayrica okuyucu ¢esitli konveks fonksiyon smiflar1 i¢in, Hermite-Hadamard
esitsizliginin detayli anlatimini "Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and

Applications" adl1 eserde bulabilir (Dragomir and Pearce 2000).



Konvekslik ve esitsizlikler konusunda Nikodem (1980) tarafindan yapilan ¢alismada,
stokastik siireglerdeki konvekslik tanimi verilmistir. Skowronski (1995) tarafindan
stokastik stireglerdeki konvekslikle ilgili olarak yeni sonuglar sunulmustur. Ayrica
stokastik siireglerin konveksligi i¢in baz1 Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri tiiretilmis,
stokastik siireclerde kuvvetli konvekslik bize tanitilmis ve konveks fonksiyonlart ile
ilgili Hermite-Hadamard esitsizligi, Jensen esitsizligi, Kuhn ve Bernstein-Doetsch
teoremi gibi taninmis bazi sonuglar genisletilmistir (Kotrys et al. 2011, 2012). Bununla
birlikte stokastik siire¢lerde konvekslik ve esitsizlikler konusunda son zamanlarda
yapilan c¢alismalardan bazilari da Maden vd. (2014), birinci anlamda s-konvekslik
yardimiyla stokastik siireglerde Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri igin yapilan
caligmayla ikinci anlamda s-konvekslik yardimiyla stokastik siireglerde Hermite-

Hadamard tipli esitsizlikler hakkinda yapilan ¢alismalar olarak siralanabilir.

Son yillarda klasik konvekslik tanimindan daha genel konveks fonksiyon cesitleri
olusturulmaktadir. Bunlardan birisi de Breckner (1978) tarafindan “Stetigkeitsaussagen
fiir eine Klasse verallgemeinerter konvexer funktionen in topologischen linearen
Raumen” adli ¢alismasinda tanitilan S -konveks fonksiyonlardir. s-konvekslik ile ilgili
bazi ozelliklere “Some remarks on s-convex functions” adli ¢alismada yer verilmistir

(Hudzik and Maligranda 1994).

Bir digeri de Youness (1999) tarafindan tanitilan ¢ konveks fonksiyonlardir. Her
konveks fonksiyon ayni zamanda bir ¢ konveks fonksiyondur, ancak bunun tersinin her
zaman dogru olmadigini gosteren ornekler verilmistir (Youness and Cristescu 2002).
Ayrica Cristescu (2002) bu fonksiyonlar ile ilgili birgok ozellikler vererek ispatlayip
daha sonra ¢ konveks fonksiyonlar igin ilk kez Hermite-Hadamard integral esitsizligini
vermistir.

Bu tezde, birinci ve ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar kullanilarak stokastik
stireglerde s-konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler incelenmis
ve stokastik siireglerde ¢ konvekslik tanimi yapilarak yeni Hermite-Hadamard tipli

esitsizlikler elde edilmistir.



1.1 Temel Kavramlar ve Teoremler

Tamm 1.1.1: Bir deneyin miimkiin sonug¢larinin kiimesine 6rnek uzay denir (Cengiz
1984).

Tamm 1.1.2: Bir 6rnek uzayin her bir alt kiimesine olay denir (Cengiz 1984).

Tamm 1.1.3: Bir 6rnek uzaydaki her olaya sayisal deger atayan bir fonksiyona rassal
degisken denir. Rassal degiskenler X, Y, Z ... gibi biiyiik harflerle gosterilir. Bir X rassal
degiskeninin miimkiin degerlerinin sayis1 sayilabilir ise X’e kesikli rassal degisken
denir. Bir X rassal degiskeninin miimkiin degerleri bir araliktan ya da araliklarin

birlesiminden olusuyorsa X’e siirekli rassal degisken denir (Cengiz 1984).

Tanmim 1.1.4: X siirekli bir rassal degisken olsun. Ozel bir X=x noktasindaki olasilig1

P(X = x) ile gosterelim. X rassal degiskeninin a ve b degerleri arasinda olma olasiligi
Pla<X<b)=Pa<X<b)=[ flx)dx (1.1)
integraliyle tanimlanir. Buradaki f fonksiyonuna X’in olasilik yogunluk fonksiyonu

denir. Bir f fonksiyonunun, bir X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

olabilmesi i¢in su sartlar saglanmalidir. Her X i¢in;

f(x)=0

ve

f_:of(x)dx =1

(Cengiz 1984).

Tamm 1.1.5: Bir rassal degiskenin veya fonksiyonun biitiin olas1 degerleri iizerinden
alinan ortalama degerine beklenen deger denir. f(x) ve E(x), sirastyla X’in olasilik
yogunluk fonksiyonu ve beklenen degeri olmak iizere;
X kesikli rassal degisken ise

E(x) = T xf () (1.2)

X stirekli rassal degisken ise

E() = [*7 xf (x)dx (1.3)



biciminde tanimlanir (Cengiz 1984).

Tammm 1.1.6: Bir rassal degiskenin yogunlugunun kesin bi¢imini belirleyen
biiyiikliiklere moment denir. Bir X rassal degiskeninin x = a noktasi etrafinda r-inci
momenti
X kesikli rassal degisken ise
ur(a) = Xx(x — ) f(x) (1.4)

X stirekli rassal degisken ise

ur(a@) = [17(x — ) f(x)dx (1.5)
biciminde tanimlanir (Cengiz 1984).

E(x) = u olsun. x = u beklenen degeri etrafindaki birinci ve ikinci momentlere

bakalim.

+

ul(u)=j (x—u)lf(x)dx=j xf(x)dx—uj fdx=p—pu=0

— 00
+ o0

1y (x) = f (x — w2 f (W)dx = f X2 (x)dx — 2u f Xf (O dx + 12

= E(X?) — E(X)? = Var(X)

olur. Goriildiigi gibi beklenen deger etrafindaki ikinci moment varyansi Verir.

Tamm 1.1.7: Her u,v € I vet € [0,1] igin,

fu+ (A -v) <tfW+A-t)f(v)
esitsizligini saglayan f:I € R — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (esdeger
olarak t (0,1) araliginda da secilebilir). Geometrik olarak bu esitsizlik, f

fonksiyonunun grafigi kiriglerinin altindan geger anlamindadir.
Asagidaki kriterler konveks fonksiyon tanimina esdegerdir.

a) I aralig: iizerinde f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart herhangi

bir ¢ € I noktasi i¢in, f(x) — f(c)/(x — c¢) fonksiyonunun I araliginda artan olmasidir.

b) f:(a,b) » R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her c¢,x €

(a, b) igin,



ﬂ@—ﬂ®=fg®m

olacak sekilde g: (a, b) = R artan fonksiyonun olmasidir.

c) f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak {izere, f in konveks olmasi igin gerek ve

yeter sart f' fonksiyonunun artan olmasidir.

d) ", (a,b) de mevcut olsun. Bu durumda f nin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter

sart f''(x) = 0 olmasidir.

e) f: (a, b)—)R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her x, €

(a, b) i¢in f fonksiyonun en az bir support dogrusuna sahip olmasidir. Yani Vx € (a, b)

i¢in
f(x) = f(x0) + A(x — xo)

esitsizligini saglamasidir. Burada A, x, a baghdir ve eger f' varsa 0 zaman A = f'(x,)
yada f' (x0) # f's (xo) ise A € [f (xo), ', (xo)] dir.

f) f:(a,b) = R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart P,Q ve R
noktalar1 f fonksiyonun grafigi iizerinde herhangi {i¢ nokta ve olmak iizere, PQ, PR ve

QR dogrularinin egimleri arasinda
Mpo < Mpp < Mgp
esitsizliginin saglanmasidir.
Asagida konveks fonksiyonlar ile ilgili iyi bilinen bazi 6zellikler verilmistir:
I. Kapali aralikta tanimli konveks fonksiyon sinirlidir.

ii. f:1 > R konveks fonksiyon ise, I’ (I nin ici) inde herhangi bir [a,b] kapali
araliginda Lipschitz sartin1 saglar. Bu nedenle f fonksiyonu [a, b] araliginda da mutlak

siirekli ve I” de siireklidir.

iii. £:1 > R konveks fonksiyon ise, I de f' (x) ve f',(x) vardir ve artandur.



iv. f:1 — R fonksiyonu I agik araliginda konveks ise, sayilabilir bir E kiimesi haricinde

f' mevcuttur ve stireklidir.

v. k tane fonksiyon R"" — R de konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;
fe) =3 a;f;(k),a; >0, =123, ...,k)

fonksiyonu da konvekstir.

Vi. g:R - R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica h:R"" — R konveks fonksiyon
olsun. Bu takdirde; f:R”" - R f(x)=(ge°h)(x) olarak tanimlanan f bileske

fonksiyonu da konvekstir.

vii. g:R"" > R konveks ve h:R™ —» R fonksiyonu h(x) = Ax + B formunda konveks

olmak iizere (Burada A uygun matristir.)

f(x) = g(h(x))

fonksiyonu konveks fonksiyondur.

Teorem 1.1.1 (Hermite - Hadamard Esitsizligi) : f:1 € R — R fonksiyonu konveks

isea,b €I vea < b igin

f(asz) sﬁf;f(x)dxﬁf(a)zf(b) (1.6)

dir (Pecaric et al. 1992).
Ispat: f fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilirdir. Sag taraftaki esitsizligin ispat:

konveksligin geometrik yorumundan agiktir. Yani

x =a(l—t)+bt,t €[0,1] olsun. Bu durumda
1 b 1

ﬁfa fdx = [ f(a(1l —t) + bt)dt

< f(@ [, —t)dt + f(b) [, tdt

_ f@+f®)
2

olur ve bu (1.6) esitsizliginin sag tarafidir. Simdi sol tarafinin ispatin1 verelim:



1 b
— | e
integralini
I FOode = 2 [1F fGodx + fla fod] w.7)

bigiminde yazip, x = a + t(b —a)/2 degisken degistirmesi yapilirsa son parantez
icindeki ilk terim

a+b

J;Tf(x)dx=b;—a.[:f<a+—t(b2_a))dt

biciminde ve (1.7) denkleminde son parantez i¢indeki ikinci terim igin

x =b —t(b— a)/2 degisken degistirilmesi yapilirsa

b = b—a (° . t(b—a)d

arpf (IX === flf< T T2 ) ‘

2

b—a (! t(b—a)
T2 fo 4 (b 2 )dt

biciminde yazilabilir. (1.7) de bu sonuglar yazilir ve konveksligin tanimi uygulanirsa;
1 b 1t t(b—a) 1 t(b—a)
mfaf(x)dx—zjo f(a+T)dt+f0 f(b—T)dt

= [ (G 3)ae=r ()

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 1.1.2. f:I° € R — R fonksiyonu I° izerinde diferansiyellenebilir, a,be|° ve

a<bolsun. Eger |f| fonksiyonu, [a,b] iizerinde konveks ise esitsizlik elde edilir.

a+b

[ fdx — £ (S2)| < Z2AF @)1 + 1/ (D)D) (18)

Teorem 1.1.3. f:I° € R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir, a,b 1",

o
a<b ve p>1 olsun. Eger |f'|»1 fonksiyonu, [a,b]aralig1 iizerinde konveks ise,

‘ﬁ | bfcx)dx—f(“%b)‘



1 p—1 o1
b — 4 \p _p_ PN D p B
=36 () |(r@PTesir@p)” + (i @P e ir @) "
<22 (CH) AP @I+ I M) (L.9)
elde edilir.

Tanmm 1.1.8: 0 < s < 1 olsun. f: [0, ) — R fonksiyonu birinci anlamda s-konveks
fonksiyonu ise Vu,v > 0 ve a® + ° = 1 i¢in

flau+pv) < af(w) + B°f(v) (1.10)
esitsizligi saglanir. Bu s-konveks fonksiyon sinifi genellikle K olarak bilinir
(Matuszewska and Orlicz 1961, Musielak 1983).

Tammm 1.1.9: 0 < s < 1 olsun. f:[0,00) — R fonksiyonu ikinci anlamda s-konveks
fonksiyonu ise Vu,v > 0ve a + f = 1 igin

flau+ Bv) < a*f () + B*F (v) (111)
esitsizligi saglanir. Bu s-konveks fonksiyon sinifi genellikle K> olarak bilinir (Maden
et al. 2014).



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu bdliimde kiime siniflar1 ve fonksiyon siniflarinda aranan konveks fonksiyon ve
konveks kiimeler i¢in birinci ve ikinci anlamda stokastik siireclerde s-konveks
fonksiyonlar1 tanimlayacagiz. Asagida verilen tiim sonuglar Maden vd. (2014),

tarafindan verilen ¢alismadan yararlanilmistir.

2.1 Birinci Anlamda s-Konveks I¢in Stokastik Siireclerde Hermite-Hadamard Tipi
Esitsizlikler

Tammm 2.1.1: Keyfi olasilik uzay1 (Q,4,P) olsun. Eger A smirliysa; X:Q — R
fonksiyonu rastgele degiskeni olarak adlandirilir. I € R araliginda X:1 X Q — R
fonksiyonu vardir. Her t € [ igin bu fonksiyon X(t,.) bir rastgele degiskendir.

X:1 %X Q — R stokastik siireci;

(1) Her ty € I igin; P —lim,¢, X(t,.) = X(to,.), | arali@1 iginde siirekli olasiliklidur.

Burada P —lim, limit olasiligin1 belirtir.

(i) Her t, € I igin; P —lim_, E[X(t,.) — X(ty,.)] = 0, | aralig1 i¢inde siirekli kare
ortalamasidir. Burada E[X(t.,)], X(t,.) rastgele degiskeninin beklenen degerini

belirtir.
(iii) Her u, v € I igin artan(azalansa) 6yle ki u < v iken asagidaki esitsizlik vardir.
X(u,)<X(,.), X(uw,.) =2X[w,.))

(iv) Eger monotonsa artan veya azalandir.

(V) Eger X'(t,.): Q — R rastgele degiskeni t € I noktasinda

X(t,.) = X(to,.
X'(6,.) = P — lim 2o ) = XC)

tiirevlenebilirse | araliginda her siirekli noktada X:1 X Q — R stokastik siireci siirekli

tirevlenebilirdir (Kotrys 2013, Nikodem 1980, Skowronski 1992).



Tamim 2.1.2: (Q, A, P) olasilik uzay1 I € R araliginda olsun. X:I X Q0 = R stokastik
stireci i¢in sunlar soylenebilir (Skowronski et al. 1992, 1995).

(i) Her u,v € I ve A € [0,1] i¢in konveks ise;
Xu+A-Dv,) <X(w.)+1A-DXw,.)
(it) Her u, v € I ve 1 € (0,1) igin A-konveks ise; (4, (0,1) araliginda sabit say1)
XAu+AQ-Dv,.) < 2X(w,.)+ 1 -DX(,.)
(iii) Her u, v € I ve 1 € [0,1] igin Wright-konveks ise;
XQu+Q-Dv,)+X(Q1-Du+v,.) <X@w.)+X[®,.)

(iv) Jensen-konveks ise;

X(u-;v,.) SX(u,.)-;—X(v,.)

Simdi Hermite-Hadamard tipi bazi esitsizlikler ve birinci anlamda s-konveks

fonksiyonlarin temel 6zelliklerini verecegiz (Dragomir and Fitzpatrick 1998).

Teorem 2.1.1: f € K;* olsun. Vu,v €1 ve a,f =0 ile a®+ B° <1 igin ancak ve
ancak f(0,.) <0 oldugunda; f(au+ Bv) < a’f(u) + L5f(v) esitsizligi saglanir
(Dragomir and Fitzpatrick 1998).

Ispat: u=v=0 ve @ = B = 0 olarak alinirsa gereklilik agikca saglanir. Bunun igin R, =

[0, ) olmak lizere u,v € Ry, a,f =0Vve 0 <y = a®+ B° <1 oldugunu varsayalim.

ﬁS

S
a=ay S ve b=By /S koyalim. O zaman a° + b* = “7 +o=1 olur ve

f(au + Bv) = f(ay/*u + by/sv)
<a’ f(y'u) + b*f(y/*v)
=a’ fly"Su+ (1 =)0 + b f[y v + (1 - y)/°0]
=a’yf(w) + byf(v) + (1 —y)f(0)
=a’f(w) +p°f(v).

Teorem 2.1.2: 0<s; <s, <1 olsun. Eger K € 1’(521 ve f(0) <0 ise o zaman

f € K,,* dir (Dragomir and Fitzpatrick 1998).

10



Ispat: Varsayalim ki f € KSzlve u,v=>0 ap =0 ile %t + B =1 olsun. O zaman
a’? + 52 < a1 + 5t = 1 olur. Teorem 2.1.1 e gore;

flau+pv) < a®2f(w) + B2f(v) < af(u) + B f(v)
olur. Buda f € K, * demektir,

Teorem 2.1.3: f:1 = R, s € (0,1) ile birinci anlamda s-konveks fonksiyon olsun. Eger

a<bilea, b €I iseo0zaman;

(59) =5=] Fodx

esitsizligi vardir (Dragomir and Fitzpatrick 1998).
Ispat: Eger birinci anlamda s-konveks tamimmin iginde a = #, B = # secersek
a® + f° =1olup Vx,y € [0, ) igin;

flax +By) < a®f(x) + B°f ()

1 1
f (57 +515) S5/ +3fO)

X+ _FO)+fO)
f(zl/s)S 7

Bu esitlikte t € [0,1] iginx = ta + (1 —t)b, y = (1 — t)a + tb alinirsa;

by 1
F(5ie) S 51fCta+ (1= 0b) + (1= Ba+th)]

elde edilir. f, [a,b] lizerinde integrallenebilirdir. Esitsizlik {izerinden t ye gore [0,1]

tizerinde integral alirsak;

[ rcasa-onae= [ f(@-va+w)a
0 0

1 b

olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.4: s € (0,1) ile f:1 — R fonksiyonu birinci anlamda s-konveks fonksiyon
1
[1+ (1 —t%)5 't571] olarak alinirsa;

fl@) + £
2

olsun. O zaman t € [0,1] i¢in Y(t) =

N | =

flf(ta + (1 = tHYSh)y(t)dt <
0

11



olarak elde edilir (Dragomir and Fitzpatrick 1998).
ispat: t€[0,1] ve a=tpB = (1—t%)5 secersek, birinci anlamda s-konveks
tanimindan a® + ° = 1 oldugundan
fta+ (1 —t5)Y5h) <tf(a) + (1 —t)f (D)
olur. Benzer sekilde
f((A=tHYSa+1th) < (1—t5)f(a)+t5f(b)
elde edilebilir. Yukaridaki iki esitsizlik eklenirse;

fla@) + f(b)

%[f(ta + (1 —t5)Y5h) + f((1 — t5)Y5a + th)] < 5

elde edilir. Bu esitsizligi [0,1] tizerinde t ye gore integre edersek
2[Jo Fta+ (1= t)ob)dt + f F((1 - t9)5a + th)dt| < LD (2.1.1)
olur. Ifadeyi gostermek i¢in u = (1 — t°)'/ olsun. O zaman t = (1 — u%)/s ve

1
dt = —(1 —u®)s us"Ydu olur ve u € [0,1] degisken degistirmesi yapilirsa;
g g y

1 0 1
j F((A=tHYSa + th)dt = —j flua + (1 —u9)Y5h)(1 —u¥)s 'us1du
0 1

B j flta+ (1 — t5)Yh)(1 — t5)5 161t .
0

(2.1.1) esitsizligi kullanilarak

1ra-ey o] f@ o)

jo f(ta+ (1 - t5)V/5b) d at !

olur ve teorem ispatlanir.

Teorem 2.1.5: s € (0,1) ile f: I — R fonksiyonu birinci anlamda s-konveks fonksiyon
1
olsun. t € [0,1] oldugunda (t) = %[1 + (1 — t5)5 't571] olarak alinirsa;

f(aj b) < [ (&) e+ a- o

251

< f 1f(ta + (1 = tHYSh)yy(t)dt
0

esitsizligi saglanir (Musielak 1983).

12



N

Ispat: %> 1 oldugunda g:[0,0) = R i¢in g(x) = x'/° tamimlamasi yapilirsa

konvekslik 6zelliginden;

(£S5 4+ (1 — ¢5)V/s ke S s 1
2 —< 2 ) T 21/s
olur ve 0 zaman

a+b t+(A—tHYS a+b 1

21/5 2 = 21/5 '21/5
bulunur. Buradan
a+b a+b
S [t (=) 2 e
S

elde edilir. f, (0, ) tizerinde monoton azalmayan oldugundan Vt € [0,1] igin;

(R r - r(22)

alabiliriz. Bu esitsizligi [0,1] {lizerinde integre edersek teoremin 1. esitsizligini elde

ederiz.

x+3’) < S)+f ()

f; birinci anlamda s-konveks oldugundan Vx,y € [0, ) i¢in f (21/5 >

oldugunu biliyoruz. x = ta + (1 — t5)/h, y = (1 — t5)/Sa + tb alinirsa bu esitsizlik
1 s\1/s s\1/s a+b s\1/s
SUfta+ @ =e)b) + f((1 - t)oa+th)] = f I [t + (1 —t5)Y/5]
S

Bu esitsizligi [0,1] lizerinde t etrafinda integre edip onceki teoremde kullanilan degisken

degistirmesini yaparsak istenilen esitsizlik elde edilir.

Teorem 2.1.6: s € (0,1) ile f:1 — R fonksiyonu birinci anlamda s-konveks fonksiyon

olsun. Asagidaki esitsizlik vardir (Dragomir and Fitzpatrick 1998).

a+b L va+b
/s _ $8\1/s
f(z§—1>sjof<21/s €7+ (1= )] ae

1
< j f(tYSa+ (1 —t5)Ysh)dt
0

Sf(a)-;f(b)_
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Tammm 2.1.3: 0 <s <1 olsun. X:I xQ — R fonksiyonu birinci anlamda stokastik
slireglerde s-konveks fonksiyonu ise Vu, v > 0 ve ¢® + 5 = 1 igin

X(au+ pv,.) <a’X(,.)+BX(v,.)
esitsizligi saglanir. Bu s-konveks fonksiyon smifi genellikle C;* olarak bilinir (Maden et
al. 2014).

Uyan 2.1.1: Birinci anlamda stokastik siire¢lerde s-konveksligi s=1 i¢in alirsak tanim
2.1.2 deki normal konvekslik kolayca elde edilir (Maden et al. 2014).

Uyan 2.1.2: Birinci anlamda stokastik siireclerde s-konveksligi @ = f§ = % icin alirsak

tanim 2.1.2 deki normal konvekslik kolayca elde edilir (Maden et al. 2014).

Teorem 2.1.7: X € C,* olsun. Vu,v € I ve a, f = 0 ile « + B < 1 i¢in ancak ve ancak
X(0,.) <0 oldugunda; f(au+Bv,.)<a’f(u,.)+pB°f(v,.) esitsizligi saglanir
(Maden et al. 2014).

Ispat: u=v=0ve @ = B = 0 olarak alinirsa gereklilik agik¢a saglanir. Bunun i¢in u, v € I,

a,f =0 ve 0<y=a’+pB°<1 oldugunu varsayalm. a=ay~1/S ve b=y 1/s

ﬁS

koyalim. O zaman a® + b® = a? + 5= 1 olur ve

X(au + Bv,.) = X(aySu + by/sv,.)
<asX(yYsu,.) +bSX(y/5v,.)
=as X[yYSu+ (1 —y)¥/%0,.] + b5X[ySv + (1 — y)*/50,.]
=a’yX(u,.) +b’yX(v,.) + (1 —y)X(0,.)
=a’X(u,.)+BX(,.).

Teorem 2.1.8: 0<s; <s, <1 olsun. Eger X € CSZ1 ve X(0) <0 ise o zaman
X € C,, " dir (Maden et al. 2014).
Ispat: Varsayalim ki X € CSzlve w,v€Ela =0 ile a’t + 5 =1 olsun. O zaman
0 < a’z+ B2 < a’t + B5 =1olur. Teorem 2.1.7 ye gore;

X(lau+ Bv,.) < a2X(u,.) + f52X(v,.) < a* X(u,.) + B51X(v,.)

olur. Buda X € C,," demektir.
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Onerme 2.1.1: X:I X Q — R integrallenebilir bir stokastik siire¢ olsun. O zaman;

f X(tu+(1—t)v,.)dt=f X(1-u+tv,.)dt
0 0

esitsizligi vardir (Maden et al. 2014).
Ispat: t € [0,1]icint* = tu + (1 —t)v alahm. dt* = (u — v)dt olur ve degisken

degistirmesi yapilirsa

1 1 u 1 v
fX(tu+(1—t)v,.)dt=—f X(t*,.)dt*z—f X(t*,.)dt*
0 u—v)J, v—ulJ,

olur. Benzer sekilde t € [0,1]i¢in k* = (1 — t)u + tv alalim. dk* = (v — u)dt olur ve

degisken degistirmesi yapilirsa

1 1 v
fX((l—t)u+tv,.)dt=—f X(k*,)dk*
0 v—uJy

yazilir ve boylece esitlik ispat edilir.

Teorem 2.1.9: X: 1 x Q = R, s € (0,1) ile birinci anlamda stokastik siiregte S-konveks
fonksiyon olsun. Eger u < vile u,v € I ise 0 zaman;

u+v 1 v
X(Zl/s)sv_uf X(t,.)dt

u

esitsizligi vardir (Maden et al. 2014).

Ispat: Eger birinci anlamda stokastik siiregte S-konveks tanmiminimn iginde a = Si7s

B = 211/5 secersek a® + $° = 1 olup Va, b € I igin;

a+b X(a,.) +X(b,.)
X (G ) s =5

olur. Bu esitlikte t € [0,1] i¢ina = tu + (1 — t)v, b = (1 — t)u + tv alinirsa;

u+v <X(tu+(1—t)v,.)+X((1—t)u+tv,.)
(21/5")‘ 2

elde edilir. X, (0,1) tizerinde integrallenebilirdir. Esitsizlik iizerinden t ye gore integral

alirsak;

flx( tu+ (1—-2t)v,.)dt = le((l—t)u+tv,.)
0 0

vV—u

J vX(t, ) dt

u

olur ve ispat tamamlanir.
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Teorem 2.1.10: s € (0,1) ile X:I1 xQ — R fonksiyonu birinci anlamda stokastik

stiregte s-konveks fonksiyon olsun. O zaman t € [0,1] i¢in

Y() =

1
[1+ (1 —t%)5 't571] olarak alinirsa;

N |-

Xw,)+Xw,.)
2

f X(tu+ (1 —t5Y5v, HyY(t)dt <
0

esitsizligi vardir (Maden et al. 2014).
ispat: t € [0,1]ve @ = t, B = (1 — %)/ segersek, birinci anlamda s-konveks
stokastik siireci tanimindan a® + ° = 1 oldugundan
X(tu+ (1 =tHY,) <t5X(w,.)+ 1A -tHXW,.)
olur. Benzer sekilde
X(A=tHYSu+tr,.) <A -tHXW,.) +tX([,.)
elde edilebilir. Yukaridaki iki esitsizlik eklenirse;

X(u,.)+X(,.)
2

%[X(tu + (1 —tHY5, )+ X(1 - tHYSu+tv,.)] <

elde edilir. Bu esitsizligi [0,1] lizerinde t ye gore integre edersek

1[ 1 1 X(w,)+X(,
2o Xt + (= )50, e + [T X((A = ) You+ tw,)dt| < TEEED (219
ifadeyi gostermek igin k = (1 — t°)'/ olsun. O zaman t = (1 — k%)/S ve
1
dt = —(1 — k%)s "k5~1dk olur ve k € (0,1] degisken degistirmesi yapilirsa;
j X((1—tHY5u +tv,.)dt = —J X(ku+ (1 = k5Y5v,)(1 — k%5~ k5" 1dk
0 1

1 1
= f X(ku + (1= k5)Y5v,.)(1 — k%5 ks~ dk
0

1 1
= f X(tu+ (1 —t)Y5v,)(1 —t5)s 57 1dt
0
elde edilir. (2.1.2) esitsizligi kullanilarak

1
1+ (1 —t5)s g5t X(w,.)+X@,.)
> dt < >

j X(tu+ (1 =t5)Y5p,.)
0

olur ve teorem ispatlanir.

Teorem 2.1.11: s € (0,1) ile X:1x Q — R fonksiyonu birinci anlamda s-konveks

stokastik siireci olsun. t € [0,1] oldugunda asagidaki esitsizlik vardir.
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1
Y(o) = %[1 + (1 —t5)s~'t571] olarak alinirsa;

u+v L u+w N1/s
X(EZ?“)S OX(E?;“)U+(1—t) 1dt

1
< f X(tu+ (1 —tHYsv)y(t)dt
0
olur (Maden et al. 2014).

Ispat: % > 1 oldugunda g: I = R konveks fonksiyonu i¢in g(t) = t/ denilirse;

1 tS+ (1 -t%)\ g5 +g(1—-t%
9(z)=s( )=
2 2 2
_ +S5\1/s
1 <1:+(1 t%)
21/s = 2

olur ve 0 zaman

u+v 1 t+@A—-tHYS u+v
. < .
21/5 21/5 - 2 21/5

bulunur. Buradan

u+v u+v
2 s 21/5[

257t
elde edilir. X, I iizerinde monoton azalmayan oldugundan Vt € [0,1] igin;

u—+v u—+v
X( > w>SX(2USU+(1—ﬁP“L>

2571

t+ (1 —t5)V5]

alabiliriz. Bu esitsizligi [0,1] iizerinde t ye gore integre edersek teoremin 1.esitsizligini
elde ederiz.
f; birinci anlamda stokastik siiregte s-konveks oldugundan Va, b € I igin

(%%gp)sxmw);xw“)

oldugunu biliyoruz. a = tu + (1 — t%)Sv, b = (1 — t%)/5u + tv almirsa bu esitsizlik

+ 1

X(u 1v [t+ (- ts)l/s],.) <3 [X(tu+ (1 —tHY5v,.) + X((1 — t5)YSu + tv,.)].
2s

yazilir. Bu esitsizligi [0,1] tizerinde t ye gore integre edip dnceki teoremde kullanilan

degisken degistirmesini yaparsak istenilen esitsizlik elde edilir.

Teorem 2.1.12: s € (0,1) ile X:1xQ — R fonksiyonu birinci anlamda stokastik

stirecte s-konveks fonksiyonu olsun. Asagidaki esitsizlik vardir (Maden et al. 2014).
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1
(22 )< [ x(2E2 [tYS + (1 —t5)V9]dt
22—1' 0 21/s

N

1
< f XAYSu+ (1 —t)Ysy,)dt
0

SX(u,.);—X(v,.).

2.2 ikinci Anlamda s-Konveks Icin Stokastik Siireclerde Hermite-Hadamard Tipi
Esitsizlikler

Tanim 2.2.1: (Q, A4, P) olasilik uzay1 I € R aralifinda olsun. X:I X Q — R stokastik
stireci i¢in sunlar sdylenebilir.
(i) Her s, t € I ve A € [0,1] i¢in konveks ise;
XAs+ (A -=MDt,.) < AX(s,.)+ (A =DX(,.)

Bu stokastik siire¢ sinifinin tanimi C’dir.
(ii) Her s, t € I ve A € [0,1] i¢in Wright-konveks ise;

XAs+ (1 =Dt )+X((A-Ds+1t,.) < X(s,.) +X(¢t,.)
Bu stokastik siire¢ sinifinin tanim1 w’dir.

(iii) Jensen-konveks ise;

X(S+t,.) SX(s,.)+X(t,.)
2 2

Bu stokastik siire¢ sinifinin tanim C,/, ‘dir (Skowronski et al. 1992,1995, Kotrys
2012).

Simdi Hermite-Hadamard tipi bazi esitsizlikler ve ikinci anlamda s-konveks

fonksiyonlarin temel 6zelliklerini verecegiz (Dragomir and Fitzpatrick 1998).

Onerme 2.2.1: Eger f € K,* ise 0 zaman f, [0, o) iizerinde negatif degildir (Hudzik
and Maligranda 1994).

Teorem 2.2.1: f € K% olsun. R, = [0,00) olmak iizere Vu,v € R, ve a,8 =0 ile
a+ B <1 i¢in ancak ve ancak f(0) =0 icin f(au+ pv) <a’f(w) +pL°f(v)
esitsizligi saglanir (Hudzik and Maligranda 1994).
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Ispat: = u=v=a=p=0 almirsa f(0) <0 elde edilir ve 6nermeden dolay1
f£(0) = 0 olur. Boylece f(0) = 0 esitligi saglanir.
cuvER, vea,f=0ile0<y=a+p <1olsun. azg ve bzgkoyahm. o)

B _
14
f(au + Bv) = f(ayu + byv)

< a’® f(yu) +b*f(yv)

=a’ flyu+ (1 =y)0] + b*f[yv + (1 —¥)0]

<a’[y’ f+ A -y fO] +b°[y*f(v) + (1 —y)*f(0)]

=’y f(u) + b’y f(v) + (1 —y)°f(0)

=a’f(uw) + B°f(v).

zamana+b = %+ 1 ve buradan

Teorem 2.2.2: Farzedelim ki f:R* — R* ikinci anlamda s-konveks fonksiyonu,
s€(0,1)vea,b € R*ile a < b olsun. Eger f € L,[a, b] ise;

f(a) +f(b)
s+1

25_1f(‘“2”b) gbiajabf(x)dxs

esitsizligi vardir (Dragomir and Fitzpatrick 1999).
Ispat: f ikinci anlamda s-konveks ise V t € [0,1] icin
f(ta+ (1 —=6)b) <t°f(a) + (1 = t)°f(b)

oldugunu biliyoruz. Bu esitsizlik [0,1] lizerinde integre edilirse

1 1 1 a)+ f(b
f f(ta+ (1 —-1t)b) < f(a)f t5dt +f(b)f (1-t)dt = M
0 0 0 s+1
x = (ta+ (1 — t)b) degisken degistirmesi yapilirsa;
1 1 a
J f(ta+ (1 —-1t)b) = —J f(x)dx
0 a—>bJ,
= — [ f(x)dx (2.2.1)
b-a’a o
Esitsizligin ilk kismini ispatlamak i¢in (2.2.1) i¢inde Vx,y € I i¢in
x+y FO)+f ()
f (T) ST (2.2.2)

Simdi x = (ta + (1 — t)b) ile y = ((1 — t)a + tb) alalim. O zaman (2.2.2) den

a+b <f(ta+(1—t)b)+f((1—t)a+tb)
r(55) s -

elde edilir. Esitsizligin [0,1] {izerinde integrali alinirsa teorem ispatlanmis olur.
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Teorem 2.2.3: Varsayalim ki f, [a, b] lizerinde Lebesque integrali ve H: [0,1] — R igin

1 (P a+b
H(t) =—— (t 1—-t —) d
O == Fle+a-0"57)d
oldugunu diistinelim. f: 1 € R, — R ikinci anlamda s-konveks fonksiyonu, s € (0,1] ve
[a,b] € I, a < b lizerinde Lebesque integrali vardir. O zaman;

(i) H,[0,1] tizerinde ikinci anlamda s-konvekstir.
(i) v t € [0,1] igin;

esitsizligi vardir.
(iii) t € (0,1] oldugunda
1 (P b
Hy(£) = tsmf FOOdx + (1 — 0 f (%)
X(tx+(1—t)aJ2’b,.)+X(tb+(1—t)aJ2rb,.)
Ho(t) = s+1
icin; t € [0,1], H(t) < min{H,(t), H,(t)} esitsizligi vardur.
(iv) t € [0,1] igin eger H(t,.) = max{H,(t), H,(t)} ise
~ b 2 b
Ao < e B a0 (Y50

olarak hesaplanir (Dragomir and Fitzpatrick 1999).
Ispat: (i) t;,t, € [0,1]ve @, B = 0 ile @ + f = 1 olsun. Asagidaki ifade vardir.

b
H(at, + Bt,) = b—iaj f <(at1 4+ Bt)x + [1 — (at, + Bt)] er b) dx

- abf(a[t1x+(1—t1)a;b]+ﬁ[t2x+(1—t2)a;b]>dx
<o [ err (i = 0252 4077 (s 1 - 20250

= a’H(t;) + BH(t2)

elde edilir. Bu da bize H’ nin ikinci anlamda s-konveks oldugunu gosterir.

iiyte01]icinu=tx+(1—-1t) a*b degisken degistirmesi yapilirsa
— deg g yap
1 tb+(1—t)azﬂ
H(t) =————
t(b—a) ta+(1—t)asz

fwdu
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p=th+(1—-t)2veq=ta+(l—t)icin

1 P
H(t) = —f f(wdu
r—q),
olur. Birinci kisma Hermite-Hadamard esitsizligi uygulanirsa;

ﬁjjf(u)du > 2571f (?) _ gs-1f (a -; b)

elde edilir.

(iii) Ikinci kisma Hermite-Hadamard esitsizligi uygulanirsa Vt € [0,1] igin;

L f)+f(@)
HJ;I f(u)duSH—l
_f(ta+(1—t)“J2’b)+f(tb+(1—t)“J2rb)
B s+1
= Hy(t)
Eger t = 0 yazilirsa;
b 2 b
(7)1 = 0 = 57 ()

a+b
2

ile vs € (0,1), f (

Diger taraftan V t € [0,1] ve x € [a, b] igin;

) >0icin(s—1)f (#) < 0 esdeger oldugu dogrudur.

f<tx +(1- t)azﬂ) < t5F(0) + (1= Df (a%b)

oldugu aciktir. Bu esitsizligin [a,b] lizerinde integrali alinirsa Hq (t) igin

1 (P b
i@ =y [ fodcra-or ()
elde edilir ve ispat tamamlanir.
(iv) v t € [0,1] igin;
ef(@) + (1 - 05 (S52) + 57 B) + (1 - 0 (452)
Hy(6) < s+1

_ J@+fb) s 2 _qatbh

-t s+1 +d-0 s+1f< 2 >
Diger taraftan biliyoruz ki;

f(a) + f(b)

1 b
— <
b—aLf(x)dx_ s+1

ve
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U-W-f(%b)s (1—t)"- 2 f<a;b>

s+1'
oldugundan;
@)+ F(b) 5.2 p(ath
WO <t ——F—+A-0" 7 f( 2 )

yazilirsa teorem ispatlanir.

Teorem 2.2.4: Varsayalim ki f: [a,b] = R, [a, b] lizerinde Lebesque integrali olsun.

F(t) = ﬁfabfabf(tx + (1 -t)y)dxdy
t €[0,1] igin oldugunu disiinelim. f:I € R, —» R ikinci anlamda s-konveks
fonksiyonu, s € (0,1] ve a, b € I ile [a, b] lizerinde, a < b olsun.
(i) Her s € [0,1/2] igin F (s +3) = F (3 5)
ve her t € [0,1] igin F(t) = F(1 — t) dir.
(if) F, [0,1] tizerinde ikinci anlamda s-konvekstir.
(i) Her t € [0,1] i¢in;

021 0)= g [ [ 122

(iv) Her t € [0,1] igin;

esitsizligi vardir.

a+b>

F(t) = 251 H(E) = 45If (T

esitsizligi vardir.
(v) Her t € [0,1] igin;
1 b
s 1—=1)S
€+ -0l | Feoax

fla)+f(ta+ (1 —0)b) + f((1—t)a+th) + f(b)
k (s + 1) )

esitsizligi vardir (Hudzik and Maligranda 1994).

F(t) < min

Ispat:

(i) Integral ozellikleri sebebiyle her t € [0,1] igin F(t) = F(1 —t) dir. Bu sebepten
.. 1 1 .

dolayi her s € [0,1/2] icin F (s + E) =F (E - s) dir.

(if) Teorem 2.2.3’te agik¢a gosterilmistir.
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(i) Her t € [0,1] ve x,y € [a,b] i¢in f, | flizerinde ikinci anlamda s-konveks

oldugundan;

fx+ (A =t)y)+f((1—-t)x+ty) x+y
21
25 2
elde edilir. [a, b]? iizerinde bu esitsizligi integre edersek

U fbf(tx + (1 —t)y)dxdy + f f f(A-t)x+ ty)dxdyl

b
[ [ £ (552) sy
212 Fex + = Dy)dxdy = [ 7 £((1 = Ox + ty)dxdy ve

) 01 F(t)dt = blTa f; F (x)dx oldugunu biliyoruz. Béylece

1_1 <fabfabf(tx+ (1—t)y)dxdy> > fabj:)f(x;y>dxdy

w2 f () =g | [ (5o

esitsizligi saglanir.

(iv) Ik olarak; F(t) = —f [ f fltx+ (1 - t)y)dx] dy esitligini inceleyelim.
[a, b] iginde y sabiti i¢in Hy: [0,1] — R eslemesi tarafindan verilen
1 b
H,(t) = —f fltx+ (1 —-t)y)dx
b—al,

esligini diistinelim. Teorem 2.2.3 i¢inde gosterildigi gibi t € [0,1] i¢in
p=th+(1—-t)y,q=ta+ (1—1t)yoldugunda;

iy =—— | *Fwdu
W p—-ql,

esitligi vardir. Burada Vt € (0,1)vey € [a,b] i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi

uygulanirsa;
f Fwdu = 2571f (p al q) 2s-1f (t . aTer +(1— t)y)

elde ederiz. [a,b] tizerinde y ye gore integre edilirse;
F(t) = 25"'H(1 — t) oldugu goriiliir. F(t) = F(1 —t) olup teorem 2.2.3 de (ii) den

dolay1 ispat tamamlanir.
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a+b>

H(t) = 25‘1f( 5

a+ b)

> )

(v) ikinci anlamda s-konvekslik tanimi geregi V x,y € [a, b] ve t € [0,1] icin;
flex+ A =y) St°f() + (1 -)°f(¥)

olur. Bu esitsizlik [a, b]? iizerinde integre edilirse esitsizligin ilk kism1 anlasilir. Ikinci

F(t) = 2571H(E) = 45‘1f<

kissmda p=th+(1—-t)y , q=ta+ (1 —-1t)y icin Hermite-Hadamard esitsizligi
uygulanirsa;

fb+ (A —-t)y)+f(ta+ (1 —-1t)y)
s+1 '

1 p
Hy(t) = HL f(u)du <

Bu esitsizlik [a,b] tizerinde y etrafinda integre edilirse;

1

F() < —

1 (b 1 (P
1[mj; f(tb+(1—t)y)dy+mfal f(ta+ (1 —t)y)dy

olupr =b,1l=1tb+ (1 — t)a oldugunda basit bir hesaplamayla

1 (P 1 (r
m.’; f(tb-l_(l_t)y)dy:r——l_]; f(u)du

[+

o s+1
_f(b)+f(tb+ (1-1t)a)
- s+1

olur. Benzer sekilde

f(a)+ f(ta+ (1 —1t)b)
s+1

1 b
- — <
= a]a f(ta+ (1 —t)y)dy <

eklenmesiyle teorem i¢indeki ikinci esitsizlik elde edilir.

Tamim 2.2.2: Her u,v > 0 ve s € (0,1] olsun. I ¢ R araliginda X:I X Q — R ifadesi

ikinci anlamda stokastik siiregte s-konveks fonksiyonuysa;
XAu+AQ-Dv,.)<2X(w,.))+ (A -1)X(v,.)

esitsizligi vardir. Bu s-konveks fonksiyon smifi genellikle C;* olarak bilinir (Maden et

al. 2014).

Uyan 2.2.1: Ikinci anlamda stokastik siireclerde s-Konveksligi s=1 i¢in alirsak normal
konvekslik kolayca elde edilir (Maden et al. 2014).
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Onerme 2.2.2: Her A € [0,1] i¢in € < C,* dir (Maden et al. 2014).
Ispat: Onermeyi kanitlamak icin X € C, u, v € I keyfi noktalar1 ve s € (0,1] alalim. X
stokastik siireglerde konveks ve 4 < A° oldugundan;
Xu+A-Dv,)<X(w.)+A-DXw,.)
<AX(w,.)+ A -ADX(,.)

olur. O zaman X € C,* dir.

Onerme 2.2.3: Her A € (0,1) igin Cy/, © C,* dir (Maden et al. 2014).

Ispat: Onermeyi kanitlamak i¢in X € C, /2, W, v € I keyfi noktalar1 ve s € (0,1] alalim.

N
X stokastik siire¢lerde Jensen-konveks ve % < G) oldugundan;

X(u+v,_) SX(u,.)+X(v,.) SX(u,.)+X(v,.)
2 2 A
olur. O zaman X € C, dir.

Onerme 2.2.4: Eger X € C,* ise 0 zaman X, I iizerinde negatif degildir (Maden et al.
2014).
Ispat: u € I, s € (0,1] igin

<X(u,.)+X(u,.)

11
X(u,.)zx(Equ—u,.)_ = = 27X, )

2
dir. Boylece (2175)X(u,.) = 0 oldugundan X (u,.) = 0 olur.

Teorem 2.2.5: X € C;2olsun. Vu,v € I ve a, f = O ile @ + B < 1 igin ancak ve ancak
X(0) = 0i¢in

Xlau+Bv,.) <a’X(u,.) + B°X(v,.)
esitsizligi saglanir (Maden et al. 2014).

Asagidaki esitsizlik ikinci anlamda stokastik siire¢lerde S-konveks icin Hermite-

Hadamard esitsizligidir.

Onerme 2.2.5: X:1 x Q — R stokastik siireci olsun. Bu siire¢ (0,1) X Q araliginin her

noktasi ilizerinde integrallenebilirdir. O zaman asagidaki esitsizlik vardir (Maden et al.

2014).
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1

f X(tu+(1—t)v,.)dt=f X(1—-tu+tv,.)dt
0 0

Ispat: t*=tu+(1—t)v, te€[0,1] icin dt* = (u—v)dt seklinde degisken

degistirmesi yaparsak

1 1 u
fX(tu+(1—t)v,.)dt=—f X(t*,.)dt”
0 u—-vlJ,

v—u

1 v
= f X(t*,.)dt"
u

bulunur. Benzer sekilde k* = ((1 — t)u + tv,.), t € [0,1] olsun. O zaman
dk* = (v —u)dt olup

1 1 v
f X(A-tu+tv,.)dt = —f X(k*,)dk*
0 v—ujy

olur. Boylelikle ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.6: Eger X:I X Q0 — R* stokastik siireci ikinci anlamda s-konveks, s €

(0,1)veu,velise

os—1y (u +v )

v X(u,)+X(,.
< f X(t,.)dt < (t-) (.-)
v—ulj, s+1

esitsizligi vardir (Maden et al. 2014).

Teorem 2.2.7: Farzedelim ki X stokastik siireci s € (0,1] ve H(t,.):[0,1] X Q =» R,

i¢cin

1 (v +
H((x,.)=—j X(at+(1—a)u v,.)dt
v—1ulj, 2

oldugunu diisiinelim. I X () iizerinde X:I X Q = R, stokastik siireci ikinci anlamda s-
konveks fonksiyonudur. O zaman
(i) H; ikinci anlamda stokastik siiregte s-konvekstir.
i s-1y (W4?
(i)H(t,.) =2 X( . )
esitsizligi vardir.

(iii) t € (0,1] oldugunda

Hy(t,.) = t5$f:)((t,.)dt+ (1—t)5X<u—2H],.)
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u+v u+v
) :X(au+ 1-a > ,.) +X(av+ 1-a) > ,.)
s+1
icin; t € [0,1], H(t) < min{H,(t), H,(t)} esitsizligi vardur.
(iv) t € [0,1] igin eger H(t,.) = max{H,(t), H,(t)} ise 0 zaman
-~ Sla)+f(b) ;2 athb
Ao <=+ -0 57 ()

olarak hesaplanir (Maden et al. 2014).

Teorem 2.2.8: X: 1 X Q — R, ikinci anlamda s-konveks stokastik siireci I X £ tizerinde

integrallenebilir olsun.

F = ! ’ vX 1 dsd
(a,.)—mfuju (as+ (1 —a)t)dsdt

t € [0,1] i¢in oldugunu diisiinelim. s € (0,1], u,v € I ileu < v ise
. . 1 1
(i) Her s € [0,1/2] 1(;1nF(x +E") = F(E—x,.)
ve her ¢ € [0,1] i¢in F(a,.) = F(1 — ,.) dir.
(if) F,[0,1] x Q tizerinde ikinci anlamda stokastik siireci s-konvekstir.
(iii) Her a € [0,1] igin;

21-5F (a,.) ZF(%,.) =ﬁf:j:X(S;t,.)dsdt

esitsizligi vardir.

(iv) Her a € [0,1] igin;

u—+v
F(a,.) > 25"'H(a,.) > 45-1)(( )

2
esitsizligi vardir.

(v) Her a € [0,1] igin;

!( [a® 4+ (1 — a)°] —viuva(s,.)ds \L
P& =TI Y, + X+ (L= @w,) + X((1 - u + av,.) + X(,.)
(s +1)? J

esitsizligi vardir (Maden et al. 2014).
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3. BULGULAR VE TARTISMA
3.1 ¢ Konveks Fonksiyonlar

Tanmim 3.1.1: ¢:[a, b] - [a, b] fonksiyonu [a, b] S R olmak tizere, her x,y € [a, b],
t € [0,1] i¢in f: [a, b] = R fonksiyonu
f(tp() + (1 = D)) < tf(9() + (1= Of (9()

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna ¢ —konveks fonksiyon denir (Youness 1998).

Onerme 3.1.1: I bir 6zdeslik doniisiimii olmak iizere, konveks bir M kiimesi iizerinde

tanimli her konveks f fonksiyonu bir ¢ —konveks fonksiyondur.

Ornek 3.1.1: ;>0 Y} ,a;=1 ve I:R? > R? I(x,y) = (0,y) olmak iizere
M < R™ asagidaki gibi verilsin.
M ={(x,y) € R* (x,y) = 2,(0,0) + a,(0,3) + a3(2,1)}
U{(x,y) € R?:(x,y) = 2;(0,0) + a5(0,—3) + a3(—2,-1)}
seklinde tanimlansin. O halde M kiimesi ¢ —konvekstir fakat konveks degildir.

Ornek 3.1.2: I:R - R,I(x) = —x?> olmak f:R — R fonksiyonu asagidaki gibi
tanimlansin.

1 x>0
f_{—x, x<0

R bir ¢ konveks kiimedir ve R tizerinde f fonksiyonu ¢ —konveks fonksiyondur fakat

konveks degildir.

Teorem 3.1.1: f: R* - R™ ¢- konveks fonksiyon olmak lizere; a,b € R* vea < b
olsun. Eger f € Lq[a, b] ise;

p(a)+e(b) < 1 @(b) X dxsf(fp(a))+f(<p(b)) 311
2 o(b)-p(a) 'o(a) 2

esitsizligi vardir.
Ispat: f; g-konveks ise her t € [0,1] icin
f(tp@ + (1= M) < tf(p@) + (1 — Of (p(b))

oldugunu biliyoruz. Esitsizlik [0,1] {izerinde t ye gore integre edilirse;
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1

+ f(e(b))
0

= f(o(@) 5

f F(tp@@) + (1 - De®))dt < f(@(a) f tdt + £ (@(b)) ] (1 - o)dt
0 0 0
t2\|*
(=5)]
_flo@) +f(p(b))
2

elde edilir. x = to(a) + (1 — t)p(b) degisken degistirmesi yapilirsa;

x =te(a) + (1 —-t)e(b) dx = (p(a) — @(b))dt
t=1i¢cinx = ¢@(a) t = 0i¢in x = @(b)

[, f(to(a) + (1 — D (b))dt = (p(a;(p(b) (;P((ba))f(x)dx

— 1 @(b)
~ ob)-9(a) f(p(a) f(x)dx (3.1.2)

[k esitsizligi ispatlamak igin (3.1.2) iginde her x,y € I icin

P(x)+p(y) f(p0))+f (@)
f (Bxlew) o fleto)t (3.1.3)

alabiliriz. Simdi (3.1.3) esitsizligi i¢inde t € [0,1] i¢cin x = tp(a) + (1 —t)p(b) ve
y = (1 —=t)p(a) + te(b) alalim. O zaman,;

f ((P(a) + <P(b)> < f(tp(@) + (1 = p(b)) + (1 = Dg(a) + to(b))

2 2

olur. Esitsizligin [0,1] lizerinde integrali alinirsa;

1 b 1rt
[ f<w>dtsz [ £e0@ + (1 = 000)) + £((1 - D@ + tp®)) e
0 0

olur. Sirasiyla tg(a) + (1 — t)e(b) = uigin du = ((p(a) - (p(b))dt
1-te(a) +te(b) =u igin du= ((p(b) - <p(a))dt degisken degistirmeleri

yapilirsa;

f<<p(a) 42- w(b)> ;

g/ e du @(b) du
< - _
=3 <L(a) fO o —e@ L(a) 1o Sy = <o<a)>

o(@) + () 1 o®)
f( 2 >S¢(b)—<p(a)j fG)dx

()

olup teorem ispat edilir.

Tamm 3.1.2: (Q, A4, P) olasilik uzay1 ve I € R aralifinda olsun. Stokastik siirecte
X:1xXQ — R @ konveks ise hers,t € I ve A € [0,1] igin;
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X(Ap(s) + (1 = De(D),.) < 2X(p(s),.) + (1 = DX (p(t),.)
vardir. Bununla birlikte eger X stokastik siireci ¢- konveks ise asagidaki 6zellikler
vardir.
(i) Her s, t € I ve A € [0,1] igin Wright- konveks ise;
XQp(s) + (1 = De(0),.) + X((1 = De(s) + 29(1),.) < X(p(s),.) + X(p(t),.)
vardir.

(i) Jensen- konveks ise;

o(s) + (D) X(@(s),.) + X(@(1),.)
(PO, ) <o

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.1.2: X:1 X 0 — R stokastik siireci olsun. Bu siire¢ (0,1) X Q araliginin her

noktasi iizerinde integrallenebilir ise asagidaki esitlik vardir.

j X(tow)+ (1 —t)e(),.)dt = f X((1-De@) + te(v),.)dt.
0 0

Ispat: t € [0,1] igin t* = te(u) + (1 — t)e(v) , t € [0,1] ile ifade edelim. O zaman
dt* = ((p(u) — (p(v))dt seklinde degisken degistirmesi yapilirsa
W)

(p(u) - (P(v) (V)
1 »)

(P(v) - (p(u) o)
bulunur. Benzer sekilde k* = ((1— o) +te®),.) dk* = (o) —¢(u))dt

1
f Xtow)+ (1 —-t)ew),.)dt = X(t*,.)dt*
0

X(t*,.)dt"

degisken degistirmesi yaparsak;
)

;J X(k*,.)dk”
(P(v) - <p(u) o) h

j X(( = Do) + to(®),. )dt =
0

olur. Boylece esitlik ispatlanir.

Teorem 3.1.3: Farzedelim ki X bir stokastik siire¢ olsun ve H(t,.):[0,1] X Q = R,

doniistimii

H(a,.) =————[*Wx (t+(1—a)M,.)dt (3.1.4)

pw)- §0(u) ) 2
biciminde verilen stokastik siireci dikkate alalim. X: I X 0 — R, stokastik siireci

¢- konveks fonksiyon olmak iizere,
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(i) H; stokastik siireci de ¢- konvekstir.
(i) H(t,) = X (22222 ) dr,
2
ispat:
(i) ty,t; €[0,1]vea,B = 0ile a + B = 1 olsun. Bu durumda

1 @)

e o) o)
H(ax +By,.) = pW) = o) Jpay )

X ((ax + BY)P(®) +[1 = (ax + py)l =

1 »)

. oW + o)
o) — o) L, X(“ lx(p(t) ta=x 2 l

+ﬁb@@%ﬂ1—ﬁ£9¥;ﬂﬂpbdt

_ 1 °® o) + o)
= o) =@ "D f(p(u) (aX lxga(t) +(1—-x) — l
,)g
=aH(x,.)+LH(y,.)

olur. Bu da H stokastik siirecinin ¢- konveks oldugunu gosterir.

o) + o)
2

+ BX lwp(t) +(1-y)

ii) Varsayalim t € (0,1] olsun. O zaman 8 =at+ (1—a Pte® degisken
y . g

degistirmesi yapilirsa @ (p) = ap(v) + (1 — @) ‘P(u);ﬂp(v) ve

(@) =ap(w) + (1 — a)w oldugunda;
1 a(p(v)+(1—a)—(p(u);"p(v)
H(t,.) = X(6,.)ds
@ (@) = W) Jypu)+(1-a)2Wte®
1 o)
X(6,.)do

0P — 9@ )y
yazilir. Burada ¢- konveks stokastik siireci i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini sol
tarafa uygularsak;

1 @(p) + Dt oy
—] X(6,.)d6 2X<M,_> =X<M’_>
?(P) = #(@) Jy) 2 >

olup istenen esitsizlik elde edilir.

Teorem 3.1.4: ¢: [a, b] — [a, b] ortalama karelerin siirekli fonksiyonu olsun.

X:T x Q = R stokastik siireci ¢-konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir.
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¢(a) + ¢(b) 1 ()
() < s Ly Y
<> [X(e(@),.) + X(p(b),.)]. (3.15)

Ispat: X stokastik siireci ¢- konveks oldugundan

¥ <<P(a) er w(b)“> _y <t<P(a) + (; — e(b) N (1- t)<p(;l) + tw(b)’_>

1
<5 X(te(@) + (A = e),.) + X((1 - he(a) + te(b),.)]
elde edilir. Esitsizligin her iki tarafin1 (0,1) aralig1 boyunca integre edersek,

X(w(a) erw(b)

1 1 1
,.) <- U X(top(a) + (1 —t)p((b),.)dt +f X((l —te(a) + t(p(b),.)dt]
2 0 0
olur. Birinci integralde x =t@(a) + (1 —t)p(b) almirsa aym zamanda ikinci
integralde de x = (1 — t)p(a) + te(b) alabiliriz. O halde;
@(b)
X<<p(a)+<p(b)“>S 1
2 @(b) — (@) )y

X(x,.)dx

oldugu goriiliir. (3.1.5) deki ikinci esitsizligi kanitlamak amaciyla; X, ¢-konveks

stokastik siireci i¢in her t € (0,1) araliginda asagidaki esitsizligi ele alalim.

X(to(a) + (1 -e),.) < tX(p(a),.) + (1 — )X (p(b),.)

Yukaridaki esitsizlik tizerinde her iki tarafin (0,1) lizerinde integrali alinirsa;

] X(to(a@) + (1 — Dp(b),.)dt <X(p(a),.) J tdt + X(o(b),.) J (1—t)dt
0 0 0

1 1
=5 X(p@),) +5 X(@(b),.)

- %[x«p(a),.) +X(@(b),.)]

bulunur. Bir 6nceki esitsizlikten de yola ¢ikarak (3.1.5) in ikinci kismi1 da elde edilir ve

ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.5: ¢: [a, b] — [a, b] ortalama karelerin siirekli fonksiyonu olsun.
X:T X Q = R stokastik siireci ¢-konveks ise asagidaki esitsizlik vardir.

1 »(b)
@(b) — (@) Jyq

< - [X2(@(@), ) + X2(9(h), )] + 2 X (p(a), )X (p(D), ). (3.1.6)

X(x, ) X(p(a) + (b)) —x,.)dx
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Ispat: Her t € (0,1) icin X ¢-konveks stokastik siireci oldugundan ;

X(to(a) + (1 =te),.) < tX(p(a),.)+ (1 - )X (p(),.) (3.1.7)
ve
X(1-0ea) +tp(),.) < (1 -X(pa),.) + tX(p(b),.) (3.1.8)

saglanir. (3.1.7) ve (3.1.8) in her iki tarafini taraf tarafa garparsak
X(tp(a) + (1 = )p(b),.). X((1 = Dp(a) + te(b),.)
<t(1-[X*(pa),.) + X?*(p(b), )] + (t* + (1 — ©*)X(p(a),.). X (¢(D),.)

elde edilir. Esitsizligin (0,1) etrafinda t iizerinde integrali alinirsa,

1
f X(tp(@) + (1 — eb),).X((1 - Dep(a) + tp(b),.)dt
0

1

1
< [X*(p(@),.) + XZ((P(b),-)]J t(1—t)de + X(fp(a),-)-XGP(b),-)f (t*+ (1 —-t)?)dt
0

0
1 2
=2 [X* (0@, + X2 (o), )] + 3 X(9(@, )X (p(),.)

elde edilir. (3.1.6) i¢in de x =t @(a) + (1 — t)@p(b) degisken degistirmesi yapilarak

sonug bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.6: ¢: [a, b] — [a, b] ortalama Karelerin siirekli fonksiyonu olsun.
X:T X Q — R stokastik siireci ¢-konveks ise
M(a,b) = X(¢p(a),. )Y (¢(a),.) + X(@(b),.)Y(¢(b),.)
N(a,b) = X(¢(a), )Y (¢(b),.) + X(¢(b),.)Y(¢(a),.)

oldugunda asagidaki esitsizlik saglanir.

p(b)-p(a) ffp(a) X(x,.)Y(x,.)dx < - M(a,b) +-N(a,b) (3.1.9)

Ispat: X,Y @-konveks stokastik siireci oldugundan

X(tp(a)+ (A -t)e),.) <tX(p(a),.) + (1 -t)X(e(),.) (3.1.10)
Y(tp(a) + (1 —t)e),.) <tYV(p(a),.) + (A —-t)Y(e(b),.) (3.1.11)
esitsizliklerini yazabiliriz. (3.1.10) ve (3.1.11) esitsizliklerini taraf tarafa ¢arparsak
X(tp(a) + (1 —e(b),.).Y(tp(a) + (1 - )e(b),.)

< t?X(p(a), )Y (p(a),.) + (1 —t)*X(p(b),. )Y (p(D),.)

+t(1 - )[X(p(a), )Y (@(b),.) + X(¢(b),. )Y (¢(a),.)]

elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin (0,1) {lizerinde integralini alirsak;
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f X(t(@) + (1 — Dp(b),.). ¥ (te(a) + (1 — Deb), . )dt
0

1
< [X(o(@), )Y (@(@),.) + X(p(b), )Y (@(b), )] f t2dt

1
HX(0(@), )Y (b)) + X(@(b), )Y (9(@),.)] f ((1 - O)dt

yazilir. Birinci integral iginde x = te(a) + (1 — t)@(b) dénisimiini alir ve basit

integral hesaplamalart ile istenilen (3.1.9) esitsizligi elde edilir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Son boliimde ilk olarak stokastik siirecte ¢- konveks fonksiyonun kavramini verdikten
sonra bu konveks fonksiyon yardimiyla stokastik stire¢lerde Hermite-Hadamard tipli
esitsizligini ve stokastik silirecte - konveks fonksiyonlar kullanarak bir¢ok yeni integral
esitsizlikleri elde edildi. Benzer diisiinceler altinda literatiirde verilmis olan diger
konveks fonksiyonlar i¢in de yeni sonuglar elde edilebilir. Ayrica elde etmis oldugumuz
bu sonuglar c¢esitli yollarla daha da genellestirilebilir. Dolayisiyla bunlar agik

problemler olarak birakiyoruz.
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